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Mpunosun Teopunjn nHbdopmaumje I

IIpearosop
KyBapuLe KyBajy no Hajbo/bum peuentuma, cyae Ham GpakynTeTckm obpasoBaHM nNpaBHULM, npodecopu
MaTeMaTMKe AprKe HacTaBy Mo Nporpama HanMcaHUM of HajbosbMx, Ha HauYMH KOju Cy MPONMUCaAnN HEKN
Tpehu. LLTa moxke BUTK Nole y TeXHU Ka jeAHOM TaKo caBpleHo ypeheHoM CBETy — HUCY Me Jbyau
jeaHOM nuTanu.

Y Tom cmucny Teopuja nHpopmaumje je pasoyapasajyha. Cnoboaa Kojy Keanmmo pesynTaT je BMLIKOBA
KOje MMaMO Yy O4HOCY Ha CKyMn HEeXMBMX TBAPU Of, KOje CMO CacTaB/beHMU, @ CUTYPHOCT KOjOj Ce HaZamo
€XO0 je HbMXOBOI HayesIHOT MUHUMaAn3ma. Mu Texxumo cmmupajy 6exxehn og }KUBOTHOCTM, NPUKIaHAMO
Ce CUTypHOCTU NPOTUB HEU3BECHOCTW, MpeaajeMo CBoje NndyHe cnoboge opraHusaumju. To je 3aKoH
MHepuMje, NPUHUMN HajMaker AejcTea, MAM ako xoheTe HayenHa wWTea/buBocT HGopmauuje. OHU cy
CaMo Apyrayunju n3pasu 3a BepoBaTHUje aoraharbe BEpPOBaTHUjUX UCXOAa.

ETo wra je nowe y Toj ropkb0oj peyeHUUM — peKao bux ca CTaHOBULWITA Teopuje MHOopmaumje — WTO
npenobpo ypeheH cuctem Hy»KHoO 3actapeBa. CBeT ce HeyMO/bMBO Merha M ogMuye mMy. AKo ce cBe
dU3nYKe nojaBe BaCMOHe cacToje camo o MHGopMaLmja, a CyLITMHA OBE je HEU3BECHOCT, OHAa berKatbe
Y U3BECHOCT Ha Kpajy nocTaje noL nocao.

MehyTum, ocHoBHa Te3a oBe ¢uio30duje jol YBEK CaMO je XxunoTesa. 3aTo NMLIEM JIOKANHO a Hagam ce
rnobanHo, na je u oa 3bMpKa npuaora NpPMBaTHO-jaBHa. 3axBasbyjemM CBMMA KOjU CYy MU YKasmMBaau Ha
rpeLlKe, HApOYUTO OHUMA YMje Npumeabe cy me MHCNnpUcane.

AyTop, debpyapa 2021.
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Mpunosun Teopunjn nHbdopmaumje I

1. Penpe3eHTaTHBaH y30paK
PacTko Bykosuh', 30. jaHyap 2021.

3a gaTtui ckyn cayyajHux gorahaja objawHbaBam HajmakbM NOACKYN Koju 61 My morao 6uTh 40BO/bHO
penpeseHTaTMBaH. Pacnpas/bam yKpaTKo 0 Be3n usmehy Mpobaema cekpetapuue, HopmanHe
pacnogene BeposaTtHoha 1 3naTHOr Npeceka, cBe Tpoje y okBupy Teopuje nHbopmaumje.

U360p cekpeTapuie

Kpajem 1950-ux u nodetkom 1960-mx nojaBMo ce jeaHOCTaBaH, AE/IMMUYHO PEKPeaTMBHU 3ajaTak
Teopuje BepoBaTHohe NO3HAT Kao Npobnem cekpeTapuue, uamn nsbopa napTHepa, UM MUPa3a, Koju ce
npobujao oko matemaTuuKke 3ajegHuue. OH uma ogpeheHy NpPMBAAYHOCT, NIaKO Ce HaBoAM M MMa
yneyaT/buBeo peluere’.

Oamax cy ra npeysenn v passuam ogpehenu yrnegHu npobabunnctn u cratuctmyapu, mehy ruma
Nunanej (Lindley, 1961), AnknH (Dynkin, 1963), na Yo, Mopurytu, PobuHc n Camyenc (Chow, Moriguti,
Robbins, Samuels, 1964), 3atum Mnbept n Moctennep (Gilbert, Mosteller, 1966). Oa Taga je npobaem
CeKpeTapuue NPOLMpPEH M YONLWTEH Y MHOTO Pas/IMYUTUX NpaBaLa Tako Aa ce caga Moxe pehu aa je oH
obnacT npoyyaBakba Y OKBMPY MaTeMaTuKe-BepoBaTHohe-onTummsaumje. M3 paga ®prmana (Freeman,
1983) Mo’Ke ce BMAETU KOJMKO je TO Mmoapydje MOCTasNo OMNCEeXHO W MPOCTPaHO; LTaBulle, OHO je
HaCTaBW/I0 eKCMOHEHLMjaNHN PacT y roguHe o4 Kaja Cce Heros TEKCT NojaBuo.

Mpobnem cekpetapuue Yy CBOM HajjegHocTaBHMjem 06/MKYy uma cnegehe KapakTepuctuke. Ha
pacnonaraky je jegHo pagHO MecTo 3a cekpeTapa/cekpetapuuy. Komucuja 3Ha 6poj N nogHocunaua
3aXTeBa M WMHTEpPBjyMLlle MX CAy4YajHUM pemoc/iefom, jeAHOr Mo jegHor, He 3Hajyhu Ko je cnegehu.
PaHrMpame 3anHTepecoBaHNX AOBOJLHO je AeTa/bHO Aa He byae 3HaYajHor Aynanpara ckopa Hajbosbux,
a oanyka o u3bopy 3acHMBaA Ce CamMO Ha MNpeTXogHUM pesynTaTMma. HakoH opbujarba Tekyher
KaHAWAATA KacHMje ra Huje moryhe no3nBaTtK, a HAaKOH NpMXBaTakba Aasba NpeTpara ce obycTaBsba.

Ha cnmum neso je obnact A ca peiom y Kojem YeKajy CnMTaHULM ucnpes npocTopumje ca KOMUCHjoM
A KOja MX NojeAVHAYHO MHTepBjyue, npernega um
npujase u popesbyje 6opose. Y obnactm B cy
N NpernejaHun KaHAWAATM cBe AO N-Tor, nocne Kojer
ce, NpeTnocTaB/baMo, NojaBNo jesiaH o4, Hajbosbux,
B ca nobesHWYKMM CKOPOM, Koju 6u on ceux N

Morao umatu Hajsehu bpoj 6oaoBa (NprMbAKIKHO)

n 6UTU NPMM/bEH Ha Nocao cekpeTapa/cekpetapuue. OBO je MaeannsoBaHa cuTyauumja rae je B tamad

[0BOJbHO BE/IMKM Ae0 caydajHor Hn3a A (B A un < N) aa moke 6UTK penpeseHTaT1BaH y30pak.

! MmHasmja bara J/lyKka, npod. matematuke
2
8. [10]
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Mpunosun Teopunjn nHbdopmaumje I

[aKkne, npeTnocraB/baMo Aa Ha CAMUM MMaMO MPUKa3aHO jeaHO MATeEMATUYKO ouekmnBare®. ¥ aTom
HU3Y jeAHONMKO pacnopeheHux (MHave caydajHUX) KaHanaaTa OTNPUAMKE CBAKU N-TU je NPUXBaT/bUB 3a
nocao, Tako Aa je p = 1/n seposaTHoha Hanaxera ,npasor”. To 3Haun ga je ¢ = 1 — p, ogHOCHO

q=1-1+ (1)
BepoBaTHoha ,,norpewHor”. ¥ H13y og n KaHangarta (obnact B cnuKke) ceu go cnegeher cy ,norpewHun”,
a BeposaTHoha Taksor gorahaja je g". MeRhyTtum

. 1n\* 1
llmn—>oo (1 - ;) = ;, (2)
roe je e = 2,71828 ... Ojnepos 6poj, 6a3a npupogHor noraputma. Y ciyyajy BemKux Husosa (N — <o),
Kaga je 6ogoBarbe KaHaMAaTa Beoma getasbHo (n — ), Taga q* — 1/e = 0,37, na nogHus B 4nMHKM OKO
37 oAcTo HM3a A.

3ak/byyyyak je ga npobsem n3bopa Hajbos/be CEKPETAPULLE MOXKEMO PenTU nponywTajyhmn npBmx oKo
37 oAcCTO KaHAMAaTKMEba, NPOCTo Aa bucmo Haxkaapunu Ton AUCTy Hajbosbux, y3gajyhu ce aa je 1o
AO0BO/bHO Aobap y3opak. 3atum hemo npornacutn Hajbossum msbopom npsy cnegehy Koja mma
ycrnocTtas/beHu Hajsehu 6poj 6oa0Ba, MM BULie oA TOr (@ aKo ce He MojaBM HU jefiHa TakBa, OCTaje Ham
nocneama).

JeBujanuje

TeopeTuwiemo ca MnNPeTNOCTaB/bEHUM ,YHUBEP3YMOM HEWU3BECHOCTU® uuje KOAMYMHE Ha3nBamo
MHPopMaLmjama. 3a HUX BaKe 3aKOHW ofpXKarba M WTeA/bUBOCTU, Ma 3aK/bydak Aa cy cnobopHe
MHbOpPMauuje ekBMBasEHTHE PUINUYKMM AejCTBMMA, 3 3aTUM A3 CY KmBa 6uha GU3NUKKM cucTeMUMU Koju
MHPOpMaLMja MMajy ¥ BULLKY Y OAHOCY Ha HEXMBY CYNCTaHLy Of Koje ce cacToje.

CarnacHo npuHUMNMMa Hajmarber gejctea U uHbopmaumje, KmeBa 6buha CBOjUX BULLIKOBA HacToje
OTapacuTM ce, OBUIO HEMOCPEAHO Y HEXMBY OKOJIMHY, MHadye Beh nonyweHy M Takohe CKAOHY
MUHMMann3my, 6uno yrpahyjyhu mx y opraHuMsauumjy KosiekTuBa Kojem npunagajy. Y Tom cmuchay je
ApywTeo ¢uM3MyKa nojasa Herge namehy KUBUX U HexMBUX cuctema. OTyaa, Ha NpUMep, casHake Aa
MpaB/ba KOJIOHWja MOXKE UMATU UHTENIUTEHTHMje AeNoBatbe 0f, CBOjUX MOjeAUHUX MpaBa NocTaje Tema
Teopuje MHPopmaumje.

HenpeasBna/bMBOCT je y OCHOBM CBETa yOMwTe Tako Aa Ca e Bule ApywTey pacte cnocobHocT
AenoBarba U buparba, Npy Yemy Ko/MYMHa HEM3BECHOCTU KOjy MepMmMo MHPOPMaLMjoM He pacTe camo
ca noseharbem 6poja onuuja Beh U ca HbMXoBOM HeoyekusaHowhy. To BOAM 4O NMTarba ONTUMAsIHE
mepe ypeheHoCTU 1 BUTANIHOCTU jedHe ,3ajeaHuue xusux”. Haume, ypehusarbe, gakne opraHMsoBame
W OorpaHuvyaBarbe, CYNpPOTHOCT je BWUTANIHOCTM, OOHOCHO CN060AN M KONMYMHM onumja. Y MoHallaky
CaMuX jeAMHKM 3ajegHuMLEe Harnacak npenasy Ha MOCAYLWHOCTU U HEMOCAYWHOCTH, yobuuajeHoCTH U
Heyobu4ajeHoCTH, AN NAaCMBHOCTU U arpecMBHOCTM Kao CynpoTHUM TeHAeHUMjama.

® MHaue ce 0Baj 3a4aTaK y MTEPATYPY 4pyraunje peLuasa.
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Mpunosun Teopunjn nHbdopmaumje I

WTo je Behe pacuname (aesBujaumja) y noHalwarbMma nojeguHaua TO CYy OHM Marbe OpraHM3oBaHa
3ajegHuLA, a ca gpyre cTpaHe, ca NOPACTOM KOMMNAKTHOCTU OMNaga HeHa cCnocobHOCT bMparba M 4pyLUTBO
Ce Y PEeYEHOM CMUCAY YyMpTB/byje. M3 OBaKBOr MpOMMLL/batba C/eAM 3aK/byyaK Aa MNOCTOjU HeKu
ONTUMYM BUTAZIHOCTM U ePUKACHOCTU, PUSNKA U CUTYPHOCTU. TO je MecTo rae npeTxoaHa ,npudbanKHa
TpehuHa“ (2) onet nocraje Ba)kHa.

Ha cnepehoj camum’ Buammo ,Hopmanny” (Faycosy) pacnogeny KoeduumjeHTa mHTenureHuuje (1Q)
MHaYe NPou3BOJ/bHO y3eTe nonynaumje. TecT nHTenmreHumje (IQ ckop) nogelwasa ce Tako Aa NpoceyaH
pesyntat nojeamMHaua byae 100 6oposa u aa oko TpehuHe (34,1 oacto) cBMX MMajy ,,MpocCevHy
UHTenureHumjy”, og 85 go 115 6oaoBa. MaTemaTUUKO oYeKMBakbe (T3B. HOpMasiHe) pacnogene 6o408Ba
Tako je u = 100, a ctaHpaapaHa aesujaumja ¢ = 15. [iBe gesunjaumje (20) oHpa obyxsaTajy MHTepBan
6onoBa oa 70 ao 130, a Tpu (30) ckopo UenokynHy nonynauujy. Y Tome BUAMM CANYHOCT Ca PeLleHheM
npeTxogHor npobaema ,u3bopa cekpetapuue”.

Pacnogena |Q koedmumjeHTa nonynauuje 1=100 | o =15
03
©
=
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o
o 027
=
o
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m
g 01
=
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=
- +34.1%
.00 T ] T
55 B0 65 70O 75 BO 85 90 95 100 105 110 115 120 125 130 135 140 145
' : 1Q ckop : : :
: — % 68.2%gwerrnere :
: drressrressrnessnnsssrnennannsnan R LI LA — : :
M tesessssmsssemsasssassastanssanaansatnan s nnnnran igg.?qfu ........................................................... K

Kaga Ha npBoj cavum (M3bop cekpeTtapuue) obnact A cmaTpamo ButanHowhy Hekor xusor 6uha mnu
HbMXOBE OpraHusauuje, Taga je nogobnact B [0BO/BHO penpeseHTaTMBHA 4a Y HOj OYEKyjemo
(cTaTUCTMYKKM) NpefcTaBHUKE CBUX (04, PYTUHCKUX OO0 EKCTPEeMHMX) KBanuTeTa gaTte obnactu. Opyra
CAuKa (HopmasiHe) pacnogene uHTenureHuuje npubaunkHa je notepaa (2), aa he ce u aesujauuje
jaB/baTM y Tom 06uMmy. MpK Tome He ynasMmo y pacnpasy OKO Tora LWTa NojeAuMHO APYWTBO cCMmaTpa
,HOPManHUM” a WTa ,, AeBUjaHTHUM" NOHaLUaHEM.

* V3eta je ca dejcbyka ,SPSS tutorials”, anu morna je 6UTH 1 04 MHOTUX 4PYTUX.
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Mpunosun Teopunjn nHbdopmaumje I

NcTo moxkemo pehu n oBako. Kaga npecnoXmmo oHe noxes/bHe HeOYeKMBaHOCTM cucTema A, Koje Bule
NoACTUYY Herosy BUTanHOCT, oHAa hemo fo6UTK Aa TaKBM YMHE NOACUCTEM aHanoraH B 1 oko TpehuHy
CBUX. pyrMm peuynma, onTUMYM ,,HENOCAYLWHUX" jeANHKM ,,KMBOT cucTema” je oko TpehuHe, a pasnuke
cy camo y AepuHunumMju ,NOCAYLIHOCTU Y BPCTU U UHTEH3UTETY HbUXoBe arpecnBHocTn. OTyda TO/IMKA
Pa3HONMKOCT XuMBMxX buha Ha 3em/bu.

MoTtBpae (NMpMMeHe) oBe NPOLLEHE MOMKEMO TPAXKUTU Y UCTOPMjaMa HajyCcnewHUjux uMBUaM3aumja, os
oKo 30-aKk nosHatux. XKMBOT APYLITBA KAao M UMBUAM3ALMjE NPEKNAA CE N HACUIHO, HEHAAAHO, a/iu aKo
rnocmaTpamo Camo OHe Koje cy mmane cpehe ga Tpajy npumervhemo fa ce cBaKa cacToju O HeKor
YCNOHa, BPXyHUA WM naga. HbUX0BM TOKOBM CAUYHU CY KMBOTY KPO3 MJIaZOCT, 3pe/iocT U CTapocT, ca
NPBUM AEA0M CKNOHWM]EM PU3UKY, @ APYTUM Y PyTUHaAMA.

Y cnyyajy umBunausaumja, nag nounme ca Behum camo-orpaHmMyaBatem. Tako Cy KOMYHU3MM 3a0CTajanu
360r npesuwe peryancarba, Kao M AMKTaType, a Ha BpxyHUy OTomaHcKke mmnepuje 6uo je CynejmaH
BennuaHcTBEHM Kora cy HasMBaAM ,3aKoHoAdaBuem”. TewKo je ,Ha TepeHy“ MepuTu ,KoJnuuHe
orpaHunyerba” Koje je Heko ApywTBo cebu HaMeTasio Peuumo NyTem 3aKOHOAABCTBA, PEIUTUJCKUX,
0bNYajHMX NN MOPASIHUX HOPMMU, Y OAHOCY Ha NOTEHUMja/IHE ,,KO/IMYMHE cioboaa”, ann us npeTxogHor
MOKEeMO NpPeTNocTaBUTK Aa je y nepuay naga Taj ogHoc 6uo Behu og 2:1 y KOPUCT orpaHMYaBatba.

TauyHuje, Kaga oAHOC YKyNHe BUTa/IHOCTU HEKor ,»KmuBor 6uha“ Texku aa byae sehu oa ctaHgapAHOr, OKO
2:1 y KopucT ,,06UYHUX” NPOTUB ,HEOBUYHUX", OHAA ce Taj 04HOC NOHOBO YCMNOCTaB/ba Y CTaHAAPAHOM
06/1MKy anu ca NpomMerbeHOM YKYNMHOM BUTaNHOWhyY KONeKTMBA M HOBOM AePUHULMjOM HOPMANHOCTU. Y
Cny4yajy Kaga 3ajegHuua nocrtaje ypeheHuja, peuymo curypHmja n eduKacHuja, HeHa BUTANHOCT ce
cMmambyje. Takea je y Behem pM3uMKy Aa 3a0cTaje Hacnpam OKOJ/IMHe Koja by ce HacTaBm/la pa3BujaTy.

Y cnyyajy nojaBe eKCTpeMHOT AMAepa 3a Kojer KaXKemo ga cBojom crocobHowhy ,,nokpehe mHore”, ca
CTAHOBMLUITA OBE MaTeMaTUYKe W3BECHOCTWM paau ce Takohe o ,nojelwaBaky 3ajefHuue” Kojum ce
ycnocTasba NPETXoAHM cTaHgaps, (npubaukHo 2:1). OpraHusauuvja Taga wuae y Behy wmam marby
BMTA/IHOCT 3aBUCHO oA, Anaepctsa. Huje cBaka npomeHa, 6una oHa eypopuyHa WAM CMOHTAHA, MyT Y
60/bUTaK UM NPONACT, Ko LUTO TO HUje HW CBaKM MyT Kojem cienbeHunLm Bepyjy.

Hausrnep cacsum gpyrauunjy BpCTy NpMmepa MOXKEMO TPAXKUTU Y AaHAC KUBMM OPraHM3MMMa Ha HALLOj
nnaHeTn. FPam3nBOCTM HacymnpoT eMnaTuje yHyTap nojeaAnHUX BPCTa, Takohe cToje y OTNPUANKE UCTOM
ofHocy 1:2. Ca npesuLle arpecuBHUX jeAMHKM pa3bunia 6u ce HMXOBA OpraHMsaLMja, a ca NpesuLle
yBuHaBHUX OHM B NOCTaNM NAKLIM NAeH ApYrMx. PasHOBPCHOCT HMXOBUX XMjepapxmja camo notephyje
Te3e OBe pacrnpase.

3/1aTHU nIpeceK

LlennHa Hacnpam Aena oAHOCK ce Kao Taj Aeo Hacrnpam ocTaTka. To je geduHuumja ,,3naTHOT NpeceKka”.
O3HauMmo NK BeMYMHY LevHe ca 1 a aator gena ca ¢ umamo nponopuujy 1: o = ¢ : (1 — @), a oTyaa
KBagpaTHa jegHauyMHa

P +9—1=0, (3)
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Mpunosun Teopunjn nHbdopmaumje I

yunje peweme

V5-1
(D = —2 =~ 0,62 (4)
. V5+1 . . .
Ha3mMBamo 31aTHMM Bpojem. pyro pewere @ = S~ 1,62 je Behu 3naTHM BpOj M OH je peunnpoyaH

ca npsum, @@ = 1. OHo LWTO Hac oBAe Takohe 3aHMMA je ocTaTak, pas/nKa LesIMHe U 3/1aTHe BPeaHOCTH
Koja usHocu 1 — @ = 0,38 wro je npubaunHo (2).

JleoHapao ga BuHum je upTao csor BMprBMja5 (1487) kao yoBeKa ca uaeanHUm nponopuunjama, o
KOjuMa ce KacHuje cnekynmucano (Luca Pacioli, Divina proportione, 1509) ca 3naTHUM npecekom. JoxaH
Kennep je Hanucao ga ,c/iMKa MyLLKapLa U KeHe notuye 13 borKaHcKe nponopumje (3naTHor npeceka).
Mo MoM MULLbERY, Pa3MHOXKaBakbe bM/baka M MOTOMCTBO KUBOTUHA je Y UCTOM ogHocy”.

EpHo JleHaBaju aHanM3npa mysudka gena bene BapToK Kao Aa cy 3aCHOBaHa Ha ABa CynpoTCTaB/beHa
CUCTeMa, OHOM 3/1aTHOr MpeceKka M aKyCTUYKOj CKanu, MaKo APYrM HaydyHUUM My3uKe ogbauyjy Ty
aHanmsy. OpaHuyckM Komnosutop Epuk CaTme KOPUCTMO je 31aTHM Npecek Y HEeKOJIMKO CBOjUX Aena.
3naTHU NpeceK je ouMrneaaH u y opraHusaumju ogesbaka y mysuum Knoga Oebucnja (Reflets dans I'eau,
1905).

feomeTpujcKka aHa/iM3a paHUjUX UCTparkuBarba Benuke yamuje m3 KajpyaHa us 2004. roamHe (670)
OTKpMBa NpUMeHY 3/1aTHOr npeceka y Behem aeny amsajHa. MpeTnoctaB/ba ce Aa Cy 3/1aTHM Npecek
KopucTuUAu amsajHepu Tpra Hewe-llaxaH (1629) n cyceaHe amuje Jlotponax.

LWsajuapckm apxutekTa Jle Kopbycuep, nosHaT no gonpuHocy mogepHom mehyHapogHOM CTUAy, CBOjY
¢unosodujy puMsajHa ycpeacpenmo je Ha cucTeme XapmoHuje W nponopumje. Hberosa Bepa y
MaTeMaTMUKKM Nnopesak YHMBep3yMa buna je ycKo Be3aHa 3a 3/1aTHU npecek U PUboHaumjes HK3, Koje je
OMNMCao Kao ,,04MMa OYMuriesHe U jacHe y MehycobHUM ogHOCMMaA. A T PUTMOBMU CY Y CAMOM KOPEHY
JoyAcKke aKkTMBHOCTM. OHe o0f3Bakbajy Y YOBEKY OpPraHCKOM HewusberkHowhy, oOHOM ¢UHOM
HensbexxHowhy Koja y3poKyje Tparatbe 3a 3/1aTHMM NPECceKoM oJ, CTpaHe Aele, cTapaua, AMB/baka U
yyeHux".

Mcuxonor Agond 3ajcMHr NPUMETHO je Aa ce 31aTHU Npecek NojaBno y puaoTakcuju (pacnopes NMcTosa)
M Ha OCHOBY TMX obpasala TBPAMO Aa je 3/1aTHM Npecek yHMBep3asaHu 3akoH. OH je 1854. Hanucao
YHUBEP3a/IHX OPTOreHETCKM 3aKOH ,TeXHe 3a /1enotom M uenosuTowhy y AOMeHMMa npupose M
ymeTHocTn”. Yaconuc CajeHc je 2010. o6jaBMo Aa je 3naTHM Npecek MPUCyTaH Ha aTOMCKOj CKaau y
MarHeTHOj pe30oHaHUM CMMHOBA Y KpUCTannma KobanT HMobata. MehyTum, Hekn TBpae Aa Cy MHore
ounrnegHe maHudecraumje 31aTHOr NpPeceKa y Npupoan, nocebHo y Norneay *KMBOTUHCKUX AMMEH3U]a,
U3MULL/bEHE.

OTKyg TONMKa ,,/1lenoTa y 3n1aTHOM npeceky”“? Ca CTaHOBULUTA HAWMX MPETXOAHMX Pa3mMaTpatba MOMKEMO
TBPAMTM [a je CTaHOap4HW OAHOC (penpe3eHTaTMBHOr Y30pKa M LennHe) yrpahueaH y Hawe emouuje
TOKOM eBONyuMje paau Nakluer npenosHaBakba CMCTEMa OKO Hac M npegsuharba HUXOBOT NMOHaLLakba.

*Vitruvian Man, https://en.wikipedia.org/wiki/Vitruvian Man
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Otyaa HewTo WTO je y (NpMBANNKHOM) OAHOCY 31aTHOr Npeceka MHTYUTUMBHO ocehamo Kao aeno, uau
CKnagHo. Y nopehewy ca npeTxogHMm (HOpMasHOM pacrnogesiom M npobnemom cekpeTapuue)
Hanasnmo Aa je Taj ,CKNaa” 3anpaBo CTatbe ONTMMYMA, PAaBHOTENKE Y KOjoj Ce CMCTEM He Haruke, He
TE)KM 33 HEKMM peBoyLMjama.

3ak/by4ak

MyTem Teopuje MHGOpPMaUmje HanasMMo Aa Teopwuja BepoBaTHohe Koja cToju M3a HopManHe pacnogene
MMa CBOje jol Heke gopaTHe (nopes Beh nosHaTux) Ayb/be KOpeHe y APYWTBEHUMM U OUONOWKUM
nojaBama, Kao WTo je y npunosmma [2] To npumehmnsaHo y ceeTy pusmke. OHa je n y nosaamHu ,nenore”
Kojy Buhamo y ,,3naTHOM npeceky”.
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2. PeanHocT pu3uKe
3. pebpyap 2021.

JNlaraHu pa3roBop O PeasHOCTU M TaYHOCTU TyMayera GU3NYKe peanHocTu. Map KX Me NUTa NPUBATHO,
a ja cam 61o cnobopaH ga camy TeMy M3HECEM jaBHO M 04TOBOPE NPECIOKUM.

MuTtame: LLTa je TO PM3myKa peanHocT?

Oarosop: OHO WTO HayKa cmaTpa ,peanHowhy” 3anpaso je jeaaH NnpomeHs/bMBUM CKyn GUKLMja, Koje ce
CTaJIHO MeHbajy, AONYHABajy U NPOriallaBajy HEHAYYHUM.

M: O36u/pHO Te nuTam. Yutao cam fa aedvHuwew ,peasHUM” OHO LWITO MOXKe 6UTK y PU3KUKO]
WMHTEPaKLMjM Ca HEYMM peanHum. Baxku an onet aa je 1o ,,pukumja“?

O: [a, HapaBHO, Halle UCTMHE O (U3MYKO] peasHOCTU YBEK Cy HenoTrnyHe, a 3aTo M fakHe. Y
MaTEMaTMYOM CMUC/Y aKO je HeLITO ,,Ma/io HETAYHO" OHO , HUje TauHOo".

M: Nuwew HaBOAHO Ta4yHM U HETAYHK, Harnawasajyhu Aa je U To CyMHUBO?

O: [la, ann ga HacTaBuUM. Y3MK Ha npumep 6ecnpeKkopHy reomeTpujy ApeBHUX MpKa N hUXOBO TyMadere
Hawe ranakcuje ,MneuHn nyt” 60XMLOM Xepom Koja je npocysa mneko. MNpBo je 6Buna matemaTuka,
apyro je ¢unsmnka. YoBeuyaHCTBO ce KpO3 UCTOPUjy YBEK TPYAUIO U TPYAU Aa TO ABOjEe He CMoju, Ma Kako
ce Hama YMHWUNO Aa je dU3mnKa (He camo AaHac) maTemMaTU3oBaHa.

M: Kako mucanw oo n3amehy reomeTpuje 1 npocunarba maeka?

O: VY3ajamMHy HenoKpeTHocT gaenosa ,MneyHor nyta“ reomeTpuja 6M objacHMNA OrPOMHUM
YyA3a/beHOCTMMA, @ OHAA U OFPOMHUM BEIMYMHAMA ,Kanbuua“ maeka. Mehytum, og, ApeBHUX AaHa [0
HefaBHO YaK W HajnameTHUjU mehy Hama, ain N MHOTU CjajHU NMO3HaBaoLM reoMeTpuje U maTemaTuKe
KOja ce fasbe pasBujana, NpPegHocCT cy jeaHaKko AaBanu GU3MYKOj naxkM. MpcKMma u oThagHUUMMa cy
CMaTpanv cBoje (peTKe) Konere Koju 61 MM MOKYLLAAWN CPYLINTU BEPY Y HEUCTUHE.

M: Uma nu Tora gaHac?

O: Ma ynpaBo T Npu4Yam ga je To jegHa HenpecTaHa npuya. [lo noyveTka 20. Beka PuU3MKa HUje BepoBana
Yy MOJIeKy/e, a OHZA OA4jeHOM NpUXBaTWUAa je TepMOogUHaMUKY, BonumaHa (HakoH werose cmpTtn 1906),
3aTum TpBM 3aKOH TepMmoAMHamuKe (O oAp:Kakby eHepruje), na [Apyrn 3aKoH TepmoguHamuKe (0
CMOHTAHOM Mpesiacky TOMJIoTe ca Tesla BULIE HA OKOJIMHY HUXKe TemnepaType), Aa 61 nonako cBa Xxemuja,
6uonoruja, na U MeauLMHa NocTajane ,,HayyHe" Tek Kaga 61 nojase ycnesase paciNaHUTM HA MOJIeKye
M aTOMe U TaKo ux objalirbaBaTy.

M: N wra je Ty 3aneno capa’?
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O: Kapga ce nojam ,,cynctaHue” noctaBu ca CTaHOBULLITA ,,eHeprunje”, na ,Aejctea” (nponssoaa eHepruje n
BpemeHa), 3aTum ,uHbopmaunje” — monekyne M atomm he usrnegatm seoma 4yygHu. TonuKko he
oAyaapaTn of HOBMX ,UCTUHA" aa he ce cmaTtpatu 3abnygom Hayke 20. Beka. OHM he 6uTU nonyT
HeKagalwmer GpNorMcTpoHa, AN anxmuje, Uan ,4eTupu efemeHTa” of Kojux ce CBET HaBOAHO cacToju
(sa3pyx, Boaa, 3emsba, BaTpa).

MN: 3awTo 61 MoNEKYAN N aTOMK BUAKN ,,HEHAYYHN ?

O: Buhe, jep dusmKa je ogaBHo yceojuna e bpojesy Tesy (1924) o Tanacuma cyncraHue. Cea matepuja
ce moxe geduHucatm camo nomohy Tasnaca U CBe HeHe Nocieanue Mory ce U3BOAUTM U3 TanacHUX
jeaHaunHa (Wpeannrep, 1926). 3aTo UMamMo YeCTMUYHO-TANlaCHY CTPYKTYPY maTtepuje, npu Yyemy he ce u
OHaj ,,4ecTnYHK” aeo (NpouymTaj moje Tymaderbe KomntoHoBOT ed)eKTa6) NoJIaKo 3aHeMapuBaTH.

N: NpounTtao cam (HeowTeheHa KpyHa Kpasba CmpaKy3e7), ann y yemy je noeHTta?

0O: KomnToHOB edeKarT je cBojeBpeMeHO 61O A0Ka3 U KOpMNyCcKynapHe nNpupoje CBEeTN0CTU (3Hano ce aa
je oHa Tanac). Yectuue (potoHn) oabujajy ce Ha HauuH Kako je KomnToH onucao (1922) aa, Ha ocHoBy
ofip’Katba MMMyJica 1 eHepruje, oabnjeHom GOTOHY pacTe TanacHa Ay»KuHa (aakne, KomntoH je nomohy
TanacHe npupoae AoKa3nMBao KopnyckynapHy). Mehytum, us teopuje nHdopmaumje (Moje) aame cneam
Aa To noBehare TanacHe Ay*knHe oabujeHor ¢oToHa roBopm o Behoj pasamasaHocTn ¢oToHa Ha nyTy, Tj.
o Behoj HeogpeheHocTn HeroBor nonokaja. OH ckpehe Ha Makbe BepoBaTHE NyTake (Makbe rycTuHe
BepoBaTHohe) camo nofA, AejcTBOM HeKe cuie, UM Kao Y 0BOM caydajy 360r cyaapa ca Apyrum Tenom
(enekTpoHOM).

N: U, wta xohew pehun?

O: U3 npetxogHux 3abnyga (MexaHUUMCTMYKOr M MaTepuja/IMCTUYKOr CxBaTakba CBeTa) ¢U3MKa je
npewsia Ha aTOMUCTUKY, Na Ha KBaHTy pusnky. Bepyjem na he BpemeHom npehu u Ha ,,UHGOPMATUUKK
yHMBep3ym“, Koju he Kao 1 CBaku NpeTxoaHu moaen 6utn ca Hekom dpanmnHKkom. Mpu Tome je peanHoct
yBeK 6una norpeluHa, Mako cee wuvpa. MocTana je M OHO WTO je NpPemasieHo 3a Halwa 4Yyna (monekyne,
aTOMM, KBAHTU), UJIM OHO LUTO HaM je NpesaneKko Kao AyOoKM cBeMup, KOju y3rpes peyeHo BUAMMO CaMo
Kao CBET/IO CTUII0 HaM U3 HeKe Jasieke NPOoLIOCTH.

YcBajajyhu aa je ,,peasHo OHO WITO UHTeparyje ca peanHUm” yceojuhemo v ,,napanenHe peanHocTM” ca
Kojuma je moryhe camo nocpefHO WHTeparosaTu, a ycBajajyhu pa je ,MHTepakuuja“ exkBuMBaneHT
,»KOMYHUKaUMju“ noctajahe ,peasHo” Mako TO MOXKeMO MNepuMnmnpaTU Camo NOTMKOM. A, nuTame je
OHJ3, 3ap M MOJIEKY/Ie HACY NPOM3BOA Halle JIOTMKe BULLE HEro CTBAp HEMOCPEAHMX YY/THUX OMaXKarba?

MN: Kako hew ,,6e3 monekyna“ objawr-aBaTv CBET?

O: Momohy 3aKkoHa oaprKakba, Nnomohy MpuMHUMNA Hajmarber AejcTBa M KOMyHWKaumje. Ha npumep,
nocmatpahy uspas S = ax + by + cz + -+, Koju npeacTas/ba ,MHPOPMaumjy nepuenumje” Kaga HU30BU

6 Compton Effect, https://www.academia.edu/40105675/Compton_Effect
’ http://izvor.ba/rastko-vukovic-neostecena-kruna-kralja-sirakuze/
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(a,b,c,...) n (x,v,2z,..) npeAcTas/bajy ABe cynpoTcTaB/beHe MHbOPMATUYKe BennunHe. OHe cy
KOMMOHEHTE BEKTOPa; HUXOB NpousBog je Behu Kaga cy MHoxKeHe Beha KomnoHeHTa ca Behom, a
NpousBoZ, je Mmarbu Kaga cy Behe KOMMNOHEeHTe jeAHOT HU3a MHOXEHE MakbMMa gpyrora u marbe Behuma.

Y Teopuju nrapa S 6u 6una ,BUTAaNHOCT” (KecTMHa urpe) Koja je Beha Kaga Ha jaky Urpy NpOTUBHMK
oArosapa jakom a Ha cnabwujy cnabom. Y ekoHomuju 6uno 61 To AMHAMMUYHMje APYLITBO ca Aobpom
KOHKYPEHUMjOM, @ CIMYHO U Y NOAUTUUN. Y dU3ULM MMann BUCMO Matbe S, TauHuje MUHUMAaHo, 36or
3aKOHa HajMmakber AejcTBa; Tada ce jayoj npenpeum cybjekT cnabuje cynpoTcTassba.

N: Beha ,uHdopmaunja nepuenumje” 3Haum sBehy KMBaxXHOCT, @ Makba MACUBHOCT?

O: [a, Behe S npunaga ,xusum buhuma“, a marbe HexmBoj TBapu. Anmn, Hehemo caga o Tome, TO je
LIMpOKa TeMa Teopuje MHbopMaLMje, jol YBeK ca MyHO Tora CneKynaTUBHOT.

MN: Ha wTa yM/baw ca oBakBMM ,,06jaliberbma’’?

O: Ha npernocraeky Aa he cBaka MaTemaTM4Ka UCTMHA, CBaKa HeHa ancTpaKkumja, BOeMEHOM MocTajaTh
BpcTOM dur3nuKe peanHocTu. Ocsphem ce Ha OHO WTO cam Beh BuMLLe NyTa NMCao, Ha Pa3NMUUTE HauMHe
(8. [1]m [2]).
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3. CenyjajiHa YHUTAPHA rpyna
7. pebpyap 2021.

Y maTtematuuum, cneumjanHa yHuTapHa rpyna (Special Unitary Group) cteneHa n, o3Hake SU(n), je
Jijesa rpyna® TMna n X n yHUTapHUX MaTpuLa AeTepmMuHaHTe jeaaH. Mpyna SU(2) ycko je BesaHa 3a
rpyny SU(3) 1 nma BakHy ynory y KBaHTHOj GUsmLM.

Su(2)

Y nnHeapHoj anrebpu, KomnaekcHa kBagpatHa matpuua U pega n € N je ,yHutapHa“ ako je meHa
KOkbyroBaHo TpaHcnoHosaHa matpuua UT woj yjeaHo nnsepsHa. Jpyrum peunma, ako je

utu =uut =1, (1)
rae je I jeamHnyHa matpuua nctor peaa.

MpounssosbaH KomnnekcaH b6poj z = x + iy € C nma peanHe napameTpe X,y € R, oa kojux ce npswu
Ha3nBa HEroBUM ,peasHum genom”, osHake Re(z), a gpyrv ,mmarnHapHum genom”, osHake Im(z). 3a

2 = —1. KomyrosaH 6pojy z je KomnnekcaH 6poj z* = x — iy, Tako ga je

UMarmHapHy jeaMHUUy Basu i
FUXOB Npoussos peanaH, z*z = (x +iy)(x —iy) = x? + y? = |z|2. NpuapyxeHa (agjyHrosaHa)

matpuum U je matpuua UT, 1oj TpaHcnoHoBsaHa 1 ca KorbyrosaHum oarosapajyhum enemeHTuma.

Hasuamo ,rpynom” ctpyktypy (G,*) Kojy umHe ckyn G v 6uHapHa onepauuja * Koja 3a0BO/baBa
cnepehe YeTMpKU akCUOME:

1. (3aTBOpEHOCT) 3a cBako a, b € G pesyntat a * b Takohe jey G;

2. (acoumjatneHoCT) 3a cBako a, b,c € G 6uhe (a *b) * c = a * (b * ¢);

3. (HeyTpan) nocToju e € G TakaB Ja3acCBakoa E G BaKMe xa =a *e = a;

4. (uHBep3) 3acBako a € G noctoju b € G TakaBjajea *b = b x a = e, rae je e HeyTpan.
Mo:Ke ce nokasaTu Za rpyna Mma TauyHo jedaH HeyTpan, Aa je MHBep3 AaTor e/leMeHTa jeANHCTBEH M Aa
CYy NIeBM U OEeCHU UHBEP3 UCTM enemeHTU. Kada je 3a cBakM nap enemeHata a,b € G HUXOB NPOU3BOZ,

KOMyTaTMBaH, a * b = b * @, rpyna ce Ha3uBa KOMyTaTUBHOM Uan Abenosom.

Ako je detU = 1, kBagpatHy matpuuy U peaa n HasMBamo , yHUMogynapHom“. CKyn CBMX KOMMIEKCHUX
MaTpuLa N-Tor pesa Koje cy UCTOBPEMEHO YHUMOAYNAPHE U YHUTapHe 06pasyje rpyny ako ce MHOXKeHe
MaTpuua y3me 3a rpynHy onepauujy. Ta rpyna HasuBa ce rpynom yHUTapHUX YHUMOZYAapPHUX MaTpuMLa
n-Tor pega v o3Havasa ce SU(n). Apyrum peumma, TO je crieuunjasHa yHUTapHa rpyna peaa n.

3a KBaHTy OM3UKY HajuHTepecaHTHKja rpyna SU(2) nma matpuuy

U=(iyy 2 2

® https://en.wikipedia.org/wiki/Lie group
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3a Kojy Baxu det U = 1 n UTU = I uz vera cneam: Uy Uy — Uiy = 1m
* *
<u11 u21> (ull u12) _ (1 0) 5
Uiy Uy \Uz1 Uz 0 1/
rae maTpuyHa jeaHakocT (3) 3amerbyje YeTUpu InHeapHe jeaHauvMHe, o4, KOjux cy TpU He3aBUCHe:

* * —

Up Ugq + Uz Uy =1
* * —_

UpUpp + Upp Uy, = 1. (4)
* * —_

Uj Ugp + Upglp, =0

Otyaa:
Uz = Upp - 1 = Uz (U U — UpqUgp) = Upg (Uz1U20) — (Uz1U21) Uy,
Uz = —(Ugups + Uz Uz U = =1 U = —uyy,
Uy = —Upy. (5)
Takohe:

—_ . —_ * * _ * * —_ * * _ * *
Upy = 1 Uy = (U3oufy — UT U ) Uz, = (Usp U Uy Uy, (Uz1Upp),
—_ * * * * —_ * * * —_ . *
Upy = (UspUz)UYy + Ui, (U Ugn) = (WU, + Uulug)ul; = 1-ujy,
u22 = u;l. (6)

Mpema Tome, ceaka matpuua U € SU(2) nma obaunk

(% w
U=(_0. ) Wl +lwl=1, (7)
—W v

Tj. 3a4aTa je ca ABa KOMNAEKCHA napameTpa, osae v, w € C.
MocebHo, Kaga cy KoeduumjeHTU maTpuue (7) peanHn 6pojeBn oHa je KnacMyHa poTauuja

U= <cos @ —sin (p)l @)

“\sing cosg

3a yrao ¢. Kao wTo je No3HATO U3 eNemeHTapHe reomeTpuje, cBe CMMeTpUje, TauyHMje U3oMeTpUujcKe
TpaHchopMauuje nonyT TpaHcnaumje, pedekcunje (LeHTpanHe, OCHe, OreasiCKe) U poTalmje, mory ce
CBECTU Ha came poTaupmje. Y Tome je yHMBep3aaHocT maTpuue (8) n yonwre rpyne SU(2).
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[loce6He MaTpuLLEe

MaTpuue apyror pega cy BPCTa BEKTOPCKOr NMpocTopa uujy 6asy umMHeje jeguMHUYHa maTtpuua (3) 1 Tpu
KBaTepHMOHA’, IMHeapHa onepaTopa Yuje cy MaTpuLie:

=D o= (0 e )
SN AR 1 VAN R O B 1 VAR AN R A

Penaumja 6; = —i: (& = x,y,z) nednHnwe Naynmnjese matpuue (onepatope), koje Takohe YnHe (Hosy)
6a3y uctor npocTopa maTtpuua (onepatopa) apyror peaa. Oakse cy yjeaHo v 6ase rpyne SU(2).

MpumeTtumo aa 3a Naynmnjese onepaTtope (MaTpuLe) Bpeae jeaHaKoCTuH:
858,7 + 8,78§ = 2i6§,7 , (10)

rae je I jeamHnuHm onepatop (MaTpuuHe penpesenTauuje 1), a

(1 &=nq
6577_{0 E£ (11)

je KpoHeKkepoB aenta cumbo. Takohe Baxke jeiHaKOCTH

G, G, — G, Gy = 2i0,
06,0, — 6,0y = 2iCy (12)
G,0x — Gy 0, = 2iG,

Koje je N1aKo NPOBEPUTM HENOCPEAHNM MHOKeHeM oarosapajyhux matpuua.

3aKoOH oAp Kamba

N3 noTtpeba dun3mKe 3a SU(2) 1 yonwTe KBAaHTHUX €BONYLMjA Koje cy penpeseHTaumje pesep3nbuaHmx
onepaTtopa 360r Kojux ce cBe NPeTnocTaBke Mory Aobujat us nocneguua KBaHTHUX TpaHchopmaLmja,
wTo cnobosHMje peyeHO 3HaUYM Aa KBaHTHM nopuecn namTe. OTyAa jefaH o4 AOKA3a 3aKOHA o4p}Kakba
nHbopMauuje.

Haume, MHBEPTUBUAHOCT (PeBEP3NBUAHOCT) KBAHTHUX OMepaTopa je BpCTa CUMeTpUje O KOjoj roBopu
Heteposa Teopema’’. Matpuuom A = (a,,,) NMUCaH CUCTEM IMHEAPHWX jeHaUMHA

Ax =y (13)

je perynapaH (MHBepTMbUNaH) ako Nnomohy BpeaHOCTM Konuja, enemeHaTa BekTopa y = (Vq, V2, - Yn),
MOXEeMO Ca3HaTW BPEeLHOCTM OPUTMHANA, KOMMMHEHTU BeKTopa X = (Xq,Xy,..,Xy). Tafa NocToju
nHsep3Ha matpuua A~ ! Takea aa je

°B. [3], 2.4.6 NoonwTaBake
0g, [2], 1.14 Emn HeTep

Pactko Bykosuh 18



Mpunosun Teopunjn nHbdopmaumje I

AT1A=AA"1 =], (14)

roe je I jeamHnuHa matpuua. Ynopehyjyhu ca (1) BuanMmo aa cy TakBe cBe YHUTapHE MaTpuLe, a OHAa U
[a Cy TaKBM CBM KBAHTHM NpoLecu.

Maca u Bpeme

CtaB ga nopacTom eHTponuje (TepmoauHamuKe) onaga weHa MHOpmaUmja HUje Yy CYynPOTHOCTM ca
CNOHTaHMM PacTOM EeHTPOMWje, ako ra MOOMWTMMO HajBULe Ha cyncTaHuy. U3rybsbeHa nHpopmaumja
TBapu Taga nocTaje MHpopmaumja npoctop-BpemeHa. To je y CKnagy ca NpeTnoctaBkom Aa NpocTop,
Bpeme 1 maTepujy YnHe UHbopmauuje.

Tapga npocTtop namtu, a ceharbe Kao BpcTa MHPopmaumje Takohe genyje Ha HewTo. MNpumep AenosBama
NPOLLIOCTN NPOCTOPa Ha CadallHOCT je rpaBuTalmja, 0A4HOCHO Tena Koja umajy (sennky) macy. O Tome
cam Buwe nyTa nucao', a caga hy To ynopeautM ca ,MexaHM3MOM“ HeAaBHO noTepheHor Xurcosor
6030Ha (2012) u rerosor nosba. fla 6u pasymenn ca uume ynopehyjem nornepajte npunor', am 6ap
0€0, LUTaT KOju Cam M3ABOjMO Ha Ha Kpajy.

doTOHM U cBe YecTuLe Koje ce Kpehy 6P3NHOM CBET/IOCTM HEMAjy cONCcTBEHO Bpeme. OHe Hemajy macy
MWpPOBaHba, BNACTUTO BPEME MM CTOjU U BPEME OHe ,,N03ajM/byjy” og nocmaTtpada. Yectuue Koje nytyjy
6p3MHOM CBETNOCTU 3apobsbeHe Cy y CafalWHbOCTM NMocMaTpada M y TOM CMUCAY MMajy caMo Tpu
AnmeHsuje (aBe npunagajy uHpopmaumjm, a Bpeme nocmatpady). OHe 3aTO HUCY Y CTakby CaMOCTA/IHO
npoavpaTn Kpo3 cnojeBe BpemeHa, 6uao Kor (M3 NPOLIOCTM Ka CafaltbOoCTh, WAM KPOo3 napanesiHe
peanHocTn), Na KomyHuumpajyhu ca TakBMMa CBM OCTa/iM HUXOBU penaTUBHU cybjekTn (nocmaTtpauu)
AeduHumy cBojy cafallHOCT.

HauenHa wrea/bmBocT MHOPMaLmMje ogHOCK ce NocebHO Ha OHe Apyre YecTULE Koje MMajy CONCTBEHO
BpeMe, YTO/IMKO BULLE LITO BULLE NPOAMPY KPO3 C/1I0jeBe BPEMEHA. 3a TAaKBE BPEME HE CTOjU U OHE UMAjy
Macy MmuMpoBakba. [pUHUMN Hajmarber JAejcTBa, OAHOCHO Hajmakbe WHbopmauuje (aejctBo w
MHbOPMaumja cy eKBMBaNIEHTH), YCNOopaBa MUX, Taj NPUHLMN (LUTEA/BMBOCT) YNHU UX MHEPTHUM Ha HauMH
KOjM je eKBMBAJIEHTaH ca ,MMaTh macy”.

Taj oeo Teopuje MHcI)opMau,mje13 nojacHuhe erancteHymjy Xmrcosor 6030Ha, Koju je 3a6aBHO HasMBaH U
60xunjom yectnyom (Leon Lederman, 1993). KoHauyHo eBo n obehaHor uutara.

,, .. Y TO Bpeme (1964) dusnyapm cy nokylaBaamn Aa pasymMejy 3alUToO HeKe YyecTuue nmajy Behy macy og
Apyrux (aa cymmpamo npobsiem Ha Apyry HauMH: He pasymemo 3alTo ogpeheHe yectuue uMajy macy;
Bepyje ce ga cBe yecTuue Koje Hoce cuny HE CMEJY ga nmajy macy. CynpoTHO TOMe, Hay4yman cmo Aa
yecTuue Koje Hoce cnaby cuay umajy macy). Mopanum Cmo 3HATU WTa je MOKpeTayka cHara oBor
MexXaHM3Ma.

5. [1], 11. Cuna uHpopmaumja

12 https://futurism.com/what-is-the-higgs-field-and-higgs-boson
 Harnawasam, oH 3a caga HeMa HUKaKBe Be3e ca 3BaHUYHOM dr3MKoM!
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Osgae je yckoumo lMetap Xurc.

Ycneo je ga usHece Teopujy Koja cyrepuile Aa nocToju eHepreTcko nosbe ca KOjUM Cy CBe YecTuue y
YHMBEP3YMY UMane MHTepakuujy. Y CyWTUHMK, WTO je YecTMua MAacuUBHMja, TO je BULIE UHTepaKumja ca
0BMM nosbem. CynpoTHO TOME, Makbe MacMBHE YeCTULLE CYy Makbe MHTeparosasie ca OBMM NOJbEM...

XurrcoB 6030H je 6axaapHu 6030H (Hocay cune) Xurcosor nosba, 6aw Kao wWTo je PoToOH oaroBopaH 3a
enekTpomarHetHo nosbe, W 1 Z 6030HM 0AroBOpPHU 3a cnaby HyKneapHy cCuay, a [IyOH 3a jaKy
HYK/NeapHy cuay. XMrcoBo nosbe je obnact genosarba HeroBux 6030Ha, Kao WTO je eleKTPOMArHeTHo
nosbe obnacrt genosarba goToHa. .."

XepMuUTCKa MaTpula

Cebu npuapykeHa matpuua (self-adjoint matrix), nam ,xepmuTcka maTpmuua“, je KomnaekcHa KBagpaTtHa

matpuua A = (ag,) Koja je jeaHaka cebu KoryroBaHO-TPaHCMOHOBaHOj, A = At. Npyrum peunma,

KOomMneKcaH b6poj Koju je enemeHaT &E-TOr peTKa M 1M-Te KOJIOHE AaTe XepPMUTCKE MaTpuue, jedHak je
— *

KOHbYroBaHOM €/1IeMEHTY M-TOT PeTka U &-Te KOJIOHe, Ag,; = Qe

Beh 360r Tora gnjaroHasHM enemMeHTU OBMX MaTpuua mopajy 6utn peanHu 6pojesu, jep TakBuM Cy jeanHU
cebu KorbyroBaHW. KBagpaTHa maTpuua ca peasHUm KoeduuujeHTMMa je XepMMTCKa CamMo akKo je
cMmeTpuyHa. CBaKa XepMUTCKa MaTpuLa je HopmanHa™, jep je ounrneaHo ATA = AAT.

Mo3HaTo je Aa 3a KOHAYHO AMMEH3MOHa/IHe BEKTOPCKE NPOCTOpe BaXKM ,CNeKTpasHa Teopema” Koja
Ka)ke [la CBaKa XepMUTCKa MaTpuLa Moxe 6MTK amjaroHannsoBaHa (npesedeHa y AnjaroHanHy) nomohy
YHUTapHe mMaTpule W Aa Ta AMjaroHanHa MaTpuua Mma camo peasnHe KoeduumjeHte. OTyaa cy cse
COMNCTBEHE BPEAHOCTU N-AMMEH3NOHANHE XEPMUTCKE MaTpuLe peanHe M OHAa MMa N JIMHeapHOo
HEe3aBWMCHUX COMCTBEHWUX BEKTOpPA.

Kako camo peasiHe cOMNcCTBEHe BPEAHOCTM Y KBAHTHO] MeXaHULM MOry npefcTas/bat o63epBabne
(mepspmBe GU3NYKE BENMUMHE) TO CY XEPMWUTCKE MaTpuLe, 33jeiHO Ca YHUTApPHMMA, OCHOBA KBaHTHe
¢du3mKe. KBaHTHa cTakba (YecTuue-Tanacu) cy penpeseHTaumje BeKTopa, a NPoLEecH Hag TUM BEKTOPUMA
Cy penpeseHTauuje oBUX onepatopa. BekTopu cy cynepnosuuuje ucxoga meperba, pehu hemo wu
pacnozene BepoBaTHOha, Ma YHWTApPHOCT onepaTopa YyBa jeAMHUYHY HOPMY cynepnosuuuvje, a
XEPMUTCKM onepaTopu nomaxy y npeasuhaty 063epsabnu.

Enunaor

OBaj KpaTKu npernes My je, Hadam ce, camo pedepeHUa Ha Kojy ce MOry No3uBaTU y Aa/bemM Tymauerby
»XUFCOBOI MexaHW3ma“ M npumeHa ,MHepPTHOCTM 360r BpemeHa“ Ha macy yonwTe. MHoOro Bulue,
OnwnpHUje U [eTa/bHuje O YHUTAPHMM M XePMUTCKMM OfepaTopyMma MNMcao cam paHuje, aav u
KOHUM3HOCT MMa CBOjy BPeAHOCT.

14
HOpMa/iHa MaTpuLa — KOMyTHUpPa ca CebU KOoHbYroBaHO-TPAHCNOHOBAHOM
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4. BeaiMku npacak
O pa3Bojy BaCMOHe ca CTaHOBULLITA Teopuje nHdopmaumje

9. pebpyap 2021.
OBo je usrnegHwja Bepsnja pasBoja BacMoHe 063MPoOM Ha Aocadalltby Teopujy MHPopmaumje.
YBOj,

Mpoctop, Bpeme W MmaTepuja cacToje ce of WHPOpMaLMja a HEHa CYWTWUHA je HEeM3BECHOCT.
NHPopmaumja je exkBMBaANEeHT ,LI,ejCTByls (npounsBoay eHeprnje n BpemeHa), 3a o060je BaKM 3aKOH
ofip>Katba, a 360r NPeTnocTaB/beHe HEU3BECHOCTU YecTUle KOMyHUUMpPajy (MHTeparyjy) jep Hemajy cBe.
JocnepHo, nogpasymeBamo Aa Cy MHOTOCTPYKOCT M CENEeKTUBHOCT CBOjCTBA peanHor cseta. CBaku
cybjeKT OKo Hac HeKa je nHdopmMauuja, a TakBa je TO U CaMa BaCMOHa.

OHO LWITO MOXKEeMO A0Ka3aTh Aa Cce He MOXKe ecUTU — He AellaBa ce, na je M ucTuHa nHdopmaumja. 3aTo
W CBEBPEMEHCKE UCTMHE MOMyT MaTeMATUYKMX MCKasa CMaTpamMo HeKoM MHdopmaumjom. AKO UM je
Tpajatbe HGECKOHAuyHo, eHepruja Um je HynTta. MNocebHo, byayhHOCT HUje ,3anMcaHa” Ha HEKU Hama
HepocTynaH HauumH, Beh je ,06jeKTUBHO HEM3BECHA”, OHa HeNpeABUA/bUBO HacTaje U3 GeCKOHaYHOCTU™,
YyMMe KOHaAYHOCT CBeTa Nepuenumja nocTaje nosesnsa ca 6ecKoHaYHUM.

IHlupeme

Cm/mxep17 je 1912. roguHe NPUMETNO LPBEHN NOMAK YAa/beHUX rasakCmja Koju je KacHuje NpoTymaydeH
HUXOBUM yAa/baBatbeM 0f 3emsbe. CDpvuJ,rv\aHl8 je 1922. npsu ynotpeburo AjHLWITajHOBE jeaHauYnHe Nosba
03 TEOPWUjCKM OOKaXKe LWMpere CBEMMpPA, a CMaTpa Ce A3 je He3aBMCHO oA Hera 40 UCTOr AowWwao
NemeTp'™ 1927. Koju je u3pauyHao u 6p3nHe yaa/baBarba rasakcuja. Jlematpose NpoLeHe NOTBPAMO je
Xa61’® nocmaTparbem fBe rogvHe KacHuje.

3aTUM je NPeTNoCTaB/beH ,,KOCMOJIOLWKM NPUHLMN" KOjU KaXKe [a ce CBe raflakcuje yaasbaBajy jeaHa o,
apyre. 3aMULWL/bEHU 2-AMMEH3MOHAIHM MOZEN NPOCTOPA je NMOoBPLIMHA DanoHa Kojer HagyBaBamMo ca
TauyKama Koje npencTaB/bajy rajlakCumje Koje ce Ha Taj HauuH yAaasbasajy. OTnpuanKe O OBaKBUM
3BaHWYHMM NO3ULUMjaMa KOCMOJ/IOTMje pasroBapao cam ca Kosierama ga 6u me OHM Ha Kpajy nutanu 3a
cTaB ,Teopuje uHbopmaumje” (moje) o Tome ceemy. EBo mor ogrosopa.

OHO WTO MOry MCMpMYaTK came cy cnekynauuje, aam mehy buMa noctoje usrnegHuje. Ha npumep, y
nomeHyTom Tekcty , Tokosu gorafaja” moram cte NPUMETUTM Aa pas3vKyjem ABe rpyne enemeHTapHuX
yecTuua, Moxaa pepmmoHe 1 6030He, 04 KOjUX Ce NpBe MaKap Masio BeEpoBaTHWje NpeTBapajy y Apyre.

. [1], 23. OejcTBO M MHPOpPMaLMja

®B. [2], 3.19 Tokoswu porahaja

7 Vesto Slipher (1875-1969), amepuyKn acTPOHOM.

'® Alexander Friedmann (1888-1925), PYCKM dU3nYap n matemaTtnyap.

9 Georges Lemaitre (1894-1966), 6enrnjcku ceelwTeHUK u npodecop pusmke.
2% Edwin Hubble (1889-1953), amepuuKmM aCTPOHOM.

1
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3ato Tpeba pasmoTPUTU BaCMOHY BEhMHCKUX MPBMX YECcTMLA Koja ce CTa/IHO NMOMaso Merba Y BaCUMOHY
yecTtuua apyre Bpcre. BacmoHy matepuje Koja nocTaje BaCMOHA NPOCTOpa.

Y TOM CMUCAY Ce CMOHTaHW PacT eHTPonKnje 0AHOCU Ha CyncTaHuy, a MHbopMauuja Koja ce nNpu Tome
ryéu npenasu y npoctop. OBomMm HeobMUYHOM Npenacky moxe ce 4o4aTU U naeja o NPOCTOPY KOjuU NamTu
0 Yemy cam paHuje NUcao Ha pasnnuMTe Hausrnaen HesaBuUcHe HauymHe. lpocTop pacte Ha ylwTP6
CyncTaHLUe, afiM pacTe U ca ,,buorpadujama yectmua“” Koje ce tbme Kpehy n npu Tome He pacTy.

Teopuja MHpopMaumje Kojy 3acTynam MOKe M3rnenatn YyaHo, jep Hyam jeaaH HeobuyaH norneg Ha ceeT
OKO Hac, anun oHa Huje HenornyHa. TakBa je Aa 3axTeBa HeKy MHpopMaLmjy y cBakoj cnoboaHoj yectmum,
a Y CBOM E€KCTpeMHOM 06Ky M y CBaKoj nojasu, yk/bydyjyhu cehama. [a 6 npn Tome onctao 3aKoH
Oflp’Katba, 3a CafalHOCT U YKYMHY WCTOPWjy 3aTBOpeHOor ¢GM3MYKOr CUMCTeMa KOoju MnocmaTpamo,
notpebHo je yTuuaje cBe CTapuje NPOLIOCTU HA CaAAWHOCT MPUIYLIMTA U YKYNHO YYUHUTM TamaH
jeaHaknum rybutry Tekyhe nHpopmaumje. To je naKk payyH.

[a nocToju rybutak Tekyhe cynctaHue, pekao cam, Npousnaasm M3 pacta eHTponuje u ogrosapajyher
onajara WHPopmaumje. Ca Apyre cTpaHe, OH je M nocneguua HayenHe LWTeA/bMBOCTU emucuje
nHpopmaumje, oAHOCHO BepoBaTHMjer gorahartba BepoBaTHMjUX gorahaja, Koju cy MHadye Mmare
UHbOPMaTMBHU. [lpyrMm pevnuma, cafallHbOoCT ce pa3Buja Y CMepy BepoBaTHUjUX Ucxoaa.

MocebHO je nuTakbe OTKyA TO/AMKe cagawroctn? Ca cTaHoBUWITA Xaj3eHbeproBux penaunja
HeoapeheHOCTU M 3aTUM ersucTeHuMje HeKOMyTaTMBHUX onepatopa M3 Kojux cneaun oarosapajyhu
npuUHUMN HeogpeheHOoCTH, HUje 4OBOJ/bHO 3aMuLLbaTh ByayhHOCT BACMOHE KAao HEKM CTaTUUYHM MarauuyH
porahaja M3 Kojux Hacymuue 6upamo ucxoge. To 6M 3HAUMNIO Aa M3BECHOCT MOCTOjU aZIM HaM HUje
AOCTYMNHa. 3Haun10 61 A3 MOXKeMOo NpeBapuUTN HEKOMYTaTUBHOCT onepaTtopa U XajseHbeprose penauunje
HeogpeheHocTM. MoKAa je 0BaKBO pa3maTpakbe 6110 ynpaBo OHO 360r Yera cam ca ymepeHor 061u1Ka
Teopuje nHdopmaLmje npewao Ha eKCTPEMHMU.

3aKoH ofpXKakba BaAXKM 3aTO WTO cy nepuenuuje (Hac, cybjekata BacMOHe, 4YecTuLa) KOHauyHe. 3a
H6ecKoHayHe CKynose TaKBO HewTo Huje moryhe, jep oHW No AedUHULUMjM Cy TaKBM a3 Mory BUTK CBOjM
npasu NoTckynosu. O 6ecKOHAYHOCTU ce HeOrpaHMYEeHO MOrY ,,0TKMAATU" KOHa4yHM 4e/0BU a 43 OHA
yBEK OcCTaje Kao WwTo je buna. Mpema Tome, MOKEMO 3aMULL/bATM Aa CafalWHOCT HacTaje U3 aesosa
TamMO HeKe BECKOHAYHOCTU Ha A04aTHO HEM3BECHE HauMHe, Na YaK U Aa cy Te 6eCKOHAYHOCTM YNPaBo Ha
NoYeTKYy NOMEHyTe CBEBPEMEHCKE UCTMHE, a OHAA M NocebHe BpcTe nHpopmaumja.

O63upom ga je cnobogHa MHPopmaumja (Koja MorKe Aa nyTyje Kao nocebHa yecTvua) eKBUBAIEHTHA
Aejctey (npousBogy NpomMerbeHe eHeprvje M Tpajakba), CBEBPEMEHCKa MHpopmauumja umahe Hynty
eHeprujy. Ha Taj HauMH HanasMMo Aa je M camu NoyeTak BacMOHe, AaK/e ,BelMKM npacak” 3anpaso
HEeOCTUXKHM TPEHYTaK Kada je Bpeme y OAHOCY Ha Halle TeK10 6eckoHauyHom 6p3nHom.

TuMe ynasumo y gpyrv 4eo OBe Mpuye 0 BAaCMOHM, KOjU MOXKE U3r1ematn Kao nocebHa Bep3nja HeHor
NnocTaHKa 1 Wupera, anun Kojy ja bap 3a caga He bux pa3gBajao og NpeTxoaHe.
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PesiaTUBHOCT

Ca cTaHoBMWTaA 6MNO Kojer (MpoceyHor) TpeHyTKa MPOLIOCTU, MOXEMO CMaTpaTW A3 Bpeme Hale
CaZallHbOCTM MPOTUYE CBE CMOPUje, PELIMMO Kao Ja Nponagamo’’ y HeKo CBe jaye rpaBUTaLMOHO NOJbE.
O6pHyTO, ca cagalurber CTaHOBMLITA, NPOTHLIAHE BPeMEHa CBE CTapuje NPoLWaoCTM nsrnenano 6u Ham
cBe bpxke.

Y TOM CMMUCAY, NYTHUKY KOju 6M BpemennoBOM MLIAO YHasag, y MpoLWJoCT, morio 6u Tpebatu
6eCcKOHaYHO MHOro (COncTBeHOr) BpemeHa Aa CTUrHe Ha NoYeTak cBera, y Bpeme ,Be/MKOr npacka“.
YjeaHo 61 penatMBHM nNocmaTtpay M3 Hawe (Tekyhe) cagalkboCTV Tpajatbe HEroBor NyToBakba MoOrao
npoLeHnTN Ha ceera 13,8 muanjapam roamHa, 0o4HOCHO OHO/IMKO KOJIMKO BaCMOHY CMAaTPamo CTapoM.

3aT0 WTO penatMBHO BPeMe Halle CajallkOoCTM Teye CBe Cnopwuje, a pagujaiHo of Hac Ha Behum
yAa/beHOCTUMa AYXKUHE Ham u3rnedajy cee sehe, My onarkamo ydasbaBakbe ranakcuja. Ha Taj HaumH mu
6UCMO ypas/baBarbe rasiakCMja MOr/IM OnaKaTu YaK M aKo Cy OHe cTatuuyHe. CBejeHO, ypadvyHasajyhu
penaTMBUCTUYKe edekTe Mornm 6ucmo Ao6UTU Aa ce OHe TamMaH TOJIMKO 6p30 yaasbaBajy KOAMKO je
noTpebHO 33 NOHMLUTABAE PEIATUBHO OPXKEr TOKA HUXOBOF BPEMEHA Y O4HOCY Ha Hal M PefaTUBHO
Behux jeagnMHuLa oyKMHe.

Enuiaor

HeBepoBaTHO je KOAMKO je oBa Hau3srnesn 6esasneHa Bep3unja BacMoHe 6una MHCNUpaTMBHA 3a
CaroBOpPHMKe, 3a HaJ0BE3MBAbE U U3MULL/bAHE PasHUX CLEHapuja HaydyHO $aHTACTUUYHMX MpuUYa, anu
BEPYjTE MW, OHA UMA 1 MAaTEMATUYKM 3aHUM/bMUBE HAcTaBKe. AZI OTOM NOTOM.

21
Kaxkem Aa NPUMeTUMO Aa 3aKOHU GU3MKe M NoCebHO 3aKOHM O4pMKatba MOy OCTaTK Ha CHa3u
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5. HaTbiaCTe ranaxcnie
14. pebpyap 2021.

KakBo je Balle MUL/beHE O NATYy/baCTUM rasfakcujama Koje 6u moxaa morne 6utn 6es ,, TamHe
maTtepuje” y cBojoj npaTkK? —JedHo je og NuTakba Koje Aobujam oa KoJsiera noBoAgO0M HOBUX
KOCMOJIOLWKNM UCTPaknBartbnma. OHa o ,,rpaBUTpaLMjm Kpo3 Bpeme” Koja HOBUM casHamnma gobujajy
Ha 3Hayvajy U MOj paHWUju cNeKkynaTMBa OAroBOP Ha TEXMHU, TEMA CY OBe Nnpuye.

MaJsia 1 BeJIMKa Maca

O Hanaxery cnabujux maca y ceemnpy>> Koje He 61 6une y NpaTHM TaMHe MaTepuje MMam MO3UTUBHO
oyeknBame. OHO Teopuju WHboOpmaumje aohe Kao jeaHa of A[OAATHUX XMNOTe3a Kojy Bpeau
pa3maTtpaT, a Koja cneam us Tpu cnegehe nocraske. YeTspTa je objawrberse.

MpBo, KOHWKe (enmnnce, napabone, xunepbose) cy TpajekTopuje KpeTakba Y3POKOBAHOI KOHCTAHTHOM
LEeHTPa/IHOM CM/IOM aKo M CaMo aKo Ta CMna OMnaja ca KBaApaTom yaa/beHocTU. To je Teopema Kojy cam
1 ja aokasmeao (B. [1]). Ha wy ce HagoBe3yje cTaB Aa ce noJbe cuae Wupu 6P3MHOM CBETIOCTM CaMO aKo
LueHTpasHa CKia onaja ca KBagpaTom yAas/beHocTu. lMo3HaTo je ga obe ocobuHe nma KynoHoBa cuna
(enekTpomarHeTHa).

[Opyro, To cy nnaHeTe cyHYeBOr cucTeMa Koje ce Kpehy no eanncama, cse ocum MepKypa. MepKyp cBojy
eNnncy Kao Aa noBiayM 3a cobom, HbeH nepuxen potTvpa y npasuy poTauuje MepKypa, WTo 3Ha4u Aa
HeroBa TayHa nyTakba U HMje 6aw enunca. OBy , Aesujaumjy” npegsuha onwta Teopunja PeNaTUBHOCTU U
TYMaunmo je 6am3mnHom CyHua, 0AHOCHO TOp3Mjama jakMmM rPaBUTaLUOHUM MOJBEM.

Tpehe, Hall UHPOPMATUYKM YHUBEP3YM MMa TPU MPOCTOPHE AMMEH3M]e U TPU BpemMeHcKe. Kaga y3memo
YeTMpM oA, TUX WecT (Moxaa 6uno Kojux) M TpWM NPOrAacMMO MPOCTOPHUM (Xq,X5,X3) @ 4eTBpTy
BPeMeHCKOM (x, = ict) — Baxwuhe ucte” AjHwTajHoBe” jegHauMHe onlwTe PeNaTMBHOCTU, Kao M KnajH-
FopoHOBE (PenaTMBMUCTUYKE) KBAHTHE MeXaHMUKe. M3 Tora 13BaauMmMo 3ak/byyak Aa 61 cuna Koja genyje
KPO3 MPOCTOP MOMMa [enoBaTh W Kpo3 Bpeme (Peuymo M3 MPOLINOCTM Ha CafJallkbOCT, @ MOXAA U
06pHYTO) Kaga 6M HocMoun Te cune (y OBOM CAy4ajy rPaBUTALMOHM Tanacu, 3aTUM W HbUXOBe
e/leMeHTapHe YeCTULE — FPaBUTOHM) UMaN COMCTBEHO TPajatkbe.

YeTBpTO, CBETNOCT (GOTOHM — YecTULEe eNEeKTPOMArHeTHOr 3payerba) HeMajy Macy MMPOBakba, BpeMe UM
cToju. OHM 3aTO MOCTOje CaMo Yy TPU AMMEH3Mje, PeLuUMO Y paBHMMA CBOje MHbOpMaLMje N BpeMeHy
nocmatpaya. U3 roprber (MpBor) rpaBuToHM ce Takohe Kpehy 6P3nHOM CBETIOCTM, OCUM Y OKOJIMHU jaKkor
rpaBuTaLmoHor nosba. OTyAa, jako rpaBUTALLMOHO NOJbe Aefyje U KPo3 CONCTBEHO Bpeme, a c1abo He.

MaTy/bacTe ranakcuje, npema Tome, Hehe MMaTU CBOjy ,TamMHy MaTepujy” Kao cBOr npatuMoua M3
NPOLUIOCTH, aKO UM je Mmaca HeL0BO/bHA AyKe Bpeme. MacuBHe ranakcuje, HanpoTue, ocTaBsbahe Tpary
NPOLWOCTU Koju he ux NpuBAauYnTK (LenoBarbe NPOLIOCTU Ha CagallkbocCT), Kao WwTo MepKypa Buwe

2 Nonyr: https://phys.org/news/2020-09-physicists-mysterious-dark-deficiency-galaxy.html
2. [2], 3.30 OanoxkeHa rpaBuTaumja
** Albert Einstein (1879-1955), Hemauku poheH Teopujcku pusmnuap.
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npusnaye werosn mnahu nosoXKaju Koje oH 3aTude ucnpes cebe 3a pa3nuKy of cTapujux usa (javye
OenoBarbe 6/MKe MPOWAOCTM HA CafallhboCT), U YYMHUTU je (TamHy maTtepujy) aa opbutupa oko
CadalWHOCTU TUX ranakcuja nonyT Apyrux Tena (He UCK/bydyjem HU moryhHOCT genoBakba CafalltboCTu
Ha npowJocT).

[lpoaupame Kpo3 Bpeme

rae mory npountat O fOenoBakby rpaBuTauMje Kpo3 Bpeme? — [pyro je 3aHUM/bMBO MuUTakbe
MoCTaB/beHO MU HEAABHO, HE Of UCTOT KoAere aiin Ha canyHy Temy. OHO ce Takohe ogHOCKU Ha XunoTesy
04, paHuje, n3BoheHy U3 cTapuje M joll yBeK HeyTBpheHe ,Teopuje MHPOpMaumje”, y pasanunTUm
06/1MLMMa M ca PasAINYUTUM NocaeamLama.

MpouunTaj Ha Nnpumep npwunor ,,3.30 OaN0XKeHa rpaBuTaumMja” U3 NoNyAapHMX npmya o MHpopmaumjm [2],
pekox. AKO ce YMHM Aobpo, norneaaj U CnoxeHuje npukase (y dopmynama onwte penaTMBHOCTU U
KBaHTHE MeXaHMKe). Y KpaTKOM npenpuyaBamy, Aa Ce BUAM Bpeam /I CTBAP YMTAkba, Pa3roBop je TeKao
OTMPUANKE OBaKO.

MNoeHTa je Ha AjHWTAaHOBMM jeaHAYMHAMA NOJba

roe Tpu NpocTopHe KoopauHaTte mory 6utn x; = X, X, = y, X3 = Z, a YeTBPTa BPEMEHCKa je x, = ict ca
MMarmHapHoMm jeaunuuom (i2 = —1), 6pamHom ceetnoct (npubamskro ¢ = 300 000 km/s) u Tpajarbem
t, 3anpaBo AyXMHa Kojy ceeTnocT npehe 3a gato Bpeme. pyro BaxHo je KnajH-TopaoHuBa jeaHauMHa

or o ot 0t 2) —
(0x2 t dy? t 0z2  c20t2 H ¢ =0 (2)

KBaHTHe mexaHuke. Ty je ¢ = ¢@(xq, Xy, X3,X4) HEKA (Nceyao) ckanapHa dyHKUMja, y onwTem ciayyajy
KomnieKkcHa. Kaga je m maca mupoBama Yectuue, a h = 6,626 X 1073% Js MnaHKoBa KOHCTaHTa, oHAaA
OBY jefHauMHy MOXKemo nucatm ca u = 2mmc/h. Ako je ¢ peanHa ¢yHKumMja, KnajH-TopaoHoBa
jeaHaumHa onwucyje HeyTpanHe (nceyao) ckanapHe YecTuue, a aKo je ¢ KomnaekcHa oHa (2) onucyje
yecTuue ca Habojem.

3a gyb/be pasymeBarbe CUMETPUje MPOCTOPHUX U BPEMEHCKMX KOoopAuHaTa noTpebHa je Teopwuja
nHdopmauuje. Kao nonasHo WTMBO Npegaarkem ga npoumTal Kpahu nonynapaH Tekcr ,,2.13 Mpoctop u
Bpeme” u3 ,Mpuya o uHdopmauuju“ [2]. He Tpeba Ty 6/, BacMOHY NpocCTOp-BpeMeHa rieaatv b6all Kao
,,TPU NPOCTOPHE N TPpU BpemeHcKe' KoopauHaTe, ako je moryhe 6upatn 610 Koje YeTupu og Hux Wwect
W TPM NPOrnacuTu ,MPOCTOPHUM®, a NpeocTany ,, BpemMeHcKom”.

Kaga HeKky o4 Ay»KMHA CMaTpamMo MPOU3BOAOM MMarnMHapHe jeauHuue, 6p3vHe CBETI0CTU W Tpajakba
(x4 = ict), oHa TMme nocCTaje BpPemeHcKa. 360r npBor og cBojux ¢aKTopa ,BpPEMEHCKA AyKMHA“
KBagpupartem fobuja Apyry peanHocT U jaB/ba Ce Yy HasMBHWKY rpaBuUTauMOHe cuie (Koja onaja ca
KBaApaToOM yZa/beHOCTU). 360r Apyror, y peajHOM BpemeHy (Hawer pefa Be/WuYMHa) Taj KBagpaT y
Ha3MBHUKY YMHM PA3IOMaK CTPaLIHO MaauMm (Beoma manum 6pojem), Koju 6p30 1 NpPebp3o TeKM HyAu
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CBAKOM CEKYHA0M. 3aT0 je Taj acneKT rpaBUTaLMOHe CU/le TELLKO PerMcTpoBaTH, a 3aTMM jOLL TEXe jep ce
OHa YOnwITe jaB/ba CamMo Yy BEOMA jakMM NosbMma (y HenocpeaHoj 6amn3mnHm CyHUa U jaunum), y KaKBOM ce
jenBa Hanasm MepKyp.

Ha nuTtarbe 3awTo MepKyp, Kaxkem Aa Herosa NyTakba HWje TayHa enunca, jep nepuxen te ,enunce”
MoB/iaYn ce 3a MAAHETOM, LWITO Ce Caja MOXKe TyMauuTu Kao jaye AenoBarbe B/aMKe concreeHe
npownoctn. Octana Hebecka Tena fdasba og CyHUa Hemajy TO MNoB/iayere, a CBe TO 3aje4HO uge y
npuaor Tesama o He-AeNoBakby cnabe rpasuTaumje Kpo3 Bpeme.

3a o4roBop Ha NUTake OTKyAa TO (He)aenoBarbe, PEKOX Aa je NoTpebHo jow Teopuje MHPopMaLmje.
MpeunsHuje pedvyeHo, notpebaH Ham je ,APUHUUN MUHUMaNu3Ima“ nHbopmaunje, nnm cnobogHuje
peyeHo ,,NpMHUMN Hajmaker ajecTBa” (MHPopmaumjy n aejctBo cmaTpam GOpPMaSHUM EKBUBANIEHTUMA)
nosHator y ¢ousnupm.

OBaj HayeNHM MUHMMANU3M Y3POK je MHepTHOCTM. Maca Mma COMCTBEHO Bpeme (3a pasnuKy of
CBET/IOCTU), WITO 3HayYuM Ja M AUMYHO MNPoAMpPEe KPpOo3 C/0ojeBe BpemMeHa, na oHJa U ,3anumbe” 360r
nomeHyTor npuHuuna. a 61 TakBo npoamparbe MOrAN MMaTU U rPaBUTaLMOHM TanacK (rPaBUTOHKU) OHU
ce Mopajy KpeTaTu (MaKkap maso) cropuje oa CBETNIOCTH, a To 61 ce morio gorahatv camo yHyTap Beoma
jaKor rpaBMTaLMOHOr Nosba.

Haume, ako Tasnacu nosba (KOHCTaHTHE UEHTpasHe) cune nyTyjy 6p3vHOM CBET/IOCTM Taga M camo Taja
CMna onaja ca KBagpaToMm y[a/beHOCTU, @ aKO CWJla ONajga ca KBaAapaToM yAa/beHOCTM OHAA U CaMo
OHJAa TpajeKkTopuje cy Npucu/beHe aa byay KoHuKe. MehyTum, oacTynarbe o4 KOHUKa (ennnce) Mmamo y
CNyYajy jake rpaBuTaumje, aniv He U y caydajy cnabe, WITO 3HAYM Aa CaMO FPaBUTOHM jakUX Mosba NyTyjy
crnopwuje o4, CBET/IOCTM U UMAjy Macy.

Hanomurbem, 0BO cy M gasbe camo (Moje) xunoTtese of, paHuje, 6e3 0b63npa WTO MM HoBMja OTKpuha
KOCMO/IOruje Aoaajy Ha 3Hauajy.

'paBUTALMOHHU Ta/1aCH

lpaBuTaLMOHM Tanacu cy nopemehaju 3aKpPMB/LEHOCTM MNPOCTOP-BPEMEHA FeHepucaHu ybp3aHUm
macama. Mpegnarao ux je *un Avpu MoeHkape™ 1905. roguHe, a KacHuje 1916. npensuaeo wx je
Anbept AjHWTAjH Ha OCHOBY CBOje OnwTe Teopuje penatuBHocTU. OHW NpPeHoCce eHeprujy Kao
rPaBUTALLMOHO 3payerbe Koje HbyTHOB 3aKOH YHMBEP3aHE rpaBuTaumje He npeasuha, jep je y KNacuuHoj
MeXaHMLUM TaKaB 3aCHOBaH Ha MpPeTnocTaBuM JAa ce PU3UYKe WHTepakuuje LWnpe TPEeHYTHO,
6eckoHayHOM 6p3nHOM. OHU Ccy eKcnepMMeHTa HO NPBU NYT AUPEKTHO mepeHn 14. centembpa 2015.
roguHe y cknony npojekta JINFO (Laser Interferometer Gravitational-wave Observatory).

[OK rpaBuTaumMoHu Tanac (b6p3vHOM CBET/NIOCTM) Npoaasu nopes Nocmartaya, NpPoCTop-Bpeme ce
Hanpexe u n3obaunuyje. YaasmeHocT namehy objekaTa ce puTMmMyHO nosehaBa M CMarbyje Kako Tanac
nponasu, a Taj epekat onaga ca ygasbeHowhy. To je npM3HaTo objallkeHse OBe Nojase.

%> Jules Henri Poincaré (1954-1912), dppaHUYCKM maTemaTryap 1 TEOPUjCKM duU3mnuap.
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Mpeasuha ce na GUHapHe HeyTpPOHCKe 3Be3ae AOK ce cnajajy, 36or Beoma Be/MKor ybop3ara HUXOBUX
maca, mory 61Ut mohaH 13Bop rpaBUTaLMOHKNX Tanaca. 360r acTPOHOMCKE Y/Aa/beHOCTM 04, OBUX U3BOPA,
epeKT1 MepeHM Ha 3emM/bM NOCTajy BP/IO Manu, ca Habopuma marbm og, 1 npema 102°, ann mepenu cy
ca joL OCeT/bUBMjUM AeTeKTopuMma (TauHocTv ao 5 X 10%2 penosa).

OHun omoryhaBajy nocmaTtpatbe cnajarba LpHMX pyna U Apyrnx ersoTM4Hmx objekata ayboKor cBemumpa
HeAOCTYMHUX TPAaAMUMOHANHMM CPEeACTBMMA, ONTUYKUM WAM paano Teneckonuma. Moram 6u 6utm
KOPUCHM KOCMOJ/I03MMa 33 OCMaTpakba BP0 paHe BacuoHe, npe pekombuHaumje (enoxa Kaga cy
HaeNeKTPUCAHN eNeKTPOHM M MPOTOHM MPBM MNYT MNOCTa/IM BE3aHM 33 ENEeKTPO-HeyTpasHe aTtome
BOAOHMKA) Kaga je npocTtop 640 HenposuMpaH 3a efleKTpoMarHeTHo 3paderbe. [peumsHa meperba
rpPaBUTALMOHMX Tanaca NOMaXKy My A0AATHOM TECTMPaAkbY OMLWTE TEOPUje PeNnaTMBHOCTY.

To cy nosHaTe cTBapu. AnM y Halem MNPETXOAHOM KOHTEKCTY, Kaga ce rpaBuTauMOHM Tanacu Kpehy
H6p3nMHOM cBeTNoCTU camo y obnactuma ,,cnabe rpasutaumje” (cyHueB cuctem), AOK ce y obnactuma
»jake rpasuTaumje” kpehy (mano, He3HaTHO) crnopuje, oHN noacehajy Ha 0BPHYTO KpeTarbe MOPCKUX
Tanaca Koju nyTyjyhu noBpwmMHOM M3HaL BEAMKUX AyBuHA CTUKY Ao obane. [oM Aeo MOPCKOr Tasnaca
Koju ynasu y nanhak nouvrbe fa 3anukbe o0 AHO M Tasac ycnopasa. YHaTpallKke rnedaHo To notceha Ha
npoLec rpaBMTaLMOHOT Tasaca Koju HanywTajyhu jako nosbe rae ,3anukbe o Bpeme” ybpsasa Ao 6p3vHe
CBETNOCTU.

Hanomurbem ga yecto ynotpebsbaBaH ,A0Kas” aa ce rpaBuTauMoOHM Tanacu Kpehy 6p3vHOM CBETNOCTU
ApXMM HanBHUM. OHaj Koju Kaxke Aa je 6p3nHa TMX Tanaca jegHaKa 6p3nHKM CBETOCTH, jep bu y caydajy
M3HeHagHor HecTaHKa CyHUa rpaBuTauMja OBe 3Be34e jOW yBEK AeN0Bajna CBE AOK BUOMMO HeHY
CBETNOCT — jep UHbOpPMauuja nyTyje 6p3MHOM ceeTnocTU. To 6K OHAA BAXKMNO M 33 U3HEHAAHM HECTaHAK
M3BOpa 3BYKa, jep (HaBoAHa) MHGOpMauuja nyTyje 6p3nHom 3ByKa! JacHo je, BasbAa, 3aWUTO OBY ,,METOAY
AOKasMBama“ cMaTpam NorpeLHom.

Ymecto Tora, noHosuhy, rpaBuTaUMOHM Tanacu ce Kpehy 6p3sMHOM CBET/IOCTM Tamo rae Y3poKyjy
KpeTarba HebecKMx Tena No TpajekTopujama Koje cy KOHWKe U 0BpHYTO, a TamMo rae Te TpajekTopuje He
61 6une KOHMKe HU HMxoBa 6p3nMHa He 6u 6una Ta. OBO OTBapa HEKONMKO BEOMA 3aHUMJ/bUBMX
moryhHoOCTK, ann Koje BULE HWUCY CTBap NonynapHor npenpuyasarba (3a caga), na hemo o Tome apyru
nyT Kaga popmyie NPOBEPUM, PA3yMEM U MOCTOKUM.

Pactko Bykosuh 27



Mpunosun Teopunjn nHbdopmaumje I

6. Tanacu
18. debpyap 2021.

Pe3snme o Tanacmma 3BYKa, BOAE U 6030Ha, Ca HOBMM cneKynau,Mjama o yTVILI,ajy Tanaca noJba Cuna,
noce6bHo €/1EKTPOMArHETHUX U TrPaBUTALMOHUX.

3ByK

I'Iepmop,vquo CTUCKakbe U Wunpembe CyncraHue no HEKOM MnpasLy ,qed)mmme NOHTUTYANHANHU 3BYYHU
Tanac. Cmep N\yje o4 n3BOpa Ka cpeagnHama HaCTaHKa ocu,mnau,mja, Kao WTO ce BMAM Ha camum neso. Ta

pazpeljena eHeprvja TuUTpara ce
l \ MHaye npeHOCH Kpo3
ATYS VR b : T e npocTop 633MHOM
— -I gl UECD DD U S kperama v=o= Af
\ / A roe cy An T peaom Ta-
\1:\ - / NacHa AyXKMHA U nepu-
' STYIbEmA 04, NOKaNHMX ocumna-

uuja, paspehera u 3ry-
WwHerwa (Ha canum).
®pekseHumja [ =1/T

fv_\/\j_\,/ CPe/bH NIPUTHCAK  jo  peppnpoyHa Bpe-

AHocT nepmnoga. Osu

HIPHTHCIH
cpeqliHe
NOKaNHW NPUTUCLM NPUKa3aHM Cy Ha A0H0] IMHUjU Y 06INKY cMHYycouae.
N3 Xykosor’® 3akoHa enactuure cune (F = —kx) u bbyTHoBor?’ gpyror 3akoHa (F = m¥), a 063upom Ha
ybp3atbe ¥ = d?x/dt? mace m, nobujamo andepeHLUmjanHy jeaHaunHY
d?x
m— +kx =0, (1)
dt
KpeTarba ancumcom X TOKOM BpemeHa t. Pellere oBe jegHadmnHe (1) je cuHycomaa
x(t) = Asin(wt), (2)
roe cy A amnantyaa (ocumnaumja) u w = f /21 138. KpyKHa PppekseHLMja.

KpykHa dpekBeHUMja AeduHUe 6poj uMKayca paspeherba U 3rylikbera Yy jeAUMHULM BpemMeHa, a
aMNAMTyJa OBaKBMX Tanaca jefHaka je TanacHoj AyxuHM (A = 1), na 3a KMHETUUKy eHeprujy
ocunnoBaka AeﬂMha Mmace m Mmoxemo nncatum

mA2w?

Be=" =77 ®)

%% Robert Hooke (1635-1703), eHr/1IecKM Hay4YHMUK.
*” Isaac Newton (1642-1727), eHrneckm matemaTnyap 1 ¢pusnuap.
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. 1 1 1
M3Bop 3ByKa cabujarbem Bpwwu pag W =5Fx = —Ekx2 = —EkAZ, a TO enacTMYHoO CTarbe 3aTUMm

npenasu y uctesare M npeHocu eHeprujy (3) us yera gobujamo w? = k/m. 3ByK Tpaje OOK u3BOp
pagehu Tpown eHeprujy n NnpeHelleHa eHepruja ocunnaumja obuja gonyHy.

AmnanTyga 3ByYHOr Tanaca ogpehyje oHo WTO onaxkamo Kao rnacHohy. MHTeH3uTeT 3ByKa I je npoceyHa
6p3MHa NpeHoca eHepruje no jegMHULM NOBPLUIMHE OKOMKTA Ha NpaBal, LMpeHa Tanaca, a oTyaa

A2

- va ’ (4)

rae je p ryctvHa Basayxa (Kunorpam no KybHom meTtpy), a v je 6p3mHa 3ByKa. JaunHa 3BYKa je KOANUYUHA
eHepruje Kojy McujaBa WM3BOP 3BYKA Y jeAHO] CEeKYHAM KpO3 MNOBPLIMHY jeaHOr MeTpa KBagpaTHOr
OKOMMWTO Ha CMep LIMpEeHa U Mepu ce Yy BaTMMa Mo KBagpaTHOM MeTpy.

360r aHanoruje ca AejcTBOM, OAHOCHO MHPOPMALMjOM, MOXKEMO NUCATU A3 je jaunmHa 3BYyKa Koje oceha
JbYACKO yXO NponopumoHanHa L = logli, roe y 6pojHuKy (Hymepyca noraputma) CToju UHTEeH3uTeT (4), a
0

HA3MBHWK je Mmpar YyjHOCTU. JauMHa 3BYKa pacTe ca ryCTUHOM p CPEeACTBA KOjUM ce 3BYK MPEHOCU U ca
amnauntyaom A. Mehytum, y wnpemwy y cBMM npasumma, chepHo, rycTMHa eHepruje 3ByKa onaga ca
KBaZpaTom NonynpeyHuKa, yaa/beHOCTU O, U3BOPa, Na Ha Taj HAYMH Onaga M jaumMHa 3ByKa.

BoaeHu Tanac

Tanacu ce WKnpe NoBpLLUMHOM BoAe 360r heHe HaneTocTH, rpasuTaumje u cuia pecraypaumje (Koje ByKy
TeNOo y paBHOTEXKHO cTakbe). Ha canum aecHo je

nopemehaj NoBpLIMHE KOjU Ce Y KOHLUEHTPUUHUM

KpyroBuma wupn ocumayjyhu TpaHchepsanHo =

(oKomUTO) Ha cmepoBe Tanaca ca MPUMETHO CBe (=)

MarbUM aMnIUTyAama U HE3HATHO MPOMEHEHUM
TaslaCHUM AyXKUHama.

Onert je yrnosHa ¢pekseHuvja w = 2 /T, raeje T
nepuvoga ocunnaumje, TanacHu 6poj k = 2m/A, rae

je A TanacHa ay*uHa, na ctas/mwajyhm 6 = kx — wt, 3HauM yrao y pagunjaHuma, rae je x npehexu nyt
Tasaca 3a Bpeme t, UMamo

n=Asing, (5)

CUHYCOMAY KOja NpeAacTaB/ba WMpekbe Tanaca. AMnanTya A caga je OKoMuTa Ha CMep WWperba Taaaca,
a (¢asHa) bpsmHa Tanacaje v = w/k.
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Nama usBoherba 0cobUHA BOAEHUX Tanaca Moxete Hahu Ha pasHum mectuma’®, a osae hy camo
npenpuyaT Heke pesynTtate. OBaKO™ WM OHaKo, 3a KBagpaT Gp3vHe v Tanaca Ha BoJama PasHUX
AybuHa h v rpaBuTaumoHor ybpsara g = 9,8m/s’ Hajuelwhe Hana3MMo NPUBANKHO

gl 2mh
v? = Ztanh—. (6)
21 A
3a TaHreHc xunep6onHn™ Bae nspasu:
—e7% x3  2x5  17x7 i
tanhx = — =x - =4+ == + -, 3alx| <= (7)
Xpe™X 3 12 315 2
A a rpad Te dyHKuMje je Ha camum neso. Kao wro ce
1 BUAN, XMNepbONHN TaHreHC je pactyha ¢yHKLM]ja,
" 3 = g 1 = 3 > on -1 go +1, na cToju Kao KoepMUUjeHT pas3sIoMKa
- - -~ - “ X
y dopmynun (6) roe oH NOCTUXKE CMatbUBatbe NPBOT
1 ¢dakTOpa, rnaBHor M3pasa bp3unHe.

Y Bogama Bennke aybuHe y o4HOCY Ha TafacHy AYKUHY A, 3a KBaapaT 6p3mHe Tanaca MoxXe ce 406UTH n

gl 2y
vi==4 ==

o T (8)

rae je Y noBpLIMHCKA HaneTocT, a P je rycTuHa Boge. OBe pasnuke (NpuUbAMNKHMX) M3pas3a 3a 6p3uHyY
Tanaca HacTajy 360r pasanuMTUX yTULaja Koje MOMKeMO MUrHopucaTM M MexaHWKe Tanaca Boge y
pasnuntum aybuHama. Ha obe cnepehe cnvke TOK Tasaca je ca neBa y AecHO v obe npwuKasyjy
Kpy)Kere decTuua Boge. JleBo je Tanac y AybOKMM BoAama, a AECHO Yy NAUTKUM FAe ce BuUAu
AeCTPYKUMja TOT KpyKerba.

: &>
«

. . ) L/ )

%8 Coastal Wiki, http://www.coastalwiki.org/wiki/Main Page
® Wawes in Water, http://web.mit.edu/1.138j/www/material/chap-4.pdf
* Cpnckv uspas je v th x.
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dopmyna (8) Ham je MHTepecaHTHWja y cneaeha Tpu cnydaja 6p3vHa Tanaca: Kafa je y nuTarby
MpeLlKare Boge y navhayuma, Kaga Mmamo ayre Tanace y Ay6oKoj Boau 1 Kaga Ayru Tanace CTUXKY Ha
obany. Taga cy KopucHe godatHe anpoKkcMmaumje.

MpBu je cnyyaj CUTHUX BOAEHUX Tasaca Ynja BpP3nHA 3aBMCU O TasNacHe AyKuHe A a JOMUHUPajY cune
NOBPLUMHCKOF HaMOHA Koje momepajy oBe Tanace gy cebe. Ha Tum manum rpbuHama Boge Takohe
nocToje rpaBUTaLLMOHE CUAE, aan OHe cy 3aHeMapsbuee. TakBMMa je Bp3nHa NPUBANKHO

2
v= |[ZX (9)
Ap

[akne, Ko mpellkarba, Boge Kpahux TanacHUX Ay»uHa, apyru cabupak (8) gommnHupa.

Y apyrom cnyyajy, 3a ayre Tanace y Ay6oKoj BoAW BarKHMjU je NpBu YnaH (8) n 6p3unHa je npnbanKHo

A
v= [£. (10)

21
Y ny60Koj BOAW NOBPLUMHCKM HaMoOH Y npemMaseH je aa 6u 61o BaxkaH. HebUTHa je 1 rycTmHa p, jep Kaaa
ce oHa noseha — cuia Koja genyje M maca Koja nomepa Tajac pacTy 3ajegHo, 6e3 yTuuaja Ha Bpeme

o43unBa BoAe ncnpen d)pOHTa Tanaca.

Y navhaumma, Kaga je TasacHa AyXuHa mHoro Beha og aybuHe Boge, a oBa mHoro Beha og amnantyae
(4> h >» A) 6p3uHa Tanaca je NpUbANNKHO

v=,/gh. (11)

Bpraue® (eHr. bores) noce6aH cy cayyaj NAUTKMX BOAEHMX Tanaca. [POBPT ce 1aKO MOKe HampaBuTh y
[lyraukom yCKOM KopuTy Boge nomeTajyhu Bogy paBHoOMepHOM 6p3nHOM KopucTehu LWMpPOKo Becno.

EHeprujy BoaeHMM TasnacMma faje KMHETMYKa eHepruja BeTpa, yrnasHom. [pema (6), ca Behom
Yy/IOXKEHOM eHeprnjom Hactajy Behe 6p3vHe u Behe TanacHe AyKuHe, a gasbe Ha Behy Bp3nHy Tanaca
yTuye Beha aybuHa, jep je KNHeTMYKa eHepruja

2mh

A
Ek =—= %tanh 7 (12)

roe je m maca Boge y Tanacy.

Tanacu Behe eHepruje noTuckuBahe oHe ca marbe eHepruje, y MPoceky, Na ce MoKe AeCUTU 43 MOpCKe
CTpyje nay CBOjuM TOKOBMMA, a Aa NOBPLUMHCKK Tanacu us sehux gybuHa nay Ka marumm, ycnopasajyhu.
OBO ce HapounTo Aelwasa TaMo rae gybuHa h Huje npesenuka (8. rpad xmnepbosHOr TaHreHca) a Boaa
Harno nocraje navha.

3 Tricker, R. A. R. (1964), Bores, Breakers, Waves and Wakes or Barber, N. F. & Whey, G. (1969), Water Waves.
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Hpenama}be TaJaca

Oa Tanacu ckpehy u3 cpegmHa Behux 6p3mHa Ka cpeguMHama y Kojuma ce Kpehy cnopuje onwrTa je
nojaea. Y ciy4yajy Boge pasymenn cMo Aa tanacu sehe eHepruje noTUcKyjy OHe ca make eHeprwje32 nAaa
ca Behux aybuHa Texxe Ka MarbuM, na 1 360r Tora MOXKEMO OYEKMBATU HbUXOBO CKPETakbe Ka cpeamMHama
roe 61 um 6p3mHa Buna mara.

Y onwTtujem cnyyajy moraM 6ucMo ce Mo3BaTM Ha MO3HATM ,MPUHUMN HajMaker aejctea” u ycnyt
NoTBPAMTU TOPHMWN ,eHEPreTckM pasnor’. Pusnyko AejcTBO je NPoOM3BOA, eHeprvje u BpemeHa, na he
CUTyaumje jefiHaKMX BpPeMeHa CMOHTAHO BOAWMTM PacnieTMMa MakbUX eHepruja u, Kaga cy y nuTamby
KMHETUYKe eHepruje — Marunx bpsnHa.

MehyTum, KNacWMYHM HauYMHKW yTBphMBakba Mpesiamarba Taslaca Ha rPaHUUM cpeauHa  PasnuUTUX
HUXOBUX OP3UHA, V; U V,, YIIAaBHOM Ce CBOZE HA reoMeTpujcke M yobuuajeHe aHa/UTUUYKE MeToae
AoKa3uBarba CHeNoBOr 3aKoHa:

v, v, =sina: sinf. (13)

Yrnosu a u § cy HarmbHM NpaBala KpeTarba Tanaca Npema HopMaau Ha rpaHuUy cpeanHa npe u nocie
cKpeTarba. CIMYHUM 0Ka3KMMa cam ce U ja 6aBuo> 1 HelwTo cnyHo iy oBae AeMOHCTpUpaTH.

Ha cnmum pecHo npetnoctaB/beHe 6p3uHe Tanaca
cy vy > vy, na us (13) cnegn sina >sinf, a
oTyaa a > [5. Tako Kaxke CHenoB 3aKoH Koju hemo

I
I
I
I
i
caja AoKasaTtu. :
I

Y cny4ajy CBETNOCTU, KaZa je Kao Ha AaTtoj canum
vy > V,, TAe je y AOH0j CpeauHu, Kojy HasuBamo
, ONTUYKK rywhom”, beHo KpeTakrbe crnopuje.

—
N3 ropre cpeauHe, ns cmepa CB, 6p3nHOM vy CTUXKe Tanac Ha rpaHuYHy AvHujy AB 1 HacTaB/ba
KpeTarbe y A0HO0j cpeguHn cmepom AD 6p3suHOm v,. Hopmane Ha XOPWU3OHTANAHY rpaHuUy ABe cy

—_— —_—
UcnpeKnMaaHe BepTUKanHe (y3ajaMHO MapanesnHe) IMHuje, ca Kojuma npasum KpeTawa, CB v AD, rpage
yrnose pegom a u f5.

Oyre napanenHe nuuunje, nonyt AC wan BD, npeactassbajy ¢poHTOBE Tanaca, ca pasmauuma nsmehy
napasiena Koju oarosapajy TanacHMM Ay*KMHama. Kako cavKka npukasyje, npenamarse Tanaca us sehe y
Kpahy TafacHy Ay*KUHY U UCTy dpekBeHUMjy, TO Npema dopmynn v = Af Tanac Npenasu y cpeamHy rae
UMa Makby BP3UHY.

32
HE3BaHWYHO Tymayere

3 p. Bykosuh: NMpenamarbe Tanaca (20. januar 2017), https://www.academia.edu/31013581/
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OwrTap yrao y TemeHy A npasoyraor Tpoyrna ABC Takohe je a, a owTap yrao y TemeHy B npasoyrnor
Tpoyrna BAD je B — jep cy yrnoBu ca OKOMUTMM Kpauyma jegHaKku (MK cy CynaeMeHTHM, WTo oBAe
ounrnegHo Hucy). Mehytnm, nctm Tanac npebpuiie nctu Nyt AB v Kao ropwun M Kao AOHM, 33 UCTO

Bpeme t, Npun Yemy Kaga je roptbu npehe nyt CB 6p3nHOM V4 a Kaja je aoun AD 6p3nHOM V5. OTyaa:
CB = AB *sina, E:E-sinﬁ,
CB: AD =sina : sin g,
vt : vyt =sina: sinf,
a HaKoH ckpahuBama BpemeHa t gobujamo CHenos 3akoH (13).

[a ce CHesoB 3aKOH MOXe A0BWUTK M Ha OCHOBY NPUMHLIMNA HajMarber YTPOLUKa BpemeHa, Tanaca Koju
npenasu u3 ropke y Aoty CpeanHy, MOoXKeTe BMAETU Y UCTOM MOM NMOMEHYTOM npuaory. Taj AoKas
Tpeba pas3/IMKoBaTK O, OBAE CAMO HanomMeHyTor, NnoMmohy NpUHLMNA Hajmakser AejcTBa, anun u Taj Tpeba
pa3/IMKOBaTU 0f, ,eHEePreTCKOr pas/ora” ca Kojum je 3anoyeT NnoAHac0B.

TaJjsiacu 6030Ha

3a pa3nuKy og pepmMunoHa (HMp. eNeKTpoHa, MPOTOHA, HeYyTPOHa, MMOHA), 6030HK (HNP. POTOHU, FNYOHU,
W u Z, rpaBuUTOHN) MMajy LenobpojaH cnuH. 3a X He BaXKu Hu Mayaujes I'IpVIHLI,MI'I34, KOju Kaxke ga ce
OBa MAEHTUYHA depMMOHA He MOry CUMyATaHO HahKu y MCTOM KBaAaHTHOM cTakby. BO30HM ce 3aTo He
rypajy Kao MoJieKy/ie Koje NpeHoce 3BYK M yonwTe cy Npobup/bUBKNjU Y MHTEPaKLMjaMa.

MonyT cBeTnocTn, 6030HU WHTepdepupajy anu He KOMYHUUMPAjy HenocpeaHo. UHTepdepeHumjom
6030HM Mory nosehatn BUA/LMBOCT (063€pBabUAHOCT), a/IM OHU Ce He MOTUCKYjy Y3ajaMHO HWUTU
OVPEKTHO pa3smetbyjy eHeprujy Ha HauMH Tanaca CyncTaHue.

Ha npumep, eNeKTPUYHO Nosbe eNeKTPOHa UHAYKYje MarHeTHO M 06pHYTO AedUHULWYAN KOHUEHTPUYHE
cbepe OKO enekTpoHa W TUTpara Koja HasMBamo BUpPTyanHuUm d¢otoHMma. Ca noseharbem
nosiynpeyHuka coepe onaga HeHa aMnanTyga M BepoaTHoha aenosakba ogrosapajyher BupTyesHor
$OTOHa Ha eBeHTyanHW Apyrn Haboj Kada TasacHa AyXKUHa Y UMMNYJIC OCTajy HEMPOMEHEHMU.

. 1 1
AKO je CnuH AaTor eNlekpoHa + -, CNnH BUPTYeNHOT ¢doToHa +1, a eBeHTyanHOr APYror esieKTPoHa -2
OoHAA moke gohu OO0 MHTEpaKuMje YMme HacTajy MPOMeHe CMMHOBA, MMNy/ca U eHepruja. PasmeHom
. . 1 1
BMPTyeNHM GOTOH NOCTaje peanaH, a AaTU U APYrM eNeKTPOH NPUMajy CNUH peaom —ont. OHu ce

ofbujajy 36or npefaje MMnyca, Kao ABa YamLa Ha BOAM Kada u3 jegHor H6aummo Bpehy necka y apyru.
KynoHoBom 3akoHy 6osbe oarosapa cpepHu 0b6auK BUPTyenHUX GOTOHA HEro AUHUjCKM PajHMaHOBMX
Aujarpama.

**12], 3.11 Nayaujes npuHLMN
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1 .
Yy HACTaBKy OaTU €1EKTPOH, Cada CNHa —E, MOXe eMUTOBAaTh Kao peasiHe CaMo (I)OTOHe cnmHa —1 Kojun
1 . 1
61 mornm pearoBaT camo ca eNeKTPoHOM CcnnHa + E MEI-bajth MY CMUH Y — E , @ CMUH AaTOor ENEKTPOHA

1 . .
y+5. OBum ce cuTyaumja ca cnuHom Bpaha Ha NpeTxoAHy, ca AoAaTHUM oabujarbem eNeKkTpoHa ca

CBaKoOM HOBOM pa3smeHoOM Mmnyca. HejacHo je aa v cBu BUPTYEHU POTOHU jeAHOT efIeKTPOHa Umajy
WUCTU CMWH, UCTY TanacHy AYXMHY M MMMYAC, WIN CY HUXOBE emucuje Takohe HacyMUUYHe ca YTOIMKO
BULLIE OrpaHMYeHMMm MmoryhHOCTUMaA MHTEpaKumje.

O6pHYT TOK BpeEMEHa HEKUX 4YyecTuua 03bM/bHO Cy pasmaTpanm HEeKM OCHMBAYM KBAHTHE MEXaHWKe,
peuumo [upak ca nosutpoHom (1928), a Ty maejy MHOrM jowl yBeK cmaTtpajy oTBopeHom. OHO WTO
MOEeMO A04aTu, Npema Teopuju uHPopmaumje, je Aa ce Hanasumo y 6[1 BacCMOHM nNapanesHux
peanHocTn. MoryhHOCTM je KOHTMHYYM MHOFO, anin HUXOBUX peasnsaumja He MoXKe buTu Bulie oA
npebpojuBo 6eckoHa4yHO MHOro. CXo4HO TOM YyAHOM 3an/eTy, uaeja UHBep3uje BpemeHa nocTaje joLu
yyaHuja.

MoTtceham pa 360r NpeTnocTaBke YHUBEP3AJIHOCTM UHPOPMALMjEe, @ HEM3BECHOCTU KAo HEHE CYLUTUHE,
YHUBEpP3ym moryhHoOCTM HKje cTaTMyaH maraumnH 61 aorahaja Kpo3 Koju Ha c/iyydajaH HauMH NyTyjemo y
4.0 cseTy peanHoctn. [a To ,nyToBartbe” uma U aoaaTtHe ayboKe HenpeaBUA/bMBOCTU HaNaxKe Ham,
nopeg ocrtanor, benosa Teopema35 (1964) npema Kojoj je cama uAeja Kaysanucrta O ,,CKPUBEHUM
napameTpuma“ KBaHTHE MexXaHWKe KOHTPAAMKTOPHa, YaK M ako 6M TakBM ,HEAOBO/bHO KaysanHu
Yy3pOLM Hama Yy CBAaKOM Cyyajy BUan HegoCTynHMU.

Y TOZMKOM MHOLITBY>® CAyyajHOCTM cTapa uAeja o O6pHYTOM TOKY BPEMEHa Matbe je parbuBa Hero
MHave. YecTmue cynpoTHOr TOKa BpemeHa Koje BMhamo noctoje y 6e36pojHMM peasiHOCTMMA OKOO U
KyZa rofi KPEHEMO HaW/1a3MMO Ha HbUX0Be peannsaumje. pyrum peumma, No3UTPOH Haller CBeTa A€o je
HenpeKknaHOr HM3a NO3MTPOHA Ha Koje Hau1a3nMo Kojoj rog 6yayhHOCTM ce OKpeHyun.

JopatHo, BepoBaTHOha @ Ha C/lyyajaH HauuMH ABa NyTa u3abepemo UCTy YecTULy U3 KOHTUHYYMA paBHA
je Hynu. LWTtaBuwe, HynTa je BepoBaTHoha M Aa n3 npebpojuBo 6€CKOHAYHO MHOTO MOKyLaja MOHOBO
n3abepemo UCTy YecTUuly — M3 KOHTUHYYM MoryhHocTu. TOZIMKO je MHOro nyTa KOHTMHyym Behu ogf
npebpojuse 6eckoHa4yHOCTH, Aa 6u n ,Bpahame” y aatn gorahaj npownoctn 6Mo HeBepoBaTaH Aorahaj.
Ca gpyre cTpaHe, ako ce Beh 6upa HewwTo ce mopa nsabpatu.

Moanora oBe npuue je y Teopuju ckynosa. MNpebpojuBo HECKOHAYHU CKYNOBW Cy MPUPOOHW, LEau u
paunoHanHu bpojesn. CKyn peanHux 6pojesa je Henpebpojuso GecKkoHayaH — KOHTMHYYM GeCcKOoHa4aH.
LLlaHca aa yHanpen peyeHu paumoHanHu 6poj Ha clydajaH HauMH M3BYYEMO M3 KOHTUHYYMA PeasiHuX
6pojeBa je Hyna, a Hyna je M BepoBaTHoha Aa ra Tpedumo mMakap jeaHom y (npebpojuso) 6eCKOHaYHO
MHOrO NOHOB/bEHUX NOKYyLWaja. AAn ca cBakMM nokywajem nssyhu hemo Heku 6po;j.

» [2], 2.23 ANP napagokc
*%12], 2.15 lumeH3mje BpemeHa
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Mo3UTPOHW, Kao M Apyre efieMeHTapHe 4YecTuue, ynpaBo Cy TakKo Hemu (6e3nnyHM) ga MU U He
npumehyjemo HMXoBe PasNNYMTOCTM M3 TamMo HeKUxX byayhHOCTU, uav napanenHux peanHocTu. 3aTo je
0Ba Maeja (cynpoTHMX TOKOBA BPEMEHA) TOZIMKO OTMOPHA HA KPUTUKE KOJIMKO je U paHTacTUYHa.

Enem, pasmmwsbajyhu gocnegHo gasbe, Ha NpUMep 0 eNeKTPOMarHeTHOM MoJby M Herosum GOTOHUMA,
Ha NPEeTnoCTaB/beHM HA4YMH Ce ynyLwTamo Yy crneKkynaunje o byayhHocTn 1 npownoctu. [lBa eneKkTpoHa
MMajy UCTU TOK BpemeHa U GOTOHU KOjW Cy NOCPeaHULM Y HhUXOBOj KOMYHUKALMIN AePUHULLY HUXOBE
ynopeaHe CcafawrOoCTU. HanpoTus, €NeKTPOH ca eneMeHTapHOM YecTULOM CynpoTHor Haboja
(no3uTpoHOM) MMa cynpoTaH TOK BpemeHa M MPeTxXo4HW pasfor oabujarba ABa eNeKTpoHa nocTaje
objalltberbe NpMBIaYeHba e/1EKTPOHA U NO3UTPOHA.

Apyrauvja jegHa cneKynaLl,Mja37 posewhe Hac A0 CAMYHMX pe3yAaTaTa. Peunmo ga je 3acHoBaHa Ha
npeTnocTasumM Aa 6p3MHa CBETNIOCTM MOCTaje TaMaH TO/IMKO Marba KOJIMKO cBeMup noctaje sehu. 36or
orpaHuyeHe H6p3nHe CBETNOCTU, ENEKTPOHN CE BUAE YBEK Ca BPEMEHCKUM KallkberereM, rnegajyhn y
NPOLWIOCT jefaH Apyrora TO CTapujy WTO Cy Aasbe, Na Hactojehu ce yaas/baBati 3anpaBo ckpehy y
onTnykM rywhy cpeamHy. 3a caga He MOry 3acurypHo TBPAMTWU Aa TakBa upaeja Hehe ca npeTxogHom
nocTaTh [ieo Heke LWKMpe Teopuje na je He u3asajam y nocebHy npuyy, Kao LWTO joj 33 cada He XKeum
NOCBETUTU BULLIE NAXKHbE.

Cnepeha 1 nocnearba 04 AaHalkbWMX CNekynauunja o Tanacuma 6030Ha jeAHAKo je yyaHa Kao U
npetxoaHe ase u, 6ap Ha NpBu nornea, jeAHaKo He3aBMUCHA o tMX. OHa je HAPOUYMTO MHTEPECAHTHA Y
CyYajy rpaBUTOHA> Koju 6M Tpebanu umatu cnuH +2 1 360r Tora GUTK NOTNYHO HeynoTpeb/buBM 3a

. 1 .
MHTEpaKuMje ca peummo efiekKTpoHuMma (M yonwTte depmMMoHMMa chvHa 5)' Cnajartbem TaKBUX He 6K

HacTajano HW jedHO o4 HUX, jep pesynTtupajyha yectmua mopana 6u mmatm cnmH 1,5 wam 2,5 36o0r
33aKOHa OAprKakba CMMHA, WTO rpaBuTaLMjy YMHU MaKpo NojaBoOM.

MNMo3HaTa NoyKa Teopuje penaTMBHOCTM je Aa maca aeduHULe reomeTpujy npoctopa 1 ob6pHyTo. TO WTO
je rpaBuTauMja yHMBep3asHa MojaBa (y Makpo CBETy) Camo 3amar/byje jegHy UMHbEHMLY KOojy caaa
OTKpMBamo, fAa b1 ce cBaKOM MojeanHOM Mnosby HaxaapHMx 6030Ha (OHMX Koje AedUHULLY HEKO nosbe
cuna) Mmorna npunucaTy nocebHa MeTpuKa Koja b1 BarkMna 3a YecTuue Haboja Koju pearyje Ha gaTe.

MeTpuKa ,,NnpocTop-BpemMeHa” eneKTpoMarHeTHOr nosba Koje ymHu KynoHosa cuna 6una 6u Takea aa
reogesunum enekTpo Haboja byay TpajekTopuje Koje oarosapajy KpetarbMma 360r Te cune, a y cayyajy
cnpere pasnMyunTMX CUIa U3pavyHaBaM BUCMO pesysTaHTe.

OBa ngeja Mma ynopuiuTe y Nno3HaTUM CTaBOBMMA BuLie anrebpe n GpyHKUMOHaNHe aHanmse. OTyaa Ham
je no3HaTo Aa ce Ha (MCTOM) BEKTOPCKOM MPOCTOpY Mory AedUHUCATU Pas/iMuuMTe HOpMe, a Ha OBMMA
pasnivunTe ogrosapajyhe meTpuKke u JobujatTn pasanumMTM METPUYKKM MPOCTOPM, Kao WTo je moryhe m
06pHYyTO. TaKae AofaTak TEOPWUjU cuNa NojacHMO 6K HamM peanHoCT 6ap OHONMKO KOMKO 6K y NOYeTKy
3aKOMM/IMKOBAO 0OZ, paHuWje No3HaTa U3payyHaBakba KpeTarba. Ann oH He 61 ca TauHUM Teopujama buo y
KOHTPaAMKLMjK jep TO HM anrebpa uau aHannsa Hucy.

%’ Big Bang, https://www.academia.edu/45088060/Big_Bang
38
[2], 3.27 F'paBuTOH
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Ha Kpajy npMmeTMmMo KaKo gpyra of oBAe MOMEHYTMX CheKynauuja Baxku (MoxKaa) v 3a rpaButaumjy.
Haume, aKo je 6p3MHa rpaBUTaUMOHMX Tafaca y jakom rpaBUTALMOHOM NMOJbY MaKkap Masio Makba Hero y
cnabujem®, oHpa 61 mace morne 6UTU ,3aBapaHe” U CKpeTaHe Ka ,0nTUYKM rylwhoj cpeauHm, jep cy u

came Tajacw, a rpaBUTaLMja je yHMBep3aaHa MaKpo nojasa.

% kao wro je pacnpaemwaHo y [1], uan Dwarf Galaxies, https://www.academia.edu/45118779/Dwarf_Galaxies
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7. BeainuuHa KocMmoca
25. pebpyap 2021.

O caBpeMeHOj KOCMON0rMju 1 ca cTaHoBULWITA Byayhe Teopuje nHbopmaumje.
YBOj,

Kocmoc je HeorpaHuueHo® npocTpaHcTBO OKo Hac. OCTanuM HasMBM Cy My CBEMWP, BacMOHa WM
yHuBep3ym. CmaTpa ce aa je rpaheH og npocTtopa, BpemeHa M maTtepuje, MOXAa o4 wugeja nonyt
maTtematuke [11], unm oa nHdopmaumja ymja cywTMHa je HemsBecHocT [1].

Fonnm okom morkemo BuaeTtn oko 5000 3Be3aa, yKapeHux Hebeckux Tena camyHmnx CyHuy. Yaa/sbeHocTm
mehy 3Be3gama Ccy OrpoMHE M Mepe ce CBET/IOCHUM rogmHama (eHr. ly — light year), nyteBuma gyrum
npuéaAnKHO 9,6 MUNMjapaM KUNoMeTapa Koju ceeTnocT npehe 3a roguHy paHa 6psmvHom ¢ = 300
XW/baga KMAoMeTapa y ceKyHau. MiHade, acTpoHoMcKa jeamHuua (au — astronomical unit) je npoceuyHa
yaasbeHocT 3emsbe o CyHua (oko 149 600 xummaga km). Mapcek (pc — parsec, oko 206 xus/baga au) je
yAa/beHOCT ca Koje ce jeAaHa au BMAM NOA YrIOM Of, jeAHe NydYHe ceKyHAae, a mera napcek (Mpc) je
MWJIMOH Napceka.

Ha Heby Buanmo 88 cassexkha (Bennkm n Manu Mepgega, LLikopnuoH, CTpenau, 1 apyra), anu 3se3ae
npUpoAHUje rpynMiiemo y jata (KoHcTenaumje) Koje cy eNI0BKU ranakcuja, a oBe oneT YMHe CBOja jaTa.

CyHue je Ha pyby jegHor oa pyKaBaua Hale lanakcuje Koja ce HasuBa MneyHu nyT. Mu cmo Ha OKo 26
XW/bafia CBETNOCHUX FOAMHA O, LueHTpa MneyHor nyTa 4YMju NpPeyHUK ce npouemwyje Ha 100 go 180
xumwaga ly ca 100 go 400 munujapan 3sesga n b6ap ToanKo nsaHeta. MaTtepuja Fanakcuje y HbeHom
wupem obumy opbutmpa 6p3nmHom oko 220 km/s ca yjegHadeHowhy Koja HMje y cKnagy ca
Kenneposmm“ 3aKoHMMma. Ca 3Be3gama OKO Hac cTapum 6amsy 13,8 mununjapamn roanHa, KOAMKO Mma m
cam ceemup, Kpehemo ce 6p3mHom 600 km/s y ogHOCY Ha BaHranakTUuke pedepeHue.

Aj|-|LUTajH42 je 1916. ca onwTOM TEOPMjOM PENATUBHOCTU NPEABUAEO LUNPEHE BAaCUMOHE, a Xa6n* je
(1924) npumeTro aa nocToje M Apyre rajaakcuje OCMM Halle U ca }'Ielv\eTpOM44 (1929) yuecTBOBaO je y

onaatby U AeduHUCakbY LWMPEeHba CBEMMPA, OHOTa LITO Ce Ha3uBa ,Xab10BMM 3akoHoM "

v = Hyr. (1)

To v je npoceyHa 6p3nHa yaasbaBatba ranakcmja og, Hac uspaxeHa y km/s, r je yaa/beHocT o4 Hac y
Kunometpuma, a Hy = 67,4 km/s/Mpc (knnomeTapa y cekyHAM No mera napceky) je Xabnosa KOHCTaHTa
“3BeJeHa M3 HeJaBHUX Mepera’® KOCMUYKOT MMUKPOTanacHor 3payetba. Kaga ce Xabnosa KOHCTaHTa

0 Zeilik & Gregory 1998.

** Johannes Kepler (1571-1630), Hema4yKu acTPOHOM M MaTemaTunyap.

2 Albert Einstein (1879-1955), Hemauku-poheH Teopujckm dpusmnyap.

** Edwin Hubble (1889-1953), aMepPUYKM aCTPOHOM.

a Georges Lemaitre (1894-1966), 6enrnjckn KaToNIMYKM CBELUTEHMK, MaTEMATUYAP M aCTPOHOM.
* https://en.wikipedia.org/wiki/Hubble's law

*® https://www.space.com/hubble-constant-measurement-universe-expansion-mystery.html
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npoLetbyje Ha OCHOBY LPBEHOr Nomaka Jobujajy ce mano sehu 6pojesn”’ npukasaHu Ha cnegehem
rpagdy. Te pasnuKke 36yrbyjy caBpeMeHy KOCMOJIOTUjy.
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LI,BMKM48 je 1933. npBM OTKPWMO ,TaMHy MaTepujy” NpMMeETUBLUM A3 came 3Be3fe He Aajy A0BOJbHO
npuBaayHe rpaBUTALMOHE CUME 3@ KPYTO poTUparbe ranakcuja. Pasznuke usmehy Teopuje n onaxama
Koje cy 3aTMm npumeheHe M y ApYrMM ranakcmMjama AonytasaHe cy MPaWWHOM M YOMwTe NO3HATUM
TaMHUM HebeckMM TeNMma Koje Teseckonuma He BMAMMO, Aa je cBe 60/bOM TEXHOOMMjOM U
acTpoHomMjom 6uno cxsaheHo Aa je M To HeA0BOJ/LHO.

PacTojama

360r orpaHuyeHe 6p3nHe CBETIOCTU ABa /IMKA KOju pa3roBapajy Npeko CToMa HMKaAa HUCY Y TauyHO UCTO]
CafaWHOCTU. JOW CTapujy NPOLOCT AAaNeKuX raflakcuja rnefamo TesiecKkonom. Te onaxkeHe nceyao-
peanHocTU Mory 6uTU npencTaB/beHe HekMm cuctemom K, ,0NarKeHUX KoopauHata“, jep duKuuje
Takohe npunagajy ceety Hbopmaumja®.

¥ https://www.cfa.harvard.edu/~dfabricant/huchra/hubble/
*® Fritz Zwicky (1898-1974), 6yrapcKo-LiBajuapCcKo-amMepuyKm acTPOHOM.
49 .

[2], 3.21 dukuymja
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[doaaTtHo, MM cmaTpamo Aa ca cagalltbowhy acTpoHOMa ynopeao TeKy U BpemeHa Aanekux Hebeckux
TeNna Koje OH nocmaTtpa v ga cBu gorahaju, Koje He MOXKe BUAETH, jep Cy My M3Makau y byayhHocT
Apyrux, npunagajy jeaHom apyraumjem cuctemy K, ,,ynopegHux KoopauHaTa“. OBaj 4ogaTHM cucTem
Takohe je HeKa nceyao0-pPeanHocT, HeAOCTyNHa HeNOCPEeAHOM ONaKatby.

Tpeha npeTnocTaBKa Koja Ham je noTpebHa je ,KOCMOMOLWKM NPUHLMNY, Takohe 3BaHMYHA XMNoTesa, Aa
Ce Ha CBaKOM MECTy y BacMOHW MOMe 3aMMLL/baTh MOCMaTpay KOMe je YHMBEP3yM W30TPonaH> M
XomoreH>". Fbyx Ha3MBaMo ,yrnopeaHnMa“ (eHr. comoving). Y3 To Kocmonoruja geduHuLLE U ,,ynopesHu
cuctem KoopguHata“ (K,) y Kome oBM nocmatpaunm mupyjy. CBakom yrnopeaHOM nocmaTtpady
NPUAPY3KYje Ce M KOCMOOLLKO Bpeme. Mmajyhu 0Bo Ha ymy, AedUHULLEMO ABe BPCTe pacTojatba’ .

,ONaXeHo" nnu concteeHo (eHr. proper) pactojare R, je yaa/beHOCT usmehy aBe pervje npocTopa Kojy
AaTK acTpoHom onaxa. Kako ce cBemup wupu, ob63epBabunHa guctaHua uamehy aBa ynopeaHa
nocmaTtpaya pacTe TOKOM BPEMEHA, @ OHO LUTO OHM BUAE je CBE CTapuja NPOLLNOCT gpyrora. 3a 3BaHUYHY
KOCMO/IOTMjy OBaKaB TpeTMaH Takohe™ je Teopujcku, jep He No3HajeMo ,TPEHYTHO, JaKkne yNopeaHo,
cTarbe objeKkaTa. CBeT/iocTn Tpeba BpemeHa Aa ogHeKyaa AonyTyje, TOKOM KOjer ce CBeMup LWMPKNO, a Ha
OCHOBY OMaKarba U3padyHaBamo ogrosapajyhe ynopesHo pactojaree R,,.

,ynopeaHo” (comoving) pactojarbe je yaa/beHOCT M3paxeHa ynopeaHuMm KoopauHaTama. YnopeaHa
AncTaHua usmehy fABe pervje cBemupa ocCTaje CTasHO ucTa R, = const, AOK ce ona)keHa Mmera
BpemeHom t. OTyaa jeaHavYmHa

R,(t) = a(t)R, (2)

roe je BpemeHcka ¢yHKkumja a(t) daktop pacta (scale factor). Y TpeHyTky ,Benuke ekcnnosuje” (Big
Bang) 6uno je a = 0, a nogpasymesa ce fa je y Tekyhem KocmonolwKom BpemeHy a = 1. Apyrum
peyrma, y cagallhbocTv obe yaa/beHOCTU UMajy UCTY BPeLHOCT.

MpomeHa onaxeHe yAa/beHOCT TOKOM BpeMeHa Hasuea ce bp3unHa peLiecuje v, 3a KOjy Hanasmmo:
v(t) = a(t)R, = H(t)R,(t) (3)
rae je ctasweHo H(t) = a(t)/a(t). To je Xabnos 3akoH (1), caga marbe CTaTU4aH.

Ha cnepehoj canup™ npuKasaHa cy, Ha AoHO0j AuMHKMjKM (comoving distance) pacTojarba y rura
CBETNOCHUM roguHama (Gly) u Ha roproj y rura napceumma (Gpc). KocMmonoluKa BpemeHa NpuKasaHa cy
Ha N1eBOj BepTUKa/lHOj ocu, a oarosapajyhu ¢axktopu pacrta Ha gecHoj. Koce nvHuje nog yrnom 45°
npeacTas/bajy 3pake CBETNIOCTU KOje onaxamo. BepTMKanHa MHMja NO CpeamHM je Hala CBeTCKa NHM)a
(ynopegHor nocmatpaya Ha Hawem MecCTy), a XOpPWM30HTasHA (o3Hake ,now”) o3HayaBa Tekyhe
KocMosiolwKo Bpeme (13,8 munnjapam roamHa HakoH Benunkor npacka). Y npeceky Te ABe CMO MU caga.

>0 M3oTponuja (rpu. (oog ,,jegHak”, Tpdmog, ,,NyT") — jeAHAKOCT y CBMM NpaBLMMa.
XOMOreHOoCT — jeAHaKOCT KpOo3 3anpemuHy, y CBUM TauyKama.

>? https://en.wikipedia.org/wiki/Comoving_and proper_distances

>® na ra oHa, 3Haum, NpuU3Haje 3a nceyAo-peanHocT

>* https://arxiv.org/pdf/astro-ph/0310808.pdf
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comoving distance (Gpc)
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comoving distance (Gly)

Taukacte BepTUKane cy ,ynopegHe peruwje” Koje 6y uUpTaHe ca CTaHOBMLUTA ,OMAXKEHWUX AMCTAHUM"
Tpebane aa ce WwuMpe, pacunajy y ogHocy Ha Hac (yaas/baBajy o4 cpearbe BepTukane). OBae cy npukasaHe
ca CTaHOBMLITA ,ynopeaHUX pacTojarba” M nNpema Tome CBe cy BepTUKanHe. 3aobsbeHa AMHMja Koja
obwunasu Halwy CBETCKY INHUjY je ,XabnoB paaujyc”, a obnact yHyTap cy peuecuoHe bp3nHe marbe of,
6p3unHe cBeTsiocTU ¢, 061acTn n3BaH cy bp3mHe Behe of c.

Ha ropr0j AnHKWjM cnmnke ce BUAK fa je 063epBabuaiHa BacMoHa oko 14,26 rura napceka, AWM UCTO Ha
[0H0j 46,5 y MUnujapaama CBETNOCHWUX roAuHa, 0aHOcHO 4,40 X 1026 metapa, y cBMM npasLuma.

Xi1abewe

BepoBaTHuju gorahaju yewhu cy u marbe cy MHbopmaTMBHU. MpPBO je HecnopHo (Basbaa), a Apyro
Bepyjem fa ce Moxe pasymeTn 6e3 pacrnpuyaBarba. Y TOMe NPUMETUMO YHUBEP3asiHy , lITeArby
HEW3BECHOCTU" NpuUpoae, KOjy HasuBam ,NpuHUUNOM UHbOPMauuje”. 3aTUM je BUAMMO U Y TEXoU
eHTponuje 3a pactom. CNOHTaHM Npenasak TON/OTe ca Tena BULLIE Ha CyceAHO Teslo HUXKe TeMnepaType,
No3HaT Kao [pyrn 3aKoH TepMOAMHAMUKe, NpeAcTaB/ba HaCcTOjakbe MONEKYNA Aa CMakbe ,KONNYMHY
Hen3BeCHOCTU” y CBOM OCLMNOBakbY.

MpeHocehn eHeprujy ocumnoBarba CBOjUX MOJIEKYNIA Ha OKOJIMHY, CyncTaHua fobuja Ha eHTponwuju,
XNnaam ce, a caga npumehyjemo 1 aa oHa Tako ryém nHdopmaumjy. Ta onwTa WTeA/bUBOCT Ca OnNuMjama U
HeoyeKMBaHoLWhy HacTojake je 3a He-KOMYHMKaLMjoM, NN He-AejcTBOM, 3a Tpomolwhy, a ja je HasnBam
npuHuMnom nHdopmaumje.

Mma je n y Texrbu eHTponuje 3a pactom! Havme, CnoHTaHM Npesiasak TOM/10Te ca Tena BULIE Ha CyceaHo
TeNo HUXe TemnepaType, NO3HaT Kao [lpyrv 3aKkoH TepmoanHamMmKe, NpeacTaB/ba 3anpaBo yCMepaBakbe
MOJIEKY/IA Ka CMakbeky ,,KOJIMUYMHE HEU3BECHOCTM' y HUXOBOM OcCumioBakby. MNpeHocehu eHeprujy
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BMbpuMparba CONCTBEHMX MOJIEKYNa Ha OKOAMHY, CYMCTaHLM pacTe eHTpomnuja, OHa ce xnaau, a caja
npumehyjemo ga yjeaHo rybm nHpopmaumjy.

Csemup ce xnaau. OH je Beh cafa Ha cBera HEKONIMKO cTeneHa KenBuHa, gakie camo HEKOJIMKO U3HAL
ancosyTHe Hyne — Kaga (Takopehu) npecraje Kpetame. CaBpemeHa PpU3MKa APKU A3 HA aNCOYTHOj HYU
npectaje cBaKoO KpeTawe (Huje balu Tako, anu peummo ga cy 6aumsy). Y T13B. Bose-AjHwTajHOBOM
KOHAEH3aTy KOju ce cmaTpa NeTMm arperaTHUM CTakbeMm, BPAO paspeheHor raca Ha TemnepaTtypu
61MCKOj ancoNyTHOj HY/IN, CMakbyje ce KMHETUYKa eHeprija aToma. [lobujarbe TakBUX MOCTaje PYTUHCKA
cTBap y 6o0/bMm nabopatopmjama, a OHO LWITO je oBAe OBUTHO je Aa CBETNIOCT TaMO MOXKe BMTK 3Ha4vajHo
ycrnopeHa, Aa tbeHa 6p3nHa moxke nact Ha ucnog 20 meTapa y cekyHau!

Enem, cBemup ce LWIMPU U eHTPONUja My pacTe, aan moxemo pehu u obpHyTo. LTaBuwe, moxemo
u3jeaHaunuTM Uu3jaBe, CMaTpaTU WX EKBUBANEHTHUM, Aa Ce CBemMup xnaau, 6p3vHa CBEeTNOCTU
(capawroctn) onaga u aa ceemup suammo cee sehum! Moxkemo pehu 1 oBako: eHTpoMNnja cyncTaHLe
pacTe 3aTo LWITO ce HPopmaLMja cyncTaHLe cMakbyje, a TO 3aTO LWTO HecTana MHPopmauumja (y jeaHaKoj
KO/IMYMHM) ogna3m y npoctop. Takohe, 3aTo WTo je MHOpmauuje npocTopa Bulle (U OHe cy YecTule)
npocTop je cee Behu, nytesn nsmehy ranakcuja cae cy ayxu. Maum, ceemup je cee pehu (cyncraHuyom).

Enusaor

OBO je HacTaBaK Npwvye Benuku npacak™, a Aasby HacTaBak Tpebane 61 BUTUM MOXKAA METPUKE KOCMOCa.
HamepHo Kaxem y MHOXXWHMU jep je Beh U3 NpUNoXKeHOr jacHO Aa MX MMa Buwwe. Ha npumep, Ty cnagajy
NnpocTop-BpemMe ynopeaHux KoopamHata, 063epBabuiHuMX, ynopeaHux ca CTaHOBULITA AATOM aCTPOHOMA.
MpMMETHO je Aa caBpeMeHa KOCMOJIOTUja BULLE IMUYM Ha Hay4yHy GaHTAaCTUKY HEro Ha CyBOMapHy Hayky,
ann ynpaBo y TOMe je U Aeo teHe Yapu. He Tpeba je gupat 6p3onneTo, He YKAakaTh keHy marujy, 6ap
OOK He BbyaemMo BeOMa CUTYPHM Y OHO LUTO NpMUYamo.

> Big Bang, https://www.academia.edu/45088060/Big_Bang
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8. MeTpuke Kocmoca

1. mapt 2021.

MpeacTaB/beHe Cy OCHOBHE METPMKE NPOCTOP-BpeMEHa Teopuje penaTMBHOCTU, MUHKOBCKOT U

LLsapuwmnnaoBa, ca HAMEPOM Aa TEKCT byae yBoz, 3a HacTaBKe. [loaat Cy M KOMEHTapu ca CTaHOBULUTA

(moje) Teopuje Hpopmaumje.

YBOj,

Ha cnvum neBo npuKasax je [lekapToB NpPaBoyran CUCTEM KOOPAMHATA (XYZ) Uy OfHOCY Ha Hera chepHe
Z

X

KoopgmHate (x; =1, x, = 0, x3 = @) ca Besama:

x =rsinf cos g,

y =rsinfsing,

Z=7rcosf.
KBagpaT nMHMjcKor enemeHTa, dl?, uspayyHaBamo
npema (MuTaropuHoj Teopemu) popmynama:
dl? = dx? + dy? + dz?,
dl? = dr? + r2(d8? + sin? 6 dp?).

McTn pesyntaT oBe WHPUHUTEIUMANHE AYKUHE
(dl) pobujamo Kopuctehm gocnegHo 6uNo Kojy og,
ABe pate ¢opmyne. YeTBpTy, X, = ict, BpEMEHCKY
KoopAMHaTy yBOAMMO Kao nNyT Koju npehe
cBeTnoCT 6p3mHom npubanxkHo ¢ = 300 xumwana
Kunometapa y cekyHaum (km/s) 3a Bpeme t
MHOXEHO MMarMHapHoOMm jeauHuuom (i = —1).

Oarosapajyhu enemeHaT paBHOT NPOCTOP-BPEMEHa TaKo NOCTaje:

ds? = dl? — c?dt? (1)

Y TaKaB je NpBu NyT ynoTpeb/beH y cneLmjanHoj Teopuju penatusHocTH. To je meTpuka MUHKOBCKOT".

Ha npumep, HeKa je S’ uHepuMjaiHM CUCTEM KOOpAMHaTa Koju ce Kpehe jelHONMKO MpPaBOANHM|CKK

(koHcTaHTHOM) Bp3mMHOM v Ay ancumuca (x' n x oca) y ogHocy Ha pedepeHTHU cuctem S. JeaHaKm cy

NMHUjCKN enemeHTK, ds’ un ds, pegom concteeHor nocmatpada (Koju mupyje y S') n penatusHor (Koju

mupyjey S). Otyaa:

ds'? = ds?,

dl'? — c2dt'® = dI? — c2dt2.

Kako concteenun mupyije (dl' = 0), a 3a penaTusHor je Taj y KpeTary 6p3uHom v = dl/dt, 6uhe pame:

—c2dt'* = dI? — c?dt?,

dt'? = dt? —di?/c?,

> Minkowski space, https://en.wikipedia.org/wiki/Minkowski_space
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aortyaa
dt’

I ?

OBo je no3HaTa popmysa crneunjanHe Teopuje penaTMBHOCTM57 3a gunataumjy spemeHa. [lok npohe dt’

dt =

COMNCTBEHOT BpeMeHa, NpoTekHe dt penaTuMBHOr, a Kako 13 (2) cneam dt > dt’ kapa rog je v > 0, To 3a
penaTUBHOr MOCMaTPaya YaCOBHMK COMCTBEHOT KacHMW.

Moxe ce MOKasaTu [a cy penaTtMBHe AyXWHe Yy Nnpasly KpeTarba Kpahe oA CONCTBEHMX OHOMKO MyTa
KOJIMKO Bpeme ycrnopaBsa. JeamMHuue OyXnHa OKOMUTE Ha NpaBal, KpeTarba He Mekbajy ce, Na NpocTop-
BpeMe OCTaje ,paBHO“, HynTe laycoBe KpuBMHE™. Hamme, y3fyKHa /IMHUja KpeTarba je KPYXHULA
HecKoHa4YHoT NonynpeyHnKka (r — o) a reHa peumnpoyHa BpeaHocT je Hyna (k= 1/r - 0).

IlIBapuIIKu/IA0Ba METPUKA

Pewasajyhn AjHWTajHOBE oOMWTe jegHauynmHE 3a LEHTPasHO cwv\eTpVNHo59 rpaBUTaLMOHO MNOJ/be
Weapuwwung je (1915) Hawao m3pas 3a pacTojarbe

ds? = dr; + r2(d6? + sin? 0 dg?) — (1 — %) c’dt?, (3)

1—

rae je v, = 2GM/c? 138. LLIBapuWKMAAOB NONYNPEUHUK, Ha creaehoj canumn® gecHo, ca yHMBep3anHOM
FPaBUTALMOHOM KOHCTaHTOM G = 6,674 X 10711 m® kg™ s u macom M Tena Koje rpaBUTaLMOHO
npuBaaym.

Kao wTo ce Bugu us aator uspasa, kaga
61 nocmaTtpaHu objekaTt 61O Ha yaasbe-
HocTK LUBapuwmnnaoBor NnoaynpeyHumKa
0f, LEHTpa cufie, r =15, Y HA3UBHUKY
(npBor cabupka) 6una 6u Hyna, na
nspas (3) He 6M Mmao cmucna. Mpema
TOMe, YAa/beHOCT T =7 je noaynpe-
YHUK chepe, Koja ce Has3uBa ,XOPU3OHT
porahaja“, ca ,upHom pynom“ yHyTpa.
Ha Toj rpaHuuM, XOpW3OHTy gorahaja, LipHa pyna
penaTMBHe pagmjanHe AyKUHE U Bpeme
ncyesaBajy.

Weapuwnngose
nonynpeyHnK

Xopu3oHT gorahaja

CUHrynapHocT

YonwTte®!, y3mumo fa MMamo jeHor yaasbeHor nocmartpaya y cuctemy S’ ca paBHomM meTpukom (1) u
jeaHor y cuctemy S yHyTap rpaBuTaLMoHOr Nnosba ca Lsapuwmnngosom meTtpukom (3), buhe:

> [8], 1.1.7 CneuujanHa penaTMBHOCT

*% Gravitation Multiplicity, https://www.academia.edu/44936839/Gravitation Multiplicity
> [8], 1.2.10. LWWBapuwmnaoBo pelwere

% https://universe-review.ca/R15-17-relativity03.htm
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ds'? = ds?,
dl'? — c2dt'? = (1 - :—S)_l dr? +1r2dQ? — (1 - r;) c2dt?,

rae je yBepera samera dQ? = d6? + sin? 0 dg?, nHaue yobuuajena paau kpaher nucara. Kaga osae
y3mumemo aa oba nocmarpada mupyjy, 6uhe cee ayxure nyne (dl’ = dr = dQ = 0) n pobujamo

dt = . (4)

lpaBUTALMOHO NOJbe ycrnopasa TOK BpemeHa. AKO nocmatpad y nosby (y cuctemy S) npu Tome Kpyu
OKO LeHTpa 6p3nHom v = rdQ/dt, oHaa U3 ucte jefHaKoCTU cneam AoAATHO ycrnopasake

dt’

dt = ———. (5)

1_Ts v2
r 2

3a pa3snMKy of KpeTarba yHyTap Nosba, KpeTawem yaasbeHor nocmatpada (cuctema S') 6p3nHom
v = dl'/dt’ v muposarbem yHyTpawmer (dr = dQ = 0) gobujamo

(1 — ‘C’—z) dt'? = (1 — %) dt?, (6)

WTO 3Ha4Yn [Aa CBAKO YyCNnopaBakbe BpeMeHa 36or rpaBnTaymnoHOr no/ba MMa HEKU EKBUBANIEHT Y

MHepLuMjaHOM NPABOIMHU]CKOM KpeTakby ogrosapajyhom 6p3avHom v = c4/75 /T “3BaH nosba.

OBae je Takohe moryhe nokasaTvM Aa rpaBUTAUMOHO Nosbe cKpahyje paaujanHe AyKuHe (y npasuy
LeHTpa cuie) OHONMKO MyTa KOAMKO Bpeme (4) ycnopaea. [lyXknHe oKomuTe Ha pagmjanHe Ucte cy 1 3aTo
KaXemMo fia je NpoCTop-Bpeme rpaBUTaLMOHOr N0/ba 3aKPUB/LEH.

CTBapame npocTopa

OHu cnyyajHm porahaju Koju ce pelsasajy yewhe BepoBaTHMjM cy. To je OnNMC y4ecTasnocTu, HULITA
nocebHo, ann 4yum je pgorahaj BepoBaTHMjU OH je Marbe MHPOopMaTMBaH. Kaga 3Hamo Aa he ce HewTo
AEeCcUTU 1 TO Ce Aecu, OHOA TO M HWje HeKa BesiMKa BecT. ETO M3 yera nMpousniasy HayesnHa TeXra
npupoae Ka Marbe WHOOPMATMBHUM CAydajHMm porahajuma, HeHa noTpeba pa He emuTyje
nHdopmaumjy ako He Mopa, Te Aa nsberaBa KOMyHUKauMjy rae Mmoxe.

Mpoeja pasBoja Kocmoca Ka Behoj WM3BECHOCTM Hanaxe [Aa Herose novyeTke Buaumo Yy Behoj
HeM3BeCHOCTH, Takohe Ja MOCTaBMMO MUTakbe 3alTO CBEYKynHa WHPopmaumja Beh ofaBHO Huje
HecTana. OAroBOpY He OBAKBO MUTak-E Cy 3aKOH OApPKakba® 1 (x1no)Tesa Aa cy MHPOPMALje OCHOBHM
e/leMeHTU NPOoCTopa, BpeMeHa n maTtepuje.

®! https://web.stanford.edu/~oas/SI/SRGR/notes/SRGRLect9B 2013.pdf
62
[2], 1,14 Emn HeTep
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NHdopmaumja je pactyha dyHKUM]ja KOIMMMHE HEM3BECHOCTM 3a KOjy Ba*KM 3aKOH oprKakba, a y nsbopy
mepe ocTaje cnoboae 3a nosesnBakba MHbOPMaUMje ca eHTponnjom. lNpBa ce HayenHo cmakbyje 40K ce
Apyra cnoHTaHo nosehasa (3HamMo U3 TepMOAMHaMMKe) U Moryhe je yTerHyTv ruxosy Besy®, anum To 3a
caga Huje 6UTHO. BarkHMje NuTambe je NapagoKc HecTaHKa MHPopMaLMje y3 3aKOH HeHor ogpKatba.

XapTtan (Hartley, 1928) je uHpopmaumjy AedbuHUCao Ha jegHAKO BEPOBATHUM CydajHUM gorahajuma Kao
noraputam tmxosor 6poja (H =logN). Wcnapa pa cratbe HEU3BECHOCTM Mpe peanvsaumje U
nHbopmaumja HaKOH — jeJHAKO WM3HOCe, LITO HUWje HOBOCT 3a MaTemMaTuyKy Teopujy uHdbopmaunje u
KOMYHMKauuje. Hnje Heka HOBOCT HUM Aa je HeM3BeCcHOCT popmasHO BpcTa MHbOpMaLMje, ann jecTe Aa
HayeNo MUHMMANN3MA Aaje NPeAHOCT NOTEHUWjaNHOj Npes aKTUBHOM MHGOPMALLMjOM.

[a he HeusjawraBarbe HEM3BECHOCTM MMATWU MaKap mMmano Behy BeposaTHOhy o4 peanmsaumje, 04HOCHO
HEUYNHbEHE HAL YMHbEHEM, BOAM HAC Ka pa3ymeBatby 3aKOHA MHepumje nomohy NOMeHYTOr NpUHUMNA
MHbOpMaLmje v yorwTe Ka npumehusarby eKBuBaseHUMje MHPOPMaLMje n Ppusmuukor gejctsa. To je
[obpa noanora 3a cnegehe age BaxHe Tese. CNOHTAHW PacT eHTPOMNWje 0A4HOCKU Ce Ha CyncTaHuy, a
MHbOpPMaumja Kojy cynctaHua rybu oanasm y npoctop-speme. 3aTo NpocTop 1 Bpeme pacTy.

Opyrn HauuH n3ohere 3ak/byyka O pacTy npocTtopa 6uo 6u ,romuname buorpaduja” enemeHTapHUX
yecTuua Koje nyTyjy CBEMUPOM, Koje NMpu TOMe ,He pacTy” U HMXOBe UCTOopUje HemMajy Kyda apyrae
ovhn y ,MHPOPMATUUKO] BacMoHM’. O Tome cam mucao paHuje®. Mony-nepuos pacnaga HeKWX
e/leMeHTapHMX YecTmua, Hapounto depmmnoHa y 603oHe, 6o 61 onet Tpeha npuua.

Jly60KHu cBeMUp

OHO LWITO aCTPOHOM NOCMaTpa Kao ,AyH6oKM cBeMUp” cacToju ce U3 Cn0jeBa KOHLEHTPUYHUX cdepa cBe
Aasbe uctopmje WTo cy MM nonynpeyHuun sehu. PasBojHOCT cBemMpa, Koja je MHaye y cKnaay ca
Teopujom MHPOpPMaLLMje, YMHWN Ja KOCMOC HUje cMmeTpuyaH No BpemeHy ako Beh jecte no npoctopy. To
je ocoburHa Koja reomeTpujy BEAUKUX Aa/bUHA YNHWN Apyraumjom of noKanHe, Lsapuwmnngose.

Pasmauu og acTpoHOMa A0 rasakcuja cmaTpajy ce M30TPonHMM (jeAHONMKMM Yy CBMM Mpasuuma) u
peuMmo Aa je TO NPUXBAT/bUBO. A/ CBEMUP CE LUMPU U YAA/bEHOCTU pacTy. MyToBakbe HeKor objeKkTa
3aMULL/BEHOM KPYXKHMLOM, MO acTPOHOMY BWUA/bMBUM MECTMMA, Yy HacTojakby MYTHMKA A3 OAOPKU
jeaHaKky yaasbeHoCT 40 CBOM MocmaTtpaya, 3aBpwuio 61 HeKomM cnupanom Hanuk Apxumepnosoj. OHo
reomeTpujy o63epBabunHor (eHr. proper) ceemupa ogpehyje Kao xunepbosHy.

Haume, Kpy»*XHULA KOjy 61 AaTn acTPOHOM ,,BMAE0” OKo cebe (3amulus/bao) Mmana 6u Behy OyKWHY, WTO
3HauM ga je oaHoc obuMma M npeyHuKa Takese Behu o nu (m = 3,14) n pa je reomeTpuja ayboKor
npocTopa Kojer MoXemo rneaatM — HeratusHe Faycose KpusuHe. Ha cnepehoj camum, Ha Tpehoj reHoj
durypu (xunap, z = x2 — y?), npukasana je ,ceanacta nospl”. Ha TakBoj NOBPLUM LPTaHa KPyXHMLA
(reomeTpujcko MecTO TayaKa jeAHaKO yAda/beHUX o4, LeHTpa) buna 6u msysujaHa M mncterdyta. OgHoc
HEeHe Ay*KMHe M noaynpeyHuKa 6mo 6u Takohe sehu og nu.

%12, 2.24 leHepanusauuja eHTponuje
1], 23. [OejctBo n nHdopmaumja
& [2], 2.18 Tomunare Uctopuje
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Cse reomeTpuje JlobaueBcKor, Koje ce Ha3mBajy xmnep6om—|e66 TakBe cy. OHe Mmajy HeratueHy laycosy
KPUBUMHY, jep cy MOAYMNPeYHULM KPYHKHULA YNUCAHUX Yy y3ajaMHO OKOMWTE paBHM cegnacte MoOBpLUM
KOHa4yHU M CynpoTHUX cmepoBa. Ha cpearoj durypu ncte camnke, 6e3 o63mnpa WTo je NoBpLl YyMOTaBaHa y
ponHy (y = x2), npoctop je eyknuacku. KpyKHMUA Ha HOj Koja 61 npeacras/bana jeaHy oA, oca
(opauHaty) uma 6eckoHayaH NonynpeyHuK, a To FaycoBy KPMBUHY YMHM HynTOM. 3aTo 6K ce TakBa
NoBpLU YBEK MOF/1a Pa3MOTATU Yy PaBHY, Ca KPYroBMMaA Ynju ogHoc 0bMma 1 nonynpeyvHuKa je nu.

z=a*+ 9>

KoHauHo, Ha npBoj durypun (z = x2 +y2) je cdepHa reON\eTpMja67 KOjy HasueBamo M PumaHoOBOM.
Kpy*HUUa onncaHa no cpepun buna bu Kpaha o eykamMacke M ogHOC HeHOr obrma M NonynpeyYHuKa
610 61 marbyn og, Nn. CAMYHO 61 BMNa KPYXKHMLA ONMCaHA OKO LLEHTPAIHO CUMETPUYHOT rPaBUTALLMOHOT
nosba, nomeHytor LWBapuwunnaosor pewera AjHLWITAjHOBMX ONWTUX jeAHauynHa. PagunjanHe jeamHunue
AyuHe (npaBaua Kpo3 ueHTap) ckpahyjy ce M M3HOC nosnynpeyHuKa noctaje Behu, ann OKOMUTUX
AYKMHA (KPY*KHHMX OKO LLEeHTPa NoJsba) UCTe cy, Na je ogHOC 06MMa M NoAYNPeYHnKA Kpyra Marbu og, nNu.
laycoBa KpMBWHA TaKBUX reOMeTpuja je No3nMTuBaH 6poj.

Enunaor

Tek capa fonase HajsaHMM/bMBMU AEN0BU (M HAjTEXM PaYyHCKM), ann Aa He Bux 6MO npeonwmpaH
npecekao cam. Y HacTaBky Tpebanu cy 6utn 6ap PpuamaHoBa n MegenoBa MeTPUKA, KAo ABa UCTOPUjCKM
HajBakHMja pellera AjHLITAjHOBMX OMWTUX jeAHAYMHA 33 KOCMOC, @ OHAA M KOMEHTApW Ca CTAHOBMLUTA
Teopuje MHbopmaumje. MehyTum, Kocmonoruja ce y mehyBpemeHy pasBujana, a ca Teopujom
nHbopmaumje HacTajy M HOBM MOMEHTM, Na Te KnacuyHe objaBe Tparke Behy naxmy. Kaga jeaHom
pacnpaBMMO CBE HUXOBE pPasnKe (aKo MKaZa) oHAa BUCMO MOT/IM KPO3 C/IMYHA NUTakba TPYATMU.

% Hyperbolic geometry, https://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_geometry
® Spherical geometry, https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_geometry
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9. MeTpuke Kocmoca II
6. mapt 2021.

M3 pasroBopa 0 MeTpMKama KOCMOCa ca CTaHOBULUITA HOBe Teopuje nHbopmaumje.

Mutare: CBEMMUp Ce WMPH, CBE Aasbe ranaKcuje cBe 6psKe ofnase of Hac, aau Aa M Ha kima 3ato™
Bpeme Teye cnopwje og, Hawer?

OproBop: He 3Ham 3acUrypHoO, YeKam Aa BUAMM HEKa Mepera M paaum Ha npeTnoctaBkama. Ako 6u
61N0 ga Ha AaNeKMM ranakcujama Koje ce of, Hac yaasbaBajy Bpeme Teue (OTNpUAMKe) jeaHaKko 6p30o Kao
Halle W [a cy UM jeanHuLe AyXKUHE jefiHaKe HalKMMA, a 43 U TaMO BaKM Teopuja pesaTMBHOCTU, OHAA
61 y cnyyajy Aa Te ranakcuje Mmpyjy y o4HOCY Ha Hac HMXOBO BpeMe TeK10 bpyKe o Haller a paaunjanHe
(y npaBuMma opg Hac) jeaMHuue aOyxuHa bune 6u Behe. Ta 6M pasnvMka buna TakBa Aa ce MoXKe
NOHUWTUTK Ca PENaTUBUCTMUKMM (CneuunjanHe Teopuje) Aunatauujama BpeMeHa M KOHTpaKuujama
AYKUHa.

Mutame: Ha OCHOBY 4era n3soaunil Tako HeobuyaH 3aK!'by‘-IaK?

Oparosop: To je ayra npuya. MNpBo npountaj ,1.2.8 BepTnkanaH nag” s Keure ,lMpoctop-speme” [8] u
NPUMETHM Aa Ce UCTU NOCTYNakK MOXKe MPUMEHUTU Ha Ay6oKK cBeMup.

3atum nornepaj ,Mpumep 1.2.12. Ussectn LBapuwmngoBy MeTPUKY M3 (AjHLWITAjHOBUX) jeaHAYMHA
nosba, nonasehu og,

ds? = —e2BM2gt2 4 24 g2 4 12 5in2 0 d? + r2d6?, (1)

rae cy A(r) v B(r) HenosHate dyHKUMje yaa/beHOCTU T, y HacTaBKy. MPUMETU KOIMKO CY Y NpUMepy
LUMPOKO NOCTaB/bEHM NOYETHM YCIOBK, a 4@ OHM MNaK Ha Kpajy Aajy LBapuwmnnaosy MeTpmKy.

Ca cTaHOBMLUTa AasieKke NPOLUIOCTM cBeEMMpPA MU BecKkpajHO 0A/1a3MMO, Halla CafallHOoCT Y OAHOCY Ha
HEKY BEOMa CTapy MOHala Ce Kao KaZa MW M3BaHa r1efamo HEKO Teso Koje Mponaga Yy CHAXKHO
rPaBUTALLMOHO MOJbE, HEKO Koje BM CTaNHO TOHY/NO Ka XOPWU3OHTY Aorahaja upHe pyne W HWKaaa, 3a
Halwer BpemeHa, He 61 cTM3ano go Tor pyba Ha Kojem (y ogHOCYy Ha Hac) Bpeme CTOju a paaujanHe
OYXKMHE ncyesaBajy, NoCTajy HyAaTe.

O6pHYTO, Ca CTAaHOBMLUTA Hallle caAallHOCTK, AasieKa NPOLLIOCT KOCMOCA Hanasu ce Ha pyboBrnma Hama
BUA/bUBOI NPOCTOPa U Aasbe, A0 Kojer He 6MCMO MOFIM OTNYTOBaTK jep 6K cTanHo 6eXkao of NyTHUKA
6p3MHOM CBETNOCTU. YaK HU 3aMULLI/BEHUM BPEMENIOBOM, KOju 61U Halwe Bpeme Bpahao yHas3ag, HMKaga
He 6u 6uno moryhe cthu g0 noyeTKa ,BeNUKOr Npacka“, jep 6u ce jeaMHULE AyXUHE COMNCTBEHOT
BpemMeHa BpPeMen/ioBa TakKo Merbase ga by To nytoBame y Hemy Tpajano 6eckpajHo, Mako ce Hama
04aBAae YMHU Aa je KocMmoc cTap ceera 13,8 mununjapgm rogmHa.

68 . .
360r CneuujanHe Teopuje penaTMBHOCTM.
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Murame: LLTa 61 Hanasmo samuLW/bEHU NYTHUK Y NpoWwnocCT Kocmoca?

Oprosop: [lpocTop, Bpeme M MmaTepuja cactoje ce of WHbOPMaLMja, a HMXOBa CYLWTUHA je
HEOYEeKMBAHOCT, JaKne HOBMHA M MPOMEHa. 3aTo je OYeKMBaAHO Aa ce KocMoc mewsa. Mayhu Hasag y
NPOLWJ/IOCT CBE je Mare npocTopa, rywha je cynctaHua M Buwe je uUpHUX pyna. LlpHe pyne cy
WHTEerpaTopy NpoCTOpa M BpPemeHa, a ca Apyre cTpaHe OHe cy nonyT neHrepa® (cuapo, Kotsa),
CTaLMOHMPaHe y NPOCTOP-BPEMEHY [LOK Ce CBET OKO HbMX Kpehe.

MuTtare: A KaksM cy n3rnegm Aa ,LpHe pyne” yonwre He nocroje?

Oprosop: Cnabu. tbux npegsuhajy AjHwWwTajHOBe jeAHauyMHe OMWTE PENaTUBHOCTU, a Te jeAHauyunHe
npousunase M M3 MpUHLMNA HajMarer AejcTBa’® M3 Kojer cnefe CBe JaHac MosHaTe jeAHauMHe
Teopujcke dpusnke. MHoro 6u Tpebano ,,nonpaskM” YUHUTK GU3MLMK, KOje TelKo aa bu cee bune moryhe,
eBeHTyasIHMM oabaumBarbeM Uaeje o LpHUM pynama.

MuTtarbe: Jecn nn yyo 3a legenoB moaesn yHUBep3yma?

Oprosop: [a, To je jeAaH of HajpaHUjUX U3BeAEHMX U3 Teopuje penatnsHocTu [12]. Fegen je Tparao 3a
CMMeTpUjaMa KOCMOCA KAaKO MPOCTOpa TaKo M BPEMEHA M HALA0 3aHUM/bUB U MOYYaH NpPUMEpP METPUKE
[13] Koju, mocnegHO HEroBMM MNpPETNOCTaBKama, A03BO/baBa W MyToBawa Yy npolsioct. Mehytum,
npuMHUMn MHbopmaunje 3axTeBa acumeTpujy BpemeHa. OHa je NpUHUMNUjeNHWja Pa3BOjy Ka Matbe
MHGOPMATUBHMM, OLHOCHO BepoBaTHUjUM gorahajuma, wTo MefenoB NPUCTYN MOXKE YYMHUTU CamMo
jeAHUM Kypro3nTETOM.

MuTtarse: [a an v je nosHaTa PpmuamaHoBa MeTpUKa?

OproBop: Jecte. Mutpa [14] y cBOjoj KaKo Kaxe ,BexbM” nonasu of npeTnoctaBKe U30TPOMHOr U
XOMOreHor npoctopa M onwTer obiMka meTpuke, onwTujer og (1), Ha Koje Npumeryje AjHWTajHOBE
jeAHauYnHe nosba ga 6u fOo6MO Ty No3HATY MeTPUKY. MHaye cama naeja PpuamaHoBe METPUKE YMHU ce
jaKOM KOHKYpPeHLMOojM Apyrum npeanosmma, 6ap caga AOK jol YBEK YHEKAMO K/byYyHa Onarkatba.

MNojeaHocTaB/beHO peyeHo, y TUM (Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker) meTpukama nonasu ce og,

r2dQ? = r?sin® 0 de? + r2d6?, (2)
Aena NpoCTopHOr n3pasa
d 2
diz = =2 — + r2dQ?, (3)
1—-kr?

Aa 6u ce 3a k = 0 gobuo paBaH, eyKNMACKM NPOCTOp, 338 kK = 1 3aKpuMB/bEH U 3aTBOPEH cdepHU, a 3a
k = —1 3aKkpuB/beH 1 oTBopeH xunepbonHun. Osu Tpehu cnyyajesn 6aMCKM cy rope nomeHyTom (1).

% NeHrep — meTanHM npeAMET Koju 6poz 6aua y BOAy Kag, CTaHe UK MpUCTaHe y3 06any paam of4pHKasarba
paBHOTEXe M CnpeYyaBatba KpeTaka.
70 . . .

[4], 2.5 AjHwTajHOBe ONWTE jegHauYnHe
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MuTarse: MpocTop ce paspehyje, a rybu nn ce MHGopmaLmja npu Tome?

Oparosop: [a, anun nocToje ABa Ha4yMHA Aa Ce LMPEerem CBEMMPA CMACK 3aKOH oA piKara nHbopmaumje.
Ob6a 61 morna 6UTK akTyenHa.

MpBu je pa ce y cknagy ca HaYeIHUM MUHUMAIM3MOM KOMYHMKaUMje, OAHOCHO MHTEpAKUMje, CMakbyje
camo MHpopmaumja cyncTaHue W A3 TakBa oasasum y npoctop. To je AOCNefHO CMOHTAaHOM pacTy
(reHepanucaHe) eHTponuje 1 cTaBy (Takohe Teopuje MHPopmaumje) ga BULLIE eHTpPONKje AaTor cucTema
3HauYM Marbe nHpopmaumje.

Opyru je ga ,,npocTtop namTn“ n ga weroso ,,cehakbe” MoXKe AenoBaTu Ha Haly cagalrocT. OBO Apyro
npousunasn oneT us Teopunje HPopmauuje Npema Kojoj ce NpocTop, BPeEME M MaTepuja 04 He cacToje,
oA, nHbopmaumja, yr/bydyjyhu n buorpadpuje enemeHtTapHM Yyectula Koje HacTajy AOK yectuue nyTyjy
cBemupom. KaKo TakBe He pacTy, He npumehyjemo ga nocrajy cee Behe n Behe TOKOM CBOr NyTOBaHsa,
Aakne He moXkemo pehn aa oHe HelWTOo NamTe U TaKo romMmunajy MHpopmaumjy y cebu, To pacty npoctop
M BpeMe Ha HbMXOBOM NyTy. EnemeHTapHe YecTmue NpenyLTajy NpoCTOpP-BPEMEHY CBOjY UCTOPU)Y.

Opyro ca npsum ycknahyje npeTnocTaBKa Aa CagalikbocT Aobuja TayHO OHOMIMKO MHbOopmauuje u3
NPOLUIOCTU KOINKO je rybu 360r npuHUMNaG MMHUMAAM3Ma MHpopmaLmje, 04HOCHO NopacTa eHTponuje.

Murare: [a Av cam pasymeo Aa Kaxkell Aa U Bpeme NamTu, UAau je To nancyc?

Oprosop: Huje nancyc, 4obpo cu npumeTno, namrte oboje 1 NPOCTOP U BPEME, jep OHU CY CUMETPUYHM
NOjMOBM Yy WUMPEM reaakby BaCUOHE, Kao 6-AMMEH3NOHANHOT KOHTUHYYMa.

JegHa BpemeHcKa [AMMeH3Mja 3Haumia 6u ,0eTePMUHWUCTUMUKY BacMOHY”, Kaksy (Moja) Teopwja
UHbOpPMaumje He npeTnocTas/ba. AAM aKO AoJall CamMo jedHy AMMeH3Mjy BpemeHa To he 6utum
HeA0BO/baH KOMMNPOMMC Ca NPeTnocTaB/beHOM ,06jekTMBHOWRY cayyvajHOCTM 1 Tpebahew jow jeaHy.

TayHKje, Ha CBAKY NPOCTOPHY AMMEH3MjY (KOIMKO roj, Aa UX UMa Yy MOXKAa HeKoj byayhoj Teopuju nonyt
,Teopuje cTpyHa”) nae no jegHa BpemeHcKa AuMeHsuja. Takohe Baxke U cumeTpuje usmehy wux, npu
yemy je x = ict, rae Ha N1eBOj CTPAHU jeAHAKOCTU CTOjM MPOCTOPHA AY)KMHA KOja OAroBapa AEeCHO
npoussoay uMmarMHapHe jeaunuue (i? = —1), 6p3unHe cetnoctn (npubamskHo ¢ = 300 km/s) w
BpemMeHa t noTpebHor cBETN0CTU Aa AaTy AYKMHY npehe.

Enem, Bpeme namTy M 3aTO ra KOCMOC MMa CBe BMLLE U Teye Ham cBe crnopuje. Mu To ycnopaBatba
,CTBapakba CafalHbOCTM" HE MOXKEMO BUAETU HENOCPEeAHO (Kao M MHOro Tora oKo cebe LITo 3anpaBo He
BMAMMO HenocpegHo) anu Hacayhyjemo u nspayyHasamo. Hanme, ako nHdpopmaumje (cyncraHue) nma
CBE Makbe, MMa CBe Makbe C/lyyajHux gorahaja, a 6p3vHa NnpoTMLaba BPEMEHA je Mepa KONIMUYMHE TaKBUX
foraharba. OBO cBe roBOpMM Ca CTaHOBUWTA ,Teopuje nHPopmaumje” Koja ce jow yBeK He pasmatpa y
3BaHMYHOj GM3NLM, WITABMLLE, KOja je TaMOo Heno3HaTa (xvno)Tesa.

Murarbe: MNocToju An Hekn nocebaH npobaem ca ,camo jeAHOM OMMEH3MOM BpPemMeHa”, uau je Ta
npeTnocTaBKa CacBUM NPOU3BO/bHa?
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Oprosop: [a, noctoju jeaaH Texak npobnem ca TaKBOM MPETNOCTaBKOM, a npema Tome M ca
AETEPMUHU3MOM CaMUM. HeKK npouecy HUCY KOMyTaTMBHM. [Mcao cam To BULIE MyTa.

Ha npumep, £aTH }KMUraBaL, U CKPEHYTM ayTOM Y IEBO, U CKPEHYTM NA CUTHANIM3NPATU KMUTABLEM — He
MoOpajy AOBecTM A0 wcTor. YonuwTe, HEKMM onepaumjama BaKaH je pegocnes wssohera, MoOnyT:
,YABOCTPYyUUTH 6p0j“ 1 ,Aoaatn 6pojy Tpm“. Y npsoj komnosunumju 6uno 6m 2x + 3, a 'y apyroj (x + 3)2,
na 3a x = 5 npBea gaje 13, a apyra 16. KBaHTHM npoLecK, T3B. KBaHTHE eBOAyLMje, penpeseHTaumje cy
onepaTtopa (ancTpakTHe anbrebpe) n HUCY CBM KOMYTaTUBHU. OHM HEKOMYTATUBHM BOAE A0 ,NMPUHLMNA
HeogpeheHocTM” umju nocebaH cnyyaj cy nosHate XajseHb6eprose penaumnje HeogpeheHocTu.

360r eHraucTeHumMje HeKOMYTaTUBHOCTM, TEOPUja MO KOjoj MMa camMo jedaH TOK BpemeHa, Mo Kojoj je
npocTop-Bpeme camo 4-gMMEH3NOHANHO M Koje 61 ce TaKBO MOTN0 CNOXKUTU da ,BpemeHa Hema” (wTo
036M/bHO pasmaTtpajy Hekn du3nMyapu), YUTaBM Moaenun caBpemeHe du3MKe (Teopuje penaTMBHOCTU U
KBaHTHE MeXaHMKe) NocTajy ynuTHMU.

UcKbyumBa jeAHONMHEAPHOCT TOKAa BpemMeHa BOAM HAC Y KOHTPAgMKUMjy Ca  €ersucTeHuujom
HEKOMYTAaTUBHUX BPEMEHCKMX Mpoueca M TPaXM pPeBU3Mjy He camo caBpemeHe (U3MKe, Hero OHa
ocrnopaBa u anrebpy y Kojoj Noctoje HEKOMYTaTUBHU ONepaTopu. 3aTo CaM Hekag oAycTao oA uaeje o
Kay3a/lHOj peasiHOCTK, Nopes OCTasor, a camo A3 He 61X ynagao y yBek ncte beckoHayHe pacnpase ca
cneabeHnumMMma TakBe, KaXkem a KOPUCTUM , XUMNoTe3y” cayyajHoCTu.
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10. KosimuuHa onuuja
8. mapTt 2021.

CkpaheHu nakwm oarosopu Ha Yewha nNuTakba y Be3un ca Teopujom MHoopmauuja. O norapuTtmy,
aAUTUBHOCTU ,KOSIMYMHE OMNuMja“, ycUTHABakY jefHaKMX WaHCU U GU3UYKOM AeN0Bakby YAPYHKEHUM ca
nHdopmauymjama.

Jlorapuram

PeanHa ekcnoHeHuujanHa dyHkumja y = b*, 6ase b > 0 n b # 1, yaumahe camo nosmTMeHe BpeLHOCTH
y > 0; HwO0j WHBEP3HO Npec/nuKaBare je soraputam x = log,y. Baxu u o0bpHyTO, aKo je paTa
noraputamcka ¢oyHkumja y = logy, x, 6ase b >0, b # 1 n Hymepyca x > 0, oHAa je HOj MHBEP3HA
eKkcnoHeHumjanHa GyHKumMja x = bY. YKpaTko:

plogv* — log, b* = x. (1)
EkcnoHeHUwmjanHa u noraputamcka GpyHKumja ucte 6ase y3ajamHo cy HBep3He.
Kako je b° = 1 u b = b, To U3 npeTxogHor cneau:

log, 1 =0, log, b =1. (2)
Takohe u3 (1), 36or b**Y = b*b" nanasumo log, b**V = u + v = log, b* + log,, b?, Tj.

log, (xy) = log, x + log, y. (3)

Jloraputam npoussoaa jeaHak je 36upy norapuTama, ako cy SioraputmMm McTux 6asa M Kaga cy cea Tpu
AedunHUcaHa. HenocpegHa nocnegmua je

log, x™ = nlog, x. (4)

CnuuHo nssohemwy (3), u3 b*~Y = b*: b" cnegn log, b*~V = u — v = log, b* — log, b¥, oaHocHO
X
log, 7 = log, x —logy y. (5)

Jloraputam KoJIMYHMKa jegHaK je pasivum noraputama, ako cy CBa TPWU noraputma geduHucaHa u ucre
base.

Moxe ce BuaeTu aa (4) He Baxu camo 3a npupoaHe 6pojese (n € N), seh u 3a ce peanHe (n € R).
[loKa3 TaKBOr MOOMLWTEHA YECTO Ce Hanasu y nekumjama peanHux GyHKUMja M OBAE ra M30CTaB/baM.

Nare Hanasumo log, a = log, b'°8 ¢ = (log, a) - log, b, a oTyaa

log, a = ) (6)
To je srogHa popmyna 3a TpaHchopmaLmjy NorapuTamcKkmx H6asa.
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Hanomurem aa y TeKCTOBMMA rAe KOPUCTMMO camMo jeaHy 6asy, peummo e = 2,71828 ..., Hema noTpebe
[a je HaBoAMMO y cBakom noraputmy. Jpyro, nomohy Ojnepose dopmyne

e'? = cos @ + isin g, (7)

rAe 3a MMarMHapHy jeauHuuy i Baxu i2 = —1, moryhe je aHanorHo (1) AeduHMUCATU KOMMAEKCHe

noraputme. TakeM cy nepuroanyHe GyHKLMje, MONYT KOCMHYCa U CUHYCa.

AAUTHUBHOCT

NHdbopmauuja HacTaje U3 HensBecHoOCTU. Buwe onumja npe peanusayuje cnyyajHor gorahaja gahe suwe
UHPopmaumje HakoH. Heka je L(x) paTta, 3a cafia HenosHaTa, dyHKUMja KOja mpeacTaB/ba ,Mepy
Hen3BecHOCTN”, nocebHy peasiHy KONMUYMHY jeiHaKo BepoBaTHMX ucxoda x € N. Y ocHoBM Ta PpyHKUMja
je nosuTMBHa: 3a ceako x > 1je L(x) > 0.

Peuymo fa je momeHyTa MO3MTMBHOCT NpBa OcobuHa OBe mepe HemsBecHocTW. MNocebHo, ca camo
jeaHum ncxoaom, x = 1, Hema HenssecHoctv 1 L(1) = 0. [ipyro jeaHako oumrnesHo cBOjCcTBO GyHKUMje
L(x) je pau3 x <y cnean L(x) < L(y), wro 3Haun ga je oHa pactyha. Tpeha ocobuHa je aguTMsHOCT
(cabups/bnBOCT) U HeHOo objallitberse je Maio onWnpPHUje.

Heka cy A, oAHOCHO B jeaHako BepoBaTHM MCXOAM M HEKa OHM Noapasymesajy Aa/bu u36op
PaBHOMPAaBHWUX M, OAHOCHO N pasnauvuutux onumja (m,n € N). Peanusaumja oba wcxopa, A u B,
cagp:Kasana bu mn onumja, KonnuuHe L(mn), AOK 61 KOAMUMHA NojeanHUX peanusaumja A uam B buna
L(m) vnu L(n). ApmutmusHocT dyHKumje L(x) nponsnnasm us odekmBara Aa YKynHa HEM3BECHOCT UCX0Aa
6yae jeaHaka 36Mpy nojeanHUX HEM3BECHOCTY.

Ha npumep, A u B cy bauare dpep Hosumha n Kouke. Cam HoBYMh Mma onumje ,nMcmo” u ,rnasa“,
03HauMmo umx ca N u I, a Kouka wect 6pojesa on 1 Ao 6. bauarwe oboje uctoBpemeHo npousselwhe
26 = 12 pesynrtata, paBHonpaBHUX enemeHTa ckyna {MN1,M2,...,N6,I1,r2,...,re}. JocneaHo ogparby
KO/IMYMHE HEM3BECHOCTM 6uno 6u TpaxknTtu aa byae L(12) = L(2) + L(6).

Yonuwre, 3a ¢yHKumjy L(x) HaBenn cmo Tpu 3axtesa: |. ga je L(x) > 0 3a cako x > 1, gakne ga je oHa
nosutueHa; Il. gamns x < y cneam L(x) < L(y), aa je oHa pactyha; Ill. aa je agutmeHa

L(xy) = L(x) + L), (8)

3a cBako x,y € R kaga x,y > 1. Taga je L(x) noraputamcka dyHKumja (npoussosbHe 6ase). [okas
nosajmsbyjem us Krbure [15].

3a cBako x > 1 u csako r > 0 noctoju npupogaH 6poj k € N Takas ga je x* < 27 < x**1. Ha ocHosy
oBora u ocobuHe Il je

L(x*) < L(2") < L(x**1),

ofakne ce 36or lll gobuja
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k-L(x) <7 L)< (k+1)-L(x).

Kako je npema | moryhe ge/bere oBUX HejegHakocTu ca 1 - L(x), nmamo

kL@ k1
r — L(x) r r

®yHKumja log x, nate 6ase b > 0 u b # 1, uma ocobuHe | — I, na 1 3a Ky BaXKM NPETXOAHO, Tj.
k_logz k1

r~ logx r 1
Ha ocHoBy Tora je

log2 L(2)
logx L(x)

1

T

3a cBako r > (0. 360r NpoM3BO/LHOCTUN I U3PaA3 Yy ancoyTHOj 3arpaam je Hyna. OTyaa je
_ L@, — -
L(x) = og 2 logx = a-logx. (9)

Tume je goKasaHo aa je (8) noraputamcka ¢yHKUMja.

Mehytum, Kaga ce ,KOMYMHA HEU3BEeCcHOCTUM” pasmaTtpa jow AeTa/bHuje unau wupe, nobosbluaHa
oyHKuMja nHdopmaumje, nonyT L(x), Hehe cacBMm pocnenHo ucnyhwasat nomeHyte ycnose |, Il w I,
LITO 3HA4YM Aa camMa JiorapuTamcka Gopma Huje JOBOJbHA 33 HEHO NpeaCcTaB/bakbe.

YcurwaBame

Mpowunpyjyhn npeTxogHy CNOKEHOCT NoAena, MOXeMo 3amul/batv da umamo n = 1,2,3, ... jeaHako
BEPOBAaTHMX M360pa TaKBMX Aa CBaKW Of WX UMA no ng, k = 1,2,...,n, mehycobHO paBHOMpPABHMX
HacTaBaKa, a [la CBaku k-TM HacTaBak MOXe UMaTU HapeaHUX ngj, j =12, ..., k, mehycobHo jegHaKkumx
onumja, na u gasbe. Taga ce Hamehy nNUTarba Kako 0Ba YCUTHaBaka MOXKemo objalwraBati nomohy
NoMeHyTe Mmepe HEM3BECHOCTU U AOKANE Ce ca kbMMa MoXe cTuhu?

NHdbopmauuja je HapouuTa ,KoNMYMHa onumja“. 3a HeHy NpBY anpoKcMmauujy Aobpo je nocnyxkuna
noraputamcka ¢opmyna (9), a by Aasbe nojawrbaBamo bMHapPHUM Tpaxkerbem. Bpoj BMHAPHUX NKUTaHa,
Ha Koja ce ogrosapa ca ,43“ wau ,He", NnoTpebHMX 3a OTKpMBare onuuje, Takohe peduHUwe ucty
nHdopmauujy. Hanme, rpyny ca M = 2™ pasHonpasHMx MoryhHOCTM Aennmo Ha ABa CKyna CBaku ca no
2"~ enemenata 1 6UpaMo OHaj y KojeMm je TpakeHu n3bop. HakoH n Kopaka nogena u 6uparba, pasehu
ca CBE MarbUM M MarbMM rpynama, M3nasm cKpuBeHa onumja. bpoj kopaka n = log, M npornawasamo
nHdopmaumjom, Taga GUHaApPHOM y BUTUMA.

Ha npumep, Heka je 6poj ,7“ HenosHaTM 3amuwsbeHn, mehy npsux M = 8 npupoaHux 6pojesa.
MNoaenumo rpyny moryhux (ocam) 6pojesa Ha aBa Aena, Ha npsu ckyn {1,2,3,4} n ckyn apyrux {5,6,7,8}.
MoctaBumo nuTame ,[la n je TpaxkeHn 6poj y npBom ckyny?“. Ha ogrosop ,He"” gennmo apyru, onet Ha
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nBa gena, npeu {5,6} n apyru aeo {7,8}. MoctaB/bamo UCTO NuTarbe ,[la A je TpaskeHn 6poj y NpBoj
rpynu?“, Ha Koju je oaroBop onet ,He“. [lenumo v HoBY Apyry rpyny Ha ABa Aena, Ha npsu ckyn {7} u
apyru {8}. Ha ucrto nutare ogrosop je caga ,,Aa''. Kako Hema BuLe noaena, TpaxeHu 6poj je ,7“, a 6poj
nogenan = 3. bpoj moryhHoctu je M = 8, a nndbopmaumja Kojy oHu Hoce je 3 = log, 8.

Jda vHdbopmaumja (n =logM) He 6u amseprupana, notpebHo je ma 6poj moryhHoctn (M) pate
cuTyaumje byae orpaHuMyeH. Y TOM CMWUCAY Cy Hawe KOMYHMKaumje (MHTepakuuje) KOoHayHe, ca
Hajmarbum (KonmumHama) cnobogHe MHPopmaumje. TM Hajmarbu NakeTn nHbopmaunje nyTyjy 3ajegHo
ca PU3NYKMM AejcTBOM, Koje je Takohe Takohe aTOMU3MPAHO (KBAHTOBAHO).

JejcTBO

To wto ce nHbopmaumja ,ApKN“ 3ajegHO ca PUIMUYKMM AejCTBOM YMHU je PU3MYKOM MnojaBom. KBaHT

34 m’kg/s) Koje ce mojaBsbyje y U3pasy 3a eHeprujy

AejctBa je MnaHKoBa KoHcTaHTa (h = 6,626 X 10~
E = hf uyecTuue enekTpomarHeTHor 3payera (dpoToHa), rae je f = 1/t dpekBeHumja Tanaca, a T je

Bpeme jegHor nepuoga. OTyaa je enemeHTapHo aejcteo h = ET, NnpoM3BoA eHepruje n Tpajarba.

YKpaTKo, MWHPOpMaLMja je eKBMBANEHT Heyemy’'' LITO MONKEMO CMaTpaTv ,MNOBPLIMHOM,
reHepasiIMcaHum NPOn3BOAO0M EHEpPIMje N BpemeHa. YnkbeHuMUa Aa je KoMyHUKaumMja GopmasiHo jeaHaka
pasmeHUu NHTepaKkuuja YMHM nHbopmauujy y cnobogHoj dopmum (GU3NUKY YecTmLy) cayyeCcHUKOM CBake
eHepreTcke npomeHe. To, Nopea, 0CTanor, 3Hauun Aa NocToje HOCUOLM rPaBUTALMOHE CUNE — TPABUTOHM,
Kao LWTO 3HAaMO Aa NoCToje HOCUOUM efleKTPOMarHeTHe cune — GoToHM.

Mopep Tora, nyT YecTnue o mecta A 1o B Koja ce Kpehe nog AejctBom Heke cTasiHe UeHTpaaHe cune O
€KBWBAJIEHT je NOBPLUMHM KOjy Npebpuile HeH paanjyc BEKTOP, 04 nosuumje 04 40 nosuuuje O_B), 3a
AaTo Bpeme. Ycnoctas/beHa Be3a namehy objekata A, B n O je KomyHuKaumja. 3a To Bpeme ce 06aB/ba
eHepreTcKka MHTepaKLumja 36or Koje Kaxkemo aa ce Teno A, ogHocHo B Kpehe nog, gejcteom cune O.

0

() A I B x

Ha Tpu cnaunke rope, c nesa y gecHo, (kpusom) nnHujom I kpehe ce yectnua (Teno) ns Tauke A y Tauky B
TaKo Aa Y jeAHaKMM BpeMeHnMa NoBpLiMHa (KpuBoauHMjckor) Tpoyrna ABO 6yae KOHCTaHTHa:

1. nnunja L je npaB.a, a cuna u3 O je HynTa.
2. Nnnnja je xunepbona, a cuna je oabojHa.
3. J/InHuja je ennnca, a cmna je npmBaadHa.

1 [1], 3. NoTteHuujan uHpopmaumje
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AKo je TpajekTopuja | KOHMKa (NpaBa, KPy*KHULA, ennnca, xunepbona, napabona), oHaa M3 aate Tauke 0
Haboj nokpehe cuna Koja onaja ca KBagpaTomM yaa/beHOCTU U HeHM HOCcUOoUM cune (barkaapHu 6030HM)
Kpehy ce 6p3nHom ceeTnocTn. O6pHYTO, ako NyTarba [ HMje KOHMKa OHAa CMia He onaja ca KBaapaTom
YA3/beHOCTU U FbeHWN HOCUOUM He NyTyjy 6p3nHom ceeTaocTu. To cam pacnpasuo y [1].

KoHcTaHTHOCT nospwmHa ABO Ha cavMKkama gonasu of ytuuaja cune. JacHo je aa 6u npomeHa cune
MeHana oBy MOBPLUMHY, Na caja 3HaMO [a OHa Taja Meha WM AejcTBo, MHbopmauujy, a gocnegHo m
BepoBaTHohy. [pyrMm peunmma, yMecTo [a KaXemo Aa ce oBakBWU Haboju (A, B) Kpehy nog aejctBom
oarosapajyhe cune (0), moxemo pehu ga ce oHM nyTyjy cBojum Tpajektopujama (I) jep cy Taksa
KpeTarba ca cTaHoBMLWTA Haboja HajsepoBaTHW]a.

HemoryhHocT npomeHe BepoBaTHohe, MHpOpmaumje U gejcTBa 6e3 Merbarba CUe yKasyje Ham Ha
3aKOHe oAp:Kaba MOMEHYTMX MojaBa, a 3anarkarbe Aa Y OACYCTBY CM/IE€ MMaMO NPaBOJIMHUJCKO KpeTatbe
(npBa 04 TPU CAMKE) — O MHEPUMjU M MMHMMaAM3MY CBake of TuX BenuumHa. Ca gpyre cTpaHe,
NPUHLMNNjENHU MUHUMANN3am MHPOPMaLMje BUAMMO Y MaKCMManu3my BepoBaTHohe, y YnkbeHUUM aa
cy BepoBaTHMje nojase Yewhe n marbe MHGOPMATUBHE.

MocebHo je NuTarbe 4YecTnua Koje ce He Kpehy bp3nHom cBeTnocTn. OHe MMajy COMCTBEHO Bpeme U
oTyAa Macy MWpPOBarba, OOHOCHO A0AAaTHY WHEPTHOCT — oneT 360r Haye/sHor MMHMMAAM3MA
KOMyHMKaumje. MehyTtnm, To je nocebHa Tema.

Pactko Bykosuh 55



Mpunosun Teopunjn nHbdopmaumje I

11. KostmunHa onnuja I1
11. mapt 2021.

MN3BoamM U3 pasroBopa o YCKAaheHOCTH ca je3nkom, cnobosHMM MpeXkama, ycMepaBakby Aorahaja, a cee
Y B€3U ca MHPOpMaLMju nepLenuuje.

Jesuk
Ob6jalwrbaBam cKkaslapHM NPou3BoA BeKTopa nomohy BepoBaTtHoha U jegHe BpCTe CTaTUCTUKE je3nKa.
MuTtarwe: MoxeTte 1 Mu 06jacHnTH ,MHPopMaLmjy Nnepuenumje” Ha HEKOM KOHKPETHOM NpuMepy?

Oprosop: [la, y3MUMO EHFNECKU je3MK U pPeLmMmo KOMNjyTepcky obpaay nogataka. Popmupajmo amcty
oan = 3000 Hajuewhe ynoTpeb/baBaHNX PeYN Y HEKOM LUMPOKOM Y30PKY MUCAaHUX TEKCTOBA, GUIMOBA,
roopa. CBaka ped uma oapeheHy ppekseHLMjy, BepoBaTHONY NnojaB/bMBarba ¥ A4aTOM Y30pKy, k-Ta pey
(k=1,2,..,n) uma Heky BepoBaTHohy pj € (0,1). Peus moxkemo nopegat no onagajyhum
3aCTyn/b€HOCTMMA, TaKo Aa oHe Yewhe MMajy marby MHAEKC k, anun CBaKako je 36Mp CBUX Py jeanHuLa.
Tume cmo geduHUcanm HKU3, 0OAHOCHO BEKTOp pacnogene BeposatHoha P = (py, P2, .., Pn)-

3aTUM Y3MMMO HEKOrl MojeAMHLA KOjU FOBOPWU EHMNIeCKU U YPaAWMO UCTO Ca HEroBUM 3HatbeM U
ynotpebom eHrneckor, HeroBum pevyHUMKoOm Kao ysopkom. Jobuhemo Bektop Q = (q1,92, -, qn)-
MHdopmauumja nepuenumje Taaa je T3B. CKanapHu (YHyTpaLlHM) NPoM3BOJ, OBMX BEKTOPA

S=P-Q=p1q; + P92 + -+ Pnqn. (1)

Heke o4 nO3HAaTMX CKAOHOCTM JbyAM KOjU TOBOpE je3MKe Ja/be Ce MNOKasyjy Kao nocneguue
MaTeMaTUUYKUX CTaBOBa O BEKTOPMMa.

Ha npumep, jemaH cTas’® Kaxe Ja je CKanapHuM MpousBog, BekTopa Huje Behu 0 npousBoAa
WMHTEH3UTETa BeKTopa. Taj ce npoussog, 3aTo (bopmanHO) MoXKe TpeTupaTn Kao BepoBaTHoha (Koja je
6poj usmehy Hyne u jegaH), a oHAA NPUMEHUTU U ,,NPUHLMN BepoBaTHohe” (ja cam u3mmncauno Hasus), Aa
cy BepoBaTHUjU aorahaju yewhu. 3aTMm 4os1a3m 3aksbydak ga he ,,onwTuU™ U ,INYHU" je3UK TeXUTH
nosehakby TOr pesynTarta, CKanapHor Npou3Boaa, 0AHOCHO ,MHpOpMaumje nepuenumje”.

Kako je (ckanapHu) npoussog 1o Behu wro je 6osba ,ycknaheHoCT” KOMNOHEHTM BEKTOPA, Tj. Y/aHOBA
HU3a, a Hajeha je Kaga cy oba nopegaHa no uctom pegocneay (onagajyhem unm pactyhem), To he ce
»j€3nKy“ npunarohasatu ,,0cob6a”, ako ce oBaj NPBM HEZ0BO/LHO NpUarohasa gpyrom.

MpumeTn fa ce UCTO MOXKe NPUMEHUTH (M3padvyHaTK) 33 NOHALWakEe NojeAMHLA Y O4HOCY HA NOoHalWake
rpyne. Tako HacTaje ,,CNOHTaHU CUHXPOHULMTET, MHaYe ofaBHO NpumeheHa anu jow yBeKk Hef0BO/bHO
cxBaheHa nojaBa agantauumje jeaunHke. Mehytum, Teopuja MHPopmaumje nepuenuunje mHoro je
yHMBep3anHuja. HbeH dopmanHu mogen Aobpo GyHKLMOHMLIE Y PA3ANYUTUM NPUMEPUMA APYLITBEHMX

72 116], Nema 1.2.49 (Kowwm-LUsapuosa HejegHakocr), c. 128.
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W NMPUPOAHMX HayKa, a NOocebHO M y KBAHTHO] MeXaHWLM (Koja je npenyHa UHTYMTUBHO TELKO CBap/bMBUX
pesyntara).

Ci0604He Mpexe

4YBOPOBM Ca jefHaKO BepPOBATHWM MOBE3HWLIAMA CTBapajy BENMKE Mpexe’ ca CTeneHOM pacrogenom
BepoBaTHoha. OHe cy KapaKTepucTUYHe 3a UHTEepHeT KOoHeKUMje, eneKkTpoHcKke BoaoBse Behux peruja,
YOnwITe NO3HAHCTBa /byan, Na U cnoboaHa TpKMLTa. TakBe CNOHTAHO U3pacTajy y penatmsHo manu 6poj
mecTa (KOHUEeHTpaTopa) ca MHOro Be3a WM OCTaTak o4, tMX MHOro ca Mano Besa. HasmBamo wux
cnoboaHNUM mperkama (eHr. scale-free networks).

MuTtare: 3aWTo ce Ha CN0BOAHOM TPXKULITY CTBapajy ManobpojHM MHoro 6oraTmju og, ocTanmx, Kaxy aa
T 3HaW?

Oarosop: [a, HMCam cam, TO ce 3Ha. Y NUTakby je CNOHTaHM NMpPoLuec CTBaparba T3B. C/10604HUX MperKa.
Kaga cy noBesHuue mperke (4UT. TOKOBM HOBUA M poba) paBHOMpPaBHM, OHAA Mano6pPOjHU YBOPOBU
(ueHTpu pasmeHa) NocTajy MMaouu CBe BULIE M BULIE NMHM]jA. YBOPOBU Ca BULIE HUX TaKo MX A06ujajy
joL BULLIE, @ OHN CMPOMALLHW OCTAjy KPAaTKNX pyKaBa.

MosHaTo objawrere nae nomohy seposatHohe. Kaga godajew HoBy noBesHMULy, a CBe Cy jeAHaKo
BepoBaTHe, u3riegHuje je aa he oHa NMPMNacTi YBOPY KOju TakBUX MMa sulle. Mpocneamo cam My u
AO0AaTHW NPUAOr ca AeTasbuma (oBAe HebuTaH).

N: Jo6po, npenncrao cam, TO je HELUTO HAYMCTO ca BepOoBaTHONOM, anu peKoLe Aa TV 3HalW M gpyradnje
objalwtberbe, HABOAHO Ca HEKOM HOBOM Teopujom. [la n je To UCTMHA?

O: Moxga, To 61 morna 6uTn ,Teopuja MHbopmaLmje”, aan OHa je jow yBEeK Moja npuBaTHa CTBap.
Bepyjem ga 3Ham BULLE HA4YMHa, a €BO jeAHOT, YKpaTKo, nomohy ,uHbopmaumje nepuenuunje”.

Nocmatpajmo (1) Kaaa je 6poj cabupaka (n) senuk. Heka je onet (p;, = x?) Hopma

x|l =x2 +x2 + - +x2 =1 (2)
M 3a BEKTOp Y (ogHOcHO Q) c/iMYHO, a HeKa cy cBe oBe BepoBaTHohe yjegHauyeHe, KOHCTaHTHe. Taaa,
Kaga je NpubaukHo py, = g, = 1/n, 36up S je cBe maru 6poj wro je n Behu. Haume, u3

1 1 1 n 1
S==+5++5=5==--0, n-> o, (3)

nZz  n2 n2 n2 n
cneam pa ce seposaTHoha ckanapHor npoussoga S cmarbyje ca pactom 6poja cabupaka. AKo npse

BeposaTHohe (komnoHeHTe BekTopa P) npeacrasmajy 3ateueHo crarbe mpeske, a apyre (Bektop Q) Hose
ynaHoBe, oHaa he mpexa ,u3beraBaTn® pacT Koju BoAM paBHOMepPHOCTH (3).

73 [2], 1.6 JepHakocT
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CnoHTaHo he ce dopmmpatv manun 6poj cabmpaka Benmke seposaTHohe n Bennku 6poj cabupaka mane
BepoBaTHohe — aa 6u ce yBehao npousBoa S — WTO OHAA MHTEPNPETaLMjom NocTaje NosHaTo Tepheme
0 pacTy 0BUX MpeKa y manun 6poj UBOpoBa ca MHOIO Be3a U BE/IMKM Bpoj UBOPOBa ca Masio Besa.

[a he ce ckanapHu npomssog (1) 3ancta nosehasaTu cBakM NyT Kada No ABa Herosa jeiHaKa cabupka,
S =x%+x%+w, 3ameHnmo ca ABa HejeaHaka cabupka, S’ = (x + a)? + (x — a)? + w, npu uemy
ocTaTtak 36upa w octaje uctn y oba, suanmo mus cnegeher:

S'=@x+a)+(x—a)+y=2x*+2a*+w>2x*+w=_5. (4)

Ha npumep, 0,62 + 0,42 > 0,52 + 0,52, uam 0,52 + 0,32 + 0,22 > 0,332 + 0,332 + 0,332, w0 je NaKo
nposeputn. [JoAaTHO nNpumMeTMmo Aa pasauka S' — S = 2a? pacte ca nosehatem HejeaHAKoCTU
ca6MpaKa, WTO 3HAa4M Aa Cce CNOHTAHOCT OBOT pacCTa HaCTaB/ba.

Kaga cy y nutawy cnobogHe mMpexke, HeCrnyTaHO YAPY)KMBakbe, 34pYyXEeHU cucTem Hactojahe ga ce
dopmupa Tako ga He Byge paBHOMPABHOCTM YBOPOBA, @ HEPABHOMPABHOCT he TeXUTU Aa/beM Pa3Bojy.
NHTepnpeTaumjom pasymehemo ga HacTajy mManobpojHuM Beoma ,b60ratu” Hacnpam MHOrobpojHux
,CUPOMALLHMX" M Aa NOCTOju NMpupogHa TeXHa ,cnoboagHor TpXMWTA® y Aasbem nosehakby pas/inKka
mehy kbuma.

YcmepaBawe

Teopwuja HbopmaLmje Nosia3u og NpeTnocTas/beHe caydajHoctu. Mehytum, 6e3 o63upa WTO OHa HuUje y
npaBoM CMUCNY OETEPMUHUCTMYUKA, Teopuja Kojy 3aroBapam npeasuha pasBujarbe KOCMoca Ka Behoj
Y3pO4YHOCTM — BUNo Aa nohemo o ersucteHumje caydyajHux gorahaja y peTkMm cuTyaumjama, mam ga
HErmMpamo Kpajkby, CTPOry M3BECHOCT Yy CBaKOM cay4ajy. To je mocneauua ,npyHUMna BepoBaTHohe”
npema Kojem ce HaCToje penr3oBaT BEPOBATHUjU UCXOOM.

Y TOM cMUCay AeTepMMHM3aM (Kay3asiHOCT) MOXKEMO CMaTpaTM Mocaeamuom caydajHoctu. O6pHyTO
TEWKO, OCUM PELMMO Kaga Yy OCHOBM ,,CYHAjHOCTU NieXKM OrpaHunyerbe Halwux nepuenuunja Hacnpam
6eckoHa4yHuMX y3poKa. MehyTum 1 Taj 06pHYTM cyyaj Tema je Teopuje MHPopmaLmje.

MuTtame: LLUTa je 60/be 3a pa3BoOjHOCT, HEpPeA UAKN OpraHn3aumja’?

Opgrosop: To je Kao ga me nNuTaw wWrTa je 6osbe 3a Bogy (H,0) KUCEOHMK MU BOAOHMK, a oarosop 61 6umo
ncTn, He nae 6e3 oba. ObjacHMhy To ca cTaHOBULIWITA ,MHbOPMaUMje nepuenunje” y heHOM OCHOBHOM
n3pasy canyHom (1).

WHtenureHumnjy I = S/H cmaTpamo TakBom crnocobHowhy jeAMHKe Koja Koja je nmponopuuoHasnHa
HEeHMM cnocobHOoCTMMA Buparba S a 06pHYTO NPoNOpPLMOHANAHA OKOIHUM orpaHudersuma H. OTtyaa je
S = IH, a BpeAHOCT je Be3aHa 3a nocebHy cuTyauujy, jeaaH nocebaH npobnem ca Kojum ce cybjekT
CyoyYaBa U Koju peluasa.
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MpeTnoctaBMmo An Aa vHaAuBMAya nepumnupa n € N pasanuuTux cutyaumja Koje moxKe BUAETU Kao
npobnem M pewasatm WX, oHaa uMmMamo Toauko (k =1,2,..,n) reHUx nocebHUx cnocobHoCTU
Sy = I Hy. Hbnxos 36up

je ykynHa nHpopmauuja nepuenuuje gate ocobe.

Ca apyre cTpaHe, 360r 3aKOHa ofp¥arba ', UMa CMUCNA AePUHUCATU UHTEH3UTET, YKYMHY Mepy KaKko
WHTE/IMreHLMje TaKo U Xujepapxmje Koju ydecTsyjy y MHbopmaumjn nepuenumje (5). To He mopa 6uTK
npoct 36up, Kako ,MHTenureHumja” I, Tako HUTU ,xujepapxuja“ Hy, na Hu ,MutaropmHa Teopema”
(kopeH 36upa KBagpaTa), Hero 6M0 WTa 13 borate pUsHULE MmaTeMaTUUYKe Teopuje mepe.

NHTenureHumja je npunaroa/buUBuja BeNMYMHA, NAACTMUYHK]a je o4 xnjepapxuje y BehuHu cnydajeBa, na
je ocoba Ta Koja ce aganTtupa ga 6u 6una ycnewHuja, a pehe obpHyTo. 360r ogpKaBatba KONYUHE
OOTUYHE MHTENUTEHUMje Makbe-BULLIEe HENPOMEHEHOM, OHa Ce MOMXe OpraHM3oBaTM Tako wTo he
YCTPOjUTK CBOje AHEeBHe pyTUHe (Bpeme ycTajatba W Nerarba, jena, pacnopen anatku ca Kojuma paam,
KOHTaKTa ca Aapyrum cybjekTMma, meTofa paja) ca uu/bem ocnobaharba BMLIKA CNOCOBHOCTM 3a
HajBarkHMje y CBOjOj Kapujepwu.

CNMYHO BaXkm 3a KoNekTus. MIHTenureHumja je Taga ocobuHa rpyne, a xmjepapxmja oneT HeWTO M3BaH Tor
cybjeKkTa. 360r Te NAAaCTUYHOCTU MHTENUTEHLMjEe HacnpPam OKOJIHMX OrpaHuyera, nspas ,epukacHocT” y
BOjcum, npeaysehy, I0Ka/IHOj CamMoynpaBu, MMa TEXKUHY KakBy 3HamMo Aa uma. MNopeano cam je paHmje75
ca KobacuLLOM CTUCHYTOM Ca jegHe cTpaHe Aa 61 Ha Apyroj ekcnaogupana.

Hakanoct, okonnHa ce merba. OHa ce merba U Ha HenpeaBua/bMBe HaunHe, Na epuKacaH CUCTEM Koju Te
npomeHe NoKyLwasa NpaTMTK Npe Uau KacHuje gocnesa y hopcokak. Kao y oHoj uspeum aa Hac u nytesu
nonsao4YyaHn gobpum Hamepama MOy OZBECTV y nakao. Jlosay, he HagMyApPUTM 3BEP CBOjUM BULLKOM
WHTENUTeHuMje, TUMMYHE 32 OPUTMHAMIHOCT KOja Cce He Hafasu Ha 3aupTaHMM NYTEBMMA, 3@ Pa3/INKY 04,
pyTUHa.

M: ma nm N3BECHOCTM y TOMe Aa edUnKacaH CMCTEM NPE UM KacHMje 3acTapeBa?

O: [la, a gokas Tora notpaxu y legenosoj Teopemun HemoryhHoctn. OpraHusaumja Koja 6u 6una Tako
edmrKacHa Aa He 3actapesa, buna 6u cnocobHa ga ce npunarohasa CBAKOj NpomeHU. Anv TakBa He 6u
6una moryha, jep npomeHe 3Hajy 6UTM HenpeaBUA/bUBE 32 CBAKWM yHanpes AaTW CUCTEM OrpaHUYEHsa,
nonyT UCTUHA KOje Ce HWN Y KaKaB KOHLIENT /IOTMKe (HNp. apuTMeTHKe, anrebpe, maTeMaTUKe) He MOTy CBe
cmectutK, Na he ce CBakM HauMH OpraHM30Bakba Ha Kpajy NoKasaTh HeycnewHum.

MaTepujanHu cBeT nonako rybu uHPopmaumjy. EHTponmja cyncTaHue Kocmoca pacTe AOK HeHa
nHpopmaumja onaga’® u ognasm y npocTop Koju je cee Behu. MocTajemMo cpeanHa umje ce yHyTpaLuke
ypehere nobosbluaBa, M3BECHOCTU PacTy U CBe BULLE IMYMMO Ha HEKOra Ko 3aTBapa Npo3ope W BpaTa

74 .
nHbopMaLmje n BepoBaTHohe
75 . .
[2], 2.3 UHdOpmaLmja nepuenumje |
76
3BaHMYHa GM3MKa He BN ce ca MHOM OKO 0BOra CA0XKWUAa
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yaasmeBajyhu ce og BamwTtHHe. Mpn TOMe cnosbHe HenssecHocTU Hehe HecTajaTu, Hero he Hac ce camo
Makbe TULLATK, 3/ Taj NpoLLecC He nae A0 CaMor Kpaja, 40 NOTNYyHOr HecTaHKa MHGopmaLmje.

Y3 nNpeTnocTaBKy Aa ce NPOCTOp, Bpeme U maTepuja cacToje oA camux uHdopmaumja, a Aa je CylTUHa
0OBe HeM3BeCHOCT, a CBe TO 3aje4HO Ca 3aKOHMMa Ofp’Katba, He UAe 3ak/byyak [a Ha Kpajy Henpeq-
BUA/bMBOCT MOXe cacBMM HecTaTu. Ca TaKBOM, CBaKM Ma KaKo obesbeheH, curypaH n epuKkacaH cucrem
npasuaK, ynpaso 3aTo wWTo he nmaTu BULLIe orpaHMYerba 04 BakbCKOr cBeTa, mopaTtu he 3actapesaTu.

M: AKO 3aMUCAMMO CUCTEM BEJIMK Kao YMTaBa BacMoHa. Moxe in oHaa 6UTK Aa OH He 3acTapesa?

O: He. Ma Konuka buna BacuMoHa, OHa je Takohe Heka MHbopMaLunja U, Npema Tome, HEM3BECHOCT Ka
CBOM OKpYy»Kekrby. 3aTo je Huje moryhe A0 Kpaja npeaBuaeT U onucaTu, HUTK je moryhe ocMUCANTU Tako
[a HeHW ogHOCK Byay yHanpea npopadyyHaTu. Y TOM CMUC/Y HM Cama BaCMOHa HUje HUTU MOKe BUTn
[0BO/bHO OPraHM30BaH CUCTEM KOju b1 morao ga ,He 3actapeBa”.

UHdopmanyja nepuenuuje

N3 ckanapHor nponssoga BeKTopa moxemo M3syhu pasnnumte uHtepnpetaumje, a mehy tomma npoHahu
hemo n pasnuumta objawrera MHPopmMauumje nepuenuuje. 3abyHy OKO TaKBUX cagpkaja Hajuewhe
npaBse Halle npeapacye y cxBaTakby MHGopmauuje.

Mutarbe: Kako je moryhe aa u3pas ,uHPopmaumja nepuenumje” KOpMcTMW U 33 HEWTO WTo bu npe
Tpebano HasmBaTtu ,BepoBaTHohom nepuenunje”?

Oarosop: JacHO MM je nuTawbe, O0OPO je nocTaB/beHO. Ancypd 3ameHe peuun ,BepoBaTHoha” u
,MHbOopMaLmja“ nonasn M3 HUXOBOr NPETNOCTaB/bEHOr ,jacHOr U pasauuuTor” cmucna. BeposaTHuju
porahaju marbe cy MHPOPMATUBHM; NpPBa UMNAMUMPA peanunsauujy Behux BpegHOCTH, Apyra MakbuX.
Anu, Huje cBe’’ y Be3u ca HKMa TaKo LpHO-6e10.

Kapa je Heku porahaj A ckopo ussecTaH u BepoBaTHoha p = P(A) aa he ce oH gecutn NpmbAKXKHO je
jepaH (p — 1), oHaa je cynpoTaH gorahaj A ckopo Hemoryh v BeposatHoha ga ce oH Hehe gecutu
q = P(A) npubanxHo je Hyna (g — 0). Yonwrte je p+q = 1, na Ha ocHOBY GYHKLMOHANHE aHanu3e
(pa3Bojem noraputamcke dyHKUMje y pes) aobujamo penaumjy

q=-b-logp, (6)
roe je b > 0 Heka KOHCTaHTa Koja ogpehyje mepHy jeauHnULy MHbopmaumje.

Mpema Tome, y cabupuyma nHdopmaumje nepuenumje (1) gpyrn daktopn mory 6mMtn BeposaTHohe (43
ce patm porahaju Hehe gecuTn), yume oHWM noctajy nHpopmaumje peanmnsaumje nctux. Lto cy Taksu
porahaju suwe ,Hemoryhn“ ruxoBa BepoBaTHoha 6osbe anpokcummupa XapTaunjesy WHbOpmauujy
(norapuTtam BepoBaHohe) HMX0OBE Herauuje, a TakBe Cy yr1aBHOM 3abpaHe NPUPOAHUX 3aKOHA M YBPCTE
Xujepapxuje.

7 1], 14 HeogpeheHoct
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[akne, Kaga rosopumo o ,MHbOpMaLUjM nepuenuuje” y OCHOBHOM CMWUC/AY, Kao O CKajslapHOM
npoussoay ,UHTeAureHumje” n ,xmjepapxuje”, oHga ce um/ba Ha TakBe uspase.

Opyru npumep je LLleHoHoBa nHbopmauuja

S = —p,logp; — p;logp, — - — pylogpy, (7)

roe je pr pacnogena seposatHoha, a S je cpearba BPeAHOCT (MAaTEMATUUYKO OYEKMBaHE) HUXOBUX
nojeanHux nHpopmaumja. N36op 6ase sorapuTma ocTaB/bam YMTAOLLY.

Noraputmn 6pojesa p € (0,1) HeratneHu cy u LLleHoHOBa MHPOpMaLMja je NO3UTUBAH peanaH 6poj.
Kapa npsu dakTopun YnMHe onagajyhm HM3, Apyrm YmHe pactyhu, na Taj M3pas S npeacras/ba CBOjeBPCTaH
MUHMMYM. Kaga 61 oBu pakTopu 6MmM ycarnawweHu Tako ga oba umHe onagajyhu Hu3, unm oba pactyhm,
36Up cabupaka 61 6MO MakcMmanaH. HanpoTmB, oBaKaB M3paykaBa MUHMMAIM3aM CPeatbe BPeAHOCTU
nHbopMaumja pacnogene seposatHoha.

Kapa 6u 6poj moryhHocTu pacnogene seposatHoha (7) 6uo Beoma BenuKkn (n — o), a BeposaTHohe
Matrbe-BUle bune yjeaHadyeHe, oHAa 6u Npema NPeTXo4HOM MOMIM nNucatu py = —logqy, pesom 3a
cBako k=1,2,..,n, rae cy q, — 1 BepoBaTtHohe pa ce k-tu porahaj Hehe gecutu. Taga 6m 3a
SMHPopMaLmjy nepuenunje” moram pehu ga npeactaB/ba CKanapHU NPOU3BOL BEKTOPA KOMMOHEHTU
KOju HUcy BepoBaTHohe, Hero cy MHpopmaumje.
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12. KostmuuHa onnuja 111

14. mapt 2021.

HacTtaBaK Teme ,, KONM4MHA onumMja“ caga Ha KomnnekcHe BpojeBe, BEKTOPCKA MHOXKeHa U Kopenauujy.

KoMmniekcHu 6pojeBu

Ha cnuum neBo je [lekapTos NpaBoyrav cuctem KoopanHata Oxy vy emy Tauka z = (x,y). CtaBumo

[

¥

z=x+1y,
roe je i UMarMHapHa jeAnHMLA 3a KOjy BaXKu [ —1, yume z noctaje
KomnnekcaH 6poj, a pasaH Oxy KOMMNIEKCHAa. 3a Pas/IMKy o4 cKyna
peanHux b6pojesa R, 3a ckyn KomnaekcHMx o3Haka je C, ncrta Kao 1 3a

2:

() X

KoMMAeKcHy pasaH. Mpumetumo, x,y € R,annz € C.

MmarnHapHa jeamHuua uma nosuumjy i = (0,1), foK cy KoopanHaTe peanHe jeauHuue (1,0). Kao wro

3HaMO, KOHYrOBaHO KoMniekcaH 6poj 6poja z = x + iy je 6poj z* = x — iy, Ha cneaehoj canMum aecHo.

Ancumca (x-oca) je oca cumeTpuje KOHYroBaHO KOMMIEKCHUX BpojeBa,
na he Tauke f*(z) v f(z) 6UTM OCHO CUMETPUYHE Yy OAHOCY Ha HbY, 33
cBaky peanHy ¢yHkumjy f(x), a otyma f*(z) = f(z*). 3ato je f*f
peanaH 6poj, nexu Ha ancumcy, jepje (f*f)* = f*f.

MocebHo 0BO BUAMMO M3 z*z = (x + iy)(x —iy) = x? + y2 € R. U3
TOra cneaum Aa ce KeBaapaT MoAy/ia KOMMNAeKcHor 6poja, Herose T3B.
anconyTHe BPeAHOCTM, MOKe AedpuHmcatn nomohy yaas/beHoCTH Tauke,
KOja ra y KOMNAEKCHOj paBHU NpeacTas/ba, 04 UCXOAMLLTA:

|z| = 0z = Vz*z.

Ta geduHULMja gocneaHO BaXKM M 3a peasnHe bpojese.

]

V-

Y nonapHum KoopauHaTama (Or¢) 3anuc Tauke z = x + iy noctaje z =r(cos@ + ising), a woj

KOHbYroBaHO KomnaekcHe z* = r(cos @ — isin ), rae je r = |z|. To ce yobuuajeHo v nako gobuja us3

TpaHcdopmaumja [JeKkapToBUX KoopAMHaTa y NonapHe, 3a Ynje ussohere je 4oBO/bHA TPUFOHOMETPM]a

npaBoyrior Tpoyrna. Mano je cnoXeHuju [0Ka3 jelHaKoCTH T3B. Cis @ = cos ¢ + i sin ¢ dyHKuMje

e’ =cosp +ising,

(1)

Kojy je NpBu Hawao Ojnep’® u Koja ce No remy Hasmea. Ojnep je NO3HaT MO BENMKOM JONPUHOCY Pa3Bojy

CTeneHux peaosa, NpuMKkasmeaky GyHKUKMja y 06mnKy 36Mpa 6eckoHauyHO MHOro cabupaka, nonyT:

2 n
eW =1+Y 4% 4 ¥
1! 2! n!

o | ot P
cos§0=1—;+z—"'(—1)n@+“' (2)
S A A AP R S i

SIM@ =711773 + 5! -1 (2n+1)! +

’® Leonhard Euler (1707-1783), wBajuapcko-HEMAUYKO-PYCKN maTemaTuryap.
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0laK/le MHOXEHEM CMHYCA UMArMHAPHOM jeAIMHULLOM 1 cabuparbem ca KOCMHYCOM, Ma cTaBsbajyhu
w = i@ pobujamo (1). Ojnepos 6poj e = 2,71828 ... je paumoHanaH TpaHcLeaeHTaH.

MNonasehun opg (1), aeduHuumje l]OFapMTMa79 n Xaptavjese WMHbopmaumje, moryhe je peduHmcatu
,FeHepanmcaHy MHpopmaumjy”, WTaBuwe NpenosHaTH je y pewervy LLpegmHrepose jegHaunHe

hz 2 —_ i
- %V l//(rl t) - lh ot !//(r; t), (3)

roe je y TanacHa GyHKUMja YecTmLe Ha MeCTy Ty TpeHyTKy t. Peluerse 3a yectmuy umnynca p unm
TanacHor BekTopa k, ca yraoHom $ppeKBeHUUjom w nan eHeprujom E, AaTO je KOMMNIEKCHOM PaBHMU
Tanaca

y(r, t) = Aeltkr-0t) — fgoilpr-EO)/h "

hk? 2 .
Ca amnanMTyaom A u w = Py (nnn ekBuBaneHTHO E = Zp—m) y Cny4ajy Aa yectmua uma macy m, o4HOCHO

w = kc 3a yectnuy 6e3 mace (MnpoBama).
MHoXema

CBakn HU3 n € N bpojeBa moke ce nNpeacTaBuUTU BekTopom a = (a4, s, ..., a,) HEKOr S; BEKTOPCKOr
npoctopa (0x1 X5 ... X,). Y €YyKANACKOM CMUCAY, UHTEH3UTET, UIM HOPMa BEKTOPA je HeroBa AyK1Ha

a=lal=+a?+a%+-+a2 (5)

a yoniuTe TO je HeKa Be/MuMHa M3 borate pM3HULE Teopuje mepe. CBaKaKo, BEKTOP je HY/ATU Kaga My je
WHTEH3UTET HYNa, a ,,Behn” BeKTop Beher je nHTeH3nTeTa. [IpomeHa cucTema He MeHa HopMmy.

CBaka [Ba He-Hy/iTa BEKTOpa, NonyT nomeHytor a u Hekor b = (bq, b,, ..., by,), oapehyjy camo jeaHy
pasaH Oab, kao Ha cnegehoj camum. OHM Nprnagajy HoBom cuctemy S, KoopauHata 0xy, rae je:

0A=|a|l =a, OB = |b| = b; A= (A, A,y), B =(By,B)).
Mpu Tome je M3mehy gaTuUx BEKTOpa cayyBaH yrao

¢ = X(A0B) = —a; a = <(x04), B = (xOB).

OkomuTa npojekuuja Tauke B Ha nmHujy OA je Tauka B’, a oy»uHa oacedka OB’ = 0B - cos @. CkanapHu
(yHYTpalwHK) Nponssog AaTUX BEKTOPA MMa UCTY BPeAHOCT y oba cucTema

a-b = |a||b|cos ¢. (6)

Y nonasHom, Kopuctehn ocobnHy opTOroHasIHOCTM CBAKOr Mapa o4 1 KOOPAMHATHUX OCa WM 3aTo LWTO je
c0s 90° = 0, nako gobujamo

7% 10. Konnumna onumja
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ab = a1b1+a2b2 +"'+anbn, (7)
a To je ckanap (6poj) jegHak (6).
] v
0 A B
8
! _
N e ',']
| |
g A |
5 & I I
> | e : %
0 B Ax

Mpumetmo Aa je nospwmuHa I1 Tpoyrna OAB Ha cavum jegHaka MoaynpousBody OCHOBULE 0A v

Bucure BB'. Kako je BB’ = OB sin ¢, aedunmwemo nceygockanapHn®™ nponssos
a .. b =|al|lb|sing (8)
n ume nospwnHy a - b = 2II(0AB). Ucta nospwmHa Tpoyrna OAB mose ce Aobutn oaysvmarbem

nospuwuHe Tpoyrna AOA, oa 36upa nospwwuHa Tpoyrna BOB, v Tpane3a ABB, A, , pakne:

1

1 1 1
T1(0AB) = 2 ByBy, +-(By + Ay)(Ay — By) — 5 AxAy, = 5 (AxBy — BiAy).

yBEﬂ,EMO 11 O3HAKY
[A,B] = A.B, — B,A,, (9)

Kojy Ha3uBam ,komyTaTop” Tadaka A(Ay,Ay) v B(By,By), 6uhe a -~ b = [A, B]. KomyTatop Tauaka,

—_— —_—
OZHOCHO MceyA0CKanapHM NPOMU3BOL 3aMpPaBo je MHTEeH3UTET BEKTOPCKOT Npounssoaa sBektopa OA X OB.

Nudbopmaumjy nepl_l,enl_l,wje81 pPa3syMeMO Ha HauuH CcKanapHor npomssoga (6) peuumo Kaga cy
KoeduumnjeHT oba BeKkTOpa BepoBaTHohe, y Kpajbem C/yyajy Kaga BekTopu a v b npepcras/bajy
pacnogene BepoBaTHoha, Ma HMX0B BehM NpousBog 3HauM M3rnefHujy nojasy. HacynpoT Tome,
nHbopmaumjy nepuenumje® 6osbe je pasymeTH Ha HauMH NceyAocKanapHor npoussoga (8) Kaga oHa
npeacTas/ba Ha NpUMep ,jefHaKe NOBPLUMHE Koje pagMjyc BEKTOpW naaHeTa npebpuly y jeaHakum
BpemeHuMa onxozehu oko CyHua” (Apyrv Kennepos 3aKoH).

Kopenanuja

8103],2.4.4 MceyaockanapHu npoussog, cTp. 91.
¥ 11. Koamunna onuuja ll
82 3], 2.4.7 NoTeHuujan nHdpopmauuje
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Y Behum rpagosmma /byan bpxke xodajy, Tamo rae /byan bpxe xoaajy Behu je npoueHaT Kagpuao-
BacCKy/apHUXx b6onectnjy. To je jeaaH HOBMjM MpUMEp Texe yousbuBe Kopenaumje. Mo3HaTuje cy oHe
nonyT, WTO BULIE TPYMMO BMLUE Kajsiopwuja caropeBamo, LITO je Ay)Ka KOoCa Ha by BMLIe LAMMOHA
Tpownmo, unm conehm xpaHy suwe Mmahemo sehu KpBHU NpuTUcak. MPUMETUMO A3 He BaXKM yBeK
0b6pHYTO, Ha NPUMEpP MOXKe Ce MMATK NOBULLEH NPUTUCAK 1 B6e3 NpecnaHe UCxpaHe.

Y yubeHnUMMa CTaTUCTMKe, KaZla ce Mpoy4Yasa Kopenauuja u nctnde moryhHocT n3soherba norpelHmnx
3aK/byyaKa Ha OCHOBY Hbe, YeCTO ce CNoMUbe MojaBa youeHa y KoneHxareHy HeKOIMKO roguHa HakoH
[Lpyror ceetckor paTa. NpumeheHa je no3MTUBHA Kopenaunja usmehy 6poja HoBopoheHe aeue n bpoja
poda Koje cy ce rHesgune y Tom rpagy. MehyTum, oHa He 3HauM [Ja pode AOHOCe Aely, Hero je
nocnegmua npecenerba CTaHOBHULITBA Ca cefa y rpag, y BpemeHy HakoH paTta. Ca NPUCTUIANM HOBUM
CTaHOBHULLITBOM Aecuno ce nosehaH bpoj HoBopoheHe aeue 1 U3rpaama Kyha ca gumraumma Ha Koje cy
AoAaTHe poje Mor/ie NocTaB/baTu CBoja rHesaa.

YonuwrTe, Kopenaunja (naT. con = ca, relatio = ogHoc) je mehyoaHoc unn mehycobHa nosesaHocT age
pas/iMynTe NojaBe NpeacTaB/beHE BPesHOCTMMA ABe Bapwjabne. Heka cy gaTte mpBa M gpyra CBOjUM
HU30BMMa NnogaTtaka, a = (aq, ay, ...,a,) u b = (by, by, ..., b,). 3a cBakM o4 HM30Ba NOCEOHO HaNa3UMO
cpeAtby BPeAHOCT, HbMXOBY BIACTUTY TEXKMULLHY BPEAHOCT:

aitaz+-+an E _ b1+b2+"'+bn
Vi - .

a= (10)

n n

04 KOMMNOHEHTU BeKkTopa a u b oayamemo HUXOBe cpeate BpegHocTU. [lobnjamo HoBe KoepuunjeHTe

a’j =a; — au b'j = bj — b pefom 3a nHaekce j = 1,2, ...,n, HoBa ABa BEKTOpa:

a, — (al - a, a, — a, ...,an - a), b, == (b1 - b, b2 - b, ...,bn - b). (11)
LLTa ce Tapna p,oraT')a NPWKA3aHO je NojeAHOCTAB/bEHO (n = 3) Ha cnep,eﬁoj cavun neso.

Tpoyrao A A,;A; pedviHuwe jeaHy paBaH M
HOMe jefaH CUCTeM KoopauHaTta. Tauka T je
TeXuwTe Tpoyrna, a Tayka O je wucxoguwTe
cucTema KoopauHata. BaxkHa Ham je camo jegHa
04, 0ca TOr cucTema U Npojekumje cBMX TayaKa (ca
CAVKe) Ha Ty ocy. KomnoHeHTe npBor of rope
[aTUX BEKTOpa, BEKTOpa a, CYy pefom:
a; = 04;, a; = 04,, a3 = 04;.
OHe nocTajy KOMMOHEHTE TeXMLIHUX BEKTOpaA:
ay = T_Al; a, = T_Az; a3 = T_A3

CnunuHo je objawrberbe 3a BeKTop b.

M3pa‘-IYHaBaMO UHTEH3UTETE OBUX BEKTOPA:

a=ld|=a?+ad%+-+ad% b =|b|=b?+b%+ - +b3. (12)
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Npema Kowu-LLIBapLoBoj HejeAHAKOCTH, CKanapHM NPOU3BOA, ABa BeKTopa Huje Behu o nponssoaa
FUX0BUX MHTeH3uTeTa (a’' - b’ < |a’||b’|), na je KoedpuumjeHT Kopenauuje

ar-br

r=—m,
lar|[br|

(13)

peanaH 6poj u3 uHTtepsana (—1,+1). Kaga je —0,20 <r < +0,20 nose3aHOCT je HUWKaKBa MU
He3HaTHa. Kaga je 0,20 < |r| < 0,40 nosesaHocT je naraHa. Kaga je 0,40 < |r| < 0,70 nosesaHocT je
cTBapHa UM 3HavajHa. Kaga je 0,70 < |r| < 1,00 noBe3aHOCT je BUCOKa MW BP/IO BUCOKaA.

M3pauyHaBare KoeduuumjeHTa Kopenaumje (13) TMnuuyaH je 3agartak crtatucTuKke. Mogaum ce Taaa
nocmaTpajy ynapeHu:

(al' bl)l (aZJ bZ)l s (an' bn)' (14)

a Be3a ca ,,TeXXuUwTem" nonyT oHe Ha MNPeTXoAHOoj CAnUM HUje buTHa. MehyTim, Kaga nocmatpamo ABa
TaKkBa TeXulTa (n-TopKe Tayaka) ca oarosapajyhum TexuHUM BEKTOpMMa (MoTe3nma of, TeXuLTa 40
TayaKa, TeMeHa) U TemMeHa (Tayke), MOXXeMO 3aMnasuTu HbMXOBe PasinunTe opjeHTauunje. OpjeHTauujy
Kopenaumje MoXemo npec/imkati Ha 06/1MKe, He camo Ha BpojeBse, Kako ce Buan Ha cneaehoj canum.

Mpea aBa Tpoyrna (upBeHa) cy y HeraTUBHO] Kopenaumju, a cnegehe gsa (nnasa) y nosuTuBHOj. Mpu
OBaKBOM BM3ye/IHOM ynopehuBakby, aHa/NOrHO WM3padyyHaBakby Kopenauuje, Huje OWUTHA BeNYMHA
Tpoyrnosa Beh camo HuxoBa reomeTpuja. MocebaH HauM pasymeBarba Kopenauuje, HapasHO, je
nHpopmaumja nepuenuuje.
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13. I[Ipeno3HaBame 06/IMKA
O Tpu BpCTE MpeXKa 1 Kopenauuju.

17. mapt 2021.
Ci10604He Mpexe

Teopuja rpadoBa je obnact matemaTMke Beoma 3acTyrybeHa M Yy WMHbopmatuuu. tbeH je uwm
npoy4yaBate 0COOMHA Tayaka, OA4HOCHO YBOPOBA MM BpXoBa (eHr. nodes), NnoBe3aHMX ANHWjaMa, UAn
rpaHama. HajsaxkHuja Hama Tpu TMna rpadoBsa cy ,mpexe” npukasaHe cnegehom camkom.

MpBa ca ne.a je ,mpexa manor ceeta” (eHr. small-world network), BpcTa rpada y Kojem BehuHa uBopoBa
HUCY HEMOCPeaHW cyceau, anun HUXOBU Cyceau TO yriaBHom jecy. lNpeTexkaH 6poj BpxoBa Te BpCTe
ontepeheH je BeNMKUM Bpojem nnHMja 3apag, Kpahux nyToBarba uamehy YBopoBa. M3parkeHo YKynHUM
6pojem Tayaka N mpexe, npoceyaH 6poj noBesHULa agejy je

L; < loglogN. (1)

Ha npumep, y 6a3u npupogHor noraputma e = 2,71828 ..., 3a 6poj ysoposa N = 108, Hanasumo
log N = 18,4207 v Ly =10g 18,4207 = 2,91347. [dakne, Tpeba (y npoceky) mare oA Tpu KopaKa Ao
NPOWU3BOJ/LHOT APYrOr MecTa MpeXKe ,,Masor CBeTa” ca CTO MUIMOHA No3uLMja.

[Opyra, cpegta Te cavke je ,cnobogHa mpexa“ (scale-free network). CpeauwiTe, KOHLEHTPATOP WM
,romuna“ mpexe (hub) je uBop unja 6pojHOCT Be3a 3HATHO Npemallyje NpoceKk. TakBa MpPeXkKa je HeKu
ontumym ontepeheHoCTn NoBesHULAMa 1 Ay»KuHe nyTesa nsmely usoposa

logN
—_— 2

2 loglogN (2)
Ha npumep, 3a NpMpoaHM noraputam 1 6poj 4sopoBa M3 NpeTxoaHor cnydaja (6ase e u N = 108) capa
fobujamo L, = 6,32258. Kpo3 cnoboaHy mpexky ca CTO MUIMOHA YBOPOBA CTUXKE CE Ca OKO LecT

KopaKa usmehy aBa Npon3Bos/bHa YBopa.
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HoBwu uBop cnoboaHe Mperke BepoBaTHMje Ce BEXKe 3a YBOp ca BuLe NoBe3HMua. To ynpaso 3aTo LWTO cy
BepoBaTHohe noBe3HMLa jegHaKe. 360r paBHOMPABHOCTM rpaHa HoBW BpxoBK ynyhyjy ce Ha noctojehe,
ca BepoBaTHohama nNponopLMoHaAHUM Bpojy NPUCYTHUX

pp = (3)

Xjkj’
roe je p; BeposaTtHoha nosesnBatba HOBOT YBOpa ca i-TUM noctojehum, a k]- je 6poj Be3a j-tor usopa.

Kaga 6u 6poj nMHKOBa Mo TeMeHy OMO YpaBHOTENKEH, KAo Ha CAMUM ,CydajHe” mperxke (random
network) rope fecHa, rae je k;j NpubAMNKHO KOHCTaHTHO, oHAa 6u pacnogena seposaTHoha 6una
jepHonMKa u pepa BenmumHe 1/N 3a cBako Teme. Mehytum, cnobogHa mpeska cnegu cTeneHy
pacnogeny, 6ap acMMNTOTCKM, BepoBaTHohe

p(k) o k7 (4)
yBopa ca k KoHekuMja. MapameTap ¥ je 06uyHO 6poj 04 2 A0 3.

3aTo ce mann bpoj BENMKUX PaCKPCHULA M3aBaja Hacnpam BesMKor bpoja manux y cnobogHom pacty
MpeXKe NyTeBa; Camo Cy HeKe No3HaTe JIMYHOCTM BEOMA ClaBHE 3a Pas/IMKY 04, MHOTUX; nocebHe Krbure
cy bectcenepu; oko 80 oacTto Beb Besa ce ynyhyje
Ha 15 oacTto Beb cTpaHuua. CBM OoHM dopmupajy
138. cnobogHe Mmpexe. MMapeto® je npsu
NPUMETMO NMOMEHYTY 3aKOHUTOCT U y borahery
ManobpojHMx Ha cnoboAHOM TPXKUWTY poba wm
#® HOBLLA.

Ha cavum neBo npuKasaHa je cTeneHa ¢yHKUMja
onagara ydewha yBopoBa ca 6pojem Be3a k,
ynopeno ca 3BoHactom (laycoBom) pacnozenom
k npuénnMxKHO yHMbOpMHe AucTpubyumje Kojy,
peyeHo je, uma Tpehu TMn mpexe ca NpeTxoaHe

cnuke. Taj Tpehu TN yonwTe He onTepehyje csoje
4YBOPOBE BWULUKOM MOBE3HULA, aluM NO LeHy Aa
MMa Beoma ayre nytese nsmehy ysoposa.

[JeTasbe 0 ayKMHama nytesa Kpo3 mpeske (1) u (2)
MOXKeTe NOTPaXKMTU y npunosuma [17] nam [18].
Ha cnepehoj cavuy pecHo, npukasaHu cy jow
jeaHom npumepun ,cnoboaHe mpexke” neBo U
,CNyYajHe” pecHo. Jow cnoxeHuje OBe MpeKe
Mory 6UTU TOJIMKO HejacHe Aa NocTaje TEeWKOo
NPOLEHUTU KOjem TUMY Npunaaajy.

8 vilfredo Pareto (1848-1923), UTanujaHCKK HayYHWK.
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AKO BaM ce y4MHU aa 61 pasnmkoBake ,,cnobogHe” oa ,,mane” nam ,cnydajHe” mpexke tpebao 6UTK nak
nocao npenopydyyjem pa norneaaTte peummo: lNpeaHOCTU CTakba BWMLLKA Nakkbe, MO3HaTUjer Kao
nopemehaj XvMnepakTMBHOCTM ca depuumuTom naxme™. MuTare je Aa AWM ce Te MPeAHOCTU MoOry
pasymeTu (MmoaennpaTi) HEKOM Of, MOMEHYTUX MpesKa U KOjom?

Y nomeHyTOM cnydajy pagu ce o ocobuHama: 1. CnocobHOCTM NpoHanaxkera anTepHaTUBHMUX NyTeBa 3a
npesasunaxere npenpeka; 2. Mohu ocobe ga carnega wupy camky; 3. MoryhHocTu ga us xaoca cTBapa
pen; 4. MNocseheHoctn; 5. EHepruyHoctu; 6. dnekcmMbunHoctM — cnocobHocTM Aa ce npwuaaroau
cuTyaumju; 7. Jobpom Howemy ca Kpusom; 8. MpaKTUUYHOCTK ¥ paay; 9. FeHepaTopy maeja; 1 apyrum
rpynama tTamo HasegeHuMm. MNpumep cam y3eo HacymuLe, ann naeja je onwTa. Tpaxu ce npeno3HaBambe
061uKa (dm3myKor usrnena, NoHalarwa UAM KapakTepa, ocobe uam nojase).

Kopenanuja

MpebpojMmo NoBe3HMULE YBOPOBA NPBE O, MPEeXKa ca C/IMKe Ha NOYEeTKY TEKCTa U nopeaajmo pesynTarte y
HU3 no pactyhem pepocneny. To je ,mpexa manor ceeta”, a gobwjeH je Hn3: ay; =0, a; =0, a, =0,
az;=4,a,=8, as =4 v ag = 0. O3HaKa a; = n 3Hauu ga npea (a-Ta) mpexka Uma n 4yBoposa ca k
nosesHuua.

— 16 —_ .
M3payyHaBamo npocek a = ~ na dopmmpamo HU3 a'y = a;, — @ 3a Hanaxere Kopenaumje: a'y =
12

40
ay=a,=d¢= - as;=as= = A= MHTEH3NTET, OAHOCHO HOPMa TOr HM3a M3HOCK

a' =ad?%++a%=4/26/7 ~7,70899. Caxero:
16

a,=0, a,=0, a,=0, az=4, a, =8, as=4 a=0 Y =16, E=7,

16

/__E ’=_E I=_E /=E lzﬂ I=E I=_E -

ay = ay -1 Q2 , a3 -1 g S a5 - A6 - a 7,70899.

Ncto ypagumo ca 6pojem nosesHuua apyre, T3B. ,cnoboaHe” mpexe: by = b, = b, =0, by = 13,
b; =1, bs =2 un bg = 1. Tako bs = 2 3HauM Aa neT Nose3HULA UMajy ABa 4YBOpa Apyre no peay, b-te

LT 17
mpexe (scale-free network), nomeHyTe npse canke. ApuTmeTnYKa cpeamHa OBOr HM3a je b = — Nna3a

17 10 3

b’ = by — b pobujamo: b = by = b'y = =2, b'y = 2, by = b's = = n b's = — 2. Nurensurer je

b'=./b'+--+b'%6 = 6,/26/7 = 11,5635. Caxero:
by=0, b =13, b,=0, by=1, by =0, bs=2, bs=1 %=17, b=,

yo 17 T4 o, 17 .,
bo__7lb1_7lb2__7lb3__

10 Vi ! 3 ! 10 !
7,194_: ——,b5 = —;,b6=—7,b = 11,5635

Koga Tpehe (,cnyyajHe” mpexke) uBopoBa, y pactyhum HM3y no 6pojy noBesHMLA, UMa: €y = Cs = Cg = 0,

. —_ 9 .
c1 =3,¢c; =4,ac3 =c, =1. MaTemaTUUKO OYeKUBatbE je ¢ = ~» Na je KOpenaunoHm Hus: c'g=c's =

I 9 , _ 12 19
CG__;JCI__ICZ

. =—n c'3=cy= —;. WUnteHsutet ¢’ = 6,/3/7 = 3,92792. Caxero:

8 positives Of ADHD, https://addcoach4u.com/151-positives-of-adhd/
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=0, =3, =4 =1, ¢=1 ¢5=0, ¢=0, £=9, =2,

_ _ _ _ o 2 45 _ 9 4 _ 9 4_
CO——7,C1—7,C2—7,C3——;,C4——;,C5——;,C6——;,C—3,92792.

KoeduuumjeHtn Kopenauumje® oux mpexa (HM308a) cy:

r _ algbrgt+ar bri+--+argble — (_176)<_1_77)++(_1_76)(_1_70) =—-0.301282
ab = arbr - 7,70899 x 11,5635 - :

Tae = —0,28307 1 1, = 0,399442.

3axBasbyjyhu oacycTBy Kopenauuje usamehy mperxka, MMa MOXKEMO xBaTaTu Behu cnektap c/ydyajesa,
npumeHa. Mornegajmo jegaH npyumep ca pacnogenom boratcrsa.

Mpema OpraHu3aunjn 3a EKOHOMCKY capaamy M passoj (OECD — Organisation for Economic Cooperation
and Development) 2012. roanHe je 6uno 0,6 oACTO CBETCKe nonynauuje oApacanx ca MMOBMHOM Behom
O, MU/IMOH aMEpPUYKMX [0s1apa, TayHuje 42 MUAMOHA HajboraTujux /byau Ha cBeTy apxanu cy 39,3
cseTckor 6oratctBa. Cnegehux 4,4 oacto, nan 311 mmanoHa sbyau, gpxano je 32,3 oAcCTO CBETCKOT
boratcrtea. [akne, gorwux 95% papxkano je ceera 28,4% ceeTckor 6oratctea. [ocebHO, HajHMKMX 60%
cBeTcke nonynauuje, Te 2012. roaMHe, Umano je ucto 6oraTcTBo Kao U 1226 HajboraTujux sbyamn Ha
dopbcoBoj AncTu.

MpumeTHO je Aa uMTMpaHa pacnogena boraTctBa Mma ¢opmy OBAe onucaHe ,cnobogHe mpexke”, ca
koeduumjeHTom b; = 13 Koju je 3HauajHO Behu of ocTanmx y b-Hu3y. To 3Ha4UM Aa pacnogena boraTcTea
2012. roanHe Hema GopMy a WAWU C-HU3A, OOAHOCHO MPEXKE ,Masnor cBeTa“ uau ,caydajHor”, jep cy
pacrnogene TpWjy HM30Ba 3HayajHO pasnuuute. To pasbe ynyhyje Ha ,,paBHONPABHOCT” y TOKOBMMA
KanuTana (poba, ycnyra, HoBLa), OAHOCHO 43 je CBET Yr1aBHOM ,,CN0604HO TRXKUWTE”.

JoaatHU U NpeunsHUjU 3aK/byylm Koje BUCMO M3BNaUYNAM TymadereM Teopema ,cNnoboaHux mpexa“
B6UAN BU MOXKAa U 3aHUM/BUBU]U, ann OHN HUCY oBae Tema. LLnpehu metoay Ha ApyliTBEHe nojaBe, Ha
ncuxonorunjy, Gusanonorujy Knsor ceeta, Unm GUsmnKy, Tpeba BOAUTM padvyHa O OrpaHUYerbMMma NpoueHe
CTaTUCTMYKOM Kopenaunjom Hu3osa. AKo nocToju ayb/ba nose3aHoCT Kopenauuja he aatm notepay, anu
AaBahe naxHy ,,NoTBpAy” NOHEKaA 1 TaMo rae Te Bese Hema.

#12. Konmumna onuwmja I, Kopenauwnja
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14. EBostyniyja seMokparuje
21. mapr 2021.

[enosu pacnpasa o MHPOpMaLMjM NepLenuunje n nocaeanLama Ha NnpMpoay 1 ApyLTBo.
UHdopmanuja nepuenuuje
- MoxeTe i1 M1 Ha HEKOM jeAHOCTaBHOM NMPUMepPY NojacHUTU MHOPMaLUjy nepu,enu,mjess?

- Oa, Ha npumepy cHare axoBcke urpe. Peummo, npeu urpad je aobap (oueHa 3) y oTBapakby, BpAo
nobap (4) y cpegmuwrbmun, a oanmya (5) y 3aBpwHMUM. YpeheH HU3 OBMX OLEHa 03HAYMMO BEKTOPOM
d = (3,4,5). CHara urpe je MHTEH3MTET MAM HOPMa BEKTOpa, OBAE KopeH 36upa Keagpata. 3a oBsor

urpava To je KopeH 36upa KBagpaTa Tpu Herose oueHe, V50, NpubAnKHO 7, Unun npeumsHuje:

a=|dl=vVd-d=+vV32+42+52=~7,071. (1)

Opyru urpav b= (4,3,2) y otBapatby je Bpsio aobap (4), nobap (3) je y cpegmwurbmum n gososbaH (2) y
3aBpWHMUM. CHara Herose Urpe je KopeH 13 29, NpUBANKHO 5, nu:

b=|b|=Vb-b =47 +32+22 ~ 5385. (2)

Tpehu urpau ¢ = (2,3,4) uma ucTy ,,CHary urpada” Kao b, ann ,cHare urpe” d npotme b u @ npotus &
HUCY jeaHake. Hanme, y HagmeTaky NpBor U gpyror uHbopmaunja nepuenumje je:

a-b

3:444-3+4+5-2=734, (3)
a y HagmeTarby npeor u Tpeher nHpopmaumja nepuenumje je:

a-¢=3-24+4-3+5-4=38. (4)

Y cnyyajy (3) HMBO urpe BMO je HUXKM Hero y cayyajy (4) Kaga moxemo pehu aa je urpa 6una jaua,
Xewha, uUB/ba, onakuja. Kewha urpa yonwTte nma sehy nHbopmaumjy nepuenunje, jep je pesyntat
MHOXeHa H130Ba AyxunHe n € N, ogHOCHO BeKTopa:

U U= (U, U, e, Up) * (U1, Vg e, V) = UV + UV, + o0+ ULV, (5)

Hajsehn aKo cy OHM jegHaKe MOHOTOHOCTM (0ba pactyha unu oba onagajyha). Hajmamu je y cnyyajy
CynpoTHEe MOHOTOHOCTW, jegHor pactyher a apyror onagajyher, HM30Ba ucTe AyKuHe. Moxe ce
NPUMETUTU Aa HA aHANOraH HaYMH MEPUMO M CHary camor urpada, mHoxkehu H13 ca cammm cobom

212 — — 4,2 2 2
|u’| - (ull Uy, ---;un) ' (ull Uy, :un) = U + u; + -+ Un (6)
N aayTMM npoueHama nMma nyHo JInHeapHe aHFE6pe.

- Npema Tome je NPOM3BOA HM30Ba MakbM WM jegHaK NPOU3BOAY HUXOBUX MHTEH3UTETA?

¥ 5. 19]
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- -
- [la, 6paso, To je nosHata LUsapuosa HejeaHakoct” d- b < |d||b|, npu yemy jeaHakoct Baxu ako u

CaMo aKo cy BeKTopu (d v b) KonnHeapHu (NapanesiHun) 1 3aTo NPONOPLMOHAHM.
- 3HauuM y NnpMMeHM Tpebamo MMATU HEKU HauMH BpegHOBaka Mrpaya, a 0cTasno je padyH?

- Tako je, ann ,BpegHoBarbe” HMje jeaHOCTaBHa CTBAp, a HaKOH ,padvyHarba” Huje naka 3agaha Hu
WUHTepnpeTauunja pesyntata. 3anpasBo, Tymauyerbe pe3ynTaTta padyHarba 3Ha 6UTU Teke of camor
payyHarba. Tpeba ce ceTUTM camo ,,NPob1eMCKMX 3a4aTaka” M3 MaTemaTMKe OCHOBHE LLKO/e, KaJa Ham
je 61UNo Texe cacTaBUTU jeAHAUYMHY HErO je PewwnTn, UAK NorneaaTv Mao fasbe Ha KBaHTHY MaxaHUKY.
Tamo HU HaKOH ZeleHnja padyHarba HUje npoHaheH pe3ynTaT Koju ce He 61 cnarao ca eKCnepumeHToM,
a M gaH AaHac My4MMo ce ca Tymayerbnma.

Pen u Hepep,
- Koje 6u bune rnaBHe nHTepnpeTaumje nHbopmauuje nepuenumje’?

- Buwm HMBO urpe je ,jako Ha jako, a cnabo Ha cnabo” oa obpHyTOr ,,0WTPO ca cnabum a NOHU3HO ca
jakmm“. 3aTo je gpkaBa y Hadeny jaya og maduje Kaga ce noHawa ,EeKOHOMCKU HeorM4YHO", peunmo
Aajyhu cybseHumje NnoveTHUUMMA U onopesyje boraTuje, 3a pasnuKy of (10NOBCKOr) NOHaLaka Yy Kojem
Ce OTMMA TAe Cce MOMKe a TO je YIIaBHOM 0/, C1Iabux, @ KNOHW ce jakux. 3aTo je KOHKYpPeHLMja Ha TPHKULITY
Aobpa 3a ApywTBO, jep NoAcTMYe HaameTakbe MONHMX, @ CAMYHO BM BUNO U Ca KOHKypeHuujom y
noaUTULM, ann He BUX o0 Tome.

- A WTa je ca OHOM U3PEKOM Aa ce He Basba bocTu ca poratum?

- Uudopmaumja nepuenumje y CBOM OCHOBHOM 06MKY (S = I ﬁ) nponpopumMoHasnHa je (ckanapHom)
npousBoay BeKTopa (HW30Ba) ,MHTenuUreHumje” un ,xujepapxmje”. Ty ce nog NPBMM MWUCAN Ha
CNocobHOCT 0cobe, a Mo APYrMM Ha BakbCKa, OBjeKTUBHA OrpaHuyetrba. Y BeanunHu nepuenuuje (S) oba
daKTopa Cy jeAHaKO BarKHa, KAaKO HM3 peflaTUBHUX HEMNpeaBUA/bUBOCTM (f), TaKo W OraHW4era (ﬁ). He
nobehyje WaxoBCKN MajcTop nauepa yaapajyhm ra apseHom Tabiom No rnaBu, HEro CynTUAHOM UTPoM.

- lLIta je TO ,,penatMBHa” HeNpeaBMA/bUBOCT?

- AKo noBal, npMnpema 3amKy U tbOMe Y/I0BM ANB/bad, OH je ,penaTUBHO HenpeaBua/bMB” Kaja 3Ha WTa
paau u wta he 6uUTK, 3a pas3nnKy og ynosa. To je CyWwTUHA UHTenureHumje, ga 6yae Ha Kopak oz aybsbe
Henpeasua/bUBOCTU — Koja je y 6uTn nHdopmauuje. Teopuja nHbopmaumje apku ga je seha ,cHara”
nrpaya, o4HOCHO UIrpe, NCKasaHa NPOTUB TEXUX Npenpeka. To je U MHTYUTUBHO NPUXBAT/bUBO.

360r 3akoHa ogprKarba (MHbOpmauumje) Ty cHary Tpeba M wTeaetTw, na Aohemo Ha HewTo nonyt
HeKagalwmer bywnao Kogekca: ,ca cnabuma 6naro a 6opbeHo ca jakmma“. Harnawaeajyhu BaxHOCT

dakTopa H pehu hemo, pokycmpaHa cHara je Beha, a oHa je Tafa ycMepeHa, OL4HOCHO OpraHM30BaHa.

171, Nema 1.2.49 (Kowwm-LUBapuosa HejegHakoct), cTp. 128.
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- Tepaoha (xvjepapxuja) je oHAA jeAHAKO BarKaH AOMNPUHOC MHPOpMaLMjM nepuenuuje Kao 1 mekoha
(MHTENUTrEHUM]ja)?

- Tako je. BpegHocT nHdopmaumje nepuenumje (S = I ﬁ) pacTe jegHako ca obe BpegHOCTH, }KaproHCKU
peyeHO mekohom u TBpAOHhOM, O4HOCHO I'w ﬁ, jep BaXkm 3aKOH KOomyTauuje, MpomeHe pegocnena y
OBaKBOM (T3B. CKanapHOM) MHOXKeky BEKTOpa M yonwTe 360r jegHake Ba)KHOCTM ABa BEKTOpa Y
HUXOBOM NPOU3BOAY.

NHdopmaumja ce nsparkaBa KaHa/iMCakbeM KpPO3 OraHuyema. 3aTto je moryhe mmaTu opraHusaumjy ca
BULIKOM WMHPOPMaLMje Y OAHOCY Ha NPOCT 36Mp HeHUX YnaHosa®®, jep opraHusosare ocnobaha
nateHTHe WHbopmaumje. EPuKacHmje hemo KOpUCTUTM BO3MNA ako je caobpahaj y rpagy b6osbe
peryamcaH, UaAn Ha NpuUMep, MpaB/ba KONOHMja MOXKE Ce MOHaWwaTh ,HeobjawrnBO” MHTENUTEHTHO
0631Mpom Ha cBOje nojegmHLe.

Mucao cam paHuje, Kaga He BUCMO MManM HWKakBe nameT (cnocobHOCTW, UHTenureHuuje, mohu
buparba) y cMTyaumuju ca NyHO OorpaHuYera, OHAa He caMo Aa Ham HuLiTa He 6u BUNo jacHo, Hero He
6MCMO MOrAM HU nepumnupaTn CBeT OKo cebe. MHbopmaumja npepuenuuje CaMKa Hall CBET Kao
BMpPTyenaH, popmanaH, UAn HeCYLITUHCKM U 3aBUCaH o4, nocmaTpada. Ca apyre cTpaHe, Laba 6u Hekome
61Na eKCTPEMHO Be/IMKa NaMeT, ako He 61 Mmao (BMAeO0) Npenpeka, Takas Takohe HUWTa He 61 BUAEO.

- Pasymeo cam. To cy NO3UTUBHE CTpaHe, a Koje Cy HeraTMBHe?

- Beha uHdopmauuja nepuenuuje 3Haum Behy sButanHocT, Behy ,KO/MUYMHY onuumja“ urpaya unm urpe
(3aBMCHO WTa ce M3padyHaBa), a HEraTMBHO je TO LITO MW CBM (KMBaA M HEXKMBa MaTepwuja) TEXUMO
cMupajy. Y npupoau noctoju 6nara, cTasHa W CBEMNPUCYTHA TeXKba Ka Makoj WHbopmaumjn,
KOMYHMKaLMj1, a TO OHZa 3Ha4YuM U AejcTBy (jep cy HajMarbe KoanumMHe MHpopMaLMje NakoBaHe y KBaHTe
AejcTBa, NpoM3BoAe eHepruje U BpemeHa).

To je 3aTo WTO BEpPOBATHMjM UCXOAM HOCE Makbe MHPopMauumje, a BepoBaTHMjM cy yewhwu. Hawa
6yayhHOCT pasBuja ce Ka BEPOBATHUjUM CTarbMMa, @ TO OHAA 3HAYM Matbe MHPOopmaTUBHUM. CBET ce
pa3Buja Ka ypeheHujem! Harnawasam 0Bo, jep caBpemeHa pu3mKa Bepyje y CynpoTHO.

Haume, eHTponuja ce MHTepnpeTupa Kao ,Hepea”, WTo 40/a3n Of MOCMATpaka Yalle Koja nagHe ca
cTona v pasbuje ce a HeHa cpya ce passeTy no nogy u gomahuua oHaa Mopa Aa NOKyNu Taj Hepea,
MehyTum, Teopuja MHOOpMaLMje Ha UCTU MPOLEC rneda CynpoTHO, HAa MOJIEKY/le KOoju Texe Aa ce
paBHOMepPHO pacnopehyjy OHa rnega Kao Ha BOjHWMKE Ha cMoTpu. YHudopmucaHowhy oHM nocTajy
6e3n1MuHM U TUMe rybe (marbe emuTyjy) nHpopmaumjy!

PacT eHTponuje je rybutak (emmcuje) nHbopmaumje, a Tek Taga HeH pacT He NPOTUBPEYU ,,NMPUHLMNY
BepoBaTHohe” — aa cy BepoBaTHuje nojase yewhe.

[akne, Ha HauMH nosehawa ,MHbOpMauMje nepuenuuje” nosehaBa ce BWUTANHOCT, ajin To je
npoTtmenpupoaaH npouec. OH je NonyT rejsMpa WUAM By/JKaHa Koju usbalyjy cBoj cagprkaj npkocehu

# Latent Information, https://www.academia.edu/44725794/Latent_Information
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MHaye 6naroj, CTaNHOj U CBENPUCYTHOj 3EM/bUHOj TEXM, aNM KOjU NpPe UK KacHuje oneT uae gone. Ta
CYNpOTHA TEXKHA CTBAPA TEH3Mje M OMACHOCT Aa NPejaku urpaymn nouenajy cebe nam cuctem urpe. Tako
je Jyrocnasuja pasbujeHa, unum ce CeeTcka bokcepcka peaepaumja nogenmna Ha Tpu, a CBET Ce CTalHO
NoKyLlaBa AeNnTW Ha ABa Aena, Ha Nctok 1 3anaga,

He camo mu /ygu, Beh u cBa xuBa 6uha, na n Hexmee ¢M3MUKe TBAPW MOBUHYjy cCe ,MPUHLMAY
Hajmarber fejcTea”, Koju je cynpoTaH ,*KMBaxHOCTM. 360r UCTOr MW BOJIMMO A3 Ce€ 0TapacMMO CBOjUX
BMLWIKOBA c/noboae (Ko/NMUMHE HeU3BECHOCTW, onuuja), Aakne ga ce noapehyjemo, yapy:yjemo,
opraHmsyjemo. My BOJIMMO CUTYPHOCT UK edUKACHOCT, jep Nopes, *Kesbe 4a XUBMMO (4a y4ecTByjemo y
[06poj urpn) Ty je 1 xKesba Aa He KUBMMO (32 cMupajem).

Moaenupame

- Wta je ca KomnjyTepCcKMM cumysaumjama, MOXKe nuM ce u3 wux ussyhu HewTto o ,,€BOAyUMjU
AemokpaTnje''?

- Moskgaa, Kaga ce npeumsmpa nojam ,4emoKpaTtuje”, na napameTtapa M y3poKa HeHor ,passoja”. [a iu
je bosbe eBoNyMpPaTM Y OABaXKHE MAWN Y MOCAYLIHE, Y NaTkby MAW Y TYNOCT, MOME /I Ce ,,MUIOM UAN
CUIOM” 04 p}KaTU CTakbe PaBHOMPABHOCTM. Paau je4HOCTaBHOCTM OrPaHNHYMMO CE Ha HELLTO Ha/IMK OBOM
nocnefHem, Ha caBpemeHn MoZeN APYLUTBA Koje KeNMMO A3 TeXM PaBHONPaBHOCTU, M306U/bY, MUPY U
peay. N3HeHaguhe Hac KOAMKO Ce 13 TaKo ,,Maior” oKBMpa MoKe cBawTa AobujaTu.

Kapa ca jeaHe cTpaHe MMamo PaBHOMPABHOCT, KOja MakcMmanusyje nHbopmaumjy, a ca apyre ctpaHe
NPUHUMMNJENHN MUMMHMMANM3AM, jaCHO je Aa MOPajy jayaTu TeH3Mje M BPEeMEeHOM pac/iojaBamba.
BepoBatbe ga Ap:KaBa MOXKE CTa/IHO yTe3aTn CUCTEM jeAHAKOCTU U /by ACKMX NpaBa jefHaKo je BepoBakby
0a 34paBMM HAUYMHOM }KMBOTA U PEAOBHMM OANacCLMMa KOZ, IeKapa MOXKEMO KUBETU BeCKoHauYHo.

[a he apywTtBo nocseheHo YyBatby PaBHOMPABHOCTU WU JbYACKMX NpaBa Npe WM KacHwuje nyuatu 36or
LPYIvX BPeAHOCTM jacHo je Beh U3 noruke cnobogHux mpexa®. Kaga cy KomyHuKaumje (poba, HoBLa,
mohu, mHuumjatmea) cnobogHe, oHAa ce GOPMMPAjy PETKU KOHLEHTPATOPW, Ca MHOro MnosesHMUa
Hacnpam MHOrobpojHMxX YBOPOBaA KOjU NMOBE3HUL,A MMAjy Maso, ca pacTyhum pasgBajatbem Te ABe Kaace.
OBO /1MYM Ha CUTYaUMjy cnoboaHOT TPKULLTA AaHac.

MehyTum, KanuTtan n moh Kojy HoBaL, HOCKM HE MOXKe BUTU U jeanHa NpeTHa NoAena, HATU mopa buTtu
rnaBHa, Kao LWTO Ce HamMa AaHac YMHWU fa jecTe, HEro je TO OMWTKU CTaB Aa je CTaTyC KBO AYropoyvyHO
Heogp:KuB. MpaBHO ypeheHo ApyWTBO ,/byAM jegHaKkux WwaHcu” nyuahe no waBoBMma 360r gpyrux
BaXkHOCTU. OHo he ce pacnojaBati y cknaay ca ,,yHMBEP3YMOM HEU3BECHOCTU" U, MpemMa TOMe, MOXAa U
Ha Ha4YMHe y OBOM TPEHYTKY HenosHare.

[pywTBO Ca jakom yHYTpaLLHOM KoXe3unjom, nonyT 3amuisbaHor byayher rnobanHor n go6po yeesaHor,
pacnojasahe ce no ay6mHu. To 61 6MO NyT Ka HEKOM 06Ky ,,POBOBAACHMYKOT CUCTEMA® 04, KOjUX CMO
cnnyHe Beh Buhanu.

¥ Shape recognition, https://www.academia.edu/45573941/Shape_recognition
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Ha npumep, Knace 6oratmx U cMpomallHUX AaHac, AW NPeTXo4He MacoBHe deyaanHux Bnagapa, uam
oHe pehe KnacuyHe nogene Ha poboBe M rocnogape nosHaTe Ham w3 CjegurbeHWUX APXKaBa,
JyxkHoadpuuke penybaunke, na cee Ao gpesHe Cnapte, ceejegHo he umatn npobneme ca Tpajarbem.
CBaKo opraHM3oBakbe Ha Kpajy cyoyaBa Ce Ca 3a0CTajatbeM Yy OA4HOCY Ha OCTaTaK CBEeTa Koju oamwude,
6110 Aa cy To CMPOMALLTBO, BakbCKe NpeTre, 6ena Kyra, jep opraHnsaumja 3Haum BUWaK MHbopmaLmje n

TUME HeCTabUAHO CTake KOje TEXN CMatbemby.

[pylwTBo ca clabom yHyTpaLHbOoM Koxesnjom pacsojaBahe ce nonyT eBosyLMje }UBUX BPCTA HA 3eM/bMU.
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15. BapujaHTHU BEKTOpH
24. mapr 2021.

JegHocTaBHa objalutberba KOBapMjaHTHUX M KOHTPABaPMjaHTHMX BEKTOPA U UXOBOT 3HaYaja, nomohy
KOCOYI/IOT cucTema Harnba ¢, poTauuje 3a yrao 8, MHoKerba BeKTopa 1 6asa.

Kocu cucrem

MocmaTpajmo JekapToB KOCU cucTem KoopamHata OXY ca yrnom @ namehy ancumce u opanHaTe ny
temy Tauky A. HbeHa ygasbeHoCT o4 ucxoamwTa
jea= ﬁ, napanenHe npojekumje A nagajy Ha
»KOHTpaBapujaHTHe” KoopanHaTte (x,Yy), a OKo-
MUTE Ha ,KoBapujaHTHE" (X*, V™).

Tauka A He mopa 6UTKM Ha cumeTpanun yrna ¢,
a/n cy Yr10BK ca NapanenHUm Kpauuma jegHaku,
7). <(x*xA) = 2 (y*yA) = ¢, na Hanasumo:
X*—x=ycos@, y*—y = XxcCosq.
OTtyaa TpaHchopmaLmje npojekunja:
N X"=x+ycos¢e
j {y* =xcosp+7y
To cy TpaHchopmaLMje KOHTPaBapMjaHTHUX KOOPAMHATA Y KoBapujaHTHe. ObpHYTe M3padyHaBamo:

__ X"-y*cosg __ —x"cosp+y”
X=——=— Y=—Q0Z (2)
sinZ ¢ sinZ ¢

Tpoyrao OxA v KOCMHYCHa Teopema Aajy KBaApaT yAa/beHOCTU TauKe 0, UCXOAMLLITa
a’ = x% + y? + 2xy cos ¢, (3)
Yy KOHTpaBapujaHTHUM KoopauHaTama. Cynctutyumjom (2) y (3) mobujamo
a? = [(x")? + (y*)? — 2x™y* cos ¢]/ sin” @. (4)
LITO je KBagpaT uUCTe AyKuHe (3), casa n3paxkeH KoBapMjaHTHUM KOOpAMHATaMa.

Yrao namehy ancuuce n gate Tauke rnegaHo us ucxogmwrta L(x*0A) = a. Tpoyrao Ox*A je npasoyriun
ncosa = x*/a, unmcos(p — a) = y*/a. Otyaa:

x*=acosa, y*=acos(p—a). (5)

[AsocTpyke nospwuHe Tpoyrna OxA cy axsina n aysin(@ — a). OHe cy TauyHO jegHaKe MOBPLUMHM
napanenorpama OxAy Koja nsHocu xy sin . U3jegHavasarba Aajy:

X = asin(p—a) y = asina (6)

singp sing ’
a TO Cy M3pasu 3a KOHTPaBapMjaHTHE KOOPAMHATE, OBU Maso COXKEHUjU 0f, KoBapMujaHTHMX (5).
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Poranuja

MocmaTpajmo caga potaumjy gator cuctema OXY y cuctem 0X'Y' oko ucxoamwra O 3a yrao 6, Ha cavum
AecHo. O3Haummo ca a’ = «(x'0A), na (6) paje:
, sin(p — a')
X =q—————

sin ¢
sin[(¢p — a) + 6]

h sin @
_sin(¢ —a) cos6 + cos(p — a)sin6
-4 sin @

sin(p — @) cos(p —a) sin @
=g———cosf +a -
sin ¢ sin ¢

cos @ cosa+sing sina si

=xcosf +a no.

sin ¢
YnotpebsbeHe cy aguumoHe popmyne:
sin(u + v) = sinu cosv + cosusinv,
cos(u —v) = cosucosv + sinu sinv.
N3 (5) 1 (1) cneam a cos @ = x + y cos ¢, Na M3padyHaBamo fJasbe’:

x'=xcos@+[(x+ycosg)ctgp +asina]sinb
=xcosf + (xctgp +ycosgctgy)sind + ysingsinb

= x(cos 8 + ctgp sinf) + y(cos ¢ ctgp + sin¢p) sin O

sing cos@ + cospsind  cos?@ +sin?¢
=x - y - sinf
sin @ sin @
sin(p + 0) sinf
=x , +y—
sin ¢ sin ¢
Aakne
x'sing = xsin(ep + 0) + ysin6. (7)
CnuuHo, nonasehu oa apyre jeaHakoctu (6) 3a cuctem 0X'Y’, nobujamo:
, asina’ sin(a — 60) sina cos @ — cos a sin 8
= = = a
sing sing sing
sin@ sin@ sin¢g cos @ — cos ¢ sinf
=1ycosO — (x +ycosp)— =—x—+y -
sin ¢ sin ¢ sin ¢

sin @ sin(ep — 6
N (p—0)

sing sin @

Aakne

% ctg ¢ = cot ¢ — KoTaHreHc yrna ¢
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y'sing = —xsin@ + ysin(p — ). (8)

JegHaunHe (7) n (8) ce Kpahe nNULY MaTPUYHO

(;) = (Sin_((;)i: 99) sinzi; ’ 9)) (;) 9)

oaHocHo A’ = R'(¢,0)A. To cy TtpaHchopmaumje OXY — OX'Y' KoHTpaBapujaHTHUX KoopAMHaTa
[JekapToBor Kocoyrior cuctema, Harnba @ = X(X0Y), npu potaumju oko ncxoamwta O 3a yrao 6.

HapasHo, dopmyne (9) ce mory U3BecTu 1 reOMETPUjCKK, Ca AaTe C/IMKE rope AecHOo.

MNpumep 1. 3a NpaBoOyrAn cUCTEM, Ca @ = % nsing =1, sin(¢p + 8) = cos 0, us (9) nobujamo:

(Z)=(0 o) (). w0)

To cy aobpo nosHate popmyne poTauuje [ekapTosor npasoyraor 2/, cuctema KoopamHaTa. O

Mpumep 2. PoTaunjom cucTeMa yaa/beHOCT AaTE TayKe 04 UCXOAMLUTA OCTaje UCTa M KOHTPaBapPWjaHTHU
u3pas (3) 3agpkasa popmy:

a?=(x")?+ (y)? +2x'y' cos ¢

_ [x sin(p+8)+y sin 9]2 + [—x sin 6+y sin(<p—9)]2 42  xsin(p+6)+ysin6 —xsinf+y sin(p-6)

sing sing *COS Q@

sing sing

2
x
= [sin?(¢ + 6) + sin?8 — 2sin(¢ + 0) sin @ cos @] +

 sinZg
2
+ SinZg [sin?8 + sin?(@ — 8) + 2sin @ sin(p — 8) cos ] +
+ sizriczytp [sin(p + 8) sin@ — sin B sin(¢p — ) + sin(p + 8) sin(p — ) cos ¢ — sin?8 cos @]

mehyTum, dakTop y3 X2 y 6pojHUKY je:
sin?(¢ + 6) + sin?8 — 2sin(g + 0) sinf cos ¢ =
= [sin?(¢ + 8) — sin(¢ + ) sin 6 cos @] + [sin?8 — sin(¢ + ) sin O cos @]
= sin(g + ) [sin(¢p + 8) — sin 6 cos @] + [sin?8 — sin(¢ + 6) sin O cos @]
= sin(¢ + 0) sin ¢ cos 8 + [sin?6 — sin(¢p + 8) sin O cos @]
= sin(g + ) [sin ¢ cos O — sin @ cos @] + sin?8

= sin? ¢ cos? 6 — cos? ¢ sin? 6 + sin? §
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= sin? ¢ cos? 0 + (1 — cos? ) sin? § = sin? ¢

a Taj Ce KpaTV ca Ha3MBHMKOM M OCTaje camo x2. C/IMYHO, KoebULMjEHT Y3 y2 je jeanHuua, na ocraje Aa
n3pavyyHamo KoeduumjeHT y3 mewosntn xy. JTako je NpoBepuTH Aa ce y yrnacToj 3arpaam 36mp csoam
Ha sin? ¢ cos ¢, Npsu daKTop (KBaApaT CUHYCa) KPaTK Ce ca Ha3MBHMKOM M OcTaje u3pas (3). O

Npumep 3. [lokaknmo TpaHchopmauuje:

I'x

x"" =xcos8 + ycos(p — 0), (12)

y'* =xcos(p +6)+ ycosH. (12)

Te jegHaunHe n3parkaBajy KoBapujaHTHE KoopAuHaTe POTMPAHOr cMcTema NomMohy KOHTpaBapujaHTHUX
HepoTUpaHor, a ciese peunmo U3 oarosapajyher (1) yepwrtasarbem (9). lokasyjemo npsy:

x"=x"+y' cosp =

x sin(p + 0) +ysin9+—xsin9+ysin(<p—9)
= (0]

sin @ sin ¢ cose

sin(g + 6) — sin 6 cos ¢ N sin @ + sin(g — 0) cos @
sing y sing

sin ¢ cos 6 N sin[(6 — @) + @] — sin(6 — @) cos @
sing y sing

cos(@ — @) sing

=xcosf +y e

aotyga (11). Y ogrosapajyhy apyry jeaHaumnny (1) yspwutaBamo (9) n Hanasmmo:
y*=x"cosp+y' =

xsin(p + 0) + ysiné —xsin@ + ysin(p — 0)
= cos@ +

sing sing

sin(¢p + 6) cos @ —sinf N sin 8 cos ¢ + sin(¢p — 0)
sing y sing

sin(¢p + 0) cos @ — sin[(¢ + 0) — ¢] N sin ¢ cos 6
x

sing sing

cos(gp + ) sing
=X +

= 0
sin @ ¥ €os

ymme je goKasaHo (12). O

Mpumep 4. [loKaxKMMo TpaHCPopMaLmje KoBapmjaHTHUX KoopaMHaTa:
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I% « sin(p-0) « Sin @

X =x—+y = (13)
sin @ sin ¢
1 _ .« Siné « Sin(p+0)

y ==X sin @ t y sin @ (14)
nomohy npumepa 3. n (2).
CmeHom (2) y (11) gobujamo:

x* —y*cos —x*cosp +y*
"= #cos@ + #cos(w —-0)
sin? @ sin? @

_,cos8 —cosgcos(p —0) by —cos @ cos O + cos(p — 0)
- sin? ¢ y sin? ¢

,cos[g — (¢ — 60)] — cos @ cos(p — 6) oy sin ¢ sin 6
X

sin? ¢ sin? ¢

, sing sin(p — 6) , sinf
x — + :
sin? ¢ sin ¢

. sin(p — 6) ,sinf
=X . + ,
sin g sing

ymme je gokasaHo (13). CmeHom (2) y (12) agobujamo:

x* —y*cos —x*cosp + y*
= #cos(q) +6)+ #cos@
sin? ¢ sin? ¢

I

,cos(p +6) —cosgcos N ,—cos@cos(e +6)+ cos b
y

sin? ¢ sin? ¢

,—singsinf b —cos @ cos(p + 0) + cos[(¢ + 0) — ¢]
sin? ¢ Y sin? ¢

,sin@ by sin(p + 6)sing

sin @ sin? ¢
aotyaa (14). o
Npumep 5. Y jeaHakoctv npumepa 4. yBpctumo (1) u ussegumo (11) n (12).

Monasehu opg (13) v yBpwarasjyhu (1) aobujamo:

Ixo __

,sin(p — 0) , Sin@
, +y =
sin ¢ sin ¢
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—xt )sin(<p—9)+ N sin8
=(x+ycosep sing (xcosp +y)

sin @

sin(¢p — @) + cos @ sinf N cos ¢ sin(p —0) + sinf
x sin @ y sin @

sin ¢ cos 6 N cos @ sin(p — ) + sin[p — (¢ — 6)]
sing Y sing

sin ¢ cos(p — 0)
sin ¢

=xcosf +y

= xcosf + ycos(p — 0)
n TUMme je nobujeHa popmyna (11). Nonasehu oa (14) v yspwrasajyhu (1), Hanasumo:

,siné by sin(¢p + 0)
sing sing

Y =—x

sin(p + 60)

. )sin9+ 4
=—(x+ycosep . (xcosp +y) sing

—sin 6 + cos ¢ sin(p + 0) 4yl cos @ sinf + sin(p + 0)
sin @ y sin @

=X

__—sin[(¢ + 0) — @] + cos g sin(p + 0) N sin¢ cos 8
- sin @ sin @

cos(gp + ) sing N
sing

ycos 6
= xcos(¢p +0) +ycos 6

aTo je dopmyna (12). o

IIpousBoj

KBagpaT yAa/beHOCTM gaTe Tauke of ucxoauwwTa, a = AQ, jeAHaK je CKafapHOM NPOW3BOAY HEHUX
KOBapUWjaHTHUX M KOHTPaBapMUjaHTHMX KOOpAMHaTa

a? = x*x +y*y. (15)
Hanme, jeaHakocT (3) cneamn ums:

x*x+y'y=((x+ycosp)x+ (xcosg +y)y =x%+y% + 2xycosp = a?.
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Jounm, mHoKehu KOHTpaBapwjaHTHE ca KOHTpapwujaHTHUMa Ao6ujamo npocT 36up KBagpaTta Koju y
ClyYajy KOCOr CUCTeMa He ofroBapa KBaapaTy yaasbeHocT, x2 + y2 # a2, anm My He oarosapa Hu
NpPOn3BOA, KOBapWjaHTHUX.

YpameHocT o Tauke A(x,y) po Tauke B(x + Ax,y + Ay) nsHocu
—2
AB = (4x7)(4x) + (dy")(4y), (16)

roe cy ca x* m y* o3HayeHe KoBapujaHTHe KoopauHaTte. Haume, TpaHcnhaumjom cuctema 3a Bektop OB,
TaKko Aa My ucxoamwTe byae Tauka B, jegHakoct (16) noctaje (15). UcTo BaxKM U 3@ MHPUHUTEIUMATHE
OYKUHe.

36or oBe nocebHOCTM MHOMKerba KoopgMHaTa, a 360r HauMHA MHOXEeHa MaTpuua, KOoBapWujaHTHe
BEKTOpe NULIEMO Kao MaTpULLy-BpCTy, @ KOHTpaBapujaHTHE Kao MaTpuLy-KonoHy. Tako (15) nocraje:

@=xrtyy=6 ()= () @)

[a To BaXKu 1 y poTMpaHom cuctemy, notsphyjemo npumeHom (13), (14) u (9):

o ey (X
X )= 18
@ () (18)
[ sin(e — 9) sin@ \ ][ /sin(p + 6) sin@ ]
I P sin @ sin @ sin @ sin @ X
B |(x ) sin@ sin(p + 0) sind  sin(p — ) (}’)|
[ sing sing 1l sing sing J
[ /sin(p — 6) sin 6 sin(p + 0) sin@ 1
I sin s i i I
(et ak ] sin @ sin ¢ sin ¢ x
=&y sin sin(p + 0) sind  sin(p — ) |(}’)
[ sing sing sing sing J

=6 9y 1)G) =

n3 yera cnegm (17) 3a potmpaHm cuctem. MHoOXere MaTpuLa HUje KOMYTaTMBHO U jecTe acoLMjaTUBHO, a
0BO APYrO je KOPULLTEHO Y A0Ka3y.
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Heka cy e, 1 e, jeAMHMYHM BEKTOPM ancuuce w
opAvHaTe, NPUKasaHW Ha CNULUM NeBO, OAHOCHO
- - i - - .
€x 1 €,. Tapa sektop OA = xe, + ye, csojum
BPXOM npegacTass/ba Tauky A(x,y).

TpaHcnaumje aedmHUCaHe 6asHUM BEKTOPUMA €,
u éy rMoHalajy ce KOHTpaBapWjaHTHO, AOK cy

npojekunje BeKTopa 04 KOBapwWjaHTHe.

Mpema Tome, TpaHchopmaumje (9) Kopuctumo 3a
= NpomeHy 6ase cuctema (BeKTOpa NonyT e, u ey),

a TpaHcdopmaumje (13) u (14) us npumepa 4, cy
3a TpaHchopMmaumje KOMNOHEHTU BeKTopa (nonyT x u y). MpBe cy KOHTpaBapujaHTHE, 3a PasMKy o4

APYrMX KOBapMjaHTHUX, a pas/ivKke namehy KX HeCTajy y NpaBoyriom cuctemy, Kaga je @ = 90°.

Opyrum peumma, pagehu Kao y gokasy (18), moskemMo nokasaTu ga NPUAMKOM poTaumje (Mctor Kocor
cuctema, Harmba ¢ 3a yrao 0) BeKTOop ocTaje HenpomereH. Havme, HakoH poTauuje:

_ g,
O0A"=x'é, +y'é, =" y) (éx ) (19)
y’

/sin((p —0) sin 6 \ /sin(go +0) sin \

sin sin sin sin e

=@ w| e SRe g sme s Se
\ sin 8 sin(p + 9)/\ sin 8 sin(¢p 9)/ €y

sin @ sin ¢ sin @ sin @

== N 7 (e) —x ¥) (Zy) = xé, +yé, = 04

5
ey
na je OA" = OA, wTo je n Tpebano nokasatu.

Nako je pasymetv ga wuHbopmauujy nepuenuuje, S =ax + by +cz+ -, Tpeba TpeTupatn Kao
MHOeHe KOBAPWjaHTHOr M KOHTPaBapWjaHTHOT HM3a, aKO XKe/JMMO 43 HbeHa BPegHOCT He 3aBUCK 04,
nsbopa cuctema KoopamHarta.

Enuiaor

OBO je 6MO MOj NOKyLWaj Aa MeTogama e/leMeHTapHe MaTeMATHKe (Koja ce yuu y cpeftbMm LWKonama)
ob6jacHMM MOXAa M npeTewky npobnemaTuKy ,BapujaHTHUX BeKTOpa“ (KO-BapWjaHTHUX WM KOHTpa-
BapujaHTHMX TpaHcpopmaumja), nHade TeH3opcKor pavyHa. Hagam ce ga he oBaj HeobuyaH yBog, y
AndepeHumnjanHm padyH U MyaTUANHeapHy anrebpy 6MTH 3aHMM/bMB M NO3HaBaoLMMa.
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16. BapujanTHu BekTopu II
31. mapr 2021.

YBOj,

- Y yemy je pasnunka nsmehy Bawwer MHPOPMATUUKOT M KNAACUYHOT MATEPMjaIMCTUYKOT KOHLENTa CBETa,
. . 91
ocum nHdopmaumje, UM KoMYMHE ONUMja, Kao OHTO/IOWKE OCHOBE cBeTa  ?

- OK, pa3ymeo cam 1 nokywahy ogrosoputu. Anm aa 6u HewTo TUNUMYHO 3a MHbOPMaLMjy nepuenumje
MHTepnpeTnpao ¢GnUNo30PCKM U KONUKO-TOIMKO KBANUTETHO, HEOMXOAHO je HEKOJIMKO Mojalltbera M3
NMHeapHe anrebpe. MNpBo je oNUc BEKTOPCKOT U HeMY AyanHOT BEKTOPCKOT MPOCTopa.

Kaga Hu3oBe 6pojeBa (ckanapa) UCTUX AyKWMHA N (HEKM npupoaHun 6poj) cabrMpamo Tako Aa ce npBsu
cabupa ca nNpBMMm, APYrv ca APYTUM U a/be N-TU Ca N-TUM, OHAA UX MOMKEMO CMaTpaTh BEKTOpMMA T-
AvmeH3noHanHor npoctopa. Kaga je cavka 36upa BekTopa jeAHaka 36uMpy C/AMKa TUX BEKTOP3,
npec/iMKaBakbe HasnBamMo IMHEeapHUM. JacHO je [la Cy TaKBe C/IMKe Takohe HEKM BEKTOPU, a aKo Cy OHe U
ncTa BpCTa bpojeBa Koju YMHE HU3 KOMMOHEHTU OPUTMHAIHUX BEKTOPA, OHAA Ce Npec/vKaBarbe HasMBa
(yHKUUOHena, U GyHKLUMOHaN".

[akne, HM3 X faTe AYKMHE N YMHU BekTop npoctopa X. J/iInHeapHa ¢yHKUMOHeNa Y™ npecivKasa ray
HU3 UCTe AyxuHe Y*(X) Koju npunafsa HEKOM AyasHOM, KaxKemo adjyH208aHOM (NpuAapyKeHom)
BeKTOopcKkom npocTtopy X* (6mno Koja dyHKumMoHena mehy Bulle wux, y nocebaH agjyHroBaHu npocrop).
Mpee BekTope (X) HazmBamo KoHTpaBapujaHTHUM, apyre (X*) KoBapujaHTHUM 1 OHK, Yy OAHOCY Ha AaTty
bYHKUMOHeNy, cToje Kao age cTpaHe UcTor Hosumha, Kao MK M CAMKA Y ornegany. To je cTBap umucrte
MaTemMaTMKe, O4HOCHO Aena Koju ce 06MYHO HasmBa ,BuLa IMHeapHa anrebpa”. [lobpa je cTBap wTo je
Ta obnacT Beoma pasBujeHa, MMa A0BO/bHO TeOpema, BEOMaA je TayHa U, bapem y OCHOBM, HUje HajTexa
13 maTemaTHKe.

HesrogHa o0cobWHa BuWe AWHeapHe anrebpe je wWTO, 3a C€aga, HemMa [A0BO/bAHO 03O6U/BHMUX
MHTepnpeTaunja y Teopmnju nHdopmaumje. Ty npasHMHY ja NnonyraBam.

Enem, Kaza HM30BM 06/1MKa (a, b, ..., C) ca AaTUX L KOMTIOHEHTU YMHE BEKTOPCKM NpocTop X, OHA4A CuKe
TUX KOMMNOHEHTH (X, Y, ..., Z), bpojeBn uUcTe BpcTe J06MjEHN NIMHEaPHUM NPECNIMKaBabeM, YNHE BEKTOpe
AyanHor npoctopa X*. O63Mpom Ha [aTo Npec/iMKaBakbe OPUrMHANU Cy BEKTOPU AOMEeHa, Konuje cy
BEKTOPM KOAOMEHA, MPBYM Cy CBOJCTBA jeAUHKE a APYrU HeHMX OrpaHuyerba.

Nako ce gokasyje Aa je Aenosarbe AnHeapHe ¢yHKLMOHeNe Y* Ha NpPoM3BO/baH BEKTOp X npoctopa X
NMOTNYHO NO3HATO, aKo 3HaMO KaKo OH Aesyje Ha HeKy 6asy Tor npoctopa. AKo 3Hamo 6pojese (cKanape)
KOjW Cy canKe 6asHMX BEKTOpa NpocTopa X OHZA 3HaMO MpPeACcTaBUTU CBAKW BEKTOP AyasHOr NpocTopa
X*. Takohe, no3Hajyhu cnvke 6ase NnoTNyHo U jeAHO3HAYHO AeduUHUCAHA je dyHKUMOHeNa y™ Ha X.

91 .
MyTarbe MM je NOCTaBMO Koslera aHOHMMHO.
92 .
byHKUMja ca BEKTOPCKOT NPOCTOPa Y CKanapHo nosbe
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[aspe cTBapu nocrtajy ,jegHoctaBHe” y Be3u ca MHPopmaumjom nepuenumje. Mpoctopy X cnocobHocTn
jeavHKe npuapyKeH (agjyHrosaH) je gyanaH npoctop X* orpaHuyera. Jenosarbe xujepapxuje y* Ha
NPOM3BOJ/bHE OArOBOPE MHTE/IUreHUMje X NOTMYHO je MO3HATO, ako 3HAaMO KaKO OHa Aenyje Ha Heke
6a3He onuuje. basa 6K, npu Tome, moraa 6UTK BMNO KOjU NOTNYH CKYN HE3ABUCHUX CUTyaLMja.

3a pas3nunky og yobuuajeHOr maTepujaanCcTMYKOr nornega, nocmatpare cBeTa NyTem OBUX AyaiHUX
BEKTOpa nocTaje cybjeKTMBHO. KaKo je ayan ayanHor BEKTOPCKOr NPOCTOpa OneT BEKTOPCKM NPOCTOp, TO
je cBejegHo xohemo nu uHTenureHumnjn (I) npuapy*Kutm xujepapxujy (H) ga 6ucmo wuspayyHaau
UHbOpPMaumjy nepuenumje, obUAN je Kao cKanapHM npoussBog Asa Bektopa (S =1+ H), nan hemo
paguTM OOPHYTO, MPBO WMMATM HEKy Xujepapxujy Kojoj hemo 3aTUM Kao AyanHy NpUAPYKUTU
uHTenureHumjy. Takohe je moryhe u Tpehe, ga 4atoj UHTEAUTEHUMjU 0COBE MPUAPYHKMMO AYaNHO HOj
CYNnpOTCTaB/bEHY MHTENWUTEHUWU])y HeKe gpyre ocobe, waM 4YeTBPTO [a XMjepapxuju CynpoTCTaBUMO
xvjepapxujy. JlocnefHocT cTaBoBa aarebpe rapaHuMja je gocnegHocTM  TMX  KOMBMHaumja
WMHTepnpeTaumja.

Ca agpyre cTpaHe, CKaJlapHU NPOU3BOA, KOHTPABapMjaHTHUX M KOBAaPUjaHTHUX BEKTOPA MHBAPUjaHTaH je.
Mornepajte WTA TO Ta4HUje 3HAYM Y NPETXOAHOM npmnoryga, roe npea Kpaj nuwe: ,J1ako je pasymeTu aa
uHpopmaumjy nepuenumje, S = ax + by + -+ + cz, Tpeba TpeTUPaATU KAaO MHOKeHEe KOHTpaBapujaHTHor
M KOBapMjaHTHOT HM3a, aKo XeNNMMOo 43 HeHa BPeAHOCT He 3aBucK og, nsbopa cuctema KoopamHata.” To
Yy CBOj TOj cybjeKTMBHOCTM OBOr cBeTa (r/iegaHo nytem ,Teopuje MHbopMauuje nepuenuumje”) 3Haum
M3BECHY 06jeKTUBHOCT.

KommuiekcHa paBaH

AKko cy X n Y pBa BEKTOpCKa NpOCTopa Haf TesioM CKanapa @, oHAa ce NoA JUHeapHUM ornepamopom
L : X = Y nogpasymesa ¢pyHKUMja gedrHmMcaHa Ha X ca BpegHocTUma y Y, aKo je

L(ayx, + azxy) = a1 L(xq) + apL(xy) (x1,%, €EX; aq,a, € D). (1)
Kao 1 nHaue, Karkemo ga opurnHanu (X) unHe dome, a cnvke (Y) kodomeH npecnunkasamba (L).

TunuyHa AMHeapHa QyHKuMja je
y(x) = kx + n. bbeH je rpad npasa [
KOja je MpMKasaHa Ha CAuMuuM Nneso.
HactaB/bamo npetxogHu npwuaor, na
je n cnnKa HactaBak npBse C/AvKe TOr
npunora. Tauke A(x,y) v A1(x1,¥1)
npunagajy npasoj I u ca Taykom
B(x1,y) unHe Kocoyriv Tpoyrao.

M3 y(0) = n cnegm fa je n opamHaTa
npeceka [ n y-oce. Mehytum, us:
y1—y =k(x; —x)
Ay = kAx

% 15. BapujaHTHM BEKTOpU
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ctaBmbajyhn Al = AA; 1 Ha OCHOBY KOCMHYCHe Teopeme Hanasumo Al2 = Ax? + Ay? + 2AxAy cos @ a
TO je (3) nomeHyTOr Npuaora, pactojarbe M3Mehy ABe Tauke y KOHTPaBapujaHTHUM KoopauHaTama.

MpumeTumo fa KoeduumjeHT k # tg ¢ npase | Huje TaHreHc™ yrna usmehy x-oce u gate npase, ocUM
Kaga je [ekaptoB cuctem koopauHata OXY npasoyran. Y Tom nocebHom cay4ajy, ako je ¢ = 90°,
KOCMHYCHa TeopeMa, OHOCHO M3pa3 3a KBaapaT yaaweHocTn Al%, noctaje MutaropuHa Teopema. Anu,
ca cnuke ymtamo, Ax™ = Al cos ¢, rae je Ax™ = x{ — x* pasnnvKa KOBapujaHTHUX KOOPAMHATA ancuuce,
a yrao usmehy ancuuce u gate npase ¢ = X (x01).

HopmupaHu 06aukK npase | y 4aTOM KOCOYT/IOM CUCTEMY je

+==1, (2)

3%
3 <

roe cy 6pojeBn m,n € @ mecTa nNpeceka NpaBe ca X U Yy OCOM, Kao LWITO Ce BUAM Ha NPETXOAHOj CAULM.
Ha cnepehoj canum (aecHo), npasa | npeceua npsu KBagpaHT (¢ > 90°) a ayx z = 0Z okomuTa je Ha
wy, npu vemy Z(x,,y,) €1, w = 4<(x,0Z). Tpoyrao mOZ je npaBoyriv ca NpaBMmM yrjiOM y TEMeHY Z,
na je z = m cos w. CanuHo, nocmaTpajyhu tpoyrao nOZ Hanasmmo z = ncos(@ — w). Otyaa u (2) je:

1 cosw 1 _ cos(p—-w)
m oz ' n z
xcosw + ycos(p —w) = z. (3)

0OBO je HopManHu (OKOMUTK) 0B6NKK jeaHauUMHe Npase y [leKapToBOM KOCOoyriom (Harmba oca @) cuctemy
KoopauHata OXY. Tauake A(x,y) v Z(x,,y,) cy
Y KOHTpaBapuWjaHTHUM KoOpAMHaTamMa, Ha oce ce
cBOAE NapanesHNm NnoMeparbem, TPaHCAALM)M.

Heka cy e, 1 e, jeAMHNYHN BEKTOPM OCa, Kao Ha
CAMLM, UK 03HaKa €y U €y. Tapa je
04 = x&, + yé,

a TO je OHO WTO CMO BMAENN U Y NPETXOLHOM
npwunory. HosocT je oBae mda Tauka A(x,y), Ha
npagoj | yaameHoj 3a t = OT og, UcxoauiuTa, ca
HOpPManoM Ha ky 13 0, yrna w npema ancumucu,
3a40B0/baBa jegHauunHy (3).

Kaga je ¢ = 90° jeaHaumnHa (3) nocTtaje nosHaTu
HOPManHW 06MK jegHaunHe nNpase [eKapToBux

npaBoyrMx KoopanHata. Taga noce6Ho, Kaaa je €, = 1 peanaH 6poj, a €, = i UMa2uHAPHA jeAMHNLA

(i? = —1), paTv cMCTem KOOpAMHaTa NpeacTaB/ba KomMraeKcHy pasaH C.

*tg ¢ = tan ¢ — TaHreHc yrna du.
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PoTanuja Kocux cucreMa

Heka cy pata asa [lekaptosa Kocoyrna cuctema OXY n 0X'Y’, ca uctum ncxoguwrem O, ca yrnosuma
@ =%(X0Y), ' =x(X'0Y')n 6 = «x(X0X"). KoopauHate (x,y) u (x',y") jeaHe Tauke y aga cuctema
nosesyjy penaymje:

__ xrsin(p-80)+yrsin(p—¢’'-6)

sin @ (4)
__ xrsin@+yrsin(p’+6)

sin @

0Bo je potaumja (x',y") = (x,y) 3a yrao 6 usmehy ancumca, NPoOM3BO/LHUX KOCUX CUCTEMA Harnba @ u
¢'. HaBoamm je camo pagy AonyHe NpeTxogHOM Npuory.

06pHyTy potaumjy (x,y) = (x',y') nobujamo us (4) cmeHom 6 ca -6, Kaga, 3a ¢ = @', oHa nocTaje
TpaHcdopmaumja (9) M3 npetTxoaHor npuaora. CAIMMHOM NPOMEHOM 3HaKa yrna 1 ocTane poTtauuje us Tor
npuaora npesoAnMO Y MHBEP3HE, Y 06/1MKe 3roHnje 3a cMeHy Bapujabau jeaHauunHe (3) osae.

dyHKIMOHe1a

Kaga ¢yHKumja 3ajegHo ca KoeduuMjeHTMMA BEKTOpa Yy3Mma BPEeAHOCTM M3 UCTOr Tena cKanapa @
Ha3uBa ce (YHKYUOHKUYUOHeAa nnn dyHKUMoHan. BpeagHocTn cBake nojeanHe nnHeapHe GyHKLMOHeNe,
nonyt (1), yseTe Ha BeKTOpMMa A[aTor AOMeEHa, 3a[0B0O/baBaBajy 0COOMHE BEKTOPCKMX MpocTopa.
LWTaBuwe, cKyn CBUX NMHeapHUX OYHKUMOHena AedpUHUCAHUX Ha N-AMMEH3MOHA/IHOM BEKTOPCKOM
npoctopy X, ca yobuyajeHum cabuparbem n MHOMKEHEM Ca CKanapom, Takohe je BEKTOPCKM MPOCTop.
OBaj noTorbK 03HaYaBamo ca X 1 Ha3MBamo adjyH2o8aHUM (NPUAPYIKEHUM) AN AyaNHUM NPOCTOPOM
npocTtopa X.

Momohy b6ase ey, €y, ..., €, € X, Npon3BO/baH BeKTOp X € X nuwemo

n
e= ), G
k=1

na 3a NPoM3BoOJbHY PpyHKUMOHeNy y* € X* pobujamo:

y () =y (z ﬁkek) =) &)
k=1 k=1

M3 Yyera ce BUAM A3 je OeNoBatbe NIMHeapHe QyHKLMOHesne y* Ha NMPOM3BO/baH BEKTOP X MNOTMNYHO
MO3HATO, aKO 3HAaMO KaKO OHa Aenyje Ha Heky 6asy (pasnnuute 6ase mory geduHUCATU UCTU NMPOCTOP),
aKo 3HamoO cKanape

. =y (ex). (5)

Momohy oBMX CKanapa NUWemo
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Y@ =) &,
k=1

TO MocTaje onwTtn 06/auK nHeapHe ¢yHKumoHesne Ha X. ObpHyTo, ako ¢y 7,, 77, ..., 77, € @ pAatm
CKanapw, oHAa je oBom jeaHakowhy y 6a3un eq, ey, ...,e, € X NOTNYHO U jeaHO3HAYHO AeduHMCaHa
byHKUMOHeNa y* Ha X.

MUcTy jeaHakocT MHTepnpeTMpamo MHdopmaumjom nepu,enu,mjegs. Mpoctopy X cnocobHoOCTM jefnHKe
npuapyskeH (agjyHroBaH) je ayanaH npoctop X* orpaHudera. [enosare xujepapxuje y* Ha
NPOM3BOJ/bHE OAFOBOPE MHTE/IUreHuMje X MOTMYHO je NO3HAaTO, ako 3HAaMO KaKo OHa Jenyje Ha Heke
6a3He onuuje. basa 6u, npu Tome, moraa 6UTK BUNO KOjU NOTNYH CKYMN HE3ABMUCHUX CUTyaLMja.

Ynopehyjyhu oBo ca npeTxoAHUM (UCTOMMEHMM) MPUIOrOM, KOHTPaBapujaHTHe KOOpAMHaTe npojeKumje
Tayke Ha oce fobujeHe cy napanenHUM eHUM nomeparbem (TpaHcNaLMjoM) y OAHOCY Ha CyrnpoTHY ocy,
a KOBapujaHTHE KoOpAMHaTe YMHE OKOMMUTE MpojeKuMje Tauke Ha oce. Kako npBe Tako M apyre, ose
KOOpPAMHATE MeHajy ce MPOMEHOM yrna ¢ uamehy oca.

MpumeTmo fJa cMambMBatbem yrna ¢ usmely oca M oaprkasajyhu wcTUM KOHTpaBapujaHTHe
KOOpAMHATE, AaTa TayKa ce yAasbaBa O UCXOAMLITA, @ O4prKaBatbeM KOBAaPUjaHTHUX KoopuaHaTa farta
TauyKa 6u ce npubaunkasana ncxoamwty. OBe ABe KpPeTHe TakBe Cy Aa 61 HUXOB cKasapHU npounssog, (y
HaCTaBKY Ha3BaH KaHOHCKM NPOM3BOA) OCTajo HEMPOMEHEH, a Taj je Tema HacTaBKa.

KaHOHCKU npou3Boj,

Apyrv HasvBM 33 MHOMere KoopauHata ca dyHKuuoHenama y*(x) cy CKanapHW, UAM yHyTpallkbu
npowssog, sektopa, osae (&, S, ., &) v (1, My, -, 17,), NA N KAHOHCKU MPOU3800 BEKTOpa X U3
npoctopa X v BekTopa y* 13 AyanHor npoctopa X*. O3HayaBamo ra

y*(x) = (x|y”) (6)

Yy MaTeMaTuLM U CMYHO Y dusmum (apyrum pegocneaom). MaTpryHO ra nuwemo

é n
o | =Y g,
- k=1

rae MHOMMMO MaTpuuy-peaak (tuna 1 X n) ca matpuuom-ctynuem (Tvna n X 1) n gobujamo ckanap
(matpuuy TMNA 1 X 1).

MNpumep 1. PazamoTpmMmo pedyeHo Ha NpuMepy CANYHOM poTauuju (4).
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Heka je A : X' - X nuHeapHO npecnnkaBare KOOpAuHaTa §k = Z;Ll akjfk', nan kpahe x = A(x"),
OAHOCHO x = AX', KOje BEKTOPCKM NPOCTOP AMMEH3Mje N NPecanKasa oneT y HeKun N-AMMe3HUOHaNaH.
Tagna je onepatop A perynapaH, uHBepTMGUNaH, NocToju obpHyTo Npecavkasawe A1 : X — X'

Wcn onepatop 6a3e npecnnkasa Ha O6pHYT HaumnH (A : e — e'). Haume, x = Y¥_; & e = Xp-1 &, ex’,
WTO 3HauM Ja onepatop A Koju NpecnnKaBa KoopauHaTe noHuwTasa onepatop A~! Koju npecnunkasa
6ase. 3Hamo ga je AA™ = A"1A =1, rae je I jeanHnunn onepatop (Ix = x, 3a cBe Xx), a UHBEP3HU
onepatop A™! je jeanHcTBEH, jeHO3HAUHO je oapeheH AaTM perynapHUM onepaTtopom A.

KoHauHo, 13 (5) 1 (6) Bugumo ga ¢pyHKUMOHena y* npecnukaBa 6ase M fga ce Npec/MKaBa MHBEP3HO
KoopAMHaTama. Jpyrum peuymma, KaHOHCKM Npoun3BoL (6) MHBApMjaHTaH je Ha IMHeapHa Npec/nnKaBarba
npocropa y Koje cnaga v poTauuja (4). To je cmncao v penaumje (19) npowsor npuaora. 0

Mpumep 2. KaHOHCKM Npoun3Bos (6) je iMHeapHa GyHKUMOHENa NPBOr U 4PYror apryMeHTa.
Haume, (ax + By|z") = z*(ax + By) = (jep je z* nMHeapHa dyHULKMOHENA)
= az*(x) + Bz"(y) = alx|z") + B(ylz"),
a To 3Hauu Aa je (6) AMHeapHa GpyHUKOHENa MPBOTr aprymeHTa.
Rame, (zlax™ + By*) = (ax™ + By*)(2) = (ax)(2) + (By")(2) =
= ax*(z) + By*(2) = alz|x") + B(zly"),
a TO 3Hauu Aa je (6) AMHeapHa GyHKLMOHENA APYror apryMeHTa. O

3a aBa BekTopa x € X n y* € X* Kakemo fa cy okomumu jefiaH Ha Apyru, wro ce nuwe x | y*, Kapa je
(x]y*) = 0.Cryn S; < X okomuT je Ha ckyn S, < X*, nuwe ce S; 1 S,, aKko je cBaku enemeHaT npeor
CKYNa OKOMWT Ha CBaKM efleMeHaT Apyror cKkyna.

Mpumep 3. Ako je x* € X* okomuto Ha npoctop X, oHaa je x* = 0. Takohe, ako je x € X OKOMMWTO Ha
npocTtop X*, oHaa je x = 0.

3aucta, Hyn-dyHKuMoHena (x* € X™) je dpyHKUMOHENa Koja CBaKW BEKTOP npesoau y Hyay, Tj. x*(y) = 0
3a cBako y € X, wto ce nomohy KaHOHCKor npoussoaa nuwe (y|x*) = 0 3a cee y € X. OTyaa je TauHO
npso TBpheme.

Hekaje x L X*, 7j. (x|y*) = 0 3a cBako y* u3 X*. Y 6a3u (e) 6uhe

Y = ) &7, =0
k=1

rpe je n, =y (er), a &, cy KoopauHaTe TOr GUKCHOT BEKTOpa y 4BPCTOj 6a3n. M3 Npons3sosbHOCTY
BeKTOpa y* cneaun nponssosbHOCT bpojesa 77, M roprbu 36Mp ncyesasa 3a cse 77, CaMO aKo Cy CBu &,

Hyne, Tj. ako je x = 0, wTo je apyro TBphere. O
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Osu npumepu y yubeHmumma anrebpe HaBoge ce U Kao Teopeme, a Hapouuto Tpehu. Taj Tpehn Kopuctm
ce 3a wupy geduHMLNjy AyanHOCTHN, €BO KaKO.

3a ABa BeKTopcKa npocTopa X v Y Hag Tenom ckanapa (bpojeBa) @ Kaxkemo fa cy AyasHU Y WUpem
CMUCAY, aKo NocToju bunuHeapHa (NMHeapHa Ha 0ba aprymeHTa) dyHKuMoHena B(x,y) ca cnegehe aBe
ocobuHe:

1.akoje B(x,y) = 03acBakox € X oHgajey = 0;
2.ako je B(x,y) = 03acBakoy € Y oHga je x = 0.

HocnegHo npumepy 3. suagnmo Aa je B(x,y*) = (x|y*) 6uanHeapHa dyHKumoHena (x € X, y* € X*) u
Aa cy npoctopu X 1 X* ayanHu y HaBeaeHOM LMPEM CMUCTY.

Mehytum, opgrosapajyhm ,KaHOHCKM Npou3BOA” AyanHOCTM Y LWWKUPEM CMWUCAY He Mopa 6utu
MHBapuWjaHTaH. Ha npumep, cKanapHU NPOU3BO/, KOBapUjaHTHUX Ca KOBapMjaHTHMM KoopauHaTama (Kao
W KOHTPABAPMWjaHTHUX Ca KOHTpaBapwujaHTHUM) buhe GunnHeapHa PpyHKLMOHENA, @ 3HAMO Aa Ce TaKaB
MeHba NPeCc/InKaBakbem NPoCcTopa.
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17. KBagpatHa ¢opma
3. anpun 2021.

YBog,

Mutarbe: Moxkew an mu pehun 3awTo je Hokma nponana?

OproBsop: Xa, Xa, Xa, ... TM To 036U/BHO MeHe NUTaL, 3ap je Nponana, Ko Kaxkew Hokua? ... (npeTpaxuo
Cam M Hawao noHewwTo). OK, He 3HaM MHOFO O TOj KOMMAHWjWU, AN MOTY TM HaBECTM OnwTe NpPUHLMNE
(moje) Teopuje nHpopmaumje, na TM BUAN YKNana nu ce.

Nokia CEO ended his speech saying this “we didn’t
do anything wrong, but somehow, we lost”.

Nov 2015

NHbopmaumja nepuenumje S = ax + by + cz + ... mepu nHGoOpmaLmjy, UAUTU KOAUYMHY ONUMja AaTor
CUCTEMA, HA HaYMH A MOXKe NpeaCcTaB/baTW BUTANIHOCT KOMMaHwuje. Peuumo ga mmamo camo Tpwu
cabupka. MpBuK PpakTopK Heka cy yyewha y akumnjama, AeoHULama, Ha npumep a = 20% CcTapux BNACHUKA,
OHWX KOjW Cy AONPWHENU pacTy KOMMNaHwWje, UK BAACHUKA Yuvje uaeje cy CaIMYHe OHMMA Koje cy morne
AM3aTU KOMMaHujy. Hanomurwbem ga MM 4ecTo paiMMoO HECBECHM LiTa je TO LWTO ,MoXKe Ausatn”
KOMMNaHWjy, ann HaKOH HEKOr BpemeHa Taj paj MMak MOMKeMO HeKaKko BpegHoBaTW. Heka je BpegHocCT
paga Takemx x = 10 6opoBa — WTa rog Aa cy ,,6o0408u“, anu aa sue wux byay seha BpeaHoOCT.

Pactko Bykosuh 91



Mpunosun Teopunjn nHbdopmaumje I

Heka cy b = 35% KojeKakBM Manu akuMOHapWu Koju 0bMYHO pasrpabe akumje ycnewHe pupme xtujyhu
Behu npodut, Tparkehu ycnex No cBaky LeHy, pea, pag U AUCLMNAWHY, YKpaTKo ,eduKacHocT”. Ca
CTaHoBMWTa (moje) Teopuje uHbOpMaLMje TO MMa Makby BPEAHOCT Of, WHTEAUreHUMje U HbeHe
nyungHoctn. Msberasarbe pusMKa cmarbyje MHbOpPMaLMUjy, HeHY BUMTAaNHOCT M arpecuBHocT. TakBMma
Aajmo y =7 6o408Ba.

Heka cy ¢ = 45% KOHKypeHTCKe KoMMnaHuje Koje cy KynoBane akuuje suwe xenehu ga aaTy KomnaHujy
ycrnope Hero aa joj nomorHy. ajmo um ¢ = 3 6oaa.

YKynHa nHpopmaumja nepuenumje caga je S=20 X 10 + 35 X 7 + 45 X 3 = 580. Mehytum, Kaga je Hokuma
6uMna ycnewHor cactTaBa, MAM HAauMHa paga, CTPYKTypa HeHUX AeoHuua buna je apyradnja, peunmo: 20%
6une cy KOHKypeHTCKe KomnaHuje, 35% manu akumoHapu, 45% cactaB cTapor KoBa, Ma je Tagalma
nHbopmaumja nepuenumje So =45 X 10 + 35 X 7 + 20 X 3 =755. buna je BuTanHuja Hero Ha Kpajy.

OBo objalwrberbe Tpeba cxBaTUTU Kao ,BpX sedeHor bpera”, jep ,Teopuja uHpopmaumje” je seoma
LIMPOK KOHLENT Y MHOFO Yemy NPOoTUBaH CaBpeMeHUM BepoBatbnMa.

*% %

MuTame: ... cynep cy Bam OBM NpUmepu ca ,,uHbopmaumjom nepuenuuje". MNpuuate M Hekaga Hhauyma
o Tome?

Oprosop: Hukag, muMcaMm ga ce To He goraha, mo)ga HexoTudHo (XBana! - ce nogpasymesa vy
KOMYHMKaumju). Mogenum nm b6ecnnatHo Kkbure, Ko xohe, a To je cBe, yrnasHom. CBoje ,Teopuje” He
npenpuyaBam HUTM NO3HABAOLMMaA HUTU NOYETHULMMA.

M: A ga am 6u HewTo oZ cBera 6uno moryhe Herge y LWKOACKOM rpagusy?

O: HapasHo ga ga. EBo, Ha npumep, y 3aBpWIHOM paspesy Cpeare LKOMe, MaTypPaHTU KOju OBMX AaHa
yye BepoBaTHohy mory Hahu jegaH oBaKaB 3afaTak.

3aaatak. Tpu ¢pabpurKe npomssoae UCTM apTUKa. MNpea ra NpoMs3BoAn ABa NyTa BULLE 04 Apyre, a Apyra
n Tpeha npounssoae UcTn 6poj, TOKOM ogpeheHor BpeMeHcKor nepuoaa. Mehytum, 2% nponssoaa npse
n apyre dabpuke cy aedektHu, a 4 % npomnssosa je gedekTHo y Tpehoj. CBM NPOU3BOAEHM AaPTUKAM
CTUXKY Y UCTO CKAAAMLITE, OAAK/Ae Ha C/yYyajaH HauuH y3umamo jegaH. Hahu sjeposaTHohy ga je oH
AedeKTaH.

Pewerbe. Op yKynHe KOAMYMHE NPOM3BOAA HA CKNAAMLWITY U3 NpBe, apyre u Tpehe dabpuke pegom cy: a
=1/2,b=1/4 v c=1/4. tbuxos yaeo wrete je x = 2%, y = 2% v z = 4%. UHpopmauuja nepuenumje, Taaa
mepa moryhe wrteTe, UsHocK S = ax + by + cz = 2%/2 + 2%/4 + 4%/4 = 1% + 0,5% + 1% = 2,5%. To je
KoeduumjeHT 2,5/100 = 0,025. O

Tonuka je BepoBaTHoha 0,025 ga cnyyajHo M3abpaHu apTMKan us cknaguwTta byae HeucnpasaH. OBo
pelweme je ,MHPOPMATUUKO" 1 He paaum ce y WKou. HapasHo, Aobuja ce UCTM pe3ynTaT u Ha apyre
(KopeKTHe) HaunHe.
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BuinHeapHa pyHKIHMOHeIa

BunvHeapHo npecnnkaBarbe je PyHKUMja KOja KOMBMHYyje enemeHTe ABa BEKTOPCKa npocTopa ga 6u
Aana enemeHt Tpeher 1 AMHeapHa je y CBaKoM 0, CBOjUX aprymeHaTta. MpMmepu cy MHOXera Matpuua,
6unmHeapHe popme 1 MHPoOpMaumja nepuenumje.

®yHKumja aBe Bapujabne f(x,y) je bunuHeapHa aKo je:

{f(a1x1 + azx2,¥) = a1 f(x1,y) + azf(x2,¥)

Qo Bun + Baya) = B f o yy) + Baf (%) @)

3a cBako X EX n y €Y. NomeHn X n Y mory 6uTM pasnanmumti BEKTOPCKM NPOCTOPW, anun Kaga cy
KoeduLMjeHTU BEKTOPA, a ca kbUMa U KogomeHU dyHKUMje ckanapu (bpojesn) u3 uctor Tena @, oHAa ce
dYHKUMja Ha3uBa ¢yHKUUOHeAa.

PauyHcka onepaunja muamehy Bapujabnan 6unnHeapHe ¢yHKUMOHENe Ha MPBOM U APYrom MecCTy, Y
cnyyajy (1) mamehy x m y, He mopa 6uTM geduHUcaHa, ann Kafa je y nutawy ,uMHbopmauuja
nepuenuunje” To je ckasapHuW NpousBog BekTopa. Yak u To je ,npeBulle onwTe”, KaKo MU Kaxy Heke
Konere, jep ux ,36ymyje” moja ,,ucyBuile cnobogHa” keHa ynotpeba. Ob6jacHuhy noHoBo.

Beh 13 camunx Hayena ga cy BepoBaTHMjuU gorahajyu marwwe MHGOPMATUBHM, a 3aTUM [a CE BEPOBaTHUjU
yewhe peanusyjy, Te ga ¢M3MUYKa CTarba TEKE Marbe WMHOOPMATMBHUMA, cleauM aa BepoBaTHohy wm
MHGOPMaLUjy MOKEMO TPeTUpaTn paBHoNpasBHo. OHe cy NonyT MNO3UTUBHUX N HeraTUBHUX Bpojesa 3a
KOje MMamMo 3ajeAHMYKM Ha3us ,6pojeBu”, nnm NUHBEP3HUX OYHKLUMja KaKBe Cy eKCMOHEeHUMjasHa U
NlorapuTamcka 3a Koje (jow yBeK) Hemamo 3ajeJHUYKU Ha3mB.

Kapa je BepoBaTHoha p aa he ce aecutn D manu 6poj (gorahaj D ce ckopo curypHo Hehe aecutu), oHaa
je p = —log(1 — p), na je u cama BeposaTHoha Taga Heka UHdopMaLmja™. Mpumepu OBUX Be3a 3Hajy
6UTM Ha pasHe HauuHe ,HeouvekuBaHu"”. TanacHa oyHKuMja = Aexpi(kx — wt)/h, pewere
LWpeanHrepose jeaHaunHe 3a cnobogHy YyecTuuy, NPeacTaBs/ba ,,Tanac BepoBaTtHohe” U tbeH aprymeHT y
€KCMOHEHTY Kao Jioraputam Heke BepoBaTHohe moryhe je TpeTMpaTM Kao HE3HATHO reHepasvcaHy
XapTtauvjesy nHpopmaumjy (noraputam 6poja jegHako BepoBaTHUX onumja).

MNpema Tome, Tpeba NasnTM NPUANKOM TyMadera oMM MHPopMaLMje nepuenunje, aam To HUje HOBOCT
3a anrebpy. Tako ce y cnepehoj gedpuHUUMjKM noapasymesa Aa je X BEKTOPCKM NPOCTOP AMMEH3Uje
n € N u jow nyHo Tora y Be3u ca 03Hakama M nNpaBuManMMa, Na TEK OHAA BaXKK PEYEHO.

Mpecnvkasatbe f : X? - C peduHucaHo jegHakowhy

flxy) = (Ax,y) = Xiq Y=g aijXyi, (2)

% 1], 14. HeoppeheHocr, cTp. 51.
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rae je A = (a;;), KBaApaTHa MmaTpuua TMNnan X n, a y* € C je koryrosaH 6poj 6poja y € C, Ha3usa ce
6unuHeapHa ¢opma wunmu BunMHeapHa CyHKUMOHena . MocebHo, Kaga je Yy = X, Npec/unKkaBare
f + X - C peduHucaHo ca

f(x) = (Ax,x) = Xty Xy aijxx;, (3)

HasunBa ce KeadpamHa (hopmMa Unu KBaapaTtHa GyHKLMOHeNa.

KBagpatHa matpuua A = (aij)n je xep:vwwcr(a98 aKo je jegHaKa CBOjOj KOHbYroBaHO TPAHCMOHOBAHO],
AaKne ako je a;; = a 3a cBe wHAekce i,j = 1,2,...,n, wto nuwemo AT = A, vau Kpahe A* = A

o3HauaBajyhu KorbyroBake a nogpasymeajyhu u TpaHcnoHoBake. Ha npumep, maTpuua

1 2—1i 3+4+2i
A= 2+i 2 1-2i
3-2i 1+72i 3

je xepmuTcKa. [lMjaroHaiHM eNeMeHTU XEPMUTCKE MATpuULE YBEK Cy peasiHu 6pojesu. AKo apyraduje
HWje HarnalweHo, NnoApasyMmeBa Ce 4a je MaTpuua KBagpaTHe popme (3) xepmMuUTCKa.

BpeaHocTn KBagpaTHe dpopme (xepMUTCKe maTpuLe) cy peanHe. Haume, Korwbyrosarem (3) cneam:

*
n n n

f (x) = Z a;xjx; | = Z(aijxjxf)* = Z aj; ] zn: aj;x; x JA€9)

ij=1 ij=1 ij=
jep je a;; = aj;, a camo peanHu 6pojesn KorbyroBarbemM ocTajy UCTU.

XepmuTcka maTpuua A HasmBa ce Mo3umusHo de¢huHUMHGA ako 3a cBako x # 0 Baxkm (Ax,x) > 0, a Taga
je a; >0 3a cee [ =1,2,...,n. CUMmeTpPMYHA NO3UTMBHO AedUHUTHA MaTpuua HasMBa ce HOPMASHA
maTpumua. MprMmeHa 0BUX MaTpuLLa Y KBaHTHOj MEXaHULM je OrpoMHa.

UHdopmanuyja nepuenuuje

Y Teopuju mHbopmaumje A0 PYHKLMOHENa A0Na3MMO Y HEKOJIMKO Kopaka. MpBo npumeTtumo aa je
»MHPOpPMaLMja“ HeKa ,KoMYMHA onumja“, npu Yemy mopamo y3eTn y o63mp ga Hemajy cBe nojeamHe
onumje jeaHaKy ,,MHGOPMaLMOHY TexXMHY”. Mare BepoBaTHM gorahaju suwe cy HGopmaTMeHU. Hemajy
cBu gorahaju HUTK jeaHaK 6poj (cBejeaHO, jeAHAKUX UM PA3ANYUTO , TELKUX") onumja U He mopajy cee
onuuje MmaTM UCTy BepoBaTHONY, a OHAA@ OHe MOry HarMhaTM Ka nocebHMM peanusauumjama (oHe
BepoBaTHKje yewhe cy).

Tako A0/1a3MMO Aa APYror 3anaxkara, Aa je ,MHbopmaLlmja cucTema” NponopLMOHaNHa HEeKoj BPCTU
LSMHTENUTeHUMje"” cucTema, HacyMUYHUM nayc Yewhum ncxoamma. Mpu NoKylwajy pasasajatba jeAHaKo U
HejeHaKO BepoBaTHMX UCX043, PaAn MHOMera HMXOBUX KOAWUYMHA, npumetnhemo Aa nocToju jouw

%7 dyHKLMOHENa je GyHKLM]a N3 BEKTOPCKOT MPOCTOPa Y CKaNapHO Mosbe.
% Hermite, Charles (1822-1901), ¢ppaHLycKku matemaTnyap.
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6o/be oapehere dpaktopa MHPopmauuje cuctema, Ha JMUYHE ,,CNOCOBHOCTM M BakbCKa , 0rpaHUYeHa”.
MpBe cy peummo BpeaHOCTU CybjeKTUBHUX 0COBMHA, Apyre 06jeKTUBHMUX.

KoHauHO, Ha OCHOBY 3anaarba Aa Y ,,CBETY MHbOPMaUmja“ He KOMYHMLMPA CBE €A CBAYMM, MOMEHYTY
Mepy cuctema pasymehemo Kao ,MHbopmMaumjy nepuenumje”. Hekn cuctemu, Kmea nam Hexkmea buha,
MMajy pasanumte nepuenuuje o UCToj cpeAnHU. HeyTpoH He pearyje Ha eNeKkTpU4YHy Cuay, a cnenu
MULLEBU M NTULE HE KOPUCTE WUCTa 4Yyna y nosy. Tako A0/1a3MMO [0 pasfgajatba U NO NOCebHUM,
He3aBUCHUM CnydajHum gorahajuma.

Wupehn nojam ,uHTenureHumnje”, I(w), Ha *UBU U HEXMBW CBET, Ca CTAHOBMULUTA MOjeAMHOr OMUTa
w € € U3 Hekor cKyna gorahaja (Q, cmatpamo je nNponopumoHasHOM ,MHbOpPMaLmMjM nepuenuymje”
S(w) v BatbCKUM OKpYKEHMMa, Ha30BUMO UX ,xunjepapxunjom” H(w). Tako us I = S/H, 3a patu gorahaj

w, cneam S = IH, na 3a n-Topky oaBojeHux agorahaja wy, ..., w, € Q gobujamo § = §; + -+ S, nam
S == IlHl + Isz + -+ Ian. (4)

OBaj M3pas npenosHajemo Kao bunnHeapHy dyHKumoHeny (1), a y cnyyajy notpebe y KBaHTHOj GU3MLM U
nocebHo Kao KBaapaTHy dopmy (4).

MpumetTnmo Beh npBuM ,Heo4YeKMBaH" pe3ysTaT oBako AeduHucaHe ,mHPopmaunje nepuenunje”, aa
CMakeHa MHbopmaumja nepuenuuje gator cybjekTa 3HauM HEroBy CMakbeHy CMoCOOHOCT M3/1a3a u3
Tewkoha, naM cmarbeHo onaxarbe TelwkKoha, an oboje. Myno cTBoperbe, pekan 6UCMOo, HUTU BUAM
npobieme oko cebe HUTK UX 3HA peLlaBaTu.
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18. BapujanTHu BexkTopu III
7. anpnn 2021.

HactaB/bam Tymauntn GpyHKLMOHENE, OBAE AyaNiHe (buopToroHanHe) 6ase BEKTOPCKMUX NPOCTopa U
npumeHe Te anrebpe Ha KBaHTHa CTakba, CBE Ca CTaHOBULITA MHPOPMaUUje nepuenumje.

YBoO

OcHOBHa 3Hauera ,,BUTANIHOCTU® cy BOJba, MOJET, XMBOCT, @ ,MHbOPMaLMja Nepuenuunje” je meHa
mepa. CTBap je y TOmMe LWITO ce No NpeTnocTtaBum ,,MHGOPMaTUYKOT YHUBEP3YMA“ maTepuja, NpocTop u
Bpeme cactoje oA MHpopMaLMja, a OBa je mepa onuuja U HEM3BECHOCTU, Ma je oHAa Home moryhe
npeacTaB/batbe pasHMX NojmoBa. To, HapaBHO, ako ce cama popmyna Te NepLenLmje NoKarKe TayHa.

MNpe cBera, LeHoHoBa aeduHUUMja MHPOpMaLMje (cpeaHUx BPeAHOCTU) HeH je cneunjasHu cyyaj.
YKpaTKo, aKo je gat (noTnyH) HM3 BepoBaTHoha a, b, ¢, ... a hemo Ao6uTn MHbopmaLmjy peaom U3Hoca
x,V,% .. OHAa hemo pobutn wuHdpopmaumjyy S =ax+by+cz+-+, a TO je 3anpaBo BpcCTa
,MHPopMaumje nepuenumje”. MpUmeHa je cnmyHa.

Ha npumep, ako je Ha Hekom nnauy msnoxeHo 100 aytomobuna u 1o 60 M3 jeaHe n 40 us gpyre
dabpuke, a mehy oHuma u3 npee ca 5% owTeheHnx u apyre ca 3%, oHAa WaHCca Aa HAaCYMUYHO y3eT
ayTo ca nnaua 6yae owTteheH nsHocn 0,60 X 5% + 0,40 X 3% = 4,2%, ogHocHo BepoBaTHohe 0,042.
To je Moaen Koju ce NaKo NoomnwTaBa 1, AoAyLe, Maso TEXEe MHTepnpeTnpa.

Kapa cy 6pojHuja ayta owrteheHuja y jow 3HavajHMjem npoueHTy Beha je n BeposaTtHoha ga ca naaua
CNyyajHo nsabpaHu npumepak byae owrteheH. O6pHyTO, ako BpojHUja ayTa UMaAjy Taj NPOLLEHAT MatbM,
oHAa he y yKynHoj macu 6UTK 3acCTyn/beHO BULIE MCNPABHUX. MHTYUTUBHO TO pPasymemo, OHO je Aeo
MHpopMaLmje nepuenumje anun He u LLieHoHoBe.

Ucta dopma payvyHara MPEHOCMBA je Aasbe Ha Haumsrien cacBUM gpyrayunje cutyauumje. Peunmo Ha
»TelwKohe” HeKor urpaya, ApyLTBa, EKOHOMMUje, AP¥KaBe ca ABe OCHOBHE NpPeTHe, Be/IMYMHA X U Y. Heka
cybjeKT Koju ce ca npeTHama HOCK pacnopeam CBoje cHare npema kwuma y ogHocy a: b. Kaga je To 100
ayTa, ogHoc je a : b = 60 : 40. M3HOC cybjeKTOBOr y4yecTBOBaka Y ,pady Ha Tewkohama” ynpaso je
nHpopmaumja nepuenumje S = ax + by. AKko ce Buwe Haumo Ha Marby NpeTry, 6poj S je marbu 1 3a
OZHOC CYNpPOTCTaB/bakba NPETHM KAXKEMO 43 je MAUTABUjU.

MHore 3aKOHUTOCTM TUX OAHOCa, Ayanusama, moryhe je Hanasutu y (MyaTm)anHeapHoj anrebpu, y
KBaApaTHUM W yonwTte 6uanHeapHUm ¢dopmama. TO je Tema MNpuaora O BapWjaHTHUM BEKTOPMMA.
M3HeHahyjyhe je wTa ce cBe M3 0BMYHOr KMBOTA Hanasu mehy cammm NMoO3HATUM Teopemama, aau He
Kakem Ja ux je jeAHOCTaBHO MHTEePMpPeTMpaTy.

3aKoHM ogprKarba MHPopMaumje nepuenumje (BeposaTHohe M HEM3BECHOCTM Takohe) UMHE je KOHAYHOM,
Ha MpuMep, 3aTo LWTO Camo HECKOHAYHOCT MoKe 6uTK cBOj npaBu Aeo. OBO Aasbe 3HAYM Le/bUBOCT
Hajoa/be OO0 HajmarbMX nopumja ,4YMCTe HeM3BeCHOCTU”, M3a KOojux 6M HacTaBak oaysuMmarba
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Hen3BecHOCTN BoaMO Ka Behoj nssecHocTn. CTahemo Ha ersucTeHuuju enemeHata, HajMakbMx nopuuja
MHpopmaumje nepuenumje, KBaHTa AejcTBa, 0AHOCHO KOHa4YyHe 6a3e BEKTOPCKMX NpocTopa.

JyasHa 6a3a

3a pas/IMKy 0f, NPETXOAHOTr MCTOMMEHOT HAacTaBKa® rAe CMO MManu Mo jeaHy GYHKLUMOHENY Ha Leom
BEKTOPCKOM NpocTopy, oBae hemo mx ogjeAHOM NocmaTpaTh OHOJIMKO KOAMKaA je 6a3a npoctopa. AKo je
ey, ---, ey 6a3a npocrtopa X, oHAa ce cBakM BEKTOP X € X MOXKe Ha jeANHCTBEH HAYMH NMUCaTh y 06nKy

x=¢e +:+¢& ey (1)
[a 61ucmo Halnm KoopanHaTte §k, pesiom 3a uHaekce k = 1, ..., n, Tpaumo nuHeapHe dpyHKumoHene™®

* 1 k= .1
ek(ej) = Okj = {0 k ¢j'_ (2)

101

Cumbon 6y j HasuBa ce KpoHekepos™ . 3a dyHKUmoHeNe (2) Baxu:

ek Z ¢ | = Z éje;(ej) = Z Si0kj = &
j=1 j=1 j=1

Aakne
&, = er(x). (3)

[a je dbyHKUMOHeNa ey, aKo NOCTOjU, IMHEapHa NpU NPUAPYKMUBatby k-Te KoopaunHaTte BekTpy (1) y 6a3u
e, cnegn ns (Ax), = Ax)e n (x + ¥)r = () + (V)k, rae je k-tTa koopaunHaTa BekTopa (x). 33 AOKa3
ersucteHuuje GyHKLMOHeNE ey BaxHa je cneseha Teopema.

Teopema 1. Heka je eq,...,e, 6a3a y npoctopy X. Ako cy A, B : X = Y nBa nnHeapHa onepatopa u
Ae, = Bep3ak =1,..,n oHpa je A = B. 3a nponsBo/bHe BekTope f, ..., f, € Y noctoju jenaH n camo
jenaH nuHeapHun onepaTop A : X — Y 1akaB ga f, = Aegy3acee k = 1,...,n.

Jokas. Mpeo TBpherse cnegmn ums:

n n n n
Ax = Az Sl = Z S Aey = Z S.Ber = BZ Seex = Bx
k=1 k=1 k=1 k=1

3acBakox € X, 1j. A = B.

3a pokas gpyror TBphera aeduHuwuMmo onepatop Ax = AYp -, §kek = Yr-1 §kfk. TakaB BeKTOpY:

99 .
16. BapujaHTHuM BekTOpM Il
1% pyHKUMOHENa je NpecnKaBatbe BEKTOpa y cKanape.
191 kronecker delta, https://en.wikipedia.org/wiki/Kronecker delta
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n

n n
ax + by = az Sl +bz NeCr = Z(afk + bnk)ek
k=1 k=1

k=1

NpUAPYKYje BEKTOP:

Aax +by) = ) (g +bn)fe=a ) &fic+b ) nfi = aAG) +bAG)
k=1 k=1 k=1

a KaKo je To MHeapaH onepaTop u Ae, = fj, TO je ersucteHumja onepatopa A AoKasaHa. JegHO3HaYHOCT
cneam U3 NpBOr cTaBa OBe Teopeme. O

Tume je AOKasaHa M ersucreHumja nMHeapHux onepaTtopa ca X y Y. Ca craHoBuWTa penpeseHTauumje
OBMX NPOCTOPA Y KBAaHTHOj MeXaHMLM [0Ka3aHa je AOCNeAHOCT NoHallakba KBaHTHWUX CTatba (BeKTopa) y
KBAaHTHOM cuUCTeMy (BEKTOPCKOM MNPOCTOPY) Ha OCHOBY HMXOBMX efieMeHTapHuX ocobuHa (6ase), a
3aTMM U eraucTeHuUMja npoleca (onepaTtopa) Koju Nnpesoje jeiHa KBaHTHa cTarba (X) y apyra (Y).

loprba Teopema je Mo3HaTa a 3amMasno je no3HaTa U theHa NomeHyTa MHTepnpeTauuja. Mo3HaTi cy U
cnepehu craBoBu, gpyra, na Tpeha Teopema, Koje HaBoguMm 6e3 goKasa. CBaKM CUCTEM JIMHEapHO
HEe3aBMCHUX BEKTOPA KOHAYHO AMMEH3UOHA/THOT NPOCTOPa MOXe ce HagoMnyHUTM Ao 6ase Tor npocTopa,
Tj. CBaKM TakaB CUCTEM BEKTOpPA je noackyn bap jegHe 6a3e npocrtopa. To je , Apyra Teopema”.

Cnepeha je ,Tpeha Teopema“ Koja Kaxe Za NocToju jegHa M camo jegHa matpuua A tunam X n (cam
BpPCTa M M KOMOHA) npuapy>keHa nuHeapHom onepatopy A : X™ — Y™, pakne npecnavkasartby m y n
AVMEH3NOHaNHM BEKTOPCKM npocTop. Tu npoctopu, X 1 Y, umajy no m oaHocHO n 6asHUX BeKTOpa, a
HaBeAEHO NpUApPYKMBatbe, M3mehy onepatopa A v terose matpuLe A, je usomopgpuzam'® BeKTOPCKMX
npocropa.

Mo3HaT cy [OKasK ga je m X n gMMeH3Knja Kako onepaTtopa A Tako n kbemy nsomopdHe matpuue A, na
X He Hasogum. Takohe, ga y caydajy Komnosuumje npecavkasarwa A:X™ - Y™, B:Y" > ZP n
C:X™ — ZP 3a wbuma nsomopdHe matpuue Bakm C = BA. 3atum, Aa 3a MHOMKerbe maTpuua Bake
3aKOHM AMUCTPUBYLMje 1 acoumjaunje, anm He U KomyTauuje.

OBa 0paBHO yCTaHOB/bEHa Be3a M3Mmehy MaTpuua M onepaTopa CMmaTpa ce M penpeseHTaLMjom
NIMHeapHWX onepaTtopa nomohy ,KOHKPETHUX” enemeHaTa — MaTpuua. Kao LWTo 3Hamo, OHa Ce NOYETKOM
20. BeKa npowwupuna Ka penpeseHTaumju AMHEapHUX onepaTopa, OLHOCHO HUXOBUX MaTPUYHUX
NpeAcTaBHMKA, HA KBaHTHa CTarba. 360r Be3a MHPOpMaLMje U AejCTBA, UCTO Aasbe WMPMMO Ha camy

nHdopmaumjy.

ErsucteHumja dyHKUMOHENE €y cneam U3 NpBe Teopeme, CTaBbawem ¥ =@ n fi=--=f, =1y @.
Mopen Beh nokasaHor cBojcTBa (2), NoKasyje ce Aa BEKTOPM €y, ..., €, YNHE HE3ABMCAH M MOTMNYH CKyn,
TaKo fa npeacTas/bajy 6a3y npocrTopa AMMeH3Mje n.

102 . . . .
M3omopdursam je 060cTpaHO jeLHO3HAYHO Npec/nKasatbe (bujekumja) nsmehy Ase matemaTuuKe CTPYKType.
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Haume, u3 npeTtnoctaBke a,e; + -+ a,e, = 0 3a cBako x € X 6uhe ae{(x) + -+ ayen(x) =0, na
cTaBmajyhu x = e, pegom 3a k = 1, ..., n gobujamo a; = 0, WTO NoKasyje He3aBUCHOCT BEKTOpPa €y [a
OHW pasanuiby N-AMMEH3MOHANaH MNPOCTOP, OAHOCHO A3 Mory AedUHMCATM CBakM BekTop x* € X*
TaKBOr MPOCTOPA, CNeam us

x*— Z x*(ej)ej* (ex) = x"(ex) — Z x*(ej)ej* (ex) =0
j=1 j=1

3ak = 1,...,n naje pyHKUMOHENA Y YINacToj 3arpaam Hyn-pyHKumoHena. Npema Tome

x* = Zx*(ej)ej‘ (4)
]:

je npon3BosbaH BeKTop x* € X* 1 AnHeapaH je cnoj BeKTopa e, ..., e,. OfaBae v Ha OCHOBY MOMEHyTe
apyre u Tpehe Teopeme cnegm aa je X* n-AMmeH3noHanaH BEKTOPCKM NPOCTOP.

basa e* us X* je buoptoroHanHa, nnu dyasHa 6asn e ns X, ako je
(ek|ej*) =6, kj=12,..,n (5)

OBgae je onet ynoTpebsbeH KpoHekepoB cumbon (2). EraucrteHumja 6uoprtoroHanHe 6ase cnegu us
npumepa 3. NPOLLIOT UCTOMMEHOT MPUAOTa™>, a KOPUCT OZ e A0a3mn U3 nakohe fo06Ujarba KOOPAMHTA
BEKTOpaA X y 6a3u e. 3a Npon3BO/bHU BEKTOP X € X 6uhe

X = Z(xleié)ek (6)
k=1

jep je x = Yj=1 &, ex. MpumeHom dyHKuMoHene ey aobujamo & = ey (x), a 0Bo je no aeduHULMjn

ynpaBo oHo WTo Aaje (5).
KBaHTHO cTame

KBaHTHO cTatbe je pacnogena sBeposaTHoha cBMX mMoryhux ncxofa meperba AATOr KBAHTHOM cUCTEMa.
OHO ce npeacTaB/ba BeKTOopMma nonyT (6), ca HesHaTHUMM npwunarohaBawbmma. MpBo je, 06pHYTO
anrebpu, Aa Cy KOBapWjaHTHM BEKTOPW O3HAUYEHM KOHbYroBatbeM X*, a KoHTpasapujaHTHM'® BekTopM
HeKOokbyroeaHu, x. OBae KopuctMMo oba HaumHa a Harnacutu hemo Koju je y TOKy, ako To byae

I'IOTp66HO. Opyro je Aa BEKTOPKU (KBaHTHa CTaH:a) 6yp,y HOPMWPAHU Ha jE[l,MHMLI,y, ”X” =1.

Kao popatak (moje) Teopuje MHGopmaumje, CKanapHU NPOU3BOL BEKTOPA, KBAHTHUX CTakba, cMaTpahemo
BepoBaTHONOM HUXOBOT yApYyKMBakba. Kako je KBagpaT Hopme BekTopa ||x||? = (x|x*) =

1% 16. BapwujaHTHM BekTOopM Il

10415, BapujaHTHM BEKTOPU
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= (Zn:(xle};)ek) Zn: (x|ej)e Z (xlep)(x|e;) 8y = Zl(x|ek>|2
=1

j=1 k,j=1

AaKkne

n

Y )

k=1

n ca gpyre ctpare je ||x|| =1, To komnoHenTe & BekTopa x = (51, .fz,...,fn) CBOjUM KBagpaToOM
2 . .

mogayna |§k| = §k§;( feduHunwy BeposaTHOhyY HEFOBOT HalaXKera Y CTakby €. pojeKkumjy BeKTopa Ha

BEKTOpPE MHTEPNPETUPaMO MepereMm, Meperbe UHTEPAKLMjOM, a MHTEPaKLUUjy KOMyHUKauujom. To je

nocneaHo yobuyajeHom 6uparby 063epBabaun (MepsbMBUX BeNNMYMHA) 33 BasHe BEKTOpeE.

Y [IMpakoBoj'® 6pa-KeT HOTaLMj1 KOBapMjaHTHM (6pa) M KOHTpaBapujaHTHU (KeT) BEKTOPM ULy ce, Ha
npumep:

X
(l=@ b o), |¢)=(}’>, (8)

¥4

TaKo [a je UX0B (MaTPUYHKN) NpounsBos,
(Wlg) = ax + by + cz. (9)

AKo je To cKanapHuW NPou3BOA, [1Ba BEKTOPA KBAHTHUX CTaka, pesynTtat he 6utu peanaH 6poj. Ymecto
M ¢ KBaHTHa ¢U3MKa 3a 6amke oapehere cTakba KOpUCTU U apyre o3Hake. Kagda je v = ¢, Taga (9)
npeacTaB/ba KBagpaT Hopme. [la 61 0BM BekTOpU HUAN GU3NUKM MOopajy BUTU HOPMUPAHUM Ha jeauHULLY,
na 3a NpousBo/bHe @, b, ..., Z € C umamo:

(a,b,c)

X
W = e 19 =7 |2+|y|2+|z|2< )

a* * * *
(') = \/ (a,b,0) 1 <b*> _ __aa'+bb +cc =1,
la <

|2+|b|2+|c|2\[|a|2+|b|2+|c|2 f|a|2+|b|2+|c|z>

X
*z) 1 X*x+y*y+z*z
(¢l =—= (y)= =1,
j|x|2+|y|2+|z|2j|x|2+|y|2+|z|2 (e
ax* +by* +cz*

W) = e ET LI YRE s hET P (o

1% paul Dirac (1902-1984), eHrnecku Teopujcku dpusmnuap.
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Mogpasymesa ce fa 6poj n komnoHeHTH (X|ey) BekTopa (6) mMoxe BUTM pasuuMT, a3 came Te
KOMMOHEHTE, KoepULMjeHT BEKTOpA Mory BUTK KoMnieKcHM bpojeBu, anu 3a ckanapHe npomssoge (10)
Tpaxu ce ga byay peanHu. Tu npoussoamM NpeacTaB/bajy MHTEpaKLUMje, a camo oHe cy o63epBabusiHe,
dU3NYKM peasiHe, YNju NPoM3BOAM Cy peasiHn bpojesu.

KBaHTHO cTarbe npe MHTepaKuuje Hasuea ce cyrnepno3uyuja. OHa nNpeacTaB/ba HEW3BECHOCT MCTe
KoMunHe nHGopMaumje Kao U BUNOo Koju HeH eBeHTyaNHU ucxod. Ha npumep, ctakbe ¢pep HoBumha npe
bauara 1 6uno Koju oa Aga ucxoga (nucmo, rnasa) uma nHdopmaumjy log, 2 = 1 6ut. Crarbe KouKe
npe 6auarba U CBaKM 04, LECT ucxoaa umajy ucty nibopmaumjy og log, 6 = 2,58 buta.

Cynepnosuumja yK/bydyje cse moryhHOCTM Koje [O0OBOAe A0 NO3HaTUX Meperba, anu 3a Pas/nKy of,
HaLarba HoBuYMha MK KOLKe, Y MMKPOCBETY cy (MOHeKaa Heno3HaTte) onuuje cTBapHe HEM3BECHOCTHU Koje
npetxose (nosHatom) meperby. Tamo npeTnocTtaBke (cymepnosuumjy) oTkpmBamo nomohy ucxoaa
(Mepetba), a To Hac 3Ha 36yHUTU. MnycTposahy oBo Ha no3HaTom'®® npumepy.

O3Haunmo 6asHe BekTope, 063epBabe, ca [0) n |1), a moryhe nyTarbe yecTuLe BEKTOPUMA:
1 1 1 1
la) = 510) +=11), B) = 510) — 1)

KBaHTHO MexaHM4KOo CTarbe |W) je cynepnosuvumja nyTawa a U f, a AedUHUWEMO ra Kao HMXOB
(HopmupaH) 36up:

1 1 1(1 1 1(1 1
|V/>:E|a>+ﬁ|ﬂ> 7 E|O>+E|l> "5 E|O>_E|l> =10).

MehyTuM, KBaHTHO cTakbe |i) ymecTo 36upa, morna je 6uUTM pasamka nytTaka a U S, na 6Gucmo

. 1
nsmepunn |1). Obe nyTtarbe Kao u oba Ucxoda MMajy UcTe BepoBaTHohe - WTO Ce BUAM M3 amnanTyaa
1 . . .
73 @Y cynepnosuumjn cabupamo amnauTyge. To je nHTepdepeHumja.
YecTuue KBaHTHE MexaHWKe nHTepdepupajy nonyT Tanaca, a BeposaTHohe geduHULWY Meperba, na cy
KBaHTHa CTakba YecTuue-Tanacu BepoBaTHohe. 3aKOHM oZprKarba OrpaHWYaBajy oBe MHTepaKuuje U To
Hac Takohe noHeKag 36ywyje. MonyT rybutKa jacHohe nojegMHUX CAMKA Ha Buaey Kaga xohemo aa
AeTa/bHUje NpUKaXKeMo MoKpeT, uan noseharwa HeoapehHeHOCTU NosorKaja yectuue Kaga xohemo ga
TauyHMje oapeanmo HeH nmnync (penaumje HeogpeheHocTu), Tako he uU3jalwrbaBakbe NO jeHOM CBOjCTBY
yecTuLe A0BECTU A0 rYOUTKa HEKOT ApYror.

Ha npumep, y No3HaTOM eKCnepuMeHTy ABOCTPpYKM-0TBOp Y, Kaja je jesaH of, ABa Npopesa 3aTBOPEH
M3jallHbEeHO je KpeTakbe YecTuLe-Tasaca 1 HeHO NoHallakbe je apyrayuvje, BULIe je YeCTUYHO, Hero Kaaa
cy 06a 0TBOpEHa M HEHO NOHALWake je TanacHo. Kaga Kpos Ta ABa Npopesa NponywTamo camo Mo jefHy
yecTuuy-Tanac y Ayrum nepvoaumma usmehy, Hactajy uHTepdepeHumje meHux moryhux nytarba u
»4ecTLa” ce NoHala BULLIE KAo Tanac. TO/IMKO O Cynepnosnumju.

196 https://www.quantiki.org/wiki/states

https://en.wikipedia.org/wiki/Double-slit experiment

107
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Enuaor

Tema je TeKk HayeTa anu y OYeKMBakby HacTaBKa, HaflaM Ce, HeKe OCHOBe Cy nojallkbeHe. [asbe Tpeba
YTBPAWUTU O3 je AyanaH of, AyasHOr BEKTOpa OMeT Nosia3HU BEKTOP U 06jacHUTU pasnnke uamehy 4nctmx
M MeLlaHuX cTaka (pure, mixed states), npe cBera, a 3aTUM U WTOLITA APYrOr.
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19. [IpuposHO npaBo
10. anpun 2021.

PacnpaBa 0 ,,HENPOMEH/bUBUM, 0BjEKTUBHUM M BEYHUM NPaBUAIMMA JbyACKOT MOHALWAHa Koja ce y ToM
CMMUCY CMATPajy CIMYHMMA NPUPOLHMM 3aKOHMMA", ca CTaHOBULITA Teopuje nHbopmaumje.

Mutarbe: Moske M caBpemeHOo NpaBo NOCcTUhY IOTMUYKY KOH3UCTEHTHOCT reomeTpuje?

Oprosop: He, npeTnocraBka paBHOMPABHOCTM TO He [A03BO/baBa. HM y Teopuju He NocToje A0BO/LHO
»PaBHOMPaBHA" MLA UK cUTyaumje A4a BUCMO TaKBY NPETNOCTaBKY MOT/IM CMATPaTK TayHoMm. Mpobiem
je pa/sbe ca [edyKUMjOM Koja M3 HeTayHe NPeTnocTaBKe Jaje HemnoysfaHe 3ak/byuyke; M3BedeHe
nociaeauue UCTUHUTOCHO CY UPeeBaHTHE.

N: Kako oHga mory 6UTK paBHOMNpPaBHa [Ba e/1eKTPoHa?

O: EnemeHTapHe vectuue ¢pusmke He mory 6MTM anconyTHO paBHonpasHe Takohe. Kocmoc ce crasHo
Mehba, rafiakcuje ce yaasbaBajy, CynctaHua ce pacnopehyje, a Te npomeHe AeNOM cy HenpeasuauBe.
®OTOH AOK NyTyje CBEMMPOM CTa/IHO yNa3M y MaKap Maso Apyradnje oKpyKere of, CBer npeTxoaHor.
YBeK y HOBOM CTakby Ca CBOjOM OKO/ZIMHOM, OH je pasanumnT y 610 Koja ABa TPeHyTKa.

Yectnua 6e3 oKkpyrKerba He MOCTOju, 3aBUCHO O, OKPYKEeHa OHa YMHM nojasy. To je nocieanua Teopuje
uHpopmaumje nepuenumje (S =1-H = ax + by + +-- + cz) Koja ,MHbopmaLmnjy” neduHUwe TeKk Kaga
nmamo yectuuy, sektop I(a, b, ..., c), ca tbeHom oKonnHom, Bektopom H(x, y, ..., z). JocneaHo Teopujmn
pPenaTMBHOCTM ajin M KBAHTHOj] MeXaHMULM, F4e OHO LITO Ce Ofa)ka 3aBUCKM of, NocmMmaTtpada, y Teopuju
nHdopmauuje Kojy 3aroBapam, He NocToju ,uHGopmauuja YyecTULe” He3aBMCHO Of, OocTaTKa ceemupa. Ca
Apyre cTpaHe, UHbopmMaLMja je OCHOBa NPOCTOPa, BpeMeHa 1 maTtepuje.

N: Oa an je oHpga moryhe mMano NPoOMeHUTU MPETNOCTaBKe NpaBHE HayKe Aa bucmo [obuam nornykm
CaBpLUEH CUCTEM APYLUITBEHMX 3aKOHA?

O: He. 3Ham ga je ogrosop 36yryjyhn n ga my Hepago BepyjeMo, ann UCTUHWU HUje Ba*KHO Yy LWTa MU
Bepyjemo. Huje moryha pgocnegHa ynotpeba ma Kakse ,MpaBHe Hayke” (eHr. jurisprudence) Tako aa ce
HEeHUM AefyKUMjama YBEK 1 YBEK U3BOAE TauHe nociegunue, KOH3UCTEHTHO NONYT reomeTpuje.

Hanme, neo peanHoctu nytem 3akoHa ¢usmke Beh nosHajemo. Heke weHe 3akOHUTOCTU Tek hemo
OTKPWUTU, anun cee HUKaaa Hehemo 3HaTM 6Mno 3aTo WTO TO cyHjeKTMBHO Hehemo mohu Mnaun 3aTo WTo cy
06jeKTMBHO HecnosHaT/buBK (360r lepenoBux Teopema O HenoTnyHoctu). MehyTum, oHO uvera vy
dU3MUKO] peanHoCTH yonLuTe HemMa, UK je oKa3nBo Hemoryhe — He moxe noctojati'®.

Ha Taj HaumH rnegajyhu, nHbopmaumja je yBeK HeKa MCTUHA, OTBOPEHA MM MPUKPUBEHA. YaK Hu
EeKCNIMLMTHE UCTUHE NONYT Teopema He MOry cBakome BUTU jacHe, a MOroTOBO He MOPYKE U3 NaXu, Uam
camor hyTara. HelwTo o oBora gemoHcTpupa cnegehu, MHaye NosHaT npumep.

108 . R .
CseT ce pa3Buja Ka BepoBaTHMjem, Marbe MHGOPMATUBHOM, Ca Makbe HeoueKknBaHux gorahaja.
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Ha cnnum ce Hanase Tpu KyTuje of Kojux camo jeaHa cagp:u 61aro, a ucnog cBake je usjasa of, Kojux je
MpuKasaHe cy TpU KyTuje ca TayHo jeaHOM jeAHa MCTUHUTA. AKO je WCTMHWTA npBa,
Koja cagpxu 6naro. bnaro MoxeTe 3aapxaTK  OHAJ je je W Apyra TayHa, Na npea Huje
ako nsabeperte npaey KyTujy. Mcnoa ceake je  WCTMHUTa 1 61aro Huje y NpBoj KyTuju. AKo
nzjaea, ann camo jegHa je UCTUHUTA. je 6naro y Apyroj KyTuju, Apyra usjasa Huje
TayHa, a jegHa M camo jeHa o4 u3jaBa npse
n Tpehe je TayHa. NMpema Tome, 61aro moxe
6uTK y Apyroj Kytuju. Ako je 6naro y Tpehoj

H H KyTuju, Tpeha nsjaBa je TayHa, anu TayHa je

: , X n gpyra, na Tpeha usjaBa HWje TauyHa, WTO
Bnaro je oeae bBnaro Huje  Bnaro Huje y . S .
oBAS y Kymujn 1 3Hauu ga,,bnaro jectey Kytnju 1", ato jey

1 2

KOHTpaAnKUnju ca TBpherem aa je 6n1aro y Tpehoj KyTnju n ga He moxke BUTK y jow HeKoj. Mpema Tome,
6naro je y gpyroj kytnju!

Oa je ,cBeT HeucTMHa” nsomopdaH (eKBMBaNEeHTaH) ,CBETY UCTUHA" Takohe cam yKasuBao paHuje.
MocToju obocTpaHo jeaHO3HAYHO NpUAPYXKUBakse (bujekumja) Tabamua UCTUHUTOCTN anrebpe Norunke ca
OHMMa Koje BUcmo 13 oBux aobujann 3ameHom ,TayHo” (T) ca ,HeTauyHO" (L) n 06pHYyTO. CBET YMCTUX
HEUCTMHA (KOHTpaguKumMja) OBOM AyNAOM 3aMEHOM TayHO-HETayHO, NOCTao 6M CBET YMCTUX UCTUHA
(TayTonoruja), WTO je Ha CBOj HauMH U paHuje cxBaheHo y MaTamaTuLM, Y HEHOj METOAM O0Ka3nBakba
,CBONEHEM Ha KOHTPaAMKLM]jY”.

M: Nax je NpMKpMBEHA UCTUHA?

O: TaKo je. HauenHo, Teopuja BepoBaTHohe ApKu Aa cy BepoBaTHUju gorahaju yewhu, a otyaa cy yewhw
Marbe MHbOopMATUBHU. TO je ,,NpMHLUMN HajMmake UHbopmauuje”, nan ako xohete ,,NpMHUUN HajMmaker
AejcTea“, jep MoxKemo y3eTn aa cy AejcTBo U MHbopMaLmja ekBMBaNeHTU. MNpupoaa He BOAU eMUCU]jy
nHbdopmaumja, oHa npedepmpa HEHO CKPUBaHE, FAE FO4 TO MOXKE, a8 HEKM OZ TUX HaAuyMHa Cy NaxKu U
aesnHdpopmaumje.

M: lTta Hac moxKe cnpedYnTn Ja HeKM cuctem H6ap NoKyLamo CTaBUTU Y CTakbe PaBHOMPABHOCTU, LITA ce
TaZa MOXe AecuTn?

O: Cuna merba BepoBaTHohe. TpajekTopuje no Kojuma ce Kpehy ¢u3MUKe 4yecTUue, ca HMXOBOT
CTaHOBMLUTA, HajBePOBATHMUje CYy MM MyTake M TO TAaKO OCTaje AOK UM ce nepuenumje He NpomeHe. Yawa
CTOjM Ha CTOJy 3aTO LUTO je Yy AaTOM TPEeHYTKY HOj Ty HajBepoBaTHUjU NoNoKaj. 360r 3aKoHa oApKatba
MHPOpMaLmje OHa OCTaje TakKBa — CBE LOK HEKO APYro Teso (pyka) nam cunia yawy He nomepu. Cuna ce
[AelaBa NPOMEHOM HEN3BECHOCTM M OAHOCA BULWKA (MakbKa) MHGopMaLmje cpeanHe.

Oparosop Ha 0BO NuUTakbe, 3aTMM, Hahumo npumehyjyhn aa cTtartbe paBHOMPABHOCTUM HOCU MaKCUMasIHY
nHdopmauujy. Beha je HemssecHocT y bauary dep HoBUYMha Hero dannyHor. Kaga 3Hamo Aa je Hosuuh
AedbopmucaH TaKo Aa BepoBaTHMje Nafa MMCMO Hero rnasBa M MMCMO NafHe, TO je OYeKMBaH, Marbe
MHbopMaTMBaH gorahaj. MpMHUMN MUHUMANM3Ma MHPOoPMaLMje cynpoTcTaBuhe ce jeaHaKoCTy.

Y (mojoj) Teopuju nHdbopmaumje, jeaHaKOCT je No cebu cuna Koja 61 Aa merba 04HOCE Y HejeAHaKe, Kojy
WHTYUTUBHO ocehamo M ynperKeMo Kaga nocTaB/bamMo CMOPTCKE TaKMUYApe Yy jedHaKe nosuumje aa 6m
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yTakMuua 61na WTo KMBJba, UK je eKcnnoaTuwemo cumyampajyhu gemokpatujy ga 6v noctmram wro
sehu pasBo;j.

M: 3aTo KaxkeTe Aa PaBHOMPABHOCT reHepuLLe cykobe?

O: Oa. TeHAeHUMje YBEK MOXKEMO MPENno3HaTU Kao npueaayHe unm opbojHe. Peummo ga ce pagu o
npBOM C/yyajy, Aa pagMmo ca BepoBaTHohama M ca camo gse moryhHoctu (S = ax + by). Ako je 3a
CBaKor oA ABa yyYecHMKa (cpeanHy, ApyLITBO, NojeaAnHLA) npea MoryhHOCT NpuBAaYHKja Tako Aa UX UMa

BULe y NoHyau (a > b u x > ), uxosa cripera (S) nokasahe sehn'®

W3HOC, BEPOBaTHMje CTake, Hero
[a je NpBOM yyeCHMKy npsa moryhHoCT npvBaayHuja a gpyrom oabojHuja (a > b n x < y). BeposaTHuje

je pa he ce ,uctn” yapy»utm n nosehat KOAUYMHY NPBUX MOryhHOCTW.

TaKo HacTajy noautuuke ¢pakumje u MmpKka npema OHMMA Koju ,Hucy Hawmn“. CynpoTHO ,Hawmma“
jaB/ba ce aHTaroHMsam npema ,HMXoBMMA“, na pagehu y npBOmM MNOMeHyTOM cAay4yajy (ca
BepoBaTHohama), Kao exo HanasMmo M oabojHe cuie 1 pag peunmo ca XapTavjeBum uHbopmaumnjama,
noraputmmma BepoBaTtHoha.

N: Jo candHor aonasmMmo 1 nomohy mogena cnoboaHux mpexa?

0: 13, TauHe Teopwje carnacHe cy. Y mogeny ,,cn1oboaHUX Mpeka“ MMamo paBHOMpPaBHe NOBE3HMULE Koje
nosase (3aBpluaBajy) YyBopoBMMa. Pagu jeaHOCTaBHOCTU, 3aMUCIMMO 4@ MMaMO Camo ABa YBOpa, NPBU
ca JeceT NnosesHULa a Apyru ca camo jegHOM, a A3 Ha X Tpebamo HagoBe3aTU HEKY HOBY MOBE3HULLY
(v uBop). Kako cy cBux 11 jeaHako BepoBaTHM HacTaBuUM, a NPBKU YBOP MX MMa 10, To je waHca ga he ce
HaJoBe3MBakbe AecuTU Ha npBuM YBop 10 nyTa Beha Hero Ha Apyru. Toauko je Beha waHca ga he npsu
yBOp 3aTMm MmaT 11 noBesHMUa a APYrU U Aasbe camo jeaHy. BepoBaTHuju gorahaju cy yewhu, na ce
YBOpPOBM ca BuLWe nosBe3HMLa Yewhe nosehasajy!

CnobogHa Mmpea ce pasBuja y OHy Ca BEOMa Maso 4BopoBa HoraTum noBesHULAMa Hacnpam BeMKor
6poja cMpomalwHux. Fae rog MMamo NPUHLMM PAaBHOMPABHOCTM HapacTa Ta BPCTa HEPABHOMPABHOCTMU.
Ha npumep, y cnoboaHOM TPKULWTY HOBLLA M3ABajajy ce manobpojHu Beoma 6oraTtu. Y3, npuHUMNNjenHy
paBHOMPABHOCT" NyTOBaa, MULL/bEHA, MPaBa Ha cnoboay, pa3suja ce Kaaca OHUX KOjU MOry nyToBaTH
BUMLUE, YMje MULL/bEHbE Ce BULLE LieHW, Koju cy cnoboaHmju. To He Mopajy 6UTK 1UCTe Kiace, ann oneT U 3a
paBHoOMpaBsHe Mehy KUMa — Aasbe ce pasBuja UCTa BogoAENHMLA.

Taj HauuH je ekBMBaseHTaH ropwem, nomohy ,uHbOpmauumje nepuenuuje”, TymayeHe nomohy
,NIpUBNadYHe” n ,,0a60jHe” ckNoHocTU. Y ciydajy npBe paaMmo ca BepoBaTHohama (Bule BepoBaTHOhe —
BMLUE CKJOHOCTW), Yy cyyajy apyre ca uHoopmaumjom (suwe nHpopmaumje — makbe CKAoHoCTH). Taga
NoMake fa 3aMUCAMMO CKNOHOCTU YONLUTe, peuuMo Kao ,BOJIeTM KBaapaTe“, a HEeCK/OHOCT ,,BoNeTH
Kpyrose'. CpeamHa Koja ,,BoN KBagpaTe” pacte npmsnavehu gpyre ncte cknoHocTn. OHaj KO OCTaHe Ha
cpeamHn uecte 6mMBa nperaykeH, Kaxy. Tako ce CBaKa CyncTaHUa onpegesbyje, CBakM 0B6AUK KMBOTa, a
Tako he 6MTK 1 ca ayTomaTma. Hehe 6uTM moryhe HanpaBUTW BELUTAYKY MHTEAUTEHUN]y Koja 61 morna
WUTHOPUCATM OBY 3aKOHUTOCT!

% Akoje &8 > Otapaje (a + &)(x + &) + ax > (a + €)x + a(x + §), wWro je Nnako NpoBepUTY.
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M: LWWTa ako cMaom oAprKaBamo PaBHOMPABHOCT?

O: YnpaBo je TO OHO LWITO MOKyLWaBaMo NPaBHMM CUCTEMOM, a 3ay3BpaT 406Mjamo CBe BULLE NPABHUKA,
3aKOHa, TpowkKoBa. MoTpeba 3a MHTePBEHLMjOM HapacTa (He eKCNoHeHLUMjaHO KaKo Bp3onieTo nuuy
HEKW, HEro Crnopmjum CTeNneHMM 3aKOHOM C/I06O0AHUX Mperka) M y Hekoj dasu ,NPUHUMN Hajmakbe
nHbopmauuje” Hagenaga. Ha Kpajy Hawy cuny 3akoHa nobehyje ,,npMTUCAK paBHOMNPaBHOCTN .

N: LWro Behu Taj ,,npuTncak” ycnesa Apratu, APYLITBO je BUTanHuje?

O: [a, Tako 6u Tpebano 6utn, Beh cam nucao. To je moh u 3na Ko6 gemokpaTuje. MoTpebHo je
oAp:KaBaTn WMHbopmaunjy cuctema wTo Behom, Aakne ca Buwe cnoboga, unm 6ap BuWE OHUX
,BaXKHMjUX", WITO Ay*Ke, Aa 6U pa3Boj gasbe Tpajao. Joaylwe, Tako he pacTu eKCnao03nBHOCT CUTyaLuje u
cBejeaHo he Ha Kpajy onmMrapxumje HaaBnagatT PaBHOMPABHOCT, a/in Y HEKOM CMUCAY ycnex je 6uo sehu
Ca AYXMM CnpeyaBatbM pacnaga NoYeTHOr CTakba.
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20. Pediexkcuja npocTopa
17. anpun 2021.

Ob6jawraBa ce nsomopdmsam nHbopmaumje nepuenumje cuctema (6uha) ca jeaHakum 6pojem uyna, a
nomohy ¢popme nosHaTe U3 NMHeapHe anrebpe.

YBoO

UHopmaumja nepuenunje, S = A- B, je OKOoCHMUA Teopuje MHPOpMauMje Kojy uctpaxkyjem. OHa je
cnpera onuuja WM orpaHuyewa, moryhHoctm uHamMBMAye M 3abpaHa OKo/MHE, MoOXKemo pehu
JMHTEAUreHunje” n ,xujepapxuje”. Kaga ce osa cBojctBa, akumje A n peakumnje B, ncnosbaBajy Ha HU3Y
nojasa (w4, Wy, ..., wy,), Ha k-Tom enementy (k = 1,2, ...,n) nocebHMm BpegHocTUMa aj U by, Taga cy
¢dakTopn uHdpopmaumje nepuenuuje Husosu A(aq,a,,...,a,) n B(bi, by, ...,b,), a3 OHa KaHOHCKM
npousBoz,

S = a1b1 + a2b2 + -+ anbn. (1)
npeLl,el'lLl,Vlja OHOrlQa WTa Ce onaX*ay cnpesun je Ca OHMM YnMme ce OMNaxa, OAHOCHO KO Oona*Ka.

CtpykTtypy (1) dopmupajy asa dbakTopa, KOMNoHeHTe cybjeKkTa U KoMmnoHeHTe objeKTa. To cy cnocobHocT
pewasBatba nNpobsiema M cnocobHocT onaxawa npobnema, uam moryhHoctu n HemoryhHoctu. OBum
dakTopu cy nonyt HbyTHOBe akumje M peaKkuuje, aanm U Tanaca (CBETNOCTM, yecTule, BOAEHWUX) uuja
amnanTyaa ce yAasbaBa M MoOBAaYM Hasaj Kao OCLMNOBakbe elacTUYHMX CBOjCTaBa e came Hacnpam
HbeHe OKOJIMHE, AN Kao NpoMeHa Hacnpam cTaka. lMojacHuhy 0BO nocneatse.

OnepaTtop Koju npeacTaB/ba KBaHTHM Npouec Aenyje Ha BEKTOP KOju MpencTaB/ba KBAHTHO CTakbe U
TpaHcoopmumuwe ra. Obe cTpyKType, onepaTopa M BeKTopa, anrebapcke cy opme y3ajaMHO AyanHux (Ko-
M KOHTPa-BapujaHTHUX) XMNBepToBUX BEKTOPCKUX MpOcTopa . MHOMXeHe HUX0BUX ogrosapajyhux
npeacrTaBHMKa gaje ,MHPopmaumjy nepuenumje”, NO3HATUjy Kao CKaNapHW, OLHOCHO KaHOHCKMK
npoussog,. To je jeaaH oA HauMHa noonwTaBaka dpopmyne (1).

Mpouecu M cTatba cy AyanHe CTPYKTYpe, Ynje KOMMOHEHTe MMajy U ocobuHe M3 mpotwaor npunora''!
Takohe. tbnMxoB npousBoa WHBapuWjaHTaH je, cTabwunaH, OAHOCHO HAjBEPOBATHMjM je CNoj y AaTom
TPEHYTKY Ha AaTOM MecCTy. Ta BPCTa MHBAPWjaHTHOCTM MO3HATaA je 1 npe AjHLWTajHa KOju jy je KOPUCTMO Y
3aCHMBary CBOjUX ONWTUX jeAHAYMHA, a MOXKe ce NPaTUTM Kpo3 ocobuHe TeH3opa. McTo cBOjcTBO
BEKTOpPA NPEHOCUBO je Ha CTakba M NPoLEece KBaHTHE MeXaHMKe.

Pasmuwsbajyhun y oksupy Teopuje MHbOPMALMje HA KnacMyaH (MaTepujasuCTMUKKM) HauuH mM3muuahe
HaM NOEHTa Ha KOjy YKasyjem, MAKO HeHe eNeMeHTE MOMKEMO HaNasuTU U Y Haj-MeXaHUUUCTUUYKUM
No3HaTUM Teopujama.

19 https://royalsocietypublishing.org/doi/10.1098/rsta.2016.0393

15. BapujaHTHU BekTOpU, popmyna (19).
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MpomeHa eneKkTpOHa OMEeT Yy e/IEKTPOH MPOLLECOM KOjuU Fa Mera, a KOjU Ce CMerbyje ca OneT UCTUM
NpoLEecoM Koju ,eNIEKTPOH MeHa Y efIeKTPOH", AyanHa je nojaBa cTatbMma mM3mehy npoueca. 3ameHa
CTakba UCTMM cTatbem omoryhyje cmeHa npoueca UCTUM npouecom. Y cayyajy ,pacnaga dectmua“
MMamo Takohe oprosapajyhu ,pacnag npoueca“. docnegHo, nHbopmaumjy nepuenumje (S = A+ B)
LWMPUMO Ha MHOEHE BEKTOPa OMepaTopom, 04HOCHO MPECINKaBake CTakba NPOLECOM, LUTO je NaKLlu
[Ee0 Nnocna Koju Hac 4YeKa, jep je (ancTpakTHa) maTemaTuKa TUX onepatopa Beh Beoma passujeHa. Texu

Aeo nocna buhe nHTepnpeTauuja.

Ha npumep, MHOXeHe peTka MmaTpuLe ca CTynuem BeKTopa HacTaje UCTa No3uLmja HOBOT BEKTOPA, Kao

Ha camum neso. To je oHa nojaBa ga ,cCee
ar b l'-"l\ /1\ aix+by+eiz ! ! jaga A
1 | !
[

3aBMCM Of CBera“ Koja je 3anpaso NpuMBUAHA,

| a b || v | — | HE_—,H-JJ;E},-{-CEE | Jep y BekTopckum npoctopuma noctoje u
| . |I | HesaBucHM BekTopu. OBO he ce nokasatw
\as b3 L";/ \2/ \{ijf‘l‘b;}"‘l‘f.ﬁi/ 3roJHMM 3a Mojalltberbe MHOTOCTPYKOCTH,
\ “CnpenneTeHoCTM 1 NocebHOCTM Koje 3axTeBa

Teopuja HGOpMaLMja, a Koje Cy camo Ha NpPBM Nornes NnpoTUBpPeYHe.
HU3omopdusam

N3omopousam je 060CcTpaHO jegHO3HAYHO NpecnKaBarbe U3amehy ABe MaTemMaTuuke CTpyKType. Kao u
cBaka bujekuuja, usomopdusam f : X =Y je Takohe MHBepTMOUNAH, NOCTOjU jeMHCTBEHA HeMy
nHBep3Ha dyHKumja f~1 1 Y = X. EraucteHuujy (6ap jeaHor) nsomopdpusma nuwemo X = Y.

MocebHo, Kaga cy X n Y BeEKTOpcKM npocTtopu ucTe aumeHsunje n = 1,2,3,... Hag uctum Tenom O
CKanapa, Ka*kemo Ja Cy OHU aa12eb6apcKu U30OMOPEHU aKo NoCToju bujekumja f ca cBojcTBOM

flax + By) = af (x) + Bf(¥) (2)

3a cBaku nap x,y € X u ceaku a, § € ®. Ceako (anrebapcko) TBphHerbe 0 npoctopy X TOM NPUAUKOM
npenasu y ogrosapajyhe tephetrbe o npoctopy Y.

TaKo /IMHEapHO HEe3aBUCHU BEKTOPU Xq, ..., X, Npoctopa X nocTajy /IMHEeapHO He3aBUCHW BEKTOPU
v, = f(x1), ., ¥m = f(x,,) npoctopa Y. 3awucra, u3

m

> af ) =0

k=1
cnegu
m
f (Z akxk) =0
k=1

a f(x) =0 nosnaun x =0, jep f npesoan Hyny y Hyny. Haume, u3 f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0)
cnegn f(0) =0, a 360r uHseptbuaHocTM umamo m f~1(0) = 0. fame, u3 x = Y0t apx =0 u
HE3aBUCHOCTM Xj, chegn aq = -+ = a,, = 0. Mpema Tome, npoctopu X n Y ucrte cy aumeHsuje n.
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Jlako ce npoBepaBa Aa je nsomopdmnsam penaumja ekBMBaNeHUMjE, Tj. BaXKu:

(PedpnekcusHocT) X = X;
(CumeTpuja) akoje X = Y oHpa je Y = X;
(TpaH3autMBHOCT) aKo je X =Y MY = ZoHpaje X = Z.

M3 oBaKBMX pasmaTpama cieam
CraB. CBaka ABa n-aAnMMeH3uoHasiHa npocTopa Hag @ mehy cobom cy nsomopdHa.

Ha npumep, 3aMUCIMMO YecTuLy Koja MoxKe bUTn Ha jegHOM oA, TpM mecTa x-oce, ancumcn -1, 0 m +1. To
moxe 6utn Beha, cpearba M Marba YAA/bEHOCT 4YecTUue of HeKor mecta (peunmo x = 2), uam
paHrMpare cTaktba eHepruje NPoM3BO/bHOIN KBAHTHOT CUCTEMA, AN BUNO KOjUX Y3aCTOMHUX BPEeaHOCTU.
Kaga oBe uWHTepnpetauuje nonase on M30MOPOHMX BEKTOPCKMX MPOCTOpPA, OHAA cy oprosapajyha
TBphHera eKkBMBaAIEHTHA.

Y3MUMO Aa je KBaHTHO cTare |1) rae je yectrua noumpaHa, Tj. Hanasm ce Ha nosmumju 1, a crarbe |0)
rae je yectmua aouupaHa Ha nosvumjm 0. Mepehu nosuumjy yectuue y ctarwy |1) Hanasumo x =1 ca
BepoBaTHohom 1. CanyHo, Hanasumo x = 0 ca BepoBaTHoOhom 1 33 YyecTUUy NPenCcTaB/bEHY BEKTOPOM
ctatba |0). To cy ase (pasnnunTe) penpeseHTaumje UCTOr BEKTOPCKOr MPOCTOpPa, aan moxemo pehu u
penpe3seHTaumje A8a nsomopdHa BEKTOPCKa NpocTopa.

Ose penpeseHTaumje Tpeba pasnMKoBaTU 04, CTarba |y) = \/—1§|0) + % |1) koje je Takohe NpuxBaT/LMBO
KBAHTHO CTakbe. Meperbem NooKaja Yectuue crtama |y), ucxoq he 6utm x =0 mam x = 1 ca 50%
BeposaTHohe. OHO He 403BO/baBa HY jeaHy APYry BPeAHOCT.

AHanorHo cy usomopdHe MHPopmaLmje nepuenumje cTBOpera ca UCTUM 6pojem (Hes3aBUCHMX) dyna.
Jow Behu cTeneH ekBMBaneHumje NOCTM3aaM BUCMO Ca UCTUM BPCTaMa 4y/a, aan U OHAKO Ham OcCTaje
MHOrO TOra 3aje4HUYHOr 3a UCTparkuBarbe. O6PaTMMO NaKiby Aasbe Aa NPec/iMKaBakbe MHTEH3UTeTa
onaakba NMOMEHYTUX M3OMOPPHUX CTBOPEHA, UCTUX MAWN PA3IMUUTUX Yyna, NpeacTaB/ba Kowbyrauuje
Koje cy TemMa HacTaBKa.

Komwyranuje

3HaMo fa PyHKUMOHeNe BeKTopa npoctopa X (Hag Tenom ckanapa @) popmupajy HoBM anu jeaHako-
AVMEH3MOHaNaH BEKTOPCKM npocTop X* (Hag uctmm ckanapvma). Oa X* oneT Ha canyaH HauyMH HacTaje
X, na op osora X™ u Tako gdasbe, cBaku ucte aumensuje n = dimX. Cen oBM npocTtopu Mmajy
cKanape us ucror tena O, aajyHroBaHu cy 1 y3ajamHo cy nsomopodHu (Ctas).

Mocmatpajmo 3atmm nmap npoctopa X n X**, na v3aBOjUMO jeAaH, T3B. MPUPOOGHU U30MOpPU3aM,
feduHucan pgatum x € X n npousBo/bHUm y* € X*. EnemeHat y*(x) notnyHo je oapeheH y @, a
npuapysueare y* — y*(x) je aMHeapHo, jep:

a1 + azy; = (ay1 + azy3)(x) = a1y1(x) + azy; (x).
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Ha Taj HauuH, gatum x € X, aobujamo nnHeapaHy dyHKUmMoHeny Ha X ™. O3Hauumo je X(y*) = y*(x), na
je X € X**, a pasnnuntum Bektopmma npocropa X oaroeapajy pasinMyunTi BeKTopu npoctopa X **.

Haume', u3 x; # x, cneam ersucteHumja GpyHKUMOHeNe Y* € X* ca cBojcTBOM y* (X3 — Xp) # 0, nam
Y (x1) # y*(x2). Otyma £, (") # X, (v"), 7. %1 # X».

Kako ce penaumjom X(y*) = y*(x) cBakom x € X npuapysyje jeaaH u camo jegaH enemeHat X € X,
To ca X=¢-x, rae je @ € ®, moxkemo feduHucatn onepatop Ha X ca BpegHocTuma y X™*.
Oaroeapajyhe npecnvkasatbe, @ : X — X™, AMHeapHo je, pasanunTe enemeHTe NPeBoam y pasimuute,
na je oHo msomopodusam usmehy npoctopa X u npocropa @(X) < X*™. OHO je KoHcTpyucaHo 6es
ynoTtpebe 6110 KakBe 6ase, a Ta ABa NPOCTOpPa MMajy UCTe anrebapcke CTPYKType, Na UX MOXKEMO
M3jelHauMTM y CMUCAY A3 YMECTO NpPBOr mMpocTopa npoyyasamo Apyru. MsjegHadasajyhm X u @(X),
OOHOCHO X U X = @Xx, MoXemo X cmaTpaTu notnpoctopom X ™.

OBa pasmaTparba Cy 04aBHO MO3HaTa, OHa Cy y ocHoBM anrebpe. Mpoctop X 3a Koju je @(X) = X™*, nau
X = X**, Ha3uBa ce pegpriekcusaH npocmop. CBaKM N-gMmMeH3MoHaNaH NpocTop je pediekcnsaH, anm 1o
He Ba*Ku 3a becKoHayHO AMMeH3MOoHanHe npocTope. LUTaBuuwe, ako je npoctop pedsieKcMBaH, oHAA je
OH 06aBE3HO KOHAYHO AUMEH3MOHANAH.

Pasnnka m3mel)y KOHayHO M BECKOHA4YHO AMMEH3MOHanHe 6a3e npocTopa HacTaje M3jedHayaBarbem
NMHeapHe KoMGMHauMje He3aBMCHUX BEKTpopa ca Hynom, x =& ey + e+ -+ & e, =0, tae y
cnyyajy KoHauHor 6poja n € N mopa 6utn § = 0 6aw 3a csako k = 1,2,..,n. Mehytum, y cayyajy
6ecKkoHauyHe base, y rpaHMYHOM C/lydajy n — ©o, mopa butu <§k = (0 3a,,CKOpPO cBe" MHAEKCE, LUTO 3HAYU

[a 3a KOHa4YHO MHOTO MHAEeKca k moxe butu <§k * 0.

Enunaor

[Ba ce HenocpefHa 3ak/byyka Hamehy HakoH oBor msnarawa. MpBM je Aa je TewWwKo, a MOXAaa U
Hemoryhe, 04B0jUTK popMy 04 HaBOAHE CyWTUHe MHPOopMaumje nepuenumje n ga nocroje ,6e36pojHn”
cnojeBn ekBuBaneHTHUX dopmu. [lpyru je ga cy cee Te Gopme y OKBMPY KOHAYHOCTM, MAKO Ce YMHM Aa
UM je BeCKOHaUHOCT ,Ha A0XBaT pyKe“.

Mano cnobogHuje pasmuwsbajyhu, y teopuju nHdbopmaumje je moryhe nos W3BECHMM YC/IOBMMA
[03BOAUTU U beckoHayHocT. OCHOBHO je MNpPUMETUTM Ja OAy3MMarbem KOHAuyHOr noAckyna us
6eckoHayHor oBaj Behu yBeK M gasbe ocTaje beckoHayaH. 3aTUm U BULE 04 Tora, Aa U3 beckoHayHor
CKyMa MOXKeMO M3[BOjUTU U BecKoHayaH MOTCKYN a Aa MOAa3HW OneT ocTaHe HEeCKOHAYaH, Kao WTo je
n3fBajatbe HeraTMBHMX U3 CKyna Leamnx bpojesa.

Moryhe je Takohe 13 6eckoHa4yHoOr CKyna oAy3umarbe 6€CKOHAaYHO MHOro HeCcKOHaYHUX NOTCKYMNoBa, a
[a nonasHu Npy ToMme U gasbe octTaHe beckoHauyaH. TakBo je nsapajakbe Nponssoaa Aator npocTor 6poja
ca uenum 6pojeBMma, a 3aTUM U3ABajatbe CBUX TAKBUX DECKOHAYHMX MOTCKYMNOBa y3MMarbemM pesom

12 16. BapujaHTHu BekTOpM I, Mpumep 3.
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CBaKor Apyror npocTor 6poja n3 HeorpaHuyeHor Hm3a 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, ..., u3a Kojer oneT ocTaje
6ecKoHaYyHO MHOTO (CBaKM Apyru) npoctux bpojesa.

OBa moryhHOCT 6eckoHaYHOCTH, 3ajeAHO Ca HeHOM HenpoTuepedHowhy, A03BO/baBa ersuctTeHunjy u
cBeToBa Behux of KOHauHuUX. Beh cam nucao'™® ga cy TakeM 3anpaBo HEONXOAHM TeOPUjU MHbOPMaLW]e.
Op*KUMO NN ce camo CTaTUYHOT ,,KOHTUHIreHTa MoryhHOCTU” Kpo3 Koju HaBOAHO MyTyjeMoO COMNCTBEHOM
cafjawHowhy, HerMpann 6McMo 06jeKTMBHOCT HemssecHOCTU. Penaumje HeoapeheHocTU, Ha nNpumep,
6une 61 nocnegmua camo Hawe HemoryhHOCTM ca3Hakba KpajbMX Y30pKa, a 3a Koje ce y TOM cayyajy
npehyTHo npeTtnocTtas/ba Aa nocTtoje. Aan, ako 6M nocTojann ,Kpajibu y3poum” oHaa He 6u Guno
HEKOMYTaTMBHUX oOnepaTopa Yuje penpeseHTaumje cy KBaHTHe eBosyumje, na 6uUcmo Jownu Ao
HenpUxBaT/bMBOT 3aK/by4uKa Aa anrebpa HUje TayHa.

1 [2], 3.17 CapawrocT
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21. KombyrosaH npocTop
21. anpun 2021

[eMoHCTpMpaHa je KokbyroBaHa MaTpuLE M KOPaK Mo KOpaK e/leMeHTAapHO M3BeAEeHa je yHUTapHa
MaTpuua apyror peaa.

YBoO

MuTare: 3aWTO KorbyroBake HasmBalw ,pedeKcMjom NPocTopa”, KakeBe TO BE3e MMA Ca KOMMIEKCHUM
6pojeBuma?

Oarosop: [a HOoBauM nakle yKanupajy o yemy ce paau. KowyroBamwe, 3ameHa, WAM cnpesare, y
anrebpu 3HauM NpomeHy npeasHaka MMarnHapHe jeanHuue (i — umju KBagpat je -1). Y KOMMNEKCHOj
paBHM TO je pedaeKcuja Tauke (Koja npeacTaB/ba KomnaekcaH 6poj) oko x-oce.

dyHKUMje Koje Npec/nMKaBajy BEeKTOope y cKanape (bpojeBe) HasMBamo ¢yHKUMOHENama, a Kaja
KOMMNNEKCHN 6pojeBM 4YMHe TeNo CKasnapa BEKTOPCKOr MPOCTOpa, OHAA KokbyroBakem pobujamo
pedneKkcunje (ocHo-cMMmeTpuUHe camke). [BoCTpyKa pedneKcuja je NoYeTHU OpUrMHaN U To je CywTuHa
[oKa3sa y Tom npunory™,

M: 3aWTo TO Yy MPMAOrNY He KaXelw TaKo MojeAHOCTaB/beHO, A3 TO CBAaKO MOME Pa3syMeTW, Hero Bu
MmaTemaTMyapu CTaJIHO HeLITO KOMM/IMKyjeTe?

O: 3aT0 WTO TO TaKO YKPATKO MPenpuyaHO HUje A0BO/bHO TayHO. KOMMN/IEKCHA paBaH HMWje HewTo
HapO4YMTO Y BEKTOPCKMM npoctopuma. Kaga 6ux ,A0Kas” Te Teopeme (Oa ABanyT KOwyroBaH Aaje
rnosia3HM NPOCTOP) CBEO Ha OBy MNpwuyy, 6Mno 61 To Kao ,A0Kas” Aa je 3emsba paBHa NJaova 3aTo WTO je
HEeKa InBaaa pasHa.

He 61 Tom f0KasMBakby NOMOI/IO HU Habpajarbe ApYrMx BEKTOPCKUX NMpocTopa rae Tephere Baxu, Kao
wto Tabnumuy cabuparba He MOKelw AoKasaTu Hasoaehu nojeanHe objekTe n napose 6pojesa, nonyT
,ABe jabyke nayc Tpu jabyke cy net jabyka“. MaTemaTuKa je 3aToO TO WITO je (EKCTpeMHO TayHa), jep He
neua ce Ha nonyuctnuHe. Camo obpHYTO, HAaKOH OHOra ,BuLWer” AoKasa Aa/be 3HaMO Aa MCTO BaXu U
»A0ne" 3a KomnieKkcHe 6pojeBe, aan NOKywahy HELWITO CMUC/IUTH.

KOI—bYI‘OBaHa MaTpuna

Heka je gata Tauka A € C KomnneKkcHe paBHM, Kao Ha camum neso. KoopauHare cy joj A(ay,a,). OHa

$1m npescTaB/ba KomnaekcaH 6poj A = a, + ia, ca peasHUm 1 UMaruHapHUMm
fapl - — — - - ;#A Aenom a, = Re A n a, = Im A koju cy peanHn b6pojesu, a 33 UMarvHapHy
=" jeamnnuy i Baxu i2 = —1. Tauka A*(ay, —a,) Koja je KorbyrosaHa Taukm A
. | : .
- tx, RE_' pednekTyje ce (OCHO NpecanKaBa) OKO ancumce, OBAe ,peasnHe oce”.
0] . |
. I . . .
(.! T~ ° 3Hamo Aa je NPon3BOA, KOHYroBaHO KOMMIEKCHMX BpojeBa peanaH 6poj:
L

|AI? = AA* = (a, + iay)(ay, —iay) = a2 +a% €R

1490. Pednekcuja npoctopa
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na ce NoCTaB/ba NMUTAaHE KAaKO TO NPEHETN Y MPOCTOP MaTpuULla.

MaTtpuue cy penpeseHTaumje AMHeapHUX onepaTopa, a U jeaHN 1 APYrK Cy BPCTe BEKTOPCKMX MpOCTopa.
KBaHTHa cTatba M KBAHTHM NpoLecu Takohe cy MHTepnpeTaumje BeKTopa, rae npse npehyTHo cmaTtpamo
yobuuyajeHMM BEKTOpUMA M MaTpuLaMa-KoJAoHama, a Apyre YHUTapHUM ornepaTopuma U KBagpaTHUM
maTtpuuama. Ctarba 1 ogroapajyhu npoLecu cy ysajamHo AyasnHe penpeseHTaumje BeKTopa.

AHanorHo A(ax, ay) 03HAYMMO KOOpAMHaTe Ta4aka B(bx,by), C(cx,cy), D(dx,dy) n agedUHUWNUMO
KBaZpaTHy maTpuuy apyror pega (tuna 2 X 2):

u=( )

[da 61 npoun3Bog, OBaKBMX KOHYroBaHWX MaTpuua AaBao peanaH mpae (36up KoeduumnjeHaTa rnasHe
AwnjaroHane), noTpebHo je Aa KOrbYroBakbeM MaTpULy TpaHCnoHyjemo. Tako Aobujamo:

we = p)(¢ 5) =€ o) 5)=(Cr o co-ton)

wm=( 5) 6 0)=G 5)C )-Gatbe 55400

ca ucTum Tparom y oba cnyuaja:

Tr(MM*) = Tr(M*M) = |A|?> + |B|* + |C|* + |D|? (2)
KOju je, pakne, peanaH 6poj. MocebHo je:
AC* = (ay +iay)(cy —icy) = (ayey + aycy) —i(axc, —aye,) = A-C —i[A,C]
AC = (ay — iay)(cx + icy) = (aycy + aycy) + i(axey —aycy) = A+ C +i[AC]

rae cy CKasapHu n nceygo-ckasiapHu npomnsson, oaHOCHO KOMyTaTOanI

(3)

A C = aycx +aycy = |A]|C| cosx(4,C)
[4,C] = aycy — ayc, = |A]|C]sinx(4,C)

naje:

AC* = |A||C]| cos x(4,C) — i|A||C| sinx(4,C) = |A||C|[cos «(4,C) —isinx(4,C)]
A*C = |A||C| cos x(4,C) + i]A]|C| sinx(4, C) = |A]|C|[cos %(4, C) + isinx(4, ()]

OAHOCHO:

AC = |A]|Cle™=ED
{ lAlIC] ()

A*C = |A||C|eA0)
ca yaumarbem y 063up cmepa yrna. CanmyHo Hanasumo 3a B, D v aare.

>11), 3. NoTeHumjan nHdopmaumje
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[a 61 enemeHTM cnopefHe gujaroHasne NpoM3BoAa KokbyroBaHuMx matpuua (1) 6unm peanHu 6pojesw,
[OBOJbHO je ga cy Hysne oba eflemeHTa jeHe o4, AMjaroHana (rnasHe uau cnopegHe) nonasHe maTpuue
(1). Akoje B = C = 0, Taaa, ca |A| = |D| = 1, umamo:

MM* = MM = | (5)
rae je
/10
1= (0 1) (6)
jeamMHuuHa maTtpuua Takohe apyror pepa. Apyra onuuja je |A| = |[D| =0, ca |B| = |C| = 1, kaga onet

Baxu (5). Nopepn came jeaguHMUHe maTpuue (6), NpUMepU NOMEHYTUX Cy:

)
WHaue nosHare fMayaujese mampuye''®, nnu:
= D oa=(% D as( ) o

Koje cy keamepHuoHu"’.

HapaBHO, He Mopajy AujaroHanHu enemeHtM matpuue (1) 6uUTKM Hyne Aa 6M HeHU KOokbYroBaHM
npounssoamn Aasanu peanHy matpuuy. [lososbHo je aa cy bpojesn AC* + BD* n A*B + C*D peanuu, Tj.

(AC* + BD*)* = AC* + BD*, (A*B+C*D)* =A*B+C*D, 9)
A*C + B*D = AC* + BD*, AB*+ CD*=A*B+C*D.
[Jasse, noyes ca (4), pa3BMjamo camo NpBY jeaHaKoCT:
|A1IC1e™ (4O + |B||D|eEBP) = |4||Cle™ ) + |B||D]e™ PP,
|A||C|[ei<x(A,C) _ ei{(C,A)] _ |B”D|[ei<(n,3) _ eiq(B,D)],
214]|Cle™*4O) = 2|B||D]e'<2),
|AIIC] = |BI|D]e =P =)

JleBa cTpaHa oBe jeAHaKOCTU je peanaH 6poj, na To mopa 6uUTK 1 gecHa. CAMYHO pPaguMo U ca AECHOM
jeaHakowhy (9) n gobunjamo:

{q(D,B) +x(C,4A)=0 (10)
2(4,B) +<«(C,D)=0

WTO Ce Thye yrnosa.

16 [3], dopmyna (2.56)

1713], dopmyna (2.58)
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LLTo ce TMYe MHTEeH3MTETa OBMX KOMMNIEKCHUX Bpojesa, buhe:
lAlIC] = |B||D], |AllB| = |CI||DI. (11)
Kapa je |B||C| # 0, mHoxehn oBe aBe jeaHakoctn gobujamo |A| = |D|, a genehu |B| = |C|.

MNpumep 1. EBo maTpuLe Koja ucnymaea ycnose (11), anu He 1 (10):

M= (2 3—5i)’ o= (2] 5—3i)’

5430 142 345 1-2i
. [ 39 6-120\ wwnr [ 39  12—6i
MM _(6+12i 39 ) MM_(12+6i 39 )

Kao wto BMANMO, HUCY CBM KOedUUMNjEHTU KOHYTrOBaHMX NPOU3BOAa penHn 6pojesun. O
Npumep 2. Chepeha matpuua ucnymasa ycnose (10), anun He u (11):

M=(6+3i 1+2i)’ me= (673 2-4)

2440 241 1-2i 2-—i
. 50 28 — 15i wng _ [ 65 20 + 3i
MM _(28+15i 25 ) M M_(20—3i 10 )

Hu 0BM KoepUUMjeHTN KOHYroBaHWX NPOM3BOAA HUCY peanHn 6pojesn. O

Npumep 3. HapeaHa maTpuua ucnymasa oba ycnosa (10) n (11):

M= (T2HE TH20) e (<200 120y

1+2i -2+ 1-2i -2-i
MM* = (100 100), M*M = (100 100).

CeM KoedUUMjeHTU KOHYroBaHMX NPOM3BOAA CaAa Cy PeanHu. O

YHI/ITapHa MaTpHUIa

KBagpaTHa MaTpuua je yHUMOpPHA aKo je O] KOokbyroBaHa (M TpaHCMOHOBAHAa) jegHaKa HEHO]

MHBEpP3HOj. Y nocnegrem npumepy (Mpumep 3) To 61 6una matpuua U = J%M' 3aTo WTO je NnpounsBos,

MaTpULLE M KOkbyroBaHe peasnHa (jeaMHWMYHa, MAEHTUYKA) MaTpuua, TO YHMTapHa mMaTpuua UCnyHasa
ycnose (10) u (11). A caga hemo M3BeCTH HeH OnNwTh 061MK Ha OCHOBY NPETXOAHUX pPa3maTpakba.

OdeduHnwemo npomsBosbHe KoedpuumnjeHTe matpuue (1), na ynotpebumo ycnose (10):
A=pe®, B= qeiﬁ, C=re”, D=seld, (12)
<(D,B) + «(C,A) =0, «(4,B)+<x(C,D) =0,

G-+ -a)=0, (a=p)+¥ -6 =0,
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y=8 6=a (13)
3aTum ynotpe6umo ycnose (11):
|AlIC] = |BIID|, |AlIB] = ICIIDI,
perlre’®] = lqe|lse'e], [pelget| = [re*|lse’],

lpr| = Igsl, |pql = Irs|,

Il =1ql, Is| = Ipl. (14)
N3 (12), (13) n (14) chegu
ia i
m=(P¢ 1°7) (15)
iqelﬂ pela

rae ce (nosutmeaH) npeasHak KoeduumjeHTa A0ae A4ECHO MOXe OAPeaMTM U3 YC/I0Ba A3 je NMPou3Boj,
KOHYroBaHMX maTpumua (15) peanHa matpuua, HenocpeaHo Ux mHoxehu:

v = [ Pe ae\(peT  qeTF\ _ ( p*£q’ 2pq cos(ar — B))
tqe’? pe'®/\tqe”# pe~) \i2pqcos(@—p)  p’rq* /'
mem = [(PeTe aeTP\(pe®  qe® _ ( p* £ 4 2pq cos(a — B))
tqe™® pe™'®)\xqe’ pe') \i2pqcos(@—p)  p*rq* /'

MpeasHak KoeduumjeHTa gone neso matpuue (15), ucnpen, q, moxe 6UTU NAYC UAN MUHYC.
Martpuua (15) je yHUTapHa ako KOkbYroBaHW NPou3BoAM Aajy jeAUHUYHY MaTpuuy. To gasbe aeduHue:
p =cosw, q =sinw, a—ﬁ=i§, (16)

r4e je yrao ¢ npousBo/baH, TOJIMKO MPOWU3BO/bAH Aa@ P U g MOTy BUTU XunepbosHU CUHYC U KOCWHYC
Takofe. TaKo, y ciyyajy npegsHaka nayc, HajonwTmju 06AMK YHUTapHe MaTpuLe nocTtaje

U = el (cosa) —sina))

) (17)
sihw  cosw

LUTO 3HAYM Aa by UMHU KOMNO3ULMjA ABE poTaLmje, KomnaeKcHe e'* 3a yrao @ 1 peanHe 3a yrao w. O
Xx1Mnep6oaHOj Bep3uju hy moxKaa NpuyaTh HEKOM APYrom NPUANKOM.
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22. Poraumje
25. anpun 2021.

Y npunory je 4aTo HEKONMKO NojallteHa KOMMNEKCHUX BpojeBa, poTauuja U kUXOBUX MHTepNpeTaLmja
y Teopuju MHPopmaumje.

YBoO
MuTare: Y yemy je ,,KBaka“ ca TUM YHUTapHMM onepaTopuma?

OaroBop: CBe M3omeTpujcke TpaHchopmaumje (KpyTe, Koje He Merbajy yaa/beHocTu namehy Tayaka) cy
HeKe poTauuje: TpaHcnauuja, pepnekcnje (paBHUHCKA, IMHKUjCKA, LEHTPaAHa CMMeTpuUja), a HapaBHO U
poTauuje. To je y reomeTpuju npumeheHo 04aBHO, a TEK je KBAaHTHA MeXaHWKa, HacTasna noyetkom 20.
BEKa, TOMe fgana 3Havaj y ¢m3num. CBM AaHac NO3HATU KBAHTHW MpOLLeCcUM penpeseHTauumje cy HeKux

118

YHUTapHUX onepaTopa, a OHW ce cacToje o4 Ase poTauuje . CBM NpoLecu Makpo-GusmKe, 3aMuLLbaMo

fla/be, CI0XKEHe Cy KOMNOo3uLMje 0OBUX eeMeHTapHU KX,

M: Mano Texe npatum ose dopmyne, MOXe /M Nojawrere? KakBe ca TMme Mma Bese Teopuja
nHpopmaumje?

O: Taj yHUTapHU onepaTop cacToje ce oA jeaHe peanHe poTauuje (y 3[ npocTopy) n jeaHe UMarMHapHe
(komnnekcHe). Kaga ce oHa MmarumHapHa nojas/byje Yy peanHom o06AuMKy (TO HuMje 4yecTo) OoHAa ce
MHTepnpeTnpa Kao o63epBabna (punsnykn mepsbmea BennumHa). Teopujom nHbopmauuje NokyLaBam u
OHa ,MMarnHapHa“ ctarba CXBaTUTWU, MaKap Kao ,He NpucycTeo”, a Hagam ce (Tectupam 3a caga) Aa je
NPOTYMa4Mm joll W BMLIE, Kao ,NPUCYCTBO” AOTUYHE MOjaBe ajin He Yy ,Halloj CTBAPHOCTM” Hero y
nceygo-peanHoctu. OHa je y nonasvwTty Moje Teopuje uHbopmaumje. FfoBopMmM O NapasesnHom
YHUBEP3YMY, AN MYNTUBEP3YMY, OAHOCHO EBEPETOBOM ,,MHOIO CBETOBA"” KBaHTHE MEXaHUKe.

N: Wta Tum Tymauersem gobujamo?

O: Basbaa UCTUHY. PaunoHanHo objalibere MMarnHapHor (KomnnekcHor) 6poja. Ta 061acT matemaTtuke
je omaBHO pauMoOHanM3oBaHa (HpM. 3a NaKkwy, 6pXy U CUTYPHUjY KOHTPOJSly aBuo caobpahaja sehux
aepospoma), asiv joLl yBEK HE OHAKO HEMOCPEeAHO Kako he To yCKOpo MoXAaa buTw.

%k k

Mutare: MoxKeTe M MU 4aTU je4HO jeAHOCTaBHUje objallberbe eKCnepumeHTa ,,ABOCTPYKM-0TBOP” ca
CTaHOBWLLITa ,Teopnje nHPopmaumje“?

Oprosop: Mmam ux Hekonnko™™, a eso jeHoOr Koje je Mo Aaa HajonKe 3BaHMYHOM MOCMaTPakby CTBApW
Y KBaHTHOj ¢usnum. MNpe ceera, noaceham, napafoKCcanHO je y TOM CTapom JYHFOBOM eKCNepuMEHTY 13
1801. roanHe, KOjUM je OH A0OKa3MBao TajflaCHy NpUPOAY CBETAOCTM, Aa ce UHTepdepeHumnja vyecTumue
(doToHa, enekTpoHa, 6UNO Koje) Aelwasa U Kaga Mo camo Mo jeAHy YecTuuy NyLITamo Kpo3 ABa OTBOpa

181, KomwyrosaH npoctop

11912], 2.17 ABocTpyku oTBOP
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ca NPOW3BO/LHO AYrMM BPeMeHCKMM nay3ama. OHa 1 Taga uHTepdepupa cama ca cobom nonyT npaBmx
Tanaca, anu To ce He aoraha Kaga Tanac UaM camy YecTuLly NMPOMyLUTaMO KPO3 camo jeaH OTBOp.

MojaBa je nocneguua cynepnosvuuje, CTarba Buwe MOryhHOCTM nNpe WHTepaKuuje ca eKpaHom
(meperbem). To cy moryhHocT KouKe npe b6auaksa, byayhu ncxoam Hekor og 6pojesa og 1 oo 6, Koju cy
y Bpeme npe peanunsauuje mehycobHo jegHako ,peasnHn”. MyTara eNeKkTpoHa nocTaje gepuHncaHa Tek
HaKOH mepetba — NPUMETWU/IM CY CBOjeBPEMEHO HEKM OCHMBAYM KBAaHTHE MexaHuKe. MyTarba yectuue je y
MHoro Behem cTary 06jeKTMBHE HEM3BECHOCTU NMpe Hero Nnoc/e Mepera 04HOCHO MHTepaKuumje, gogahy

ca cTaHoBMWTa Teopuje nHbopmaunje — jep MHTEpPaKUMjom OHa npedaje Aeo cBoje MHbopmauumje
(HeoppeheHocTn) mepHOM ypehajy, a Baxku 3aKOH oaprKarba MHbopMmaLuje.

Tako, nyTyjyhu Kpo3 ABOCTPYKM OTBOP Ka 3acTopy (eKpaHy) rae he 6utu mepeHa (onaxkeHa), yectnua je
3aucta y cBuM moryhum cTarbMma Koje HeHa HeM3BeCHOCT [03BO/baBa. TakBa MoOry MHTepdpepupaTy
NPOCTO 3aTO LWITO je Ta HEM3BECHOCT 06jeKTMBHA, MO NPeTnocTaBum Teopuje MHopmaunje. OHa GU3NYKK
NOCTOjUN Y CBOjUM HEM3BECHMM CTakbMMa M Kaja je He Mepumo.

3aTBapajyhu jegaH og oTBopa cynepnosuuuvja rybu onuuje u nytarba YecTuUe npe Mepera nocTaje
M3BECHMja, WTO yTMYe Ha 06/IMK HeHe NojaBe Ha eKpaHy Ha Kpajy nyTa. MIHTepaKkumja je canyaH ryburak
onuuja Takohe, Taga 36or npesnacka y CTakbe mMarbe MHPoOpMauuje, OAHOCHO Bulle BepoBaTHohe
CNPEerom ca OKOJIMHOM.

MN: 3ap ,,HeM3BecHOCT” HMje ToTasiHa, HEM3BECHA cTBap?

0O: AKo cam f06po pasymeo, AMNEMOM Ce LUu/ba Ha TO Aa KOLKa npe Halarba MOXKe MMatu U Bule
moryhHOCTU o, CTBapHMX, Aa je Ha CIUCKY HbeHuX moryhHOoCTM nopen Aatux wect bpojeBa peummo u
6poj 13. MehyTm TO je NOrpelHo pasmuLL/bakbe, HE CAMO MCXOAM HEro U HEM3BECHOCTM MMajy CBOja
orpaHuyemna. Nybehu aeo cebe, HeM3BeCHOCT OCTaje ca BuLe M3BecHOCTU (noaceham, MHbopmaLmja je
KO/IMYMHA, @ HEM3BECHOCT je tbeHa BPpCTa). Kouka nx uma wect, a Hounh camo age.

N: Kako je moryhe aga 6yge suiie objalirbera Uctor? Koja oA Hux He Basbajy?

O: Teopeme 13 reoMeTpuje MOry ce AoKasuneaTu n nomohy anrebpe (aHanuTUUKe reomeTpuje). Hucy ceu
[OOKa3n jeako jeHOCTaBHU UK pPasyM/bUBM, MAKO Cy jeAHAKO TaYHU. TaKo je u ca GpM3MKOM, a TaKo je U
ca Teopujom nHbopmaumje.

MN: M'ge je y oBOj npuun ,uHPopmaLmja nepuenymje”?

O: Y BepoBaTHOhM cnpere yecTuue Kojy mepumo u ypehaja Kojum mepumo. To cy ABa KBAHTHA CTakba,
ABa HM3a H6pojeBa unju Nnpomssoa AeduHUe BepoBaTHOhY MHTepaKLMje U MHGOPMaLMjy KOjy TO CTake
Taga noceayije.

MaTpuua poranuje

MaTpuua poTaumje KoopauHaTHe pasHu Oxy oko ucxogmwTa O 3a yrao w je
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__(cosw —sinw
Ry = (sina) CoS W ) (1)

3HaMo je A0Ka3aTN Ha pa3He HauYMHe, @ EBO HEKUX HECTaHAAPAHMX KOje CaM KOPUCTMO roguMHama.
3a cKanapHU 1 BEKTOPCKM NPou3Bog, BekTopa A(ay, ay, 0) v B(by, by, 0) Baxe jeaHaroctu:
A-B = ayby + a,b, = |A||B| cos w, (2)

AxXxB=(0 0 xb - bx
{[ X ( AxDy — Ayby) 3)

A,B] = ayby, — a,b, = |A||B| sinw

roe cy |A| = ’a,zc +ain|B|= /b,% + b} wHTeH3uTeTM BekTOpa, @ w = <(AOB) je yrao usmehy rux.

MocebHo, ako je Bektop B = R, A, oHpa BekTopn A n B 3ap0Bo/baBajy jeaHakoctu (1) u (2).
Mpumep 1. Kopuctehu (2) nokaxkumo aa je (1) poraumja 3a yrao w = <(AO0B).

Pewerse. Heka je p? + q2 = 1 n A(p, q). Tapa je:

cosw —sinw) (P _ pcosw — qsinw) _
@ q)(sinw cosw)(q)_(p q)<psinw+qcosw>_

=p?cosw —pgsinw + qpsinw + g% cosw =
= (p?+ q?) cosw = cosw,
WwTO 360r (2) 3HauM Aa je BeKTOp A MHOXeH ca (1) poTMpaH3a w. W
Npumep 2. Kopuctehu (2) u (3) nsesegmumo potaumjy (1).
Pewerse. Heka je |A| = |B|. Tapa je, npso:

_(aZ +af)by a}b, +a.a,by —aya,b, + ajby

b =
* |Al|B] |Al|B]

=a axbx+ayby_a axby—aybx:a Cosw — A, Sin w
* |A||B] Y |AllB| * Y

3aTUM:
b - (a2 +a2)b, _atby, —aya,by + aca,by +ajby,
Y |A]|B| |AB|
ayxby, — a, by axby + ayb, ]
=a +a =a,sinw + a, cCos w
* o |AllB] Y |A||B| * Y
OAHOCHO
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b — i a
B = (bx) _ (cgsw sin a)) (ax) —R,A
y sinw cosw y
WwTO je n Tpebaso nokasatn. m

dopmyne (2) u (3) ckanapHOTr 1 BEKTOPCKOT NPOM3BOAA BEKTOPA MHAYE, Kao U

a,byy+ayb . a,by—ayb
lAllB| |AllBI

BUHAMO 1 KOPUCTMMO Y PasHMM Npuankama. MNornesajmo jeiHy TaKBy HUXOBY Matbe NO3HATy ynoTpeby.
Heka cy A(ay, ay) v B(by,by) Tauke KOMNNEKCHe paBHW, Tako ga cy A = ay +ia, u B = b, + ib,

KOMMNEKCHM BpojeBy, rae 3a UMarMHapHy jeiIMHuLYy Baxu i2 = —1.
3a npon3BoAg KOHYroBaHMX KOMMNAEKCHUX BpojeBa Aobujamo:
A'B = (a, +iay) (by + by) = (ay — ia,) (b + iby) =
(axbx + ayby) + i(axby — aybx) = |A||B|(cosw + i sinw) = |A||B|e®
04HOCHO
A'B =A-B +i[A, B]. (5)

PeanHun peo (ckanapHu npoussog A - B) ocTaje y paBHM gaTnx KomnnekcHux 6pojesa (4, B € C) gokK ce
MMarMHapHu aeo (BeKTopcku npoussod A X B) moxe cmaTpaT OKOMUTUM Ha Ty paBaH. Momohy (4)
BMAMMO U Aa je (5) poTauuja KOMNAEKCHE paBHM OKO Té OKOMULIE 33 Yrao w.

Npumep 3. MNokasaTu ga je (5) poTaumja 3a yrao w.

Pewerbe. Heka cy 1 n i Bektopu 6a3se komnnekcHe pasHu C ca gatum Taukama A(ay, a,) u B(by, b)) , a
1" n i’ BekTOpM 6ase KomnaekcHe pasHu C’, oHaa K3:

( ,axby+a,b,  acb,—a,by

—i =1"cosw—1isinw=1
|A[|B| |A]|B|

acb, —a,b, ., a.by+a,b, . ¥ .

! +i =1'sinw+icosw=1
l |A]|B| |A]|B|

cneau:

;. (COSw —sinw) _ .
(1 l)(sinw cosa))_(1 )

a 7o je poTaumja 6a3HMX BEKTOpa 3a yrao w. M

Kaga cKanapHuM npousBog npeacTaB/ba npoussBog (pacnogene) BepoBaTHOha, a BEKTOPCKM
MHpopmaumja, oHaa (5) moxe npeacrtas/batn ,MHboOpmaumjy nepuenumje”. PeanHu geo (npoussoaa
KohyrosaHux 6pojesa A*B) sehu je wro cy pacnogene ,,6auckuje”. Kaga yrao w — 0, Taga cosw — 1 un
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seha je BeposaTHoha yapyxuBarba, a UmarnHapHu aeo (nospwuHa |A X B|) Taga je marn, sinw — 0.
CarnacHo yewhem pgorahaky BepoOBaTHUjUX MCxoda U Takohe ,wTearbm MHpopmaumje”, Kaga A u B
npeacTas/bajy cTakba, oHAa (5) npoueryje peannsaumjy uUxose cnpere.

KapakTepucTuuHe BpeJHOCTHU

MpousBoau ogrosapajyhnx Ko- M KOHTpa-BapujaHTHMX BeKTopa oapehyjy ,mHdopmaumjy nepuenunje”.
OHa npefcTaB/ba BMTAZIHOCT Cnpere ABa CTarba (MHOMKEHWX BEKTOPA) M LUAHCY YAPY!KMBahba, a TaKo
neduHMcaHa HeHa BPeAHOCT ocTaje ucTa (MHBapujaHTHa je) Npu NPoMeHn cucTema KoopauHata. Haj
YyyAHWje ca TakBMM NPOU3BOAMMA je LUITO CY JIMHEAPHW onepaTopu (NpoLecu) AyaaHW BEKTOPW BEKTOpa
CTatba. Y TOM KOHTEKCTY NOCeOHO CY 3aHUM/bUBE KapaKTEPUCTUYHE BPESHOCTMH.

Heka je pata svHeapHa TpaHcpopmaumja npeacrasbeHa matpuuom M € X* tmna n XN 1 tbeHUm
COMNCTBEHUM BEKTOPOM U € X ucTor peaa (aasbe 360r jeaHOCTaBHOCTU y3uMamo n = 2)

Mu = Au, (6)

rae je ckanap A € O concTBeHa BpeAHOCT AATOr BeKTopa. Y cayyajy potaumje (1) aobujamo:
(S “coees) ) = 2
(e o)) =5 D)

(cosa) -4 —sinw ) (ux)

= 0. 7
sinw cosw — A/ \Uy 7)

Jo6bunn CMO XOMOreHM CUCTEM jedHauyMHa 33 KOjU 3HAMO [a MOXKE MMaTU HeTPUBMjaNHO peLlerbe
(pa3nuumnTo oa Hyna-BEKTOPa) aKo je AeTepMUHaHTa CMCTeMa HyAa:

det (cos.w — 1 —sinw ) =0,
sin w cosw — A

(cosw — A)? + sinw = 0,

A2 —2icosw+1= 0,

2cosw t+V4cos?w —4 {cosw+isinw

1z = 2 cosw — i sinw

[akne, noctoje ABe coONcTBeHe BPeAHOCTM poTaluje, obe KomnaeKkcHn 6pojesu:
/’Li = eil“’. (8)

3Hajyhu concTBeHe BpeaHOCTH, HacTas/bajyhu (7) uspauyHaBamo ogrosapajyhe concrseHe BeKTope:

(cosa) — etiow —sinw ) (ux) —0
- 7

sin w cosw — etiw/) \Uy
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(—isinw —sin(u) (ux)_o (isina) —sinw) (ux)_o
sinw  —isinw/; \Uy " \sinw isinw/_\Uy !

u, = tiu,
na cy concteeHu (HOpMMpaHn) BEKTOPU:
1 (1 11
w==(), w==(2) 9
vz \| V2 \—i ©)
OHM unHe opToHOpMMpaHy 6a3y oBux poTtauuja, jep |uy| = lu_| =1wvu, Lu_, 7. uy -u_ = 0.
bsin Ha cnvum neBo npuKkasaHa Cy [Ba COMNCTBEHa BEKTopa poTtauuja y
O 1 KOMNNEKCHO] paBHW. BpxoBu ob6a ce Hanase Ha jeAUHWUYHO]
P T 450 KPYKHUUM ca LEHTpOM Yy wucxoguwTty. Mpeu (Uy) YMHKM yrao g
&
b
, e \ pagujaHa (45°) ca ancumcom, a apyru _%' [pyrv1 HaunH aa ce nuctu
1Y
_[,f 'ocos My je
] {'J : - T[ + . . T[
i U, = cos—+isin—
! , * 4 4
b - /! T .. T
\ U_ = cos——isin—
b ~ ::1.'1: 4 4
~._L--" jep je KocuHyc napHa ¢yHKuMja, na je cos(—x) = COoSX, a CUHYC je
HenapHa u sin(—x) = — sin x. OHu cy 6a3HK BEKTOPM NpocTopa

poTaumja. Mopes, NOMeEHYTUX YCNOBA OPTOHOPMMPAHOCTM, 32 OBE BEKTOPE BaXM 3 je CBaKW BEKTOP
poTaLMja HeKa HbMX0Ba JIMHeapHa KOMBUHaLW]a.

3auncra, 3a NPoM3BO/bHE KoopauHaTe a u b, u3

() =70+ 5

cnegm perynapaH cCUCTeM IMHEeapPHUX jeaHauymHa

x+y
4+ =g
Z'V2
x Y,
NG
a oTyAa pellere No HernosHaTuma
a+b a—>b
X = , =
2 T

[Jakne, 3a cBaku nap (a,b) noctoju Hekn nap (x,y) TakaB Aa Ce CBaKM KOMMNEKCHWU 6poj z = a + ib
MOMKe NMUcaTn Z = XU, + yu_.
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3ak/by4ak

CBaka usomeTpujcka TpaHchopmMaumja (CBakM GU3MUKM NPOLLEC 33 KOjU BaXKM 3aKOH oZpiKatba) MOXKe ce
Pa3foXUTU Ha HEKe poTaumje (penpeseHTaumje potaumja). OBO BaXKM U 3a NpeAcTaB/batbe€ KOMMIEKCHUX
6pojeBa. O63nMpom Ha 0COBUHY NPOM3BOAA KOHYIOBAHO KOMMAEKCHUX BpojeBa (5), cnpera cTarba Koja
OHW NpeacTas/bajy, buhe n3BecHMja ako je peanHun aeo Tor npomssoaa Behu, 04HOCHO MMarMHapHU 4e0
Makby.

360r 3akoHa BeAUKUX BpojeBa Teopuje BepoBaTHohe, TO Aa/be 3HAYM Aa ce efleMeHTapHNjN (GU3NUYKK
jeAHOCTaBHMjM) CUCTEMM NaKWe MOry Hanasutm y WMMarMHapHOM, HepeanHoOM cTaky. MHave,
ersucteHumMja 6ase BEKTOPCKOr MPOCTOPA, Kao U AO0Kasu ersucteHumje Hajmakwbux nopumja (cnoboaHe)
MHbOPMaumje, nay y NPUIor 0BOM 3aK/byuKy.
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23. IIpojekuuje BeKTOpa
29. anpwun 2020.

ObjawrbaBa ce mepere y KBAaHTHOj GU3NLLU, XEPMUTCKM ONepaTop 1 nosuumja Teopmje nHbopmaumje.
Mepemwe
MuTtarwe. MoxeTe 1M MU jeaHOCTaBHUM NpUMepoM 06jacHUTU Meperbe Y KBAaHTHOj MexaHnum?

Oarosop. Ha npumep, pasmoTpumo bauarbe (dep unn Hedpep) HoBumha. MoryhHocTu cy ,,nMcmo” nunm
»,TNaBa“, a ucxop je jeaHo of wux. O63epBabne, PU3MUKM Mep/buBE BeMUMHE, NPesCcTaB/baMo
npasoyrnvum [ekapToBum KoopauHatama Oxy. Crarbe npe bauara HoBuuha je BeKTop ca ABe
KOMMOHEHTE, a peanusalmje Ccy NpojeKumje BEKToOpa Ha ancumcy U opaMHaTy (X uan y ocy).

M. a 1 je To KBaHTHO-MEXaHUYKO AN MHGOPMATUYKO objalurberse?

O. MNoyeTakK je 3ajegHMYKM. 3BaHMYHA KBaHTHa PpU3MKa pa3maTtpa camo peanHe ucxoge. OHa TO YMHU
nyTeM BEKTOPa Ca KOMMNEKCHUM KoedUuLMjeHTUMa, asin ce orpaHn4YaBa Ha XepMMUTCKe onepaTope uuje
CONCTBEHE BPEAHOCTM Cy camo peanHu 6pojeBu OHa nocmaTpa camo peasHe ob63epsabne, oHe Koje
npunagajy jeaHom AaTom HenpPoMeH/bMBOM NocmaTtpady. MHPopmaTUUKo objalltbere Uae KopaK aasbe
M [03BO/baBa KOMM/IEKCHE UCXOAE, a UCTY CUTYaLMjy BUAM KAao cnpery ABa cTakba, 0bjekTa 1 cybjekTa,
oba npomeHsbUBa.

Y jeAHOCTaBHOM NPUMeEPY KaKBo je Balarbe HoBuMha, BEKTOP (6MHAPHOT) CTakba HEM3BECHOCTU MOXe

C _ 6UTM M KomnnekcaH 6poj z = x + iy € C, rae 3a MMarMHapHy jeauHuuy
¥ =Y Baun i2 = —1. Ha caMum neBo je onwWTK Takas, ca ancLyCcOM MU OPAMHATOM
= 5 i Ha KOjuMa ce Hajase peaoMm peasiHi U MMArMHApHU L,Ee/0BUM KOMMJIEKCHOT
U| __f.i]_l.m =~ = 6poja, Rez=x n Imz =1y, a o6a cy peanHu 6pojesn. OHU oapehyjy

BepoBaTHohe 063epBaban ,,nucmo” u ,,rnasa”. KBagpat npojeKkumnje ctarba je
BepoBaTHoha peanusauumje Tako Aa je 36up KBaapaTa MCxoda jedaH, jep je ucxon jeaHe opn Ase

moryhHocTu curypaH gorahaj:
|z|>? =z'z=(x+iy) (x+iy) = (x—iy)(x+iy) =x*+y* =1 (1)

Bpoj |z| Ha3unBa ce moayo, ancoyTHA BPeAHOCT, UAN UHTEH3UTET KOMMNIeKcHor 6poja z = x + iy. bpoj
z* = x — iy je KowyroBaH 6pojy z, a Npon3BoA, Z*Z ocTaje HENPOMEHEH HAaKOH POTaLMje KOMMIEeKCHe
pasHu C oko ncxoguiita O 3a NpoM3BO/baH yrao ¢. Hamme:

z-ze,z" > z'e” naz'z > (z°e7?)(ze'%) = z*z.
JOLL YBEK CE APMKUMO KNACUYHOT KBAHTHO-MEXaHUYKOT TyMayekba.

Y cnyyajy suwe ogn Ae moryhHocTu, wecT npu bauarby KOuKe, CBe MojeguMHe Mcxofde CMaTpamo
nocebHUm ob63epBabnama M gogesbyjeMo CBaKoj No jegHy KoopAuHaATHY ocy. KBagpatTu npojekumja
BEKTOpPa Ha Te oce (MHTEH3UTET BeKTOpa MHOMEH KOCMHYCOM yria Ao oce) cy BepoBaTHohe
peanusaumje, Tako Aa je 36Up KBagpaTa CBMX Npojekuunja oneT jeaH.
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Pa3nMKyjemo cTakba Npe 1 HaKoH peanunsaumje caydajHor gorahaja. Y KBaHTHOj mexaHuum je yobuyajeHo
moryhHoOCTK HasMBaTWU ,Cynepno3nuMjom” KBaHTHOr cTakba M pehu ga oHa ,Konabupajy” y jeaaH og
ncxoaa. Y MHGopMaTMUYKOM CXBaTakby A0A4ajeMO paBHOMNPaBHMjU TpeTMaH moryhux ncxoga.

Mopea Tora, pa3NIMKyjeMo LITa Ce OMa)ka o4, OHOra KO onaxa, 3a CBaky nojeauHy (moryhy) peanusaumjy.
MpBo je cTatbe objekTa z = x + iy, ApYro je cTarbe peunmo k-tor cybjexkata z, = xj + iy), napanenHmx
peanHoctn'®. Cnpera oBa Aga je ,uHGopMaLyja nepuenumje” fgoraharba, NPOU3BOA MPBOT KOHYrOBaHOT
KOMMJIEKCHOT 6poja ca gpyrum:

27z = (x + 1y) (e + iy) = (x — ) (g + i) =
= (oxg +yyp) + iy —yxy) =z 2y + 0|z X 2|
= |z||zx| cos w + i|z||zy| sin w
rae je w = 4(z, z;). fobwunm cmo
72"z, = |z||zx|(cos w + i sin w)
LITO Ce MOXKe NucaTy
z2*zy, = |z||z|e™. (2)

OBO je MHaye AoH6PO NO3HAT pe3ynTaT Teopuje KOMMAeKCHUX 6pojeBa, ann HeroBe eKBUBaseHTHE U
pehe nosHaTe 06/1MKe y n3Bohery caga cMaTpamo BaXKHUjUM. JedaH of, TUX BaXKHUjUX je KomyTaTop,
WK Nceyao-cKanapHM Npounssoa,

[z, 2] = |z X 2| = xy — yx; = |2]|zi | sinw, (3)
Koju je Behu Kaga je uHbopmaumja cnpere cTara Z U z;, Beha, 3a pa3anKy 04 CKanapHOr NPoM3BoAa
Z" 7, = XX + Yy = |2||2x]| cos w, (4)
KOju n3paasa BepoBaTHohy cripere cTarba Z U Zj,. OBO Cy pe3yaTaTi NpeTxoAHor npunora™™.

Y MHpopmMaTUYKOj MHTepnpeTaumju moryhe je mocmaTpaTu CBakuM Of €BEHTYa/HUX UCXo4a Kao nocebHy
,Nceyflo peanHocT” y Kojoj ce peanusaunja aewasa (MoryhHOCTM cy 06jeKTUBHE), Na Tako U pagumo.
NHaeke k, ogHOCHO cTakbe Z, Aator cybjekTta, Tpeba y3umMaTh OHO/IMKO BPELHOCTU KOAMKO je moryhux
NCX0Aa, a TU Cy UCXOAM eKBUBaANEHTHM 063epBabiiama KBaHTHE MeXaHUKe.

MpeTncTaBMMO Aa je cnyyajHu gorahaj 6uo bauarbe Kouke U Heka je ,Tpeha peanHoct” (k = 3) oHa rge
je nana ,Tpojka“. Tamo ce ,06jeKTMBHO" 1 ,cybjeKTMBHO” cTare Noknanajy (z = zi), na pesyntart (2)
noctaje z'z = 1, a CBakW 04, OCTanux MNeT rae ,Huje nana Tpojka“ Huje peanaH. Yrao (BeKTopa CTama)
peanusoBaHe , Tpojke” ca TakBMMa w # 0 na je u sinw # 0. 3aTo MMarMHapHW Aeo crpere, NPOU3BOAa
(2), He ucuesaBsa U ca cTaHoBULLITa oBOr Ucxoaa (k = 3) cBaku gpyraunju ucxon, (s + k) Huje peanaH.

120 [2], 2.13 NpocTop 1 Bpeme

2122, pora umje
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XepMUTCKH OllepaTop

[atoj matpuum M Kaxe ce Aa je XepMWUTCKM KOHbYrOBaHAa MaTpuMuUa KOja joj je TpaHCMOHOBAHA U MMa
KorbyroBaHe KoedpuumjeHTe. Kpahe je 03HauaBamo camo KorbyroBatbem M™ U Ha3MBaMO KOHYroBaHOM
nogpasymesajyhu n TpaHcnoHoBake. HanomeHyhemo ako 6u ce gecuna gpyraydmnja notpeba. KsagpatHa
MaTpuLa je XepMWUTCKa aKo je jeaHaKa CBOjoj (XepMMUTCKM) KorbyroBaHoj. JIMHeapHu onepaTop je
XEPMUTCKM aKO My je MaTpuL,a XepMMUTCKa.

OBoO cy onepatopu ,KBaHTHUX eBosyumja“. Ca cTtaHoBuMLWTa Teopuje uHpopmauuje, aoaahy, ynotpeba
XePMUTCKUX onepaTopa 3a TpeTupakbe npoueca noapasymesa jeaHaKocT 06jeKTUBHOT U cyBjeKTUBHOT,
OZHOCHO Camo jeAHOr peanus3oBaHor mcxoga. Beh 36or Tora he ce y pa3Bojy oBe Teopuje mopaTu
OZlycTaTu 04, KOpULLTEHa CaMUX XePMUTCKUX onepaTopa.

MaTpuue 1 onepaTtopu BpCTe Cy BEKTOpa, Na AebUHULM]Y ,XEPMUTCKOT” N1aKo NPEHOCMMO M Ha BEKTOpE.
BeKTop-BpcTa (XEPMUTCKM) KOHYrOBaH Mpefiasun y BEKTOP-KONOHY U obpHyTo. Ca AupakoBom 6Gpa-KeT
HOTaLMjOM Nucakbe ce nojeaHocTasBbyje. Ha npumep:

* * (I)l
@ =07 ~ o) l0)=| ) (5)
LM
TaKo aa je
dwl o bvy,
(@lw) = d1w, + -+ o v, [Nyl = w e, (6)
‘I)n‘l’; (I)n\V:L

y yobuuajeHMm MHTepnpeTaumjama ckanapHor (YHyTpalwHer) nponssoaa U maTpuue.

Mpema Tome, |y)* = (y| n {y|" = |y), a yonwTe concteeHy BpeaHOCT, MHaue ckanap A € C, concTseHor
BeKTopa |y) matpuue (onepatopa) M, nuwemo

Mly) = Ay). (7)
[oKaxnmo caga jeaHy Ao6po No3HaTy Teopemy AnMHeapHe anrebpe.

Teopema. ConctBeHe BPeAHOCTM XEPMUTCKOr onepaTopa Cy peasnHe. Y3ajaMHO Cy OKOMMUTU COMCTBEHM
BEKTOPW KOjW 04roBapajy pasanunTMm CONCTBEHMM BpeaHOCTMMA XEPMUTCKOT onepaTopa.

Joka3. MHoerem ca nese cTpaHe (7) Bektopom (y| gobujamo (y|M|y) = (y|1|y) = Ky|y), aToje 1
MHOMEHO WMHTEH3MTETOM BeKTopa Y. Kaga je maTpuua XepmuTcKa, Kokbyrosarbem (7) pobujamo
(y|M = (y|A", na camuHo Hanasumo (y|M|y) = (y|A |y) u jeaHakoct A= A", wTo 3Haum ga je
CONcCTBeHa BPeAHOCT XepMUTCKe MaTpuue (onepaTopa) peanaH 6poj A € R.

[a cy nNpou3BO/bHM COMCTBEHM BEKTOPW ¢ M ¥ KOjUMa Npunagajy pasvynTe COMCTBEHE BPELHOCTH,
pesom a wn b, xepmutcke matpuue M oKoMUTK, flOKa3yjemMo Ha cnedehun HaumH:
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a(dly) = (adly) = (¢|M|y) = (d|by) = b{d|y)

M 04ly3UMarbem KpajrbuX BPeaHOCTU

(a—b)¢ly) =0
na Kako je no npeTtnocTtasum a # b, 1o je (¢|y) = 0, akne oBM BEKTOPU y3ajaMHO cy OKOMUTH, ¢ L . B

Ca oBOM TeopemoM MOCTaje jacHMWje 3awTo y Teopuju uHpopmauuje Tpeba roBopuTM O PasIUUUTUM
OVUMEH3MjaMa NpoCcTop-BpeMeHa, TamMo rae ce peannsoBaHun gorahaj gecno u Huje gecmno. Meperba Ha
OCHOBY Pa3/IMYUTUX COMCTBEHMX BPEAHOCTM MOTMYY Of, CTakba M3 Pas/IMUUTUX AMMEH3Mja BEKTOPCKOr
NpoCTopa, a Ta CTPYKTypa oHAa A0 M3oMopdM3mMa Mopa 04roBapati GM3MUKOj CTPYKTYpHU.

Pa3inumMTK CONCTBEHU BEKTOPM KOjM OAroBapajy UCTOj COMNCTBEHOj BPEAHOCTN HE MOpajy bUTK y3ajamMHO
OKOMUTM (OPTOroHasiHW), jep WCTYy WHTepaKkuujy (mepere) mory JaTtM pasivuuTa CcTakba WUcCTe
peanHocTn'?. Takohe, BEKTOpU OpTOHOpMUpaHe 6ase (jeAMHWYHM M y3ajaMHO OKOMWTM) He Mopajy
6u1TK concTBeHU BeKTOpM buno Kojer ogrosapajyher iMHeapHoOr onepaTopa; OHW He mopajy buTn ncxoam
uctor pgorahaja. AnM, Kao WTO CMO BMAENM, MOCTOje ONepaTopu YMju Cy COMCTBEHU BEKTOPU
OPTOroHasHu 1, Nnpema Tome, moryhe je UmaTu 6a3y Koja je OpTOHOpMUpPaAHa N CacToju Ce 0f, COMNCTBEHUX
BEKTOpa.

Ha npumep, naeHtnyka matpuua I, Koja Mma jeguMHuUe Ha rNaBHOj AWjarOHa/NM U CBE OCTaJsie HyJe,
KOMYyTMpa ca cBakom matpuuom (MI = IM) un concTBeHU BEKTOP jOj je CBaKM BEKTOP AaTor nNpocropa, a
HUM jegHa Apyra maTpuua HeEmMa oBO CcBOjcTBO. [pema Tome, HUje Ta4yHO Aa ABa KOMYTAaTMBHA XEPMUTCKa
onepatopa 06aBe3HO Aene 3ajefHMuUKy comncTBeHy 6asy'”, anu ako gsa onepaTopa Aene jefHy
CconcTBeHy 6asy, ApyrMm peymma, ako Ce OHW MOTy y3ajaMHO AujaroHanusmMpaTh, OHU Mopajy butu
KomyTaTuBHW. To je objalwrere ca CTaHOBULITA anarebpe.

MoaceTMMo ce fa HEKOMYTaTUBHOCT YKasyje Ha XajseHGeproe penauuje Heogpehenoctn'™.
Mosehatbem ogpeheHOCTU jegHe GU3MUYKe BennuMHe (MMMyJ/ca YecTuue, UAM eHepruje) rybu ce Ha
oapeheHocTn apyre (NosoKaja, UAM TPeHyTKa mepersa). [oAajMo 0BOME HayesHy TeXkby CTakba Ka
Mah0] MHPpopmaumju (Behoj BepoBaTHOhM), Koja OmMeTa KOMYTaTMBHOCT, Na MNPUMETMMO Ja CBa
KOJIMYMHA HensBecHocTU, MHPOpMaLMja npe peanmsaumje cayyajHor gorahaja, npenasm y uHpopmaumjy
jefHOr o4 ncxona. 3aKoH oApKarba y TOM C/yyajy, Aa ABa onepaTopa Aese jegHy concTeeHy 6asy, Huje
npernpeka KOMYTaTUBHOCTU. A To je objawrerbe NpeTxoAHora, caja ca CTaHOBMLWTA ¢GU3MKe U
nHpopmauuje.

Takohe je y maTematnum fobpo Nos3HaTo fa je maTpuue NpuapyKeHe XepMUTCKUM OnepaTopuma yBek
moryhe AvjaroHannsmpaTu, u3 Yera ciegm Aa XePMUTCKM onepaTop Ha N-AUMEH3MOHATHOM BEKTOPCKOM
NnpocTopy MMa T JIMHEeAapHO HE3aBMCHWMX COMCTBEHWMX BEKTOpa. 3aTo je y KBAaHTHOj MexaHuuM 3a
penpeseHTalMje TakBMX (6a3HUX BeKTopa) yBek moryhe yaumaTu ynpaso ob3epsabie.

122

OBfae MHTepnpeTMpam UHaye No3HaTe Teopeme IMHeapHe anrebpe.
123

Buhao cam oBO HaBoAHO TBphere y TEKCTOBUMA.
124 .

[2], 3.3 Penauuje HeoapeheHoCTH
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Kaga je maTpyua M npuapysKeHa HeKom (OpTOroHasiHOM) onepatopy Nn-AMMEH3MOHANHOr MpoCTopa
OopTOHOpMMpaHe Hase, Tafla Cy KOJIOHe (BpCTe) MaTpuLLEe y33ajaMHO OPTOHOPMMPAHKU BeKTOpW. Takohe je
M*M =1, kao u M~*M = I, n3 uvera cneam Aa je weHa getepmuHaHTa +1 1 Aa je HeHOj XepMUTCKU
KOHbYrOBaHO] jelHaka HeHa MHBep3Ha MaTpuua, M* = M~1. Ose matpuue (onepaTopu) 3anpaso cy
poTauuje (pedneKkcmje ce mory cBecTu Ha poTauuje).

Kaga je matpyua M npuapyeHa HEKOM YHUTAapHOM OMepaTopy Yy OPTOHOPMMPAHO] 6asu Hekor
BEKTOPCKOT N-AUMEH3MOHATHOT MPOCTOPA, TaAa Cy KosloHe (Takohe u BpcTe) OPTOHOPMUPAHU BEKTOPU U
Baxu onetr M*M =1, kao 1 M™IM =1, n3 yera cneau fa je XePMWUTCKM KOkyroBaHa Ta MaTpuLa
jefiHaKa CBOjOj MHBEP3HO;.

CAMYHO XEepMUTCKMM ONepaToOpMMa, COMCTBEHW BEKTOPM YHUTAPHUX U OPTOrOHANIHMX onepaTtopa cy
OpTOroHasiHW. [JoKa3e 0BWMX CTaBOBa JlaKoO je Hahu y MHOrMm yubeHuumma Buwe anrebpe M Hema
notpebe Aa Ux oBAe NOHaB/baM.

Enuiaor

Teopuja nHPopmaLmje Kojy pasBujam Aobpo ce cnaxe ca UAaejom ,napanenHux peanHocTn” o Kojuma
CaMm y BMLIe HaBpaTa NNUCAo Ha PasMunTe HaumHe. Y oBomM npuaory hete npenosHaTh NOKyLWaj paspase
Te naeje Ha meToAy Npojekuuje BekTopa (KBaHTHOT CTakba) Ha KoopAMHaTHe oce (063epBabne), WTo ce y
KBaHTHOj GU3NUM JaHAC PYTUHCKU TPETMPA ONMCOM npoueca GU3MYKOr mepetba.

Hanomurbem aa je ,Meperbe” oBAe UHTepaKLUMja ca MepHMM anapaTnma, O4HOCHO BPCTa ,,MHPOopMaLmje
nepuenunje” nsmehy Asa ctara, nocebHa camo No TOME LUTO je OHO APYro CTakbe Ba3HU BEKTOP.
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24. Pa3Ha nuTama
2. maj 2021.

OBae cy pectnosu, CyBuiliHa NOHaB/barba MAW HeLOBPLIEHA NUTakba, a/iv Ha CBOj HAUMH 3aHUM/bUBA.

MuTtare: Kako objalitbaBaTe HEKOMYTATUBHOCT?

Oparosop: Y maTeMaTMuy HEKOMYTaTMBHOCT je HemoryhHOCT NnpomMeHe pefoc/iena padyyHCKUX onepaumja
6e3 npomeHe pesyntaTa. AKo A 3Hauum ,A0aaTh 6pojy jeaaH”, a B je onepauuja ,,yaBocTpy4yerse bpoja“,
Taga je BA(x) =B(x+1) =2x+ 2, a AB(x) = A(2x) = 2x + 1. Ose aBe Komnosuuwuje onepaumja
HeKoMyTaTUBHE cy, jep 2x + 2 Huje jeaHako 2x + 1 6ap 3a jeaHo x (oBAe YaK HUM 3a jeiHO).

MN: LWWTa je ca HekomyTaTMBHOWhyY Yy KBAHTHOj PU3MLM U Teopuju nHdopmaumje?

0: Y ¢um3num, noues ao npumepa nonyt (BA — AB)(x) = 1 3a ceaku 6poj x, na Aasbe HawamM 6Mcmo Aa
je HeKOMYTaTUBHOCT HEKMX MpOLeca Y Camoj CyWTUHM XajseHBeprosux penaupja Heoapeheroctn'”.
Mpouecu cy penpeseHTaumje onepaTopa. To je Te3a KBAHTHE MeXaHUKe Koja HeOBMYHO *KM1aBoO 0A0/1EBa
CBMM MOKyLWIajuMa pyllema, YK/bydyjyhu n of cTpaHe HEKMX OCHMBa4ya M Be/IMKaHa Te rpaHe ¢pusuke,
nonyT AjHwTajHa. [Apyrum peumma, ocnopasajyhu ,06jeKTMBHOCTM HeoapeheHocTn” (wTa rog TO
3Hauuno) yaapuhemo rnaBom og, oBaj 3u4, Aa NOCTOje HEKOMYTaTUBHM NPOLECU U [a HUXOBa Herauuja
noapasymeBa Hermparbe Ta4HOCTM came anrebpe.

Y Teopuju vHbOpMaLMje, HEKOMYTATUBHOCT pasymemo nomohy cnoHTaHor nosehara eHTponuje'?
(Apyrn 3aKkoH TepmoAMHaAMMKE), 3aTUM CMOHTAHOr CMmarbera MHbopmauuje (nopacT eHTponuje je
CMakbere MHpopmaumje), Unm NpMHUMNA HajMmakber AejcTBa MHaye HECYMHbUBOT Y KAaCUYHOj TEOPUjCKO]
¢u3mum (a MHPopmaumja je eKBMBaNeHTHa AejcTBy), na v nomohy ,nNpuHuMna BeposBaTHohe”: pga ce
BEpOBaTHUjU cny4vajHn gorahaju yewhe porahajy. A BepoBaTHUjU cy Marbe MHPOPMATMBHM, Ma CMO
3a0KPYKMAWN CBa YETUPU CTaBa.

360r oBe YeTUPM 3aKOHUTOCTK, a OHAA M 3aTO LUTO MOCTOjM CMep UCX04a MpPoLLeca Ha NyTeBMMa Koju
3Hajy 6MTK NorybHu, obunarkere PasaMuUTUM pegocnenom noctaje 6uTHo. Huje ncto gatm kmuraeal,
BO3W/IOM Na OTMhK y IeBO U yPaguTK TO OBPHYTUM penoc/ieioOM, CKPeHYTU Ma CUrHaAn3MpaTu, bap Wwro
ce Tuye 6poja xpTasa y caobpahajy. Ako je npouec A datanaH (Hema gasbe) a B Huje, oHaa BA(x), roe
je x capa Hekmn porahaj, Hehe umatn dasy B, gok he AB(x) tehu go Kpaja. Mpema Tome, y Wwmpem
3Hauetby ,HEKOMYTATUBHOCT" je nocneamua ,,NPUHLMNAE MUHUMaAM3Ma MHPOpMaumje”.

%k %k %

MuTtarbe: MoHawajy M ce U Hay4YHUUM , Kao oBue”?

2102],3.3 Penaunje HeogpeheHocTn

12612], 2.24 Tenepanusaumja eHTponuje
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Oarosop: Moctoju dopmanHa Besa cBUX 06/MKa NpeHoca AMYHMX cioboaa Ha KosiekTne. OpraHM3oBaHo
noHallare Koje 3Haum Behu cTeneH yyewha uennHe y ynpassbaky (noBehara onumja u onepaTMBHOCTU
rpyne), 36or 3akoHa ogpKarba MHbOPMaUnje, mopa Taj BULIAK onumja (MHbopmMaLmje) LpncTu oaHeKyA.
CKopo yBeK TO Cy jegMHKe Koje YMHe rpyny, Koje Kao Xuea buha nmajy nHpopmaumje y UKy, a 36or
NPUHLMNE MUHUMANM3MA MHPOPMaLMje Kesle ce TOr BULIKA OTapacuTu. 3aTo, nopep, ocTasor, cBoje
cnoboge npeaajemo ApKasu.

CnunyHo je npumeTtno Mapk TBeH ca CBOjUM YyBEHMM NUTakbeM O TPU Kpase Ha nnBagu. AKO ABe Kpase
rneaajy y jeaHom npasuy, rae rnega Tpeha Kpasa? — oH ce nuTao Aa 6u oarosopuo — Tamo rae rnegajy
oHe aBe! AHanorHo je u 36yrbyjyhe, MaKM GaHTaCTUUYHO, KpeTakbe YBOpaKa JOK JeTe y CBOjUM jaTuma'’.
TaKo je 1 ca HayYHULUMMA, HAPOUUTO Y A0OPO OpPraHM30BAHUM MHCTUTYLMjaMa, ann U OHUM ,,CNO0BOAHUM

CTpenuuma“ Koju o, TakBUX 3aBuCe.

Mpepajyhun cBojy cnobody WHCTUTYUMjWU, OaKne HEKM BUILIAK comncTBeHe MHdopmauuje, nojeauHal,
Hay4YHMK YTONMKO je rnynsbk, ann n sehu 36or cuHeprujckor ytuuaja sehe mohu rpyne Ha HEroB PejTUHT.
TomoBe KhbMra NCMXo/iorMje caga MOXKeMo NMcaTm o OBUM O4HOCMMA, anu PeKao cam T ,,AHo gHa“. To
je cylWwTnHa, a CBe 0CTano Cy HUjaHce.

* % %
Mutame: [lokne ce cTUrIO ca ,TaMHOM maTepujom“?
=128
Oprosop: EBo untaj .
MN: Mucnmo cam rae je ,Teopunja uHbopmauuje” y Toj Temmn?

0: VY ,Teopuju nHdopmaumje” Kojy passmjam (MCK/byYMBO CaMoCTasIHO) Maca b1 mornia ga ocTas/ba Tpar
Y NPOLUNOCTU U3 Kojer 61 morna (ocnabsbeHo) rpaBUTaLMOHO Ae/10BaTh Ha CafaLlHbOCT.

N: [a 11 Mma canyHmx xmnoTesa gaHac y omsmun?

0O: [a u He. Ogrosapajyhe n camMuHe npunore /bybasHo My Wasby ypeaHWUM noptana rae (NoKanHo)
KauMm CBOje TeKCToBe. HeKe npuaore nowasby M1 Aa Nperneiam v Karkem CBOje MULL/bEHE.

Ha npumep, gonana mu ce HeaaBHa MAeja jegHOr ayTopa Aa je ,TaMHa maTepuja“ BpCTa HeKagaller
MakceenioBor etepa. [la M je YUNTAaO0 MOje TEKCTOBE He 3HaMm, aan morao jy je ussyhu un ns ,,Maxosor
NpPUHUMNA“, Aa YKYNHA Maca CBEMMPA yTUYE Ha JIOKaNHY MHEPTHOCT M rpasutaumjy. Taj npuHumn Max je
objalWwHaBao NpocunakbeM Boge U3 laBopa Koju ce okpehe oKo cBoje oce (Huje cBejeAHO Aa n Mmupyje
NlaBoOp UM CBEMUP), a KOjU je NocTao Aeo AjHLWITajHOBe OMNLTe TeEOPUje PeNaTUBHOCTU.

[pyrv 3aHMM/bUB HedaBHM Npuaor (OBMX AaHa) MojaBMO ce ca MAejom Aa ,NepUoaHU CUCTEM” BaXKU
Takohe M 3a ,TamHy maTepujy“, ocum WITO 063epBabsie HUcCy ,opToroHanHe” (yobuuyajeH 3axTeB y
KBaHTHOj MexaHULM) U cTora NoKasyjy Apyraunja CBOjCTBa 04, ,,HopMmasiHe matepuje”.

27 Flock of starlings, https://www.youtube.com/watch?v=rDbGdc7L-gA

What Is Dark Matter? https://www.space.com/20930-dark-matter.html
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* %%

Mutarse: 3awTo 61 6UNO ONACHO Hama /by AMMA CPECTU HanpeaHy BaH3EMasbCKy LMBUIM3ALMjY?

Oarosop: MNo3Hatn pusmyapm Kao wto je Muumo Kaky, unm CtmeBeH XOKMHI M3BOAE Te 3aK/byyKe U3
WUCKyCcTBA M ucTopuje. 3a umBuamsaumjy WMHKa 6uno je datanHo ynosHaBarbe ca Kotesom MU
uMBUAM3ALMjOM Tagaw e EBpone. He Tpeba NOTUEHUTU HUXOBE pa3nore, aau ja UMam U goaaTHe.

Haume, aKo je oBaj cBeT caB cTBap MHPOPMaLMja, a MHPOpPMaLMja je Mmepa HEM3BECHOCTU, OHAA HEMA HU
KOHCTPYKLMje HUTU aecTpyKumje 6e3 arpecuje. Nojam ,arpecuje” (reHepanmcaH) je oHaj Ha Koju ce mory
CBECTM M cnoboge M orpaHuYerba, MHTENUMeHUMja U XMjepapxuja, WAM pellaBarbe U Npeno3HaBarba
npobnema. Kaga roBoprmo o BMONOWKUM BPCTaMa, OHUM MPUNUTOM/bEHUM Tpebahe matbn MO3aK,
6uhe marbe pafo3Hane, Marbe OcBajauke.

EBeHTyanHa BaH3eMasbCKa UMBUIM3aALMja Koja b1 Buia Hay4HO-TEXHONOLKM 4A/1eKO UCnpes Hac, ako 61
6uia ganeko MHTeIMreHTHUja 04, Hac, BepoBaTHO 61 BM/1a ONacHOCT 3a Hac.

MN: AKo je Beh Hay4YHO-TEXHO/IOLWKM AANEKO UCNpes HAc, KaKo TO ,,ako 61 buna uHTennreHTHMja”, pa au je
TO nancyc?

O: Huje rpelwka, jep y nutamy cy edeKkTU CYNPOTHUX TeHAeHuuja. MopacT yaobHOCTU cynpoTaH je
nopacty uHTenureHumje. HayyHo TEXHO/OLWKWU Pa3BOj MOACTAaKHYT je ,MPUHLUNOM MUHUMAIU3MA
UHbOpPMaUmje”, Ke/boM 3a CUrYPHOCTH, ypeheHocTM U 6exarbeM 0f, HeM3BecHOCTU. TO je y OCHOBMU
TEXHE 33 HeYMHEHbEM, MHEPTHOCTU U MatbUM AejcTBOM. [ocsie HEeKor HMBOA pas3Boja (MHTenureHuuje,
HayKe 1 NpuMmeHa), pa3Boj nocneamLa ce HacTaB/ba ann HbeH reHepatop (MHTenureHumja) onaga. To je
jeflaH oA, HajBaXKHUjUX pasnora (Apyru je camoyHULLTEeHE) 3alITO caM OHOMaA, Hanucao , 43 61 Beoma
WUHTE/INreHTHe BPCTE Y CBEMUPY MOTe BUTU PETKOCT ako yonuiTe nocroje”.

M: Y Kojoj ¢asu je /byacka umsununsauymja?

O: To je Tewko pehun u3 Tekyhe ,Kabsbe nepcrnektnse” Hac. OBAe NpPUYaMo O €OHMMa PasBoja, Uan
bapem xu/bagama roguMHa uctopuje. Y3opak Kakas je EBpona mmana og 1500. po 2000. roguHe
HeJ0BOJ/bAH je, faneko je og noysgaHor. CTatucTKa he y Tome BUTU HejaKa; HeHe ,UCTUHE" Cy MHaye
JIOKanHe M Bap/bMBe, a OHe Cy jeauHe Ha Koje bux ce aaHac ,,cmeo” nosmeatu. Haj6os/bM HAaCyMUYHU
norogak moxga 6u 61o aa cmo y dasm ,,3penoctn”. MNpownm cmo ,,Ny[oCTM MNaZocCcTM, a npes Hama cy
,yCrnopasama cTapocTn®.

MN: Beoma HanpeaHa v Beoma cTapa UMBuaM3aumja oHga 6u morna 6utM nutoma?

O: a.
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ITorosop
N To 6n 6uno To. MOKaxKe nu ce oBa ,Teopuja MHboOpMaLUje” UCTUHUTOM U OBU TEKCTOBU MUCMpes CBOT
BpemeHa, Hagam ce, Bpegehe Tpyaa. Y cynpoTHom onet gobpo, Hehemo nnakatv 36or npomaluaja.

Y Bpeme Mor nNucama yBeNNKO je Tpajana HaBOA4HA KOPOHa-NaHAEMMU)a, A ja CaM Kao M OCTa/IN Y cpeaHoj
WKonn, barbanyykoj NMMHasnju, pagno HacTaBy MaTeEMATMKE Masio ,y *KUBO" Ha YacoBMma no 20 MUHYTa
y ogenerbmnma, ceakmx 30-aK y4yeHMKa NoLes/beHUX HA ABE rpyne v ABa TEPMMHA, @ Maio ,Ha AasbUHY".
OHO wWTO je oBAE OA4BAjaHO WUCTO je MOje MPUBATHO M JIOKA/JIHO KAo Yy MPETXOAHMM TeKCTOBMMA OBe

,Teopuje” n mano ce TMLANO BMIO Kora yK/by4dyjyhu ocTane yyecHUKE LWKOIE, Kao U Hac Ha CAuLM.

Cnvkarbe maTypaHaTa Tpaauumja je y Penybauum Cpnckoj Takohe. OBo cy yueHuum V-4 paspega onwrer
cmepa NMmHasmnje bama Jlyka ca cBOjom paspeaHMLUOM U ABa OMU/beHa Npodecopa, anpuna 2021.

AyTop, maja 2021

Pactko Bykosuh 132



Mpunosun Teopunjn nHbdopmaumje I

JlutepaTtypa

[1] PacTtko Bykosuh: [1PU/103U1 TEOPUIN MHOOPMALIMIE — Op, okTobpa 2020. go jaHyapa 2021.
(EKoHOMCKM MHCTUTYT Barba JlyKa, Ha yeKamy, 2021.)
https://archive.org/details/prilozi-teoriji-informacije

[2] PacTko Bykosuh: [MIPUYE O UHOOPMALNIN — dbn3mnke, buonoruje, npasa. (EKOHOMCKN MHCTUTYT
Bara Jlyka, Ha yeKkarby, 2020). https://archive.org/details/price 202008/

[3] PacTtko Bykosuh: JEJCTBO MH®OPMALNIE — eHepruja, Bpeme n KOMyHUKauuja. EKOHOMCKM
MHCTUTYT barba Jlyka, 2020. https://www.scribd.com/document/440746867/Dejstvo-informacije

[4] PacTko Bykosuh: MUHUMAJIN3ZAM MHO®OPMALMNIE — dn3mdka nHdopmaumja u npumeHe.
EKOHOMCKM MHCTUTYT Barba JlyKa, 2020.
https://www.scribd.com/document/421087302/Minimalizam-informacije

[5] PacTtko Bykosuh: ®U3NYKA MHOOPMALMNIA —y apyluTBEHUM NojaBama M MaTeMaTULM. EKOHOMCKM
MHCTUTYT Barba Jlyka, 2019. https://www.scribd.com/document/406574702/

[6] PacTko Bykosuh: MHOMOCTPYKOCTU — N360pun KMBOT U HEXKMBOT CBETA. EKOHOMCKM MHCTUTYT barba
Nlyka, neto 1918. https://archive.org/details/Mnogostrukosti

[7] PacTko Bykosuh: KBAHTHA MEXAHUKA — penpeseHTaumja KOHTUHYYMa (METPUUYKOT U BEKTOPCKOT
npoctopa). (EKoHOMCKM MHCTUTYT Batrba JlyKa, Ha YeKarby, anpun 2018).
https://www.scribd.com/document/366396575/Kvantna-mehanika

[8] PacTko Bykosuh: [TPOCTOP-BPEME, npuHumnu ¢pum3smnKe cnyvyajHoCTU. EKOHOMCKU MHCTUTYT barba
Jlyka, maj 2017. https://www.scribd.com/document/347514158/Principi

[9] PacTko Bykosuh: UHOOPMALMIA MEPLEMNLUMNIE — cnoboaa, aemokpaTuja u pusmnka; EKoHomcKu
MHCTUTYT barba Jlyka, 2016. https://archive.org/details/Informacija/Informacija/mode/2up

[10] Ferguson, Thomas S. “Who Solved the Secretary Problem?” Statistical Science, vol. 4, no. 3, 1989,
pp. 282-289. JSTOR. http://www.jstor.org/stable/2245639

[11] Max Tegmark (2007): The Mathematical Universe. Dept. of Physics, Massachusetts Institute of
Technology, Cambridge, MA 02139. https://arxiv.org/pdf/0704.0646.pdf

[12] M Buser, E Kajari, W P Schleich: Visualization of the G6édel universe. Published 30 January 2013. New
Journal of Physics 15 (2013) 013063 (32pp).
https://iopscience.iop.org/article/10.1088/1367-2630/15/1/013063

[13] A. Aguirre-Astrain, H.N. Nufez-Yépez, L. Salas-Brito: Geodesic time travel in Gédel’s universe ; Rev.
mex. fis. E vol.62 no.2 México dic. 2016; ISSN 1870-3542;
http://www.scielo.org.mx/scielo.php?script=sci arttext&pid=S1870-35422016000200135

Pactko Bykosuh 133


https://archive.org/details/prilozi-teoriji-informacije
https://archive.org/details/price_202008/
https://www.scribd.com/document/440746867/Dejstvo-informacije
https://www.scribd.com/document/421087302/Minimalizam-informacije
https://www.scribd.com/document/406574702/
https://archive.org/details/Mnogostrukosti
https://www.scribd.com/document/366396575/Kvantna-mehanika
https://www.scribd.com/document/347514158/Principi
https://archive.org/details/Informacija/Informacija/mode/2up
http://www.jstor.org/stable/2245639
https://arxiv.org/pdf/0704.0646.pdf
https://iopscience.iop.org/article/10.1088/1367-2630/15/1/013063
http://www.scielo.org.mx/scielo.php?script=sci_arttext&pid=S1870-35422016000200135

Mpunosun Teopunjn nHbdopmaumje I

[14] Abhas Mitra: Deriving Friedmann Robertson Walker metric and Hubble’s lawfrom gravitational
collapse formalism; Results in Physics,Volume 2, 2012, Pages 45-49, ISSN 2211-3797;
https://doi.org/10.1016/j.rinp.2012.04.002

[15] PacTtko Bykosuh: MATEMATUYKA TEOPUIA UH®OPMALNIE U KOMYHUKALWIE; OpywTBo
maTtemaTtmyapa Penybnuke Cpncke, bara JlyKa, 1995.

[16] PacTko BykoBuh: KBAHTHA MEXAHUKA — penpeseHTaumnja KOHTUHYYMa (METPUYKOT U BEKTOPCKOT
npocropa); anpun, 2018. https://www.scribd.com/document/366396575/Kvantna-mehanika

[17] Reuven Cohen, Shlomo Havlin, and Daniel ben-Avraham: Structural Properties of Scale-Free
Networks; WILEY-VCH Verlag Berlin GmbH, January 2003. http://havlin.biu.ac.il/PS/handbook446.pdf

[18] Reuven Cohen, Shlomo Havlin: Scale-Free Networks are Ultrasmall; arXiv:cond-mat/0205476, 4
February 2003. https://arxiv.org/pdf/cond-mat/0205476.pdf

Pactko Bykosuh 134


https://doi.org/10.1016/j.rinp.2012.04.002
https://www.scribd.com/document/366396575/Kvantna-mehanika
http://havlin.biu.ac.il/PS/handbook446.pdf
https://arxiv.org/pdf/cond-mat/0205476.pdf

