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KBAHTHA MEXAHUKA

[Mpearosop

KsanTna mexanuka je jeana om Hajy30y1/pUBHjuX Be3a usMely mareMaTnke u MaTepuja-
JiHOT cBeTa. Kasa je cxBaTmMo Kao MOCT KOju Cliaja HECKOHAYHO Ca KOHAYHUM, Kay3aJHO Ca
CJIy9IajHUM, MHTEPAKIUje ca NHMOPMAIIIjOM, OHA [IOHOBO IOCTAj€ UCTO TOJHMKO HOBA KOJUKO
je \eH MMO3HATH JIE0 TEIITKA TEMA.

Y 1upBoj Bep3uju oBe Kibure, nucanoj 2017. romwre, n3dberaBao caMm CBe OJI IIOMEHYTOT,
CBaKy IIa U HajMamy cliekysaiujy. Pa3merao caMm ce MIKOJICKMM HUBOOM KBAHTHE MEXAHUKE
u3 BpeMeHa pannx 80-ux, KaJa caM Kao CTyAeHT maTreMaTuke Ha beorpaickom [IM®-y ca
KaTeape Teopujcke ¢usnke 3a n300PHU MPEIMET Y3€0 TPOCEMECTPATHY KBAHTHY MEXAHUKY
kox nipod. Pemopa Xepbyra. To je 6uo jeman 3acrparnryjyhu mpemamer o Kojer cy Oexkajn
U CTyJeHTH (PU3NKe, Ia caM ra MOpao yInTH 00/be Hero mHade. HapaBHO, TEKCT KIbHUTe je
ucnao hauku u cyBornapas. bes marre, 6e3 nnunujaruse, 6e3 xpabpoctu! Yak u 3a HactaBy
KBaHTHE MeXaHKe, MHUCJINO CaM, TaKBe IIpUIIpeMe He 61 BasbaJie.

Cneneha dasza kmwure orurnuia je y apyry kpajaoct. Ilog yTuckom pasodapema y IpBY
BEp3Ujy U y JKesbu Jla He HoHaB/baM Beli o6jaBibene (xuio)rese, Moje danrasuje cy pobue
pasmepe ,Annce y 3eM/bu Iya’, Kojy 61 MaJo Koju 030M/baH MaTeMaTndap XTeo 00jaBUTH,
OCHM MOXK/JTA TIOJT JIAYKHIM UMEHOM. 3aBPIIHO CaM je MaxK/bUBUM OprcameM (hajioBa KOjeKyla.

Tpeha Bepsuja je oBa. Hajmam ce 6ap ymosia ycrenHo KoJIMKO OpUzK/bUBO, Ha KAIITIUILY
caM JI0JaBa0 HOBHUHE, ojBajajyhu ommrTe npuxBahene objacTu OJ JeTa/ba KOjU TO HUCY.
Wsznarame HUje jeJHOCTABHO YUTATH, jep Ce YIJIABHOM CACTOjU OJ JeUHUIIN]a-TeopeMa-
JI0Ka3a, a OHJIa U OJI HaM3IJIe]] HEIIPUXBAT/bUBUX JlojaTaka (0K Hayka He cas3pu). [Iperexan
JIe0 THX MAaJIOOPOJHUX aJii HECTAHAAPIHUX 00jalllibeha J101a3e U3 MOJUX PAHMjUX TEKCTOBA
(B. [I] u [2]), wecto pamm morBpxe, aaM MMa M CBEXKHUjUX. Y Taj HAjMAM JIEO Claja, Ha
[IpUMep, TyMaderbe IMapaJieJIHIX PEATHOCTH U PEJIATUBUCTUYKOL YCIIOpaBarmha BpeMeHa 3001
nemoryhuocru (dusnuke) komyHukanuje u3mely mux. 3a pasjuKy, peruMo, oJ] HAILY ITaba
Maxosor komurenra ¢pusuke pagu dpunozoduje canare [lmarorHoBoj.

Ako BaMm ce yuumHM Jia je KBAHTHa MeXaHHKa TPETHPaHA KAo TpaHa MaTreMaThke, 106po
CTe yOumJIHM, ajli CMaTpaM Jia Ou jegHako TadyHo 6wiio u obpHyTo. Mcermne cy y cymTuHu
arncrpaktae. OHe Cy HaM HEIIO3HATE, OCUM OHOTA IITO HA3MBAMO MAaTEMaTUKOM, WJIA OHOT
KOHKPETHHjEr J1eJia KOjU JOYKUBJhaBaMO TyJINMa U ApyTuM mepieniujama. CBojcTBa 0 KOjuMa
MOKEMO MMAaTHU J0KWBJbaje Cy KoHadHa. lloommraBajyhu, oBrae HazuBaM MaTepujaHUM HE
caMoO Te II03HATe OCOOWHE CyICTaHIle, Beh M muMa CJAUYHe, KOje Cy HajBUIle IPedpPOjuBO
beckonaune. Ty mpupomy Marepuje moBe3yje Hadeao KoHadnocTu. Mehyrnm, dpusmuka
PEeaJIHOCT Ce cacTOju U O MHOTO Beher, OeCKOHAYHOT JieJia, allCTPAKIIja.

Pacrko Bykosuh,
bBama Jlyka, ampua 2018.
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Glava 1

BekTopcku npoctopu

Knacuyna kBanTHa Mmexanuka (B. [3]) moxke ce cBectn Ha mer nocmyaama, OJHOCHO
nadesa. 10 je mmeja kKojy je mpBu 00jaBUO ﬂnpakﬂ y €BOjOj Kbusu ,lIpuHiunu KBaHTHE
mexanuke' 1930. rogune (B. [4]) u Kojy nanac Ha camdaH HaIMH cjejie MHOTH ayTopu. [Ipeu
je o cmary cucmema. Crame OMI0 Kojer (PU3UYKOD CUCTEMA, HA IIPOU3BOJHHOM MECTY U
TPEHYTKY, DEIpe3eHTalllja jeé HEeKOI BeKTopa cTamba [i) XHJI6epTOBorE| npocropa H. Taj
BEKTOD CaJIPYKU CBe MOTpebHe MHGpOPMAIITje KOje MOXKEMO JIODUTH O CUCTEMY.

Y 0CHOBH TOTa je HAYe 10 WK NPUHYUN CYIIEPIIO3UIIN]je, OTHOCHO ,,0CO0NHA CyIepPIIO3uInje’
KOJy UMajy CBU AUHEGPHU CUCTEMU. YKYIHH OJrOBOD JIMHEAPHOD CUCTEMA Y3POKOBAH Ca
JIBa WJIM BUIIE CTUMYJIAHCA je 30Up 0roBopa Koje Om MOIJIu JaTh mojeuHu cruMmystancu. Ha
npumep, ako yiaa3 A mpoussoau uzna3 X, a ynasz B uznaz Y, ouja hie ynasz A+ B pesynrupartn
uzyazom X + Y, a 1o je meduHunmja JIUHEAPHUX OIEPATOpa BEKTOPCKUX IIPOCTOPA.

ITokazyje ce nma je oBakBa mocTaBKa KBaHTHE MexXaHUKe MOryha 3aTo ImTo Cy BEKTOPCKU
IIPOCTOPU JOBOJBHO aIllCTPAKTHU, & Pa3aunduTe hU3NIKE NUMEH3HU]je, IOIyT Mace U TeMIIepa-
Type, 100po mpeicTaBibajy Te ancrpaknuje. Illrasumre, pusnake gumensuje, Kaia 1o Cy TO
pUBMYKN HE3AaBUCHE BEJIMYMHE, JIAKO IIPOIJIAIIABAMO BEKTOPHMAa OPTOrOHaJHE Oase, a OHJA
HAM TOCTajy BeoMa BayKHU HOpMaanu onepamopu. To cy oHm omeparopu Koju cy (CKOpo)
camu ceOM WHBEP3HU, INITO Jlaje HOBO CBETJIO KBAHTHO] MEXAaHWIM HA HAYWH KOju he y 0BOj
KIbU3W OUTH IIPOMOBUCAH.

Jpyru nmocrynar ropopu o ob3epBabiiaMa u oneparopuma. 3a CBaky (PU3NUKH MEPJbUBY
BesimunHy A, KOja ce HasmBa 003epsabaa WU QUHAMUNKA 8apujadaa, TTOCTOJU oaroBapajyhu
JINHEADHU XepMI/ITO omepatop A wumjn concmeenu sexmopu (eigenvectors) dopmupajy
KoMILTeTHY 6a3y. OBaj mocTysIaT TPOU3MIa3y U3 IIPETXOHOr 3arakamba.

Ako nMamo oproroHasiHy 6a3y, IMTO YBEK MOXKEMO UMATH ca (PU3NIKUM JTUMEH3HjaMa,
OHJIa TIOCTOjU HOPMAJIHHU OIIEPATODP UMUjU Cy COICTBEHM BEKTOPU YIIPABO BEKTOPHU Te Oase.
To je zampaBo mMaremaTmdka TeopeMa Kojy hemo KacHHje W JOKa3aTH, Ja y TOj 6a3u, T3B.
Hopmanar onepamop (HOpMaJiaH — OKOMUT), caMm cebe TOHUINTaBa. A jiejioBarme oreparopa
Ha BEKTOD je e604Yyulja KBAHTHOD CTarba, CIIOHTAHU Pa3BOj KOjU MOXKe OuTh OypaH IOIyT
PaJHMOAKTUBHOL PACIaa ATOMa UJIA YMEPEH IOy T HHEPIUjAHOT KPeTamba CA0000He HeCmuye.
[TonoBBEHO HETOBAIbE, KBAJIPAT OMEPATOPA, 3HAYN HEYTPATHOCT, HefenroBambe. OBO MTOBOMH
JIO ,,ayIHOT™ 3aK/byUKa JIa je KBAaHTHA €BOJIyIHja peBep3ubuina. Ha mpumep, 1a y KBaHTHUM
CHCTEeMUMa KaJIa ['0JT TOCTOjU peasin3anyja y nHdOpMaIinjy HeKe HeU3BECHOCTH, OH/JIa [IOCTOj !

'Paul Dirac (1902-1984), enrsieckn Teopmjckn dusmaap.
“David Hilbert (1862-1943), Hemauku MaremMarudap.
3Charles Hermite (1822-1901), dpammyckn MareMaTuyap.
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u 00pHyTO — Bpahaime THX peajn3aluja y HEN3BECHOCT.

Tpehn mocrynar roBopu 0 Mmepery W COICTBEHUM BPEIHOCTHMA omleparopa. Mepeme
003epBab/Ie MOXKEMO Pa3syMEeTH KaO UUTaIbe KOMIIOHEHTE KBAHTHOI CTara, KaXkKeMo, TO je
npojexyuja BEKTOpa cramba 1)) Ha 6a3y, Jakje OleT HEKO JeJIOBAhe OllepaTopa Ha BEeKTOP.
Jenuuu mMoryhu pesyiarar TakBOr Mepema Jiar je concmeenom eépednowhy (eigenvalue) Tor
oneparopa. AKo pesyirar Mepewma A Ha cramy [¢)) U3HOCH ay,, CTalbe CHCTeMa OJIMaxX HAKOH
Mepema 1aTo je ca:

[Tpojekiuju [1)) Ha concTBeHU BEKTOD [t)y,) OJroBapa COICTBEHA BPEIHOCT dy,.

YeTBpTH TTOCTYIAT je O 6eposammohy pe3yaTara Mepema. Y Caydajy duckpemmoes cnek-
mpa, Kaja MepuMo 003epBabiy A cucrema y craiby BekTopa [1)), BepoBarHoha jobujarma
jesHe nedezenepucare (ca caMo jeJJHUM DEIEHeM) COICTBEHe BPEJHOCTH G, ojarosapajyher
oreparTopa A nara je ca:

Po(an) = [(nl)*/(010), (1.2)

e je |1, ) concrseno crame (eigenstate), Tj. concrBenHn BeKTOp onepaTopa A ca concrsenoM
Bpemuomthy a,. Unade, Ta BepoBaraoha u3HoCH:

Paan) - ( 5 |wii|w>|2) ) (13

aKO je COIICTBEeHA BPEJHOCT M-IIyTa JlereHEePUCAHA.
Y ciyuajy konmunyaaroe cnexmpa uspas (1.2) mocraje eycmuna éeposammohe jia Mepere
A mozxke naru BpesHocT u3Mely a u a + da Ha cucreMy Koju je y HOUYeTKY y cramy [):

dP(a) _ ()P~ [(a)P (1.4)

da — (Pl) [T (a)Pda’

Ha npumep, dP(x)/dx = [(z)*/(x[)) je rycruna seposaTHOhe Hamaskema 9ecTHIE Ha
arcrucu n3Mmely mosioxkaja © u T + dx.

[Teru ocTyJIaT TOBOPH O 8PEMEHCKO] e60AYUufu cucTeMa. EBoOsIyImjy BeKTOpa cTama [i))
onucyje Bpemencku 3asucHa [IIpeaunreposal’| jeqHaunna:

L Ol)
th—or = Hy), (1.5)

e je H XaMI/IJITOHI/Ija omepaTop YKyIIHE eHEpruje JATOr CUCTEMA.

To je 6mo mpersesd nu/beBa KOjuMa TEXKUM Yy OBOM, IIPBOM HOrJIaB/by. HuBo m3jararma
npuwiarohasaH je 60J/beM CBPIIEHOM CPEIHOIIKOIILY. O03UpoM Jla KBAaHTHA MEXAHUKA JIEXKU
HA BEKTODHMa y PABHOM (EYKJIMJICKOM) IIPOCTOPY, YMHU Ce Jia je Taj HUBO JIAKO JIOCTUKAH,
asm uuje. Termkohe npaBe KOMILUIEKCHU KOeUIMJEHTH OBUX BEKTOpA U Pa3pajie 3ajaTaka
KOje JIaKO CKJIM3HY y mpobjeme. Ty je u oHaj Apyru A€o caMe KBaHTHE MEXaHHKe, PEIUMO
beHe ,Maruje’ Koja je KJIACHIHY TEOPH]y UWHHUJIA HEejaCHOM MOXKJA 9aK U OCHHUBAYMMA, &
KOjy oBjie Mopamo paszorkpusaru. [Toceban jieo cy (xumo)rese u3 Moje JiBe KibUre HaBeIeHe
y 6ubsimorpacduju, a koje hy oBiie TPOMOBUCATH.

“Erwin Schrédinger (1887-1961), aycrpujcku duzmdap.
*William Rowan Hamilton (1805-1865), mpcku dusmuap, acTpOHOM H MaTeMaTHYAP.
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1.1 Anrebpa

Anrebpa (aparcku: ,aJu abpa’ — npemernTame) o/ HeKaIAIlbIX IPABUJIA U MOCTYIIAKA
3a pelllaBambe jeJlHaUNHa, JaHAC je IocTaja rpaHa maremarnke. OHa je Ty paBHOIIpaBHA Ca
FeOMETPHUjOM, AHAJU30M U CJAUYHUMA, CA [MJHEM IPOyUaBaiba AlCOJYyTHUX UCTUHA. 3BYUU
MaJjIo TIPETEHITMO3HO, aji MaTeMaTHKa je YIpaBo TO. 3a pas3jiuKy OJl CBUX HayKa, Koje
JoJiaze 10 ,ACTHHA O CYICTAHIN Memodama JIOTUKE, pasyMa U eKCIIepUMeHTa, OWIo Ja
je ona dusmuka, xeMujcka, OUOJIONIKA Wk APYIITBEHA ,,TBAp”, MATeMATUIKE UCTUHE CE HE
MOI'Y HATH JI00MjaTH HUTH OCIIOPABATH MATEPUjAJHUM €KCIIEPUMEHTUMA, aJIl HU OHUM IITO
O0OUYIHO HA3MBAMO ,3]PABUM Pa3yMoM". ByKBaJiHO 3aT0, OHO MaJIO 3HAKA IIITO je MaTeMaTHKa
3arpebaJjia 0 CBETY OKO HAC, HECIIOPHO je Ca CTAHOBUIITA HAYKE.

AncrpakTHe HCTHHE TOCTAJE CYy TOJIMKO TadHe, jep Cy JbyIu Koju ce (BeKoBuMAa) Oase
MaTeMaTUKOM TPEHUPAHH J1a 0/iBajajy OuTHO o HeOuTHOr. 10 je mHatIe BeoMa TEIKO, aln je
3a4y10 OCTUXKHO. Perumo, kajia cabupamo ,,/iBa KaMeHdIuha mIyc Tpu KaMmeHanha“ HeCBeCHO
yJIa2KeMO BEeJIUKHU HAIlOp WHTEJEKTa Ja 3aKJ/byUIaK ,, J00nheMo meT kKamMeHdInha'* amncrpaxyjemMo
(0/1BOjUMO) 01 JJo/IaTaKa [OMYT: BEJIMIMHE [OjeJIMHIX KaMeHInha, ’BUXOBOr 00JINKa, TeXKIHE,
cacraBa. lloHeka 070/beBAMO TUM CyOBEP3MBHUM IOTIATABAMA, & ajredpa IMOYHEe TAMO
rIe MOXKEMO padyHaTH ca KamMeHdnhuMma a jga He AedrHUIIeMo KaMeHInh.

Anrebapcka crpykrypa (S,0) HasuBa ce noAyepyna Wik CEMUTPYIIA, aKO Ce CaCTOJU OJf
cKyma S U 3aTBOpEHE acoIyjaTHBHE OUHApHE omepanuje ,,0“. 3ameopenocm onepayuje (EHT.
closure) 3Haum ja je pesysrar NpUMEHe olepallije Ha eJIeMEHTUMa JaTor CKyla Takolbe
eJIEMEHAT JIATOr CKyTa, ja u3 a,b € S ciaeqm aob e S. Acoyujamusnocm onepavyuje (enr.
associativity) smaum na je (aob)oc =ao (boc). Ha npumep, ckyn npupoguux 6pojeBa
N={1,2,3,...} 3ajeano ca onepanujom cabupama ,,+° qunu nouayrpyny (N, +). Ucru ckyu,
aJIi ca OlepaIjoM MHOXKema, YiuHu japyradunjy noayrpymny (N, -).

Monoud je anrebapcka CTpyKTypa ca jeITHOCTABHOM acOINjaTUBHOM OHHAPHOM OIlepalli-
jom u udenmuurum esemenmom (enr. identity), Koju He Mema HMJICHTUTET eJIEMEHTa Ca
kojum omepuitie. Axo je (S,0) MoHous oHza 1mocTOjU (UJAEHTUYKHU) ejeMeHAT e € S Takan
Jla 3a CBaKU eJieMeHAT & € S BaXKu jeJIHAKOCT € 0 T = I. 3aTO Ce HUJEHTHUIKHU ejieMeHAT
Has3uBa U Heympaanu eaemenam. Heyrpannu enemenar cemurpyne (N, +) je nyna ma je ta
crpykrypa Takobe n monoua. Mownous je u (N,-) ca HeyTpaJHUM €JIEMEHTOM jeIUHUIIOM,
300r Yera ce MJEHTUYKY €JIEMEHAT HA3WBa U jeduHuyHu esemenam. [lpumep moHoMma je u
HU3 3HAKOBa (eHI. string) ca GuHAPHOM OIEpAIjOM J0/aBarba 3HAKOBA, yIaHdaBama (eHr.
concatenation). Perumo Beo” + | rpajg” = ,Beorpai®, ca WjIeHTHUKUM €JIEMEHTOM [TPA3HUM
HU30M, JIO/aBambeM IIpa3HUHE.

Monou uuju cBaKM eJIeMeHAT UMa uHGep3HY eaemenam (€HT. inverse) Ha3WBa ce 2pynd.
Ckyn nenmx 6pojesa Z = {0,+1,+2,...} je rpyna y ogHoCy Ha omnepaiyjy cabupamba, jep je
HyJIa HeyTpaJiHa Ha cabuparmbe, a 3a CBaku & € Z nocroju —z € Z takas na je x+(—x) = 0. Aun
cabupambe 6pojeBa je IpeBullie OTPIAHO, PEIUMO, Ia MOTPAXKUMO 3aHUMJ/BUBHjE IIPUMEpE.

Ha ckymy HusoBa cioBa (pedn) JedWHUIIIMO ollepaliuje mepMyTalija CyCeIHIX IapoBa:
p1 — 3aMeHa Mecta npBor ca ciegehum ciosom Huza p1(ABC) = BAC, ps — 3aMeHa Mecra
npyror ca Tpehum ciooMm pe(ABC) = ACB, u yomre p,, — 3aMeHa n-Tor ca 1 + 1 wiaHom
HU3a. 3aTUM, IIPOIJIACKMO NEPMYMayujom GUIo Kojy kommosunujy (rmpoussos) oBux. Jlako
ce JI0Ka3yje /1a KOMIIO3UIje mepMyTaluja dune Mmorous. lasbe, u3

p1p1(ABC) = pi[p1(ABC)] = p1(BAC) = ABC

BIJIAMO JIa je cBaKa HepMyTHHuja p, caMa ceOM MHBEp3Ha, Te Jia je HepMyTalja p;p;pk
WHBEP3HA ca Pip;pi, jep je (pipjpr)(Pkpipi) = (Pip;)(Pipi) = pipi a opo je neyrpain. IIpema

Pacrko Bykosuh 9
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TOMe, TIepMyTaIliije ca OIePAIjoM KOMIIO3UIINje MepMyTaIlija IMajy CTPYKTYpPY I'pyIe.

Ipyny umbe u mpancaayuje paBHH, KPyTa IOMepamba PaBHU Y JATOM CMepy 3a JaTy
nyxuny. Ha npumep, xaja je tpanciaanuja T1(A) nmomepame durype A y cmepy ceBepo-
zamaja 3a 3 kuwiomerpa, T»(A) je nomeparme durype y cmepy jyro-sanaja 3a 4 KujioMeTpa,
onga je ToT1(A) = To[T1(A)] nomepame y cmepy jyra 3a 5 KujioMeTapa.

Hedbunnnumja 1.1.1 (Ipyna). Ipyna (G,0) je aneebapcka cmpyxmypa ca ckynom G u
OUHAPHOM ONEPAUUIOM © HAD EAEMEHMUMA CKYNGA, KOja 3600806066 caedehe ycrose:

sameopenocm: (Va,be G) aobeG
acoyujamuerocm: (Ya,b,ce€ G) (aob)oc=ao(boc)
udenmuukyu: (JeeG)(VaeG) eca=a
uneepsar: (VYaeG)(IbeG) boa=e.

(1.6)

Axo saorcu u komymamusnocm, (Va,be G) aob=0boa, epyny HA3UEAMO KOMYMAMUESHOM
uau Abenosom epynom.

IIpumep 1.1.2. Heka je G = {x e Rlz + -1} u onepayuja x *y =x +y +xy. Tada je (G,*)

epyna.

Jlokas. 3arsopenoct: u3 x,y € G cnemm x *y=(r+1)(y+1)-1#-1, najex*»yeG.
Aconmjarussoct: (zxy)*z=(zxy)+z+(z*y)z=

=(z+y+ay)+z+(z+y+ay)z=x+y+z+axy+rz+yz+ayz

=z+y+zt+yz+a(y+z+yz)=x+(y*z)+x(y*z)=x*(y*z).

Nnentuaku enemenat je 0.
Ungepzan: 3a = € G je —z/(x +1). O

A6esioBa rpyna je anrebapcka crpykrypa (G, +) ako je ckyn G € {Z,Q, R, C} 6uno koju
OJ1 TIeJINX, PAIMOHAJHUX, PEAJHUX WU KOMILUIEKCHHX OpojeBa, a oleparuja je yodudajeHo
cabupame. Cinmano, AbGenoBa rpyna je yobudajeHa oleparyja MHOMKEha PaIMOHAJIHUX,
peasiHuX WK 1eJInX OpojeBa, ca M3y3eTKOM Hyise (HeMa WHBEP3HOI Gpoja HyJin).

2 1

Z

Z Z

Slika 1.1: Hukguana rpyma.

Ha coumm je IUKIMYHa KOMyTaTHBHA Tpyla poTamuja oko merTpa O 3a yrao
(pamujana), omHocHO 60°, KOjy MOXKEMO T€HEPHCATH CTEIIEHOBAHEM KOMILIEKCHOT Opoja

w3

z=cosf+isinf, i%=-1, (1.7)
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ysumajyhin yrao ¢ = 5. Haume, npema [le MoaBpOBOMH obpasiry

2" = cosnf +isinnd, (1.8)

3a excronerTe n = 0,1,...,5 mobujamo KoMILJIeKCHe OpojeBe 20,24 ..., 25, ma commm peJ-

CTaBJbeHE TavyKaMa jeJIMHUYHE KPYYKHUIE Ca TEHTPOM Y MCXOJIUINTY KOMILJIEKCHE DABHHU.

Oge poranuje 3a yrao 7 HacTajy CTeleHOBambeM IeJuM GpojeBuMa jeJIMHUTHOT KOMILIE-
kcHor 6poja (1.7), npu yeMy HO3UTUBHUM €KCIIOHEHTUMA, OJ['OBApajy pOTaluje y MO3UTUBHOM
cMepy (0OpHYTO 071 cMepa Ka3asbKe Ha caTy), a HeraTMBHUM — HeraTHBHe (y CMepy Ka3aJbKe
HA cary).

YMeCTo CTerneHoBama KOMILIEKCHOI Opoja, Ha MCTOj CJMI, MU MOXKEMO IOCMaTpaTH
came TKJIngHe porarje. [1lraBuiie, jeJHAKO MOYKEMO allCTPaXOBATH U KOMILIEKCHE Hpojere
u porammje, Ia mocMarparu rpymy camux ekcnonenara G = {0,1,...,5} ca omepamujom
cabupama 110 moayiay 6. Takobe, omeparuja Moxke 6uTn U cabuparme y OPOjeBHOM CHUCTEMY
baze 6. 3amaykaMo J1a Cy OBe CTPYKType AIlCTPAKTHE W YHUBEP3AJIHE Yy OJHOCY Ha CBOje
pempeseHTaIrje, 3aK/bydakK Koju fie HaM ce CTaJHO HaMeTaTH Kpo3 OBa pa3MaTpaiba.

Commuan npumep rpyte (G, *) je CKyll MaTpui@a

i Rl N RS

ca MATPUIHUM MHOXKe€HeM. JIako je mpoBepuTH Jia 3a OBY I'PYyIly BaXu TabJINIA MHOXKEHA

il

(1.10)

o T ® o
o T o oo
o 0o oo
® o o T|o
o ®» T oo

b

To je koMyTaTUBHA IpyIa Ha Cy PE3YJATaTH MHOXKEIba CHMETPUIHN OKO TJIAaBHE NWjaroHaJe.
Muoro je pa3/jiMuuTUX perpe3eHTallja rpya Koje UMajy UCTy OBY TabJIHMILy, U 3aTO HAM je
BayKHO (POPMAJIHO IIPOYUYABAGE CAMUX TAKBUX Tadea.

Teopema 1.1.3. Axo je (G, *) epyna ca neympanrom e, mada je 3a cee a,b e G:

1. a*xa=a = a=e,
2. bxa=e = axb=e¢, (1.11)
3. ax*e=a.

Hocmoju camo jedno e € G u 3a damo a nocmoju camo jedno nasederno b € G.

Jloxas. 1. Axo je a € G TakBO ma je a * a = a 6bupajmo b € G TakBo nma je b*a =e. Tama
bx(axa)=bxa,maa=exa=(bxa)*ra=bx(ara)=bra=e.

2. Akojebxa=-e,onmaje (axb)*(a*b)=ax*(bra)*b=ax*exb=a*b, na npema
nperxoaaoM (1) umamo a * b = e.

3. Axo je a € G, 6upajmo b € G tako jga je b*a = e. Tazua, 360r (2) ciaeau a * e =
ax(bxa)=(axb)*a=ex*a=a.

Jokaxkumo u jemmHcTBeHOCT. Heka je a*e = a mw a* f = a 3a cBe a € G. Tana je
(exf)x(exf)=ex(fre)*xf=ex fre=ex* f, naupema (1) umamo e * f = e. Caugno je
frf=(fre)x(fxe)=fx(exf)xe=frexe=fre=f na f=e. Konauno, npernocraBumo
najebyra=eubyxa=e Tamaus (2) u (3) cuequ by =by xe=by * (a*bg) =(by *a)*by=
6’*b2=b2. O

5 Abraham de Moivre (1667-1754), dpaHIyckn MaTeMaTIIap.
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1.1.1  CrpykType

I'pyna je ocHoBa 3a cjoxkeHHje CTPYKTYpe Koje TPaInMo J1ajbe. Y KpaTKo, KoMOuuyjyhu
jemaH cKym 1 JiBe onepanuje aedpuHucahemo Temo, KoMOuHyjyhu JiBe CTpyKTYype, je/iHe TPyIIe
1 jeJTHOT Tejia 100uieMo BEKTOPCKY IIPOCTOP, & BEKTOPCKH IIPOCTOP Ca CKAJIAPHUM MHOYKEHEM
BEKTOpa IocTaje , aaredpa Ha mojbeM” Win KPaTKo a42ebpa, Koja ce derthie Ha3uBa ,, yHITAPHI
BEKTOPCKHU MPOCTOP™.

Crpykrypa (G, o) Koja oj] HaBeieHuX y JeDUHUIH] I MMa CaMO OCOOUHY 3aTBOPEHO-
CTH HA3WBa Ce 2pynoud; ako MOopeJ, 3aTBOPEHOCTH UMa U OCODMHY acCOIMjaTUBHOCTH HA3UBA
ce noayzpyna. MoHows je osryrpyna Koja nma ujiaeHTuakn ejgemenar. Axo je H ¢ G a (H, o)
uMa CTPYKTypy rpyrne, ouja je (H, o) nodepyna te rpyme. O MOMEHYyTHX CTPYKTYPa Ja/be
dopMupamMo CTPYKType ca JBe Oolepallje.

Y cKymy panmoHaJIHUX, peaJHiX U KoMIuleKcHux 6pojesa, S € {Q, R, C}, mory ce yBectu
JIBe ollepaliije, cabuparme U MHOXKeHe, Tako Ja cBakoMm ypehenom napy (x,y) 6pojeBa us
JaTor cKyma x,y € S omrosapa 6poj s6up xr +y € S u 6poj npoussod xy € S. 3a oBe
onepaliyje BaxKu:

1° KOMyTaTHBHOCT: T + Y = Y + & OTHOCHO TY = Y;

2° aconmjarusHoct: (z+y)+2z=x+ (y+2) odnosno (xy)z = x(yz);

3° mucTpubyTUBHOCT: X(y+z) — Xy + XZ;

4° mocroje HeyTpasnun 6pojesu 0 ogHoCcHO 1 3a cabupare OJHOCHO MHOMKEHHe, TAKBU Ja
je x+0 =z oxnHocHo lx = x;

5° mocToje nHBEP3HU GPOjeBU 3a CAbUpParhe 0JJHOCHO MHOXKEFHE, C4 MHBEP3HUM OTlepaliyjaMa
OJTy3UMAIHLEM OJTHOCHO JICJICHHEM.

Csakom mapy 6pojeBa x,y € S oarosapa 6poj z € S KOju Ha3UBAMO IHUXOBOM Pa3JIMKOM,
TakaB Jla je & = Y + z, 3a Koju numemMo z = x —y. CBakoMm mapy O6pojeBa x,y € S, o1 KOjux je
JIDYTU Pa3JIM9IUT OJI HyJIe, oJroBapa O0poj z € S Koju Ha3uBaMO HUXOBUM KOJTMIHUKOM, TaKAB
Jla je T = yz, 3a KOjU NUIIEMO 2z = [y Wiu 2 = %

Hedunnunmja 1.1.4 (IIpcren). IIpcmen (eme. Ring) je aneebapcra cmpyxkmypa (R, +,-)
cxyna R u onepavuja cabuparva u mmooicerva, ca caedeha mpu ckyna axcuoma.
1. (R,+) je xomymamuena 2pyna:

e (a+b)+c=a+(b+c),
e 0+a=a+0=a,
ea+(-a)=-a+a=0,
ea+b=b+a.
2. (R,-) je monouo:
e (a-b)-c=a-(b-c),
e l-a=a-1=a.
8. Mnoorcere je ducmpubymuero y 00Hocy Ha cabuparse:
ea-(b+c)=a-b+a-c
e (a+b)-c=a-c+b-c.

Ipouseowrocm a,b € R u 3ameopernocm a * b e R ce nodpasymesajy.
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IIpcren je anrebapcka cTpyKTypa y K0joj Cy AepUHUCAHN CAOUPAIhe U MHOXKEIHE TAKO 1A
TUNWYAH MpUMEp TpcTeHa 6yie cKym neaux 6pojesa Z. Jpyru npumepu mpcreHa Cy Mean
6pojeBu 1o Moayry n € N, 3aTuM MOJIMHOMU, 118, KBATEPHUOHU.

Xomeomoppusam ca npcrena (R, +,-) wa nupcren (P,®,0) je npeciukasame f : R — P
KOje 4yBa CTPYKTYPY, TaKO Ja BayKe UJIEHTUTETH:

L. f(a+bd)=f(a)® f(b),
i f(a-b) = fa)o f(b), (1.12)
ii. f(1r) = 1p,

rie je 1r jeaunwniia npBor a 1p jenuwHuna apyror npcrena. Hemocpeano us ope jpeduHuimje
Ipou3uia3e 0cobmue u3 ciemeher mpumepa.

IIpumep 1.1.5. Axo je f xomeomoppusam ca npcmena (R, +,-) na npecmen (P, ®,0), mada:
f(Or) =0p, f(-a)=-f(a),

Aoras. f(Or) =0p creqm us f(a) = f(a+0g) = f(a) + f(Or).
f(=a)=—f(a) cienn u3 f(a)+ f(-a) = f(a—a) = f(Or) = 0p. O

XomMeoMopdHa CIuKa IPCTEeHa je TOAIPCTEH, jep je xomeoMmopdus3aM f HHjeKTUBHO IIpe-
cinkapame. Kom unjexyuje, mim ,1-1“ mpecimkaBama, pa3/mInTe CIUKE yBeK MOTUIY OJI
Pa3IMIUTUX OPUTMHAJIA, &JIH OIICET KOIIMja MOKe OuTn Mamu ojf opurutasa. Cypjexyuja, nin
,HA' IPEC/INKABAbe UMAa IITIPOK 0OMM KOIHja J03B0OJbaBjyhu u Jynaupamwe ciauka. [Ipeciuka-
Bambe Koje nMma obe ocobume, MHjeKIMje U CypjeKnuje, Ha3uBa ce bujexyuja. To je obocTpano
jemHo3Ha4dHa, (PYHKIIM]a KOja 3aTO UMa U UHBEP3HY MYHKIHjY. AKO je momenyTa dpyHKuja f
6ujekmja, Tamga je moj naBep3na dynkmmja f1: P - R takohe xomeomopduzaM, a TaKBY
Ha3MBAMO U30MOPPHUAM.

KonnenT npcrena je y mareMaTuky yBeo ,He,ILGKI/IH,DE 1880. rogune. Cam uzpas ,apcreH’
(nem. Zahlring) emucimo je Jasuyg Xunbepr 1892. I‘O,HI/IHGﬁ. IIpBy akcnomarTcky meduHUIT]Y
IIpcTeHa Jiao je (DpeHKenﬂ Yy CBOM ecejyIE n3 1914. romume, a HeTeﬂ je 1921. romune
ITOCTaBUJIa IIPBe aKCHOMAaTCKe OCHOBE TeOpHjeé KOMYTaTUBHHUX IIPCTEHA Y CBOM MOHYMEHTa-
JIHOM pany@

Teao (F,+,-) uma anrebapcky CTPyKTypy HpcreHa ca gogarkom ja je (F'-) rpyma, rie
je F' = F\{0}. Axo je (F’,-) komyratusHa rpyna, ouga ce (F,+,-) HasuBa nowe (Tabemna
1.1). TIpema Tome, cBaKO TOJbE je TEJIO M CBAKO TEJIO je MPCTEH, aju OOPHYTO HE BaXKW.
VY Haoj (CpIickoj) JuTepaTypu ce pasiHKyje CTPYKTypa Teja Of CTPYKTYpPe 110Jba, aJi TO
HUje cJIyda] Y HeKUM JIpyruM jesurnuMma. OpaHIlyCKU Ha3UB 3a II0Jbe je coTps , HeMadKa ped
je Korper, oba ca 3HauemeM ,Tesio’.

Tlo/pe ca koHAYMHO MHOrO ejieMeHaTa Ha3uBa ce [ anoaoeﬂ nose. Y3MeMO JIU 38 CKYII
F 6wio koju on ckynosa pamuoHasanx Q, peannux R wim komiutekcaux 6pojesa C, a 3a
omneparjy yobudajeHo cabuparme U MHOXKemhe OpojeBa, mobuhemo cTpykTypy nosba. llemu

"Richard Dedekind (1813-1916), memadku MaTeMaTHdap.

8Djie Theorie der algebraischen Zahlkorper.” Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung, Vol.
4 (1897), I-XVIII, 175-546.

9 Adolf Fraenkel (1891-1965), m3paesicki MaTeMaTHIap.

19 Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (A. L. Crelle), vol. 145, 1914.

11Ernrny Noether (1882-1935), HemMadKa MaTeMaTHIAPKA.

121deal Theory in Rings

13Evariste Galois (1811-1832), dpanmycku MaremMarudap.
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Ha3UB cabupame MHOXKEHe
ACOIMjaTUBHOCT (a+b)+c=a+(b+c) (ab)c=a(bc)
KOMYTaTHBHOCT a+b=b+a ab = ba

muctpubytusHoct  a(b+c¢) = ab + ac (a+b)c=ac+bc
UJEHTUYIKH €JI. a+0=0+a=a a-l1=1-a=a

MHBEP3aH €J1. a+(-a)=(-a)+a=0 aa'=ata=1,axoa#0

Tabela 1.1: Axcuome mosva (F, +,-).

OpojeBu Z uMajy caMo CTPYKTYPY IpCTeHa. 300T yCI0Ba jeIHAKOCTH, TOTPEOHOT 3a jiepuHI-
came cabupama U MHOYXKEHa, CBAKO M0Jhe MOpa MMATH HajMarke JiBa ejeMmeHnta. Ca jpyre
crpane, XuabepT u Bajemepadﬂ Ccy JOKa3aJiu Ja Cy CBe reHepaJsn3alije KOHIIENTa I10Jba,
y tpumiery (F,+,-), eKBUBaJEHTHE TOJbY KOMIUIEKCHUX GpojeBa.

IIpumep 1.1.6. Joxasamu da je (-1)-a = —a, 3a cée a € F.

Jlokas. V3 akcuoma noJba mpenosnajemo pegom: a+ (=1)-a =

=a+a-(-1), KOMYTATHBHOCT MHOKEHha,
=a-l+a-(-1), UJICHTHYKH €JI. MHOXKEba,
=a-(1+(-1)), JIUCTPUOY TUBHOCT,

=a-0, UHBEP3aH eJl. cabuparma,
=a-0+0, UIEHTUYIKH eJ1. cabuparba,

a-0+(a-0+—-(a-0)), umHBep3aH ejl. cabupama,
(a-0+a-0)+—-(a-0), acomujaTuBHOCT cabuparba,

=a-(0+0)+—(a-0), JINCTPHUOY TUBHOCT,
=a-0+—(a-0), UJIEHTUYKY eJl. cabuparba,
=0, WHBEP3HU €JI. cabuparba.
[Tpema Tome, (—1) - a je uHBep3aH eJeMEHTY a y cabuparby. O

ITpumep 1.1.7 (Ilpasmia ckpahusamwa). 3a npoussonne a,b,c e F saorcu:
1° axo je a+c=b+c, mada je a=b;
2° axo je ac =bc u ¢+ 0, mada je a =b.

Hoxas. 1° Unentnyan je peny cieneher mokasa, I1a ra ocraB/baM YHTAOILY.

2° TIpernocrasibamo ¢ # 0, 1a (MHBEpP3HU eJT. MHOMKeHa) MocToju ¢ & € F Takas f1a c-¢ ' =
1. Muozxkehn obe crpane ac = be necuo ca ¢t nobujamo (ac)c™t = (be)e™t. Ipumersyjyhn
ACONMjaTHBHOCT MHOXKema, nobujamo a(cct) = b(cc™t), oryna a-1=b-1, na (ugenTmaxn er.

MHOXKema) a = b, a To je u TpebaJio J0Ka3aTH. O

IIpumep 1.1.8. 3a npoussonne a,b e F saorcu:
1°a-0=0;
2° (-a)b=a(-b) = —ab;
3° (-a)(-b) = ab.

Karl Weierstrass (1815-1897), nemMaukn MaTemMaTHgap.
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Zoxas. 1° Opo je Beh mokaszano, y jeny nperxomHor. 2° Kopucrehn mperxomau nmpumep u
aCOIMjaTUBHOCT MHOXKEIba, IIa JOI jeJHOM Taj IpUMep, JT00HjaMo:

(—a)b=(-1-a)b=-1(ab) = —(ab).
Cnuano mokazyjemo un 3°. O

OBu npumepn ny y HIPUJIOT KOMILIETHOCTH CHCTEMa aKCHOMa I10Jba, Tabesre Tu
HaAU3TJIE ,,HEITIOTPEOHN " JI0KA3H ,,0UUTJIEIHUX CTBApH, OHOra IIITO CBU 3HAMO O OpojeBUMA,
HHUCY YBEK pajii HOBUX OTKpuha O OpojeBMMa, KOJHMKO pajd IMpoBepe 00yXBaTHOCTH JATHUX
akcuoma. Pemajyhu ciimane mpoBepe, yBepaBaMo Ce J1a JIATH CKYIl aKCHOMAa HUje IIPOTUBPEYaH
(upaBu JI0Ka3 HENPOTHBPEYHOCTH je uilak Hermro apyro). Takobe, mpumehyjemo 3armro
TpebaMo OUTH ONpEe3HU ca JAKOMHUCIEHHIM JOoJaBaimbeM akcuoMma. Moke ce mecutu ja y
Hepa3yMeBalby IMOCIEINIA J00MUjeMO BUIIAK, PEILYHIAHILY WA KOHTPAIUKIIN]Y.

Y CBUM TIOMUEAHUM CKYIIOBHMa OpOjeBa OCHM KOMILIEKCHUX (IPUPOJIHU, [EJH, PAIHO-
HAJTHU ¥ PEaJIHU) MOCTOjU nopedak. 3a OUIo Koja 1Ba TakBa Opoja ,y BayKu & < Y WIN T > Y,
a ako Baxku 060je, onya cy natu OpojeBu jemnaku. 1locebHo, ako je < y OJHOCHO X > Yy ajIu
je x # y oHma nmIimeMo T < Yy omHOCHO x > y. Hakie, 3a 6myio Koja mBa Opoja x,y € R Baxkn
TavHO jeJHA OJf pejanuja x <y, € =y, T > Y. YMecto ckyna R oBje moxe crajaru ckym Q,
Z nmu N, amun vHe moxe C.

Tlopemak omoryhyje ma npupoaHo geduHUIIIEMO OTBOPEH OJHOCHO 3aTBOPEH HHTEPBAJI HA
peasiHoj ocu 6pojeBa, pesioM ca |a, b omHocHO [a,b], 38 a <b. Y OpBOM cilydajy UCKJbYUIEHH
Cy 'paHMYHE OPOjeBH, ¥ JIPYIOM Cy yKjbydeHu. Kajia y TeKCTy HEje BayKHO Jia JIM je HHTEePBaJI
6pojeBa OTBOPEH WJIM 3aTBOPEH, oHja tmiieMo (a,b). ExkBuBajeHT rpanunamMa nHTEpBAIA y
y IpocTopy je chepa, a camom mHTEpBay kyesa. lloonmrasajyhu Hasus, cdhepoM HA3TBAMO
CBaKy I'DaHUILy OKOJIMHE Tadke (Koja je y IeHTpy cdepe), YaK M Kaja TAIKa MPEICTaBIba
Opoj y KOMILIEKCHO] paBHHU, KaJa je ,cdepa’’ Kpy>KHUIA, WA TaYKy Ha PeaHoj ocu Opojesa,
Kaja je ,Kyrjaa‘ — mHTrepBaj. Tako g00HjaMO OTBOPEHY W 3aTBOPEHY OKOJIMHY J1aTe TAadKe
YOIIIITEe, AHAJJOTHO OTBOPEHOM U 3aTBOPEHOM HMHTEpPBAJIy Ha OCu OpojeBa.

JlBe cy BaxkHe aKCHOME peaJlHuX Opojesa, KaHTopE,HeﬂeKHH;LOBa n lenexunmona:

1. Tlocroju 6ujeknuja namehy Tavaka mpase U CKyla peajHUX OpOjeBa;

2. 3a cBaky IoJIeJIy TadakKa IIpaBe y JABa Hellpa3Ha CKyIa, TaKo Jia HU jeHa TadKa jeHOD
He jexku uaMely nBe Tadke APYTror, MOCTOjU TAadKa jeJHOr OJl CKYIIOBa KOja JIEXKHU
n3Mehy ¢BUX Ipyrux Tadaka TOT CKyIa W CBUX Tadaka JIPYror CKyIia.

Te akcuome ce MOry IpeHETH U HA KOMILIEKCHE OpojeBe.

Cneneha ciioxkenuja ajrebapcka CTpyKTypa je sekmopcku npocmop. 1o je yapykeme
komyrtarusae rpyne (V,+) m tema (®,+,-), npum demy ce cabupama OJHOCE HE €JIEMEHTE
onrosapajyhux ckymoBa. Ejemenrte ckyma V HazuBaMo gexkmopuma, a ejieMeHTe cKyma P
Ha3WBAMO CKAAAPUMA. YKPATKO, TOBOPUMO O BEKTOPCKOM IIpocTOpy V HaJ TEJIOM CKaJapa
&, wn o mapy (V,®). YV 0B0j KibU3M 1OIPa3yMEBAMO JIa Cy CKAJApH KOMILJIEKCHU GPOjeBH,
a n3ys3eTke heMo moCceOHO HAIJIAIIABATH.

Hedunnimja 1.1.9 (Bekropcku npocrop). Axo ckyn V nad meaom ® nazusamo sexmopcku
nPoOCMop, 0Hda eaemenme NPeoe2 CKYNa Ha3usaMO BEKMOPUMG, & esemenme Ipyeo2 CKaAaPUMA.

15Georg Cantor (1845-1918), HemadIkn MaTeMaTHIap.
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Tada 3a cee sexmope x,y,z €V u cee ckarape o, B € O saorce axcuome:

1. Komymavuja 3b6upa sexmopa rT+y=y+zx,

2. Acoyujayuja 3bupa sexmopa (x+y)+z=x+(y+2),

3. Iocmoju nyaa 0 eV z+0=0+z =2z,

4. Csaxu © uma unsepsny —x €V x4+ (-x) =0, (1.13)
5. Acoyujayuja mmnodicerva ckaiapa a(Bz) = (af)x, '

6. Jlucmpubyuuja eexmopa (a+ p)x = ax + Bz,

7. Tucmpubyuyuja cxarapa a(x+y) = ar+ ay,

8. Ilocmoju jedunuuya 1 € @ l-z==x.

Hodpasymesaru cxarapu cy KOMNAEKCHYU OPOjEGU.

[Ipee yeTmpu ocobWHE YMHE BEKTOPE KOMYTATHBHOM TI'DYIIOM Yy OJIHOCY Ha OIEpaIujy
cabupama. O03UpOM a Cy CKaJapd KOMILIEKCHH OpojeBH, 0CcOOMHE 5-8 Cy O4urjenHe; Mu
naru map, npocrop V Hax teiaoMm C, camo TpebaMo Mperno3HaTH Kao BEKTOPCKHU IIPOCTOP.

AKo cy ckajapu peajiHu OPOjeBU OHJA U CaM CKYII PEAJTHUX OpojeBa MOyKe OUTH BEKTOPCKU
npocrop (mpocrop R nax resom R), jep 3am0Bos/baBa cBux ocam akcuoma. IIpocrop KomiLie-
KCHUX OpojeBa HaJ KOMILIEKCHUM OpojeBuMa je Takohe BeKTOpcKu mpoctop. [Ipumepu BekTo-
PCKHX IPOCTOPa Cy U OpujeHTHcane ayxKu y n € N numensuja, Kako HaJ peaJHUM TaKo U
HaJI KOMILJIEKCHUM OpojeBuMa.

[IpumernMo 1@ je m CKyHI IOJMHOMA CTelleHa He Beher o JaTor IPUPOSHOr Opoja n
BeKTOpCKU mpocTop. CKyI HU30Ba KOMILIEKCHIX OpojeBa JaTe JyKUHE N je Takohe BEKTOPCKU
npocrop. CKym 6eCKOHAYHO JIyTuX HIH30Ba (IIpebOPOjuBO KOMILIEKCHIX OpOjeBa) je BEKTOPCKI
npocrop. BeKTopcku mpocTop je u CKyIll peajiHuX HenpeKu IHuX (hyHKIHMja HA CerMeHTy [a, b]
HaJl CKyIIOM peaJlHuX Opojesa.

Ckyn cBUX pellemna gudepeHIjaine jeJHadnHe

poy(n) + ply(n_l) 4+ o4 Py = O, (114)

r7e cy KoeduujenTu pg, 1 HapaBHO (PYHIIKIIN]je i 3aBUCHE 011 JaTe Bapujabdiie, YIMHU BEeKTOPCKU
mpocTop. Perema jeHadHe TUTPAHa YKUIIE

9%u 9%u
i 2W=0, )\ = const. (1.15)

qrHe BEKTOPCKU IpocTop. Perema mHTerpasne jenHadnne

1
/0 K(y,2) f(2) dz = f(y) (1.16)

YUHE BEKTOPCKU ITPOCTOP.

[Tocebuo mOyYan mpuMep BEKTOPCKUX IIPOCTOPA je JIMHeApHA MHOIOCTPYKOCT OJIHOCHO
tpancianuja. Heka je T morupocrop BekTopckor npocropa V, mumemo T €V, u Heka je
v € V. Ckyn cBux BekTopa t+ v rie je t € T HasuBa ce auneapHa mHozocmpykocm. Taj ckym
o3HagyaBaMo ca T, =T + v a HaA3UBAMO U MPaHCAAUUJoM TTOTHIPOCTOpa T 3a BEKTOP V.

Ha npumep, neka je V obuuan 3-J1 npocrop (my»kuna, mupuna, BucHHA) a Heka je T C
V ckyn tagaka meke pasuu. Jlomajyhm pasiaumdanre BekTOpe v1,vo € V Tadkama pasHu T,
IIPEMEIITaMO je, KaXKeMO TPaHCAUPaMO, YV Pa3juduTe IMapaJjesjHe paBHU. JelHa JIMHEApHA
MHOTOCTPYKOCT je je/lHa paBaH IapaJiejiHa JaTOj, a CBaka OJ HUX je MmocebaH BEKTOPCKHU
upocrop. JIBa BekTopa v1, vy € V nipunajajy ucroj MHOrocTpykocTu (napasensoj pasau T)
aKK(Q | IbUXOBa Pa3/inKa IPHUIAJIA JIaT0j PaBHH, U] — U2 € T.

16aKKO — aKO U caMO akKoO
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OpujeHTncaHe gyxm

BusyesiHO HajjeJHOCTaBHU]U BEKTOPH Cy opujenmucare oyosicu. Ha caumu [1.2] npukazanm
— = —

cy BekTopu, opujentucane nyxku OA, OB u OC, y mpaBoyrioMm JlekapToBOM cHCTEMY
koopauaaTa Ozy. BekTopu Koju mMajy UCTH IIpaBall, CMep U WHTEH3UTET JeTHAKHU CY, 118 UX
[IPEJICTaB/ba BEKTOP UnjH je moderak y ucxoaumry O a BpX y TAUKU Ca, JJATUM KOODIMHATAMA,

OBJIE PEIOM A(anyA)7 B(xBayB)v C(x07y0)7 niam: a’(anyA)v B(QUBJJB), E(£Cay0)'

J:II.

v

i

i

)

Slika 1.2: Cabupame BeKTODA.

Opujenrucane ayxu OB u AC napanenue cy u jenmakux jyxuna, kao u OA||BC, na je
OOACB mnapajenorpaM. YOo4uMo IOJyJlapHe TpPOyIrjioBe Mely HCIpPeKHuJaHuM JIMHHjaMa
MpOjeKIinja Tadaka Ha KOOPJIWHATHE OCe, a Ha AalCIUCH TPUMETHUMO To — XA = Tp, Ha
OPAVHATU Yo —YB = YA T€ TA+XTB =TC U YA +YB = Yo, Kpahe G+b= ¢, M

OA+0B=0C. (1.17)

To je mosnaTo npasuao napasesozpama 3a cabuparme BeKTopa: 30Up JBa BEKTOpa KOju
pazanumy MapaJiesiorpaM je JujaroHajia TOr mapaJejiorpaMa.

Bpsuna je Bekrop. To mpumehyjemo Ha pemnu, Koja Tede Op3UHOM U1 ¥ OJHOCY Ha 00aJIy, ca
JaMIleM Koju ce Kpehe y oJlHOCy Ha BoLy OP3UHOM ¥y. PesynTupajyha Op3uHa qaMIia y 0JHOCY
Ha obasty, ¥ = U1 + U, 100HWja ce Ha HAYWH cabupamha BEKTOpa IO MPaBUIY MapajieorpaMa.
Oryma ciaeau ja cy jolll HeKe BeJIMYMHE KJACHUHE juHamuke (yOp3ame, MMILYJIC, CHUJIA),
Takohe BekTopu. Ha mpumep, jia je cujia BEKTOp MOXKEMO IIPOBEPUTHU U MEPEHeM Ha CTyOy
Koju 6u 6uo 3ab0x1en y Tauku O noppimae Oxy HA TPETXOIHO] CJINIM, KOju OU BYKJIH JIBA
ypebhaja cmiiama ca cMepoBUMa U MHTEH3UTETHMAa BEKTOPA OA u OB. VKymHa nsMepeHa
cria Ha cTyOy He OU OmJia IPOCT 30Up MHTEH3UTEeTa KOMIIOHEHTH, Beh Ou OHa mMaJjia cMep U

—
nnrensuteT BekTopa OC.

Mpoctop R™
Y n-nmumensuonamaom (n = 1,2,...) JexkaproBom cuctemy kKoopamuarta OxiTy...Tp,
npousBosbHy Tauky A(ay,ag,...,a,) npeacrasba noceban ypehenu ausz 6pojesa, npojeximja
—
Ha KoopjuHare cucrema. Uexomumre O(0,0,...,0) je vu3 nyna. Bpx sBekropa OA je mara

Tauka A a moderak yBek ucxomumre (. Onepanuje cabupamba W MHOXKEHa TeUHUIIE
jeaHaKocT

a-OA+B-0OB =alai,...,an) +B(b1,....by) = (aai + Bbr,...,aan+Bby),  (L.18)
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ca MPOW3BOJBHUM CKajapuma «, . Tpu pasue tauke O, A u B neduHANy TadHO jeHY
paBaH, na ce cabupame (1.18) cBoju Ha mapasesorpaM Ha CJIUIU 6e3 ob3upa mTo je
MPOCTOP THX Tadaka npoudBosbHe muMmensuje n € N. Ha Taj maunn Buaumo ma tadke n-
AUMeH3nOHATHOT [leKapToBor cucTreMa KOOPAUHATA UNHE BEKTOPCKU ITPOCTOP.

KomnnekcHun 6pojesn

Ckyn xomnaexcruxr 6pojesa C ce moxke mpejicraB/baTu oMohy ypeheHor mapa peajHux
6pojeBa (x,y), a 3aTUM [PTATH KO Ha CJIMIM Omnepanuje cabupama U MHOMKEHA
neduHMIy ce ca:

{ (z1,91) + (22,92) = (21 + 22,41 +¥2) (1.19)
(r1,91) - (T2, y2) = (¥172 — Y1y2, T1Y2 + Y172). '
Hocnenno, A(z,y) = (Az,\y), a (x,0) je peanan 6poj z. Hame je (0,1)-(0,1) = (-1,0),
na je (0,1) koMmiiekcau 6poj uuju kBagpar je —1, Tj. umaruHapsa jejuauna i. bpoj (x,y)
nuIeMo & +iy. PeasHu 6pojeBn & U y HA3WBA]Y Ce PEATHU U UMATMHAPHU €0 KOMIIJIEKCHOT
6poja z = x +iy. [umemo R(z) =z u J(2) = y.

Ha rako nedunucan ckyn C ca onepanujama cabuparba u MHOKeba (1.19) mMa cTpykTypy
10Jb&, JIAKO BUJIMMO ITPOBepaBajyhu Ta6eJIy Hyuna cabupama je (0,0), jeuHuIa MHOKEbA,
je (1,0). Penunpouan nnmm uneepsan cabupak 6poja (z,y) je 6poj (-, -y), a nHBep3an uim
PEYUNPOUAH MHOKUJIAIL TOT Opoja je 6poj

xr .Y
2 2+Z 2 2°
e +y Te+y

(x+iy) ™t = (1.20)

Konjyeosan 6poj KoOMILIEKCHOT Opoja z = & + iy je KoMILIeKcaH 6poj z* = x —iy. Y KoopauHa-
THOj PaBHU CJIUKE KOHjyrOBaHO KOMILJIEKCHU OPOjeBU CY OCHO CHMETPHUYIHU OKO ATICITUCE.

Slika 1.3: Perunpodan u KoHjyroBan 6poj.

Ha ciumnm Cy IpUKA3aHM KOHJYIOBAH 2* U HbeMy PEeIUIpodaH Opoj (%)*, naror 6poja

2. Modyo kommtekcuor 6poja |z| = \/22 + y? = /2* 2 je ynammenoct Tauke z oj ucxoauimra O.
Kaya je mosyo KomiiekcHor 6poja |z| < 1, Tauka z je yHyTap jeJJMHUYHE KPYZXKHUIE & TadKa
1_1

Z7" =7 ]e u3BaH, Kao Ha JIATO] CJIUIIH.

IIpumep 1.1.10. Koncmpyucamu peyunpoumy mayky.
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Konempyxuyugja. To je reomerpujcka KOHCTPYKIIMja NOmMexyuje mayvke y OJHOCY Ha KpPYT,
[IPUKA3aHA CJIMKOM Hara je kpyxuuna k(O,r) ca nearpom O U HOJYIPEIHUKOM I U
Tayka P Koja je Ha CHMIM yHyTap KpyKHHIE. Y Tadku P [IOBy4YeMO HOpMaJly Ha IIPaBy
OP, koja ceue kpyxuuity y tauku 1. U3 Tauke T moBydemo HOpmaJsy Ha mnpaBy OT 1o
npeceka, tadke (), ca npasom OP. Ilpasoyrsim tpoyriosu POT u TOQ cy cauuan (umajy
ucre oxrosapajyhe yruose), na je OP :r =7 : 0Q, a oryia

OP-0Q =2 (1.21)

OBa dopmysia nzpazkapa noreniujy radaka P u Q) y onnocy na k. Kaja je r = 1 ona nocraje
z-2z" =1, a To je ylpaBO OHO IIITO HaM je TpebaJo.

Kana je k jequnndna KpyKHUIA Ca [IEHTPOM y HCXOAUIITy Komiekcre pasau C a z je
Tauka P, oHna je Tauka () perunpouna tadxku z. OOpHYTO, ako je () Tavuka 2z, BAICKA TAUKa
KpyTra k, OH/Ia KOHCTPYHUIIIEMO TAHTEeHTY u3 Tadke () Ha k mo tauxe T'; uz tauke T BydIemo
HopmaJty Ha mpaBy OQ) 0 npeceune Tauke P € OQ) Koja je TparkeHa peIrunpodHa tadka. [J

Slika 1.4: IloreHmuja Tauke y oaHOCY Ha KPYT.

Ca npasoyriux Hekaprosux Oxy npejasuMo Ha moJapHe KoopauHate Or¢ u oOpHYTO

_ 2, .2 - Y
{ r=y\/z*+y*, ¢=arctg:, (1.22)

T =1TCOoSs P, y =rsin¢.

TpanchopMmarmjama”

Kowmruiekcan 6poj z = & + 4y y HOJAPHUM KOOPMHATAMA, [THIIEMO
z=r(cos¢+ising). (1.23)

OBaj HAUNH 3aIMCHBaKA je KOPUCTAH 32 JIAKIIE Pa3yMeBalbe T€OMETPU)CKOT CMUCTIA MHOYXKEHhA
KOMILIEKCHIX OpojeBa:

21729 = [’I“l (COS qbl + 7 sin qbl)] . [TQ(COS ¢2 + 7 sin gf)g)] =
= 1172[ (COS 1 cOS g — sin @1 sin Py) + 1(cos P1 sin Py + sin ¢1 cos P2) ],
ma npuMemyjyhu agunnone dpopMyse KOCHHyca U CHHYCa, JT00UjaMo

Z1R2 = T1T2[COS(¢1 + gf)g) + iSiH(¢1 + ¢2)] (124)

MHozxkere KoMIieKCcHIM 6pojeM z = r(cos ¢+isin @) je komnosunuja xomorernje (Hcresarmba-
CKyIbaba ' IyTa) U poraiuja (3a yrao ¢).

1
"Ha, enrseckoMm yMecTo arctg o nume ce arctan a.
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MaTpuue

Ckyn marpuia HaJ TeJIOM KOMILIEKCHUX OpojeBa je BeKTopcku mpoctop. Ormeparuje
cabuparba ¥ MHOXKEIba, MATPUIA-KOJIOHA, X U Yy UCTOr THIa N X 1, medpuHucane cy ca:

1 Y1 ary + By
ax+fy=al| 2 |+p| 2|22 P (1.25)
Ty Yn axy + Byn
rae cy koepuijeHTH «, 3, Tk, yYr 3a k = 1,2,...,n KoMmIiuiekcHu Opojesu. U3 nedbunurmje

[[.1.9] BekTOpCKOr HPOCTOPA, JIAKO CE JOKa3yje Ja MATPUIIe-KOJIOHE UCTOD TUIIA YHHE BEKTOP-
cku mpoctop. Ilocebno, To Bummmo m u3 m3omopdusma ypehenor nmsa koedwuiujeHara
MaTpuia-KojoHa u ypehenor nusa JlekapToBux KoopauHaTa, OJIHOCHO IpocTtopa R, a oBux
ca OPHMjEHTHUCAHUM Iy KUMA.

Ha ncrtu Hauun ce mokasyje mga MaTpuile-BpcTe, HCTOT Tuiia 1 X 1, Takohe duHe mocebaH
BEKTOPCKHU IMPOCTOP. BeKTOpcKW mpocTop YMHE W MATpHUIlle UCTOr Tuia m x n. Haunwme,
marpuiie A = (z4;) u B = (y;;) kaga cy ucror Thma, ca m BpCTa U N KOJIOHA, MOTY ce
cabupaTu Ha HaYUH

ariy+ By axie+ By ... axipn + By
+ + . +
oA+ BB = | @72 By21  axe + Py azon + BYon 7 (1.26)
AT, + Byml ATm2 + Bym2 oo OQTpyp T+ ﬁymn

ca NMpousBO/bHUM « M (3 U3 Jaror Teja ckajgapa. Ha OCHOBY jeduHUIMje BEKTOPCKOD
IPOCTOpA, JIAKO Ce JOKa3yje Jia je 0Ba CTPYKTypa MaTpPUYHA DPEIpPE3eHTalnja BEKTOPCKOD
IpoCTOpA.

Konjyrosamewm ememenara marpune A = (oy;) THIA M X N, & 3aATHM MPAHCNOHOEATEM
(3aMeHOM BpcTa KojoHaMa) pobujamo dyaany mampuuy AT = (aj;) Tuna n x m, 3a Kojy
KazkeMo Ja je npudpyotcena mampuya (enr. adjoint) garoj.

MonnHomu

[TocmaTpajmo cKyml noauroma TPOMEHJbUBE T HATOT cTermena n = 1,23, ...
Pn={ag+a1x+--+apz"lag,a,...,a, € P}, (1.27)

Ha 1 gatuM Tejiom ¢. Cabupatme mosmmHOMa u3 Py, neduHUIIE jeTHAKOCT
n n
aA(z)+BB(z)=a ), arz® + 3 > bra® = > (aay, + Bby)a", (1.28)
k=0 k=0 k=0

ca Ipou3BOJbHUM «, 3 € P.

Jlaxo je BumeTu ma nocroju 6umjeknuja udmehy aumzoBa koedurujenara ay u lexkaproBux
koopaunara. Ca cabupamem (1.28) mobujamo mzomopduszam u3meljy BEKTOPCKOr MPOCTOpa
HOJINHOMA (CTelleHa n) HaJl JIATUM TEJIOM CKajlapa Ca jeJlHe CTPaHe M OPUjeHTUCAHUX JIyKI
(y n numensmja) ca Japyre.

Kaia crenen nojmHoMa HEOIPAHUIEHO pacTe (N — 00), OHJIA TIOJIMHOMHU TI0CTajy pedosu
obJinka

A(z) = ag + a1z + aga® + -+ = Zakmk. (1.29)
k=0
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Ounrsniesino je ga u naswe nocroju oujeknumja, f: A > (ag,a1,as, ... ), u3melly KOHBEpreHTHUX
penoBa u beckonaunux (ypehennx) nuzosa. IIpommpumo i cabupatbe (1.28) Ha 6eckoHauHe
HIU30Be, Moryhe je ycrmocraBuTu n3oMopduzam n3mehy BEKTOPCKOT IIPOCTOPa PeI0Ba U BEKTO-
PCKOI IIPOCTOPa OECKOHAYHIX HU30Ba. DBEeCKOHAYHO JUMEH3UOHAIHI BEKTOPCKH IIPOCTOPH CY
NpPEAMET MPOYUYABaAbA PYHKUUOHAAHE GHAAUSE.

Tpehy BpcTy BEKTOPCKUX ITPOCTOPa MIOMONY MOJIMHOMa FeéHEPHUIIIEMO TTOMONY ,,HeOOmIHIX"
ckasapa. Ilpumernmo na y jedusurmjn BEKTOPCKOT [IPOCTOPa MHOXKEHE CKaJapa He
Mopa 6utn komyTaTuHO. CKaylapn MOry OUTH 1 KBaJpaTHe MaTpuiie pega n € N, tuna nxn,
3a dije MHOXKEHe 3HAMO [Ja Huje KoMmyTtaTtusHO. [Ipoussod mampuya A = (a;;) 1 B = (byj)
je marpuna C = (¢;;) Taksa ja je

n
cij = ) aikbj, 4,5 =1,2,...,n. (1.30)
k=1

JpyruMm peduma, MHOXKHMO k-TH eJleMEHAT i-Te BPCTe IIPBE MaTpuile ca Takohe k-Tum
€JIEeMEHTOM j-Te KOJIOHe JIpyre MaTpule, cabupaMo Ipou3Boje U JI00MjaMO eJeMeHAT C;j
KOjU Cce HaJla3| y ¢-TOj BPCTU U j-TOj KOJIOHU Pe3y/ITupajyhe marpuie.

U3 nedunnnmje MHOXKEIba Ce BUJU Jia Cy MHOXKEHa Juja2onaiiur mampuya (Koje BaH
[JIABHE J[MjaroHa/Ie UMajy CaMo HyJjle) KOMYTATUBHA

a7 0 ... O bn 0 ... 0 a11b11 0 0
0 agg ... O 0 by ... O _ 0 agoboy ... 0 (1.31)
000 o am\0 0 b N0 0 dubu
a Jla MHOXKEIba, OCTAJINX He MOpajy OUTH, Kao Ha IIPUMEP:
1 2\(1 1)y (3 3 1 1\(1 2) (4 6
3 4J\1 1 7T 7) 1 1)J\3 4 4 6

Matpure cy jedHake ako W CaMO ako UMajy cBe oarosapajyhe koeduimjenTe jeHaxe, 1a 3a
IpeTXo/lHe MaTpUIle BaxkKu uMILIIKanuja A = B = a;; = b;j; 3a cse 4,7 = 1,2,...,n. la 6u
MHOKeFbe MaTPUIlA yOouInTe 6miao Moryhe Mopa mpBa HMATH OHOJIMKO KOJIOHA KOJIMKO JIPyTa
UMa BPCTa U 3aTO Ce OBJE OrpaHmvIaBaMO Ha KBaJpaTHe MaTpHIIE.

KBaHTHO cTame

Dusnuke Mepe (KWJIOrpaM, Merap, CEKyHJa) MOXKEMO [OCMATpaTH Kao BEKTOpe KOju
pa3anumby BEKTOPCKH MPOCTOP HAJT TEJIOM HEKUX cKajtapa. pyry pempeseHTaryjy BeKTOpa,
y emucity ucre geduannuje([1.1.9] unamim 6u busuaky 10jMOBH KOjU CTOje NCIIPe/] IOMEHY THX
Mepa. Tpehy 6u morita anHUTH HeKa Tpeha pu3nydKa CBOjCTBa, ajIu caMo mocedbHa BpcTa Mehy
BUMa MIPEJICTaB/bajy BEKTOPE KOje HA3WBaMO KBAHTHHUM CTaHUMA.

Ha npumep, mosoxkaju decTurie y TpOCTOPY NPEJCTaB/bajy ce€ U ca ,,0PUjeHTHCAHUM
JIy’KAMa’“, 33 KOje CMO BUJIEJIN J1a jecy pellpe3eHTallja BEKTOpa, aJli OHU HUCY Ta PElpe3cH-
Talyja Koja je OCHOBa KBAHTHE MeXaHWKe, a KOje Ha3UBaMO U ONepamopums NoA0NHCG)G.
Nwmmyncu y kiracuaHoj UMUK jecy BEKTOPH, aJld HA TO HUje OHA BPCTa BEKTOPA UMILYJICA
KOje Ha3MBaMO ONepamopuma uMny.aca, a o Kojuma heMo oBJie TE€K IIPUIATH.

Ksanwmmo cmarve, y y2KeM CMUCITY, je CAMO OHO CTarbeé M30JI0BAHOT KBAHTOBAHOT CUCTEMA
KOje IPeJCcTaB/hbaMO CKYIIOM KBAHTHUX OpojeBa u AUCTpUOyIMjOM BepoBaTHONhA IOjeanHUX
nucxona Mepema, 003epBadsu. [lozHaBame KBAHTHOT CTalba 38j€THO Ca IPABUJINMA, €BOJIYIH]je
(cioHTaHOr Pa3BOja) TOI CHCTEMa BPEMEHOM, HCIPIUbYje CBe IINTO Ce MOXKe IHPEJBHUIETH O
MOHAIAY KBAHTHOT CHCTEMA.
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1.1.2 Jloruka

Mamemamuuxa so2ukxa ce tojaBuia cpeauaoMm 19. Beka Kao criopeiaa rpaHa MaTeMaTHKe,
ca HacTOjareM Ja ce objennnn dpopmasna durosodeka jgoruka n Maremaruka (B. [0]). Ona
je TOKOM pasBoja HOTAIlUje, PUTOPO3HUX JIEIYKTUBHUX Memoda W OTKpuha IPBUX TEopHuja
HA3UBAHA CUMOOAUNKG A02UKA, aA2e0Da ao2uke WU dopmarta so2uka. [logeTkom 20. Beka
Beh ce cTuryio 10 GyHIAMEHTATHUX PE3yJITaTa, 3al0UeTO KECTOKIM PacipaBaMa OKO OCHOBA
caMe MaTeMaTuKe M 10 ITpuMeHa.

MareMaTuIKu ucka3 je peIeHuIa KOjy 03Ha9aBaMoO CJIOBOM @, b, ¢, ..., T, Y, Z, a KOja MOXKe
UMaTH CaMO JIBE BPEJHOCTH: MAYHO CA O3HAKOM T U HemauwHo ca O3HaKoM L. Taymosozuja
je MCKa3 KOju je yBeK TadaH a KoHmpaolukyuja je NCKa3 KOjU je yBeK HeTadaH.

Hajnosnaruje Tpu onepanuje HaJi UCKa3UMa Cy Heralyja, JIMCjyYHKIMja U KOHjYHKIIH]a.
Hezayuja TavHor mckaza je HeTadaH HMCKa3, a Heralpja HETAYHOI je TadaH; 3a WCKa3 a
Heranuja je -~a. Jlucjynkyuje uckasa (a v b) je uckas Koju je TadaH caMo ako je 6ap jejan
o uckasa (a wam b) ravan. Kowjynkyuja nckasa (a Ab) je mcka3 Koju je TadaH caMo ako Cy
cBu Jlatn uckasu (a u b) TadHu.

Ocrajie omnepamnuje ajrebpe JIOTMKe HaJ| UCKa3UMa MOry ce JobuTu rnomohy Heraiuja,
JIMC]YHKIIMja W KOHjyHKIja. Ha mpumep, umnauxayuje ,,axko je a oHma je b je OunapHa
omeparmja a = b Koja maje HeTadaH Pe3yaTaT CaMo aKo je MPETIIOCTABKA ¢ TAUHa, a IOC/IEINIA
b HerauHa, MpUKa3aHO TabEIOM Ucre pesynrare maje u uspas -a Vv b.

1
1

=
T
1 T

— — |

Tabela 1.2: Vmmunkammja

Kana mBe peuenntie, a u b, uMajy njeHTHIHE Tabejie HCTHHUTOCTH, JIBE TabeJsie IOy T OBe
3a UMILIMKAIN]Y, Tala KaykKeMo Ja Cy Te pedeHuIle jeqHaxe u numemo a = b. Vcro 3nademe
Kao ¢ jeTHAKOCT UMa eK8UBAAEHUUJA, KOJY TIUIIIEMO a <> b. EXBUBajeHIIja je orrepaliija HaT
MCKa3uMa KOja Jaje TadHe BPeJHOCTH CaMO KaJa Cy JaTH NCKa3W jeaHake BpeanocTu. Tabeste
eKBUBaJICHIINje, a <> b, U KOHjyHKIMje jaBe uminmkamuje, (a = b) A (b = a), ugentuane
cy. OBe ce uMILIMKaIfje Ja/be pas3jaky Ha MCKase ca CaMHM HeraljaMma, JIC]YHKIjaMa
1 KOHjyHKIIMjaMa. YOIIIITe, CBaKa Ce PeYeHUIla aJredpe JIOTHKe MOXKe IPEICTaBUTH CaMO
Heramyjama, JUCjyHKIMjaMa U KoHjyHKkIjama. Kako, To kaxe ciesieha Teopema.

Teopema 1.1.11. Csaxa buHnapHa onepayuja arzebpe A02UKe MOHCE ce NPEICTNABUMU HEKOM
mabesom nonym U UBJEOHAHUMU CA UCKAZ0M KOJU CAOPIHCU Camo He2auuje, Jucjyrkyuje
U KOHJYHKUUJE.

Joxas. JleBo u rope y tabesm cy KOHCTaHTe, T U 1, BPEIHOCTU KOje MOTY Y3MMATHU IIPBa
u JIpyra Bapujadsa, a yHyTpa Cy 9eTUPH HO3UIje 3a TaIHOCT t;j, Koje jedununry 24 =16
pasmmauTux Tabesa U UCTO TOJIMKO PA3INIUTHX OMHApHUX oneparuja. Kama Ha mosuruju
[IpBE BPCTE U JIpyre KOJIoHe, t12, XoheMmo na Oyze 1, a Ha ocTajauM TpUMa T OHJIA IHUIIEMO
-a Vv b, a To je tabena umiumkanuje. Kaja xohemo jga (camo) Ha mosunujaMa CIOpeJHe
nujaronasne, tio u tog, Oyae L orja tmmemo (-a Vv b) A (a Vv =b), a TO je eKBUBAJIEHIH]A.
Yomrrre, Kajia XoheMo joIn jeJiHy Heranujy y Tebejin, KOHjyHKIIHjOM JIO/IaMO jOIIl je/IHY
sarpajy (xVy), rJe Ha MeCTO & CTABMMO —@ aKO je Ta Heraluja y IpBOM PETKY WU @ aKo je
Ta Heranuja y JpyroM. YjemaHo, Ha MECTO Y CTABUMO —b aKo je Ta Heraruja y IpBOj KOJOHU
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wi b ako je Ta Heramuja y apyroj. Moryhe cy majBuime detupu mosuiuje 3a Heraiuje u
IIpeMa TOME CaMO YeTHPHU TaKBe 3arpajie HaJl0Be3aHe KOHjyHKIjaMa. O

Ha npumep, Ha rabesnama [I.3| nanase ce aucjyukuuja u koHjyakuuja. JucjyHkuuja jieso,
nMa 1 caMoO Ha MO3UIMjU too, ma je mpema [1.1.11] mena dopmyna a v b, mro 3HaMO 11a je
Tayno. KoHjyHkIimja, m1ecHo, mMa 1 Ha TPU mo3unuje tis, to; U tog, IA je IpeMa TeopemMu
wena dopmyia je (-a Vv b) A (av-b)A(avb), mro 6u Tpebano 6utn jeaHako ca a A b.

v\Tl /\‘TJ_
TIT T TIT 1
LT 1 L1 1

Tabela 1.3: JlucjyHKiuja 1 KOHjyHKIIH]ja

Bparuhemo ce nHa oBO mmTame Kajia BUJIAMMO Kako ce dopMmysie ajredpe JOrukKe Mory
TECTUPATH, 32TUM TPAHCHOPMUCATHA y €KBUBAJICHTHE U IIPEMa TOME T10j€IHOCTABJHbUBATH.

ITpumep 1.1.12 (/e Mopranosu obpasim). [Iposepumu jedrnarocmu:

1. =(agvagVv---vay)==a1A-az A A-ay
2. —|(bl/\b2/\-“/\bn):ﬁblv—'bgv--'v—'bn,

xoje ce naszusajy /e Mopea%oeﬁ obpacyu.

Pewerve. 1. Tucjyukimja je Tadna kaja je 6ap jean ncka3 (ay) Tadam, 1ma je Herarmja Tora
Jla Cy CBU MCKA3W PEJIOM HETAYHU.

2. Konjysuknuja je rauna Kaja cy cBu uckasu (bg) Taunu, na je Heramuja tora jia je 6ap
jemaH oJ1 McKa3a HeTadaH. O

Kama y 3arpaan nmamo camo gBa uckasa, qoka3 npsor /e Moprarnosor obpa3sia MokeMo
ypajuTu Ha HauuH npukasad tabesoMm [I.4] Jleso cy cBe deTupu KOMOMHAIWjE BPEJHOCTH
BapujabJin, JIECHO Cy pedyaTarn. V3 jeqHaKOCTH KOJIOHa KOHATHUX PE3YATATA CJICIN TATHOCT
jennakoctu. To je doxas mabeauparvem.

ar a9 ‘ —|(a1 \Y ag) —a1 N\ —a9

T T 1 1
T 1 1 1
1 T 1 1
1 1 T T

Tabela 1.4: /Ie Mopranos npeu obpaszair.

Jlecue cTpane oBakBHX Tabejia ce OOMYHO PA3ByKy Y BHIINE KOJIOHA W JI0 PE3y/aTaTa Ce
JI0JIa31 Kopak 1o Kopak. llokymajre mcro ca apyrum obpacuem! Maso apyraduju HauuH
JIOKa3a, T3B. Mmemode Kouwmpadukyuje, TEMOHCTPUPAH je y caenehem mpumepy.

IIpumep 1.1.13. Jloxazamu ceobervem Ha KOHMPAOUKUUIY:

1. a= (b=a)
2. ((a=b)=a)=a
3. (a=b)=((b=c)=(a=c)).

18 Augustus De Morgan (1806-1871), 6puTancKi MaTeMaTHIap.
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Aoxas. Tpakumo KaJia je uCKa3 HETaYaH U aKO HeMa TaKBOI' Cydaja, NCKa3 je YBEK TadaH.
1. Mmmmkanuja je HeTauHa caMoO KaJla je IPEeTHocTaBka a TadHa a mnociemuna (b =
a) HerauHa. To MCTO BayKM 3a MMIUIMKAIM]y Y 3arpajd, IITO 3HAYU Ja je b TadHo U a
meragno. Jlaxie, rinenajyhu nesnm uckas a je TaduHo, a miegajyhu y 3arpajin a je HETadHO.
To je KoHTpa UKIMja 13 KOje CIeIn 3aK/bydaK J1a He IMOCTOjU CIydaj Kaja je mpBa opmysia
HEeTa4vHa; OHA je YBEK Ta4dHA.
2. Ilpernocraeka ((a = b) = a) je rauna, a mocjeaura a HeradHa. Ilpema Tome a je

HeTaaHO. MIMaMo pegoM:

T
—_—

((a=b)=a)="a,

1

(1=b) = 1) =1,

a 1o je memoryhe, jep mra rog ja je be {T,1} uckas L = b je tauan, Huje 1.
3. Takohe TpakumMo HETAYHY UMILIUKAIIA]Y:

(a=0)=((b=c)=(a=c)),

1a, U3 MOCJIeIIbe 3arpajie caean ¢ =T u ¢ = 1, Tj.

T L

—
(T=0b)=((b=>1)=(T=1)).
36or upse 3arpaje Mopa ouru b = T, ajau OHIAA UMAMO:

T 1

(T=7)=((T=1)=(T=1)),

T=(L=1),
T=T,

a 1o je Tauno. llpermocraBka 1a je mCKa3 HeTadaH je y KOHTDPAIUKIMU; MCKA3 je YBeK
TavaH. O

[Ipukazane MeTosie Cy yIJIABHOM JOBOJbHE 3a JOKA3WBAIHE CBAKE TAYTOJOTHje KIIACUIHE
ajirebpe Jtoruke. OHe 6u Tpebajie OUTH JOBOJbHE 3a IIPOBEpaBarbe CjieJleNuX UIEHTUTETA.

avb=bva anb=bAa KOMYTATUBHOCT
(avb)ve=av(bve) (anb)yanc=an(bac) ACOIUjATUBHOCT (1.32)
an(bve)=(anb)v(anc) av(barc)=(avb)Aa(ave) nucrpubyTHUBHOCT.
VYMecTo TUX MO3HATUX TayTOJIOTHja, MPOBEPUMO jeTHAKOCT ATy y3 Tabeiry
(mavb)A(av=b)a(avb)=anb. (1.33)
Jecna crpana (KoHjyHKIHUja) je TauHa Kaja cy oba Wckasa a u b TadHu, a Taja je:

(=TVT)A(TVAT)A(TVT)=TAT,
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(LvT)A(TVvL)A(T) =T,
TATAT=T,

mro je tauno. JlecHa crpaHa je HeTadHa Kaja je Oap jeaH WCKas, a wian b, HetadaH. 360r
(0be cTpaHe jeITHAKOCTH) CHUMeTpuje, JOBOBHO je mpoBeputh a = L. Tama (1.33) mocraje:

(mLvD)A(LV=b)A(LVD)=L1LAD,

(Tvb)A(Lv=b)A(LVD)=1,

a JIeBo Mopa Oap jemaHa 3arpaja Outn HeTtadHa. 10 3amcra jecte, jep ako je b TauHO OHIA je
JIpyra 3arpaja HeTadHa, a ako je b HeradHo oHjza je Tpeha 3arpaja HerauHa. [Ipema Tome,
ucka3 (1.33) jecre rayrosoruja.

Y npumenama ajarebpe JIOruKe, JUC)YHKIM]a ce 9ecTo Iulile Kao 306up (a+b) a KOHjyHKIHja
kao npousso/, (ab). Koncranra ,raqno” ce oznadasa ca 1, koHcranTa  HeradHo* ca 0. Tako
ce TO paJiul y TEXHUIU, & HAPABHO, IMOHErJAe U Apyraduje. TadaH OJHOCHO HeTaYaH MCKa3
y KBaHTHO] MEXaHWIIN 3aIKCyje ce W MOMONY MaTpUIla KOJOHA, PEJIOM:

=) o-(9): (134

Mmuozkehu oBe KOJIOHE ca, JieBa ITPBOM HaYJII/IjeBOM{T_gI MaTPUIIOM

0 1
ax:(l 0), oall) =10}, o]0} = 1), (1.35)

nobujamo Heraruje. PazMorpuMo oBO Masio JerasbHEje. [IpuBUIHO pa3inKyjeMo KaacuyHy
A02UKY KOJy CTaB/BAMO 3ajeJ[HO Ca KJIACHIHUM KoMmijyrepuMma u kiaacuuunoMm (IIlenonosom)
TeopujoM nHMOPMAIHTje, O K6aHmHe A02uke Koja Ou Tpebasa Jga uiae ca KeaHmMmHuM KOMNJY-
mepom u onirrujom jedbununujom nudopmanuje (mpomosurty je kibure [I] u [2]).

Ha courm BUJIMMO OCHOBHE THUIOBE Npexudaua Koje HA3MBaMO U Kamujama (€Hr. ga-
tes) WM BeHTWJINMA, KOJU Ce IOCTaBbajy y CMPYjHO KOAO KAKO OU CHMYJIUPAJIN OCHOBHE
oneparuje aynredbpe joruke. Kaja crpyja Tede nuiie 1, a kaja He Tede o3uaka je 0. IIpema
tome, AND je konjyukimja, OR je mucjyaknuja, NOT je meramnuja.

AND OR NOT
- D D
C C A C
B — B
yIIaz H3M1a3 yIa3 H3ma3 yIIa3 Wamas

A B C A B C A C

0 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 1 1 1 0

1 0 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1

Slika 1.5: Tlpekujgaun y cTpyjHIM KOJIMMA.

9Wolfgang Pauli (1900-1958), aycTpHjCKO-IIBAjIAPCKO-AaMEPUYIKH TeOpUjcKu dbusuyap.
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YV TeXHUIM MUCKa3€e MUIIEMO M BEJUKUM CJIOBHMA, HETalyjy IIPTOM WU3HAJ, JIMCjYHKUIL]Y
Kao 30up, a KOHjyHKIHUjy Kao mpou3Boj. Jle Mopranose obpasie, u3 mpumepa y
GuHAPHOM CiIydajy, v Texumunu mumemo A+ B = AB u AB = A+ B. Tlpsu ce 3oBe NOR
upekugad, apyru je NAND, a muxoBu Texunuky cumGosm cy npukasanu Ha cannu [[.6] To
CY YHUBEPIAANU NPEKUIAYU.

Slika 1.6: YHuBep3aJHU TPEKUIaTH.

Omnn ce HA3MBAjy YHUBEP3ATHNM MPEKUIATINMA jep MOTY CUMYJIUPATH OUIIO KOjy OTIEPAITH]Y
ajirebpe Jioruke, 6e3 ynorpebe npyrux npekujada. 1o 3HAYM j1a Cy OHU BEOMa, EKOHOMUIHU
y IPOU3BOJIIHU U 3aTO MIMPOKO PACIPOCTPAILEHN Y YIOTPEOH.

CraB 1.1.14 (Yuusepzamuu npekunain). NOR u NAND cy ynusepzaaru npexudayu.

Jokas. a je npexnnaa NOR yuusepsanan cienn n3 reopeme [I.1.11] u merose criocobHOCTH
Jla CUMYJIMpa, HeraIjy, JIUCjYHKIINA]Y U KOHjyHKI]y. Hamme, criojumo Jjin 06a yiiasa 3ajejiHo,
nobujamo A+ A = A, Ha uznasy umamo Heranujy yinaza A. Taxole, ocraBumo jm Ha yiasy
crobomno A amu B = 0, na uznazy umamo neramujy A. Ilpekmmaa OR ce moxke jgo6utn
momohy nBa ysacromnHa npekugada NOR, Tako mro npsu uma cjiobonse yiase A u B, Koju
Ha m3yiasy mocrajy A+ B mro ce 3atuM BeXe Ha oba ynaza ciaefeher NOR mpekummgada
npousBogiehn A + B, makie mgucjyukiujy yaasa. lIpekummad AND ce mobuja momohy Tpu
NOR mpekumada, mpBa JaBa OfBOjeHa V KOje Wiy, V TPBU JBa WCTa yiaaza A, y Apyru jasa
ucTa yiaasa B, a muxosa jBa uznasa A u B ynazu cy y rpehin NOR npexuiad, ca KOHAUHEM
u3nazoM A + B = AB, jpakiie KOHjVHKIH]OM yJIa3a.

Ja je NAND npekunmad yHuBep3asiaH nokasyjeMo ciandHo. Ako cy oba ymaza NAND
npekngada A, usnas je A, a To je merammja yimasa. Taxobe, axo je jeman yaaz NAND
npekugada A a apyrum je 1, oHma je m3na3 Heramuja yiaasa. Ilpekummaa AND uzBommmo
nomohy nsa NAND mnpekmnmada, y npsu miay ciaobogan A u B ca msnasom AB xoju je
zajenunaku yia3 caenehier NAND canma ca nzmazom AB, nakiie u3ja3 je KOHjyHKIIHja yaa3a.
[Ipexkumgaa OR komcTpyumemo momohy Tpu NAND nmpekujada, mpBa JBa Cy O/BOjeHa, MPBU
ca oba ynasa A, npyru ca oba ynasa B, a IbUXOBH H3J1a3H A u B mocrajy yaasu Tpeher
NAND npeknada, ca KoHadHuM n3jiasom AB = A + B, gakie IUCjyHKIEOM yia3a. 0

Ipexkumaa f : x — y je nospamar ako 3a OHJIO KOjU M3J1a3 Y HOCTOJU jeJMHCTBEH YJIa3
x tako na je f(xz) =y. Axo je npekumad f moBparaH, OHJA MOCTOJU MHBEP3aH MPEKHIAYT
ft:y - 2 rakas ma je f71(y) = . Heramuja, NOT na cimmm je TmoBpaTaH IpeKuIad,
asmm koujyukija AND un nucjyukmuja OR to uucy. HemospaTuu mpekngatin He mamre, ryoe
UHMOPMAIU]Y U 3aTO TPAXKUMO 00Jba PEIIerba.
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lNoBpaTHe kanuje

IToBparHe npekujatde KJjaacudHE JIOTUKE TPHUKJIAJIHU]E je HAZUBATU KANUJAMG, UMEHOM
Koje mojiceha Ha MecTa KpoO3 Koja ce mpoJjasu y oba cMmepa. Taga je ICTUHUTOCHY BPEIHOCT
,TAIHO MJIH HeTadHO 3roaHo HasuBaTu 6um (enr. binary digit — 6Gunapna nudpa). Jeana
oz rakBux Kanuja je Togoau (enr. Toffoli gate), umju je cumbGos npuKa3aH Ha CJIUIH .
To je yHuBep3asiHa moBpaTHa (peBep3uOMIHA) Kammja JOrmdkux Kosa. TodonnjeBa kammja
je nosnara u kao CCN kamuja (“controlled-controlled-not” gate), unme je onucano meHo
nesoBambe. Mma 1o Tpu O6uTa yiaza u Tpu OuTa m3jigasa. AKo cy InpBa aBa OuTa aKTHBHA,
Mema ce Tpehu 6uT, mHave cBa Tpu Outa ocrtajy mcra. TodosmjeBoM KalmjoM ce MO¥Ke
KOHCTPYHUCATU CBAKU [OBPATHH IIPOIIEC.

L

Slika 1.7: Todonm kammja.

IIpumep 1.1.15. IIpedcmasumu Togoru xanujy xao dyrruujy.

Pewere. TodosmjeBa kamnuja ce Mmoxke gedunucaru Kao GyHKIHjA:

. | (a,b,=¢c), a=b=1,
Tofoli(a, b,c) = { (a,b,c), wunaue (otherwise). (1.36)
Camo ca npBa jBa 6uta a,b =1 Mmema ce Tpehn. O

Oyukimja (1.36), 3aje1HO ca TabEIOM UCTHHUTOCTH U MATPUIHOM (DOPMOM HA CJIUIH
JIOBOJBHO JT0BOJBHO omucyjy Todosu kammjy. OTyma u jemHOCTaBHUja (PYHKIH]jA!

c, UHaJe.

Tofoli’'(a, b, c) = {

Jacuo je na dyukimja Tofoli’ Huje moBparHa (jep He yyBa uHMOPMAIU]Y O IPBOj U JAPYTO]
BapujabJin), aju oHa jour yBek jecre yHuBep3asina. Hawmme, 36or NAND(a,b) = =(a A D),
3aTUM

-(a Ab) = Tofoli’(a, b, 1), (1.38)

U 3aTO IITO je Heralyja KOHjyHKIje yHuBepsasHa (cras [1.1.14]), a moxke ce jenmHcTBEHO
nedpunucaru nmomohy Tofoli” kammje, To je Tofoli” kammja Takohe yHuBepsana GyHKIH]A.

IIpumep 1.1.16. Ioxasamu ynusepdaanocm Tofoli’ xanuje nenocpedro.
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Tabesa HCTUHUTOCTH Marpuuna gpopma

Input Qutput 1000000 O \
alblclal|b|T
0o lo lo lo lo lo ( 01 00O0O0O0DO0
0o [0 [1 |0 [0 [1 001 00 O0O0DO0
0 [1 |0 |0 [1 |0 0001 0O0O0UO
o 1t [T o |1 |1 000 01O0O0DO0
1.0 0 |1 jo |9 000 0O01O0.U0
110 [1 [1 |0 [1

00 0 0 O0O0

1 {1 foN1 [1 /1)
IR IRIRTY \o 0000 oy o)

Slika 1.8: Todosu Tabesia 1 MaTpuiia.

Pewere. TTosusamo ce Ha reopemy [1.1.11| u dyukmujy (1.37):
NOT(z) = Tofoli’(1,1, z),

AND(a, b) = Tofoli'(a, b, 0),
OR(a,b) = (NOT(AND(NOT(a),NOT(d)) =
= Tofoli’(1, 1, Tofoli’(Tofoli’(1, 1, a), Tofoli'(1,1,b),0)).

Wspasznim cMo Heranujy, KOHjYHKIM)y U gucjyHknnjy camum Tofoli’” kammjama. O

Tofoli” (1.37) je peaykmuja dbyukimje Tofoli (1.36), ma je Beh 360or Tora Tofoli funkcija
Takohe peBep3ubmina. MehyTtum, ona je u moBpaTHa IITO Ce BUANA U3 j€THAKOCTU

(a, b, c) = Tofoli(Tofoli(a,b,c)). (1.39)

Tofoli dyuknuja npumemena jBa myta Ha ypehery Tpojky (a,b,c), Bpaha xonaunu usnas
jeTHAK TIOYETHOM YJ1a3y.
Ksantna Hemaura xanuja nara je GyHKIIjOM:

icos(0)|a,b,c) +sin(f)|a,b,1-c), a=b=1

la, b, c), nHaYe. (1.40)

D(0) :|a,b,c) > {
Ona noonmrrasa Tofolijevu, jep je Tofoli(a,b,c) = D(5)(a,b,c).

@ejnmanoeﬂ kanuje (Feynman gate) je 2 x 2 peBep3ubuay npekugad win QyHKIHja,
[IPpUKA3aHA CJIMKOM Yiazue Bapujabiie cy A u B, uznazue P = Au Q = A® B, tue
je A® B = AB, 1j. merarmja xomjyukimje. KopucTu ce 3a Kommpare jep je 3rojgma 3a
JYTITUPAIbe TPAKEHUX U3JIa3a.

Dpedrunosa kanuje cuMmbomnaHo TpuKasana na ciauin [1.10] ceakako je majBakHUmja y
kiracnaHoj Texaunm. OHa je NpeKuad, HalpaBa Wil KOJIO ca TPU yjia3Ha OuTa U TPHU U3Jj1a3a

KOjU OCTaBJbajy MPBU OUT HEIIPOMEILEH a 3aMemyjy cieneha nBa ako m camo ako je mpBu 6uo
1.

20Richard Feynman (1918-1988), amepuuku Teopujcku dbusmaap.
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Feynman
gate

B Q=A®B

04—o—=0 | -

Bl ..-"I_'l_

..-"II s ) A7/

A3 -‘"..-"'I_'J_ Al—T1 - - ..-"II

Slika 1.10: ®pekuHOBaA Kaluja.

Crasumo Ha nipBu yia3 @Ppenkunose Kanuje A Ha apyru 1 na tpehu 0, Ha Apyrom msmasy
nobujamo merarujy A. Crasumo Ha 1npsu yia3 A ma apyru B ma tpehu 1, Ha 1pyrom usiazy
nobujamo aucjyakuujy A + B. CraBumo Ha npsu yia3 A Ha gpyru B Ha Tpehn 0, Ha
tpehem usnazy jobujamo koHjyHKIUjy AB. Ilpema Tome, OpelknHOBA Kalllja cama MOXKE
ITPOM3BECTHU CBE TPH ONEepallrje: Herarujy, JUCjyHKIN]y U KOH]YHKIIH]Y, IIITO 3HAYA Ja je OHA
YHUBEP3aJ/HA KaIluja.

Hanosexkemo sin 1Be OpeikuHoBe Kalnje, n3ja3e MIpBe PeJIOM Ha yJia3e Jpyre, Ha Kpajy
JjobujaMo moveTHe yiase, mrTo 3Haun jia je PpelkuHOBa Karwmja noBparHa. l[IpumerHo
jé KOJMKO je oBa Kalnja jeaHocTaBHUja o TodosmjeBe, a OmeT jeJHAKO YHUBEP3AJIHA U
peBep3ubUITHA.

ﬂaH;layeﬂ je cMaTpao 1ga cBaka JJOTMYKHU HEIIOBPATHA KAIlja PACUIIA €HEPIU]y Y OKOJIUHY
(B. [6]). Own je TBpamo jma ryburak jeasor 6ura mHMOpMAIMje 3HAYN TEXHUIKU IyOUTAK
kT In2 euepruje, rae je k Bosmmanos koHcTtanta, 1 Temmeparypa cucrema. Kaja je
IIpoIIecC JIOTUYIKN IIOBPaTaH, Kajla MOCTOju OHjeKIja yiIa3a Ha m3Ja3, oaroBapajyhm ypebhaj
KJIACUYHE TEeXHUKE (TeOPHjCKM) MOXKe OMTH IIOKDEHYT U yHAa3aJ| [a KayKeMO Ja je IPOIec
u gusuuku nospamar (pesepsubmnan). Tana dpyeu zaxon mepmodunamuke TapanTyje aa
ypehaj He pacuna eHeprujy. 3aTo Cy y TEXHUIN TAKO BaXKHU MIOBPATHU yHUBEP3aJHU ypehaju
[IPEHOCHHUIIH.

Bunapnuu cucrem 6pojeBa ycappImnmo je ﬂaj6HI/IL@ 1705. romuue, oK yTHUIIAjeM aHTUIKE
KWHeCKe Kibure , Ju huur®, mocras/bajyhu ocHOBE KOMOMHOBAHE APUTMETHUKE U JIOTUKE. Hepc@
je 1886. rojpuHe onmcao JOTUYKe olepaluje npeicTaB/beHe CTPYJHUM KPyroBUMA, U €BEH-
TyaJIHO BaKyyM-IleBUMa. @opecﬂ je 1907. kopucruo mopudukanujy PaemMuHrose auoJie
(enr. Fleming valve) kao AND npekumad, a BHTFeHHlTajI—ﬂ je 1921. romuue ynorpedbuo
TabJ/IUIe UCTUHUTOCTU. Pa3Boj JIOTHYKUX Kallja ce 3aTuM yOp3aBao.

2IRolf Landauer (1927-1999), HeMauKo-aMepHUKY (pU3UIAD.

2L udwig Boltzmann (1844-1906), aycrpujcku dusmaap.

2 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), nemadxn mMareMaTmaap u bumozod.
24Charles Sanders Peirce (1839-1914), amepwmaxn dbumozod n maremarnaap.
#Lee de Forest (1873-1961), aMepuuky npoHaIa3as.

26Ludwig Wittgenstein (1889-1957), aycrpujcko-6purancku dbumozodb.
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1.1.3 Kjybur

VY 3aTBOpPEHNM KBAHTHUM CUCTEMHUMA HEKe (pU3UUKe BeJIMUNHE HE MEHha]y CBOjY BPEIHOCT.
3a BUX BaxKe 3a4KOHU KOH3EPBaUUje TIOTYT 3aKOHA OJIpXKaiba, eHEpruje: ,eHepruja He MOXKe
HACTATH M3 HAYEra HUTH HECTATH y HUINTA Beh ce MOyKe caMO MEHmaTH U3 jeJIHOT ObJINKA Y
apyru. Ilom 3arBOpeHNM (QU3MYKUM CHCTEMUMA IIOIPA3yMEBAMO M30JI0BAHE OJI JICI0BAIHA
BAIbCKUX CUJIA M TaKBE Yy KOjUMa Cy KOH3EpPBUpaHe Maca, eHepruja, UMIIYJIC, CIUH, Ia U
uHpOpPMAITja. 38 BUX KAXKEMO J1a CY KOH3EPBUPAHU CUCTEMU.

U3 [I] smamo ma cuina mema BepoBarHOhe ma mpema Tome u MHDOpMAIM]Y, ajId 1A
je YKyIHa KOJUYMHA HEW3BEeCHOCTH U MPOU3BeeHe WHQOpMAIje U IOJ JIejCTBOM CHJIa
KoHCTaHTHA. MehyTuMm, y oncycTBy (BamCKuX) criia HeMa IIPOMeHa HUTH KOJTMIUHE HEn3Be-
CHOCTH, HUTH HH(MOPMaIFje, a y KOH3ePBUPAHUM cucTeMuMa (y OJICYCTBY BambCKHUX CHUJIA)
BaskK1 3aKOH KOH3Epauuje unGopmayuje.

[Ipema TOME, CIUIHO KJIACUYHAM TEXHUYIKUAM HOBPATHUM KallljaMa, CIIOHTAHIM pa3BOjeM
KBaHTHOI cucrema (eBoslyliija KBAHTHOI cTama) He ryou ce mudopmanuja. Jlok cucrem
eBosyupa nHdoOpManuja ce cragHo ckiaaauimT (y mporuioct). Mehyrum, 3a pasnuky o
TEeXHUIKNX HAIIPaBa, MU HE MOXKEMO TeK TaKO nhu Ha3a/l y MPOILIOCT, 1a HaMm Beh 360r Tora
Tpeba HOBM HA3WB 3a ,,KBAHTHO KoJI0“. l3pas ,Ipekuaad’ ocTaB/baMoO 3a IIPOCTa TEXHUIKA
KOJIa, U3pa3 ,Kaluja’ 3a IMOBpaTHA, a KBAHTHA [TOBPATHA KOJIa HasuBaheMo SeHmMuAuMA.

Hapagno, 3a maremarudapa, n3dop TakBUX HA3WBA je IPOU3BOJbAH, AJIM OBJIE CE€ PAJIU U
0 QUMUK U TEXHUIM. 3a PA3/JIUKy O TEXHUIKOr ypehaja Kojer HAIpaBUMO U KOPUCTHMO,
KBAHTHO CTaHb€ 3aTUUYEMO 118 Ta TEK OHJIa eBeHTyaJ Ho npuiarohasamo. OHO ce pa3Buja camo
WIN TOJT YTUIAjeM BAIbCKUX CHUJIa HA HAYUH KOjU MU, 32 CaJla, je/iBa Ja KOHTPOJIUIIEMO. 3a
Pa3IuKy 01 KJIACUIHUX KOMIIjyTepa Koje JbYIU HUCY 3aTeKJIN Y Ipupoau, Beh cy ux npasuiu
Jia 61 X uMasin, Tek o HejasHo (o 20. Beka) Mu nmpumelyjeMo jia ¢y KBAHTHH KOMIL]yTepu
CByIa OKO HAC, a IUTame je kama hemo ux mohu kopuctutu. To je jeman o pasjora ymnorpedbe
Pa3IMIUTUX TEPMUHA.

Xa&cmap@oﬂ senmu.n (enr. Hadamard gate) paau Ha jegsom xjybumy (KBaHTHU OGUT —
jemununa kanTHe nuudopmaimje). Crame KjyouTa [1)) je InHEapHa cynepno3uyja OCHOBHUX
crama kBaHTHe Mexanuke |0) u [1), perumo (1.34), Koja y MaKpo-CBeTY OroBapajy UCXoIuma
Oarnama HoB4uha.:

[¥) = 20[0) + 21[1). (1.41)

Komrutekcau 6pojepu zg, z1 € C cy ammuryie Bop%osuﬂ BepoBaTHOha, Koje hemo Takohe
objarrmaBar. 3a caja ce caMo HOJICETUMO Jia je 30up KBaJjpara MOJLyJia OBUX OpojeBa jeiaan

|20” +|z1)” = 1, (1.42)

KaJia je peannsanuja 6ap jeJHOT O OCHOBHUX CTalha CUT'ypaH mgorabhaj.
IIpu Mepemy KjyGuTa y cramapaHoj 6asm, mexon [0) mva BeposatHohy |29|?, a mexon [1)

Beposaruhy |12, 36up kBagpara kocuHyca u cumyca yrua je jemunua, ma (1.41) moxemo
HAIINCATH KA0 POTAIHjy, CMEHOM Z2( = cosg u oz = e? sing. [Tocebua poramnuja xjydouTa je

XamaMapaoBa TpaHcdopMalja, KOjy 3a cajla HasuBaMO XaJlaMapIoB BEHTHII.
Kopucrehu /[uparxosy nomayujy, XamamapnosB BeHTUI AS(UHUAIIEMO CA:
0) + 1) 0) —[1)

|0) - T, |1)—>T, (1.43)

7 Jacques Hadamard (1863-1963), dpanmyckn MaTeMaTuyIap.
#Max Born (1882-1970), HeMadKi MaTeMaTHIap I TEOPHjCKH bu3mdap.
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a HacrasbaMo ca (1.41):

1) = 20/0) + z1|1) = 20 (%) + 21 (%) ,

IIITO HAKOH aJiredapckor cpehupama mocraje

Z0 + 21

V2

Crojpalimy IPOU3BO/L OBE CYNEPIIO3UIYje IHIIEMO

0) ~11)
V2

) = ). (L.44)

0) +

0) +11)
V2

a To oaroBapa Xadamapdo8o] mMampuy

H - % (} _11) (1.45)

y 6asu |0), [1). Ounrneaso je ja y3acTOIHO KOHjyroBame Ila TPAHCIIOHOBAHE HE Merba
Xagamaprosy marpuiy, Hf = H, mro no ce6u 3nadn ga je oBa MaTpUIla CHMETPUYHA U JIa
je meH KBaJpar HIeHTHYUKa, jenuumana Marpura, H? = I. OBux map cTpana cy caMo Hajase
ciaenehux rema.

(0] + (1,

[TomenyTe kBanTHE poTamyje KjyouTa, m3 KOjUX CMO M3BYKJIN XaJaMapOBy, Haja3e ce
Ha Buaoxosoj chepu mpuKazaHOj HA CIAUIU Y kBaHTHO] MexaHuIu, baorosa cepa je
reoMeTPHjCKa perpe3eHTallja KBAHTHAX CTarba Ca JIBA HUBOA, KAKAB je KjyOuT.

| P f-'r "q._'|I
I s
” 1Y
I||I.\'\. o _.-'-lll
\.\___ ¥ __.--"-' llll
e _ /
X /
e _,_:-"'-'#
—a — Y
z2 =1l

Slika 1.11: Bioxosa cdepa.

To je cdepa jeuananor nosynpednuka y Xuabepmogom npocmopy, OJJHOCHO MPOjeKTH-
BHOM XwujI0€PTOBOM IPOCTOPY, Ca HACIPAMHUM TadKaMma KOje O/roBapajy Imapy y3ajaMHO
OKOMUTHX BeKTOpa crama. CeBepHu u jyxkuu 1o Biioxose cdepe ce obudno Oupa Tako 1a
oarosapa 6asuum BekropuMa |0) u [1) mro 3ay3BpaT 0JroBapa ropmeM  J0HEM CTarby CIITHA
esiekTpona. Tauke Ha noBpIIuHU cepe oJroBapajy wucmum cmaruma (01 kojux he ce jexHo
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CUT'YDHO JIECUTH), JIOK YHyTpaImocTu cdepe oaroapajy mewana cmarba (duju je 36up
BepoBaTHONa Mamwu oJ1 jenan). Biioxosa cdepa ce MoxKe IPOIMIMPUTH Ha N-UMEH3UOHATHI
KBaHTHU CUCTEM, aJIi OHA TaJla IIPpecTaje OMTU MOJIEN 3a KjyOuT a U meHa BU3yeHa KOPUCT
je Mama.

Cumbout u genoBambe XaaaMapI0BOT BEHTUIA je MPUKA3aH CITUKOM [Tpumerunmo ma
OH mpeokpelie n3jarmena cTama y IBa jeJHAKO BEPOBATHA HEM3jalllibeHa CTarba U OOPHYTO.
30601 OIINTOCTH OBOT BEHTHJIA, TO je OIIITe 3allakKarme O eBOJIYIMjU KBaHTHUX cTama. Ca
IpUHIUIIOM BepoBaTHolie, axcuom obGjexmusne caywajrnocmu, usz kwure [1], oBo 3amaxarme
BOJIM K& HEOOUIHUM 3aKJ/bYUIIMa O IPUPOJIN BACHOHE.

V2

43,

A T N 5

Slika 1.12: XajgamMapioB BEHTHIIL.

Ha mpumep, ako banamem HOBUnha JOHOCHMO OJJIYKY O M300py IIyTa 3a HACTABAK CBOT
JKWBOTA U aKO je MaJame ,[IrcMa’ OJHOCHO ,IJIaBe’ 3aicTa Ta 00jeKTHUBHA CJIyYajHOCT, OHJIA
HE3aBUCHO O] TOTa KaKo je HOBUuh 1mao — 3akoHU ¢usuke ce nHehe nmpomenuntu. MeDyTum,
JA maxkon msbopa ,mmcmo” u JA HakoH m3bopa ,riaBa’‘ Helly »KupBeTu y UCTOj (PUBUYIKO]
peasrocTr. HazoBUMO nX mapaJieITHUM PEAJTHOCTUMA WA MYAMUCEPIYMUMAE — HASUBIMA
U3 CHEeKyJIaTUBHE (PU3NKE Ca KOPEHUMa Y AaHTUIKO] FPUYKOj MUTOJIOTUjH.

Ha :xasoct, msmehy Te gBe peasHocTn HeMma (usmdke KOMyHUKaIWje, jep Om ce To
MIPOTUBHUJIO 3aKOHUMA OJIpyKatba. XalaMapoB BeHTHUI ie HEM3BECHOCT IIPEBECTH Y W3BECHOCT,
y camo jemao moje JA, amm he mpyrum y3acTOMHUM AETOBAILEM YPAIUTH OOPHYTO, W MOje
mapaJjiesino JA he BpaTuTy Haz3all y jeHY OJI OIIKja MOje IPETXOHe HEeM3BECHOCTU. Tako
je ca mor cranopuinra. Ca cranoBuinTa ocMarpada (decrure) KoMe BpeMe Ujie yHaTpalke
onaxkame Tux jorabaja je cumerpuvHo. JemHOM mocmarpady XaJamMapioB BEHTU ITPEBOJIN
HEU3BECHOCTH y HH(POPMAIIH]Y, a IPpYTroM KYyIIH TaKBe peajn3allije U3 HapajeHIX PeaTHOCTH,
Tajla Kao HeU3BeCHOCTH, npeBoschn ux Hazas y undopMarmjy.

3a jejtHOr 0J1 IOCMaTpada, CyIPOTHUX TOKOBa BpPEMeHa, JIEIaBa ce pean3aliija Hen3Be-
cHoct y mHOpMan@jy, JOK ce 3a Apyror mgemasa obpHyTo. Jpyrome mHpoOpMaiuja u
HEU3BECHOCT UMajy 3aMerheHe YJIOTe.

Bparumo ce caza na nosnary UMKy U [MO3HATE 3aJaTKE y Be3U ca XaJaMapOBUM
BeHTUJIOM. MHOI'M KBAHTHHU aJITOPUTME KOPUCTe XaJaMapioBy TpanchOpMaIjy Kao move-
THU KOPaK, Kaja mpeciankaBame 1 = 1,2,3,... Kjyourta moxke Outu palheHo jegan 1o jemam.
XajaMmapioBa MaTpHUIA Ce MOXKE CMaTpPaATH U CDyijeOBOME TpaHCHOPMAIMjOM HA JIBO-
eJIEMEHTHO] aJINTUBHOj Irpynu (Momysa 2).

Ilpumep 1.1.17. Ipumenumu Xadamapdose mampuie Ha 0OCHOGHE BEKIMOPE.
Pewere. Ysumamo na je:

0 =(5). =), aloy+sm) - j

29 Joseph Fourier (1768-1830), dpanmyckn MaremaTnaap u busmaap.
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MaTpudaHO MHOXKEIHE Jaje:

o= (0 1) ()= 5 () -

H1) - % (1 _11) ((1)) _ % (_11) i |0>\;§!1>‘

ITpumep 1.1.18. Vsacmonna npumena dsa Xadamapdosa 8eHMUAA HG OCHOBHE BEKMOPE.

O

Pewerve. Umamo yszacromne tpancdopmarmje (canka (1.13)):

0)+11) L (l0)+]1) [0} -[1)) _
0- 8505 (0B e

0)- 1) L(|o>+|1> |o>—|1>):|1>‘

W= "GA\v& &

Jlpyrum peunma, KBaapaT XaJaMapIoBe MATPUIE je jeJUHUYHA MATPUIIA. O

H H

Slika 1.13: JIpa XajamapioBa BEHTHJIA.

Beh cmo Bujien (1.35) na je [Taysnjea Mmarpuiia o, penpeseHTanuja Heramuje y KBaHTHUM
ykomuma“. Cauvnu cy u cjegehn ajm Majio CJI0KEHUjU IPUMEPH; OHU Cy 3a HUBO CTYyJ/IEHATA
KBAHTHE MEXaHUKE UM NHMOPMAITUOHUX TEXHOJIOTHja.

ITpumep 1.1.19. Hanucamu mampuuy 3a pomayujy oxo y-oce Baoxose cepe 3a ucnpyotcer
yeao (1 padujana). Ona npecaurasa |0) - i|l) u |1) - —i|0).

Pewerve. To je npyra IlaynujeBa marpura:

oy = ((; 67’) (1.46)

MaTpudaHuM MHOXKEeM J100ujaMo:

S R Ry
Takobhe je 03 =1 O

IIpumep 1.1.20. Hanucamu mampuyy pomayuje oko z-oce Baoxose cdepe 3a ucnpyorcen
yeao, 180°. Omna ocmaswa ocrosro cmare |[0) nenpomersero, a npecaurasa |1) y —|1).
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Pewere. To je Tpeha IlaysnujeBa marpurna:

1 0
UZ:(O _1). (1.47)
MaTpuaHuM MHOXKEHEM J1001jaMo:

e Y e -(2)0

Ormer je 02 = I. O

[TaynujeBe marputie u jecy jedUHUCAHE TAKO Jia BBUXOB KBaIpaT Oy/ie je/IMHNTHA MATPHIIA,

= I. Ca gpyre crpane, XamzaMapaoBa Mmarpuia je H = %(am +0,). Hneoaymopra
MAMPUYE je OHa Koja je caMma cebu mHBEp3Ha. JpyruMm pedmma, MHOXKEHe Marpuie A je
MHBOJIyTOPHOCT (CaMO-MHBEP3Uja) aKo U CaMo aKo je A? = ]. HuBoiyTopHE MAaTpHUIE Cy
KBaIPATHU KOPEHM jeUHUIHUX MAaTPHUIIA.

IIpumep 1.1.21 (MuBonyropua marpuna). Hexa je x € R, a o mexa je uneoaymopna
mampuya, mj. maxea da je roen keadpam jedunuuna mampuya, o> = I. Iokazamu da
je mada €' = I cosx +tosin.

Pewerve. Kopuctumo Maksopenose (Tejimopose) pasBoje y pemose:

por - §2 0)" (o (o)

=K o (2k)) A (2k+ 1)1

/\

(=1)%a™ (=1)%a=
"Z (2k)! Z k+1)

k=0

1)k 2k 1)k 2k+1

= (cosz) I +i(sinz) 6.

O
TIIpumep 1.1.22. Uszpasumu Xadamapdosy mampuyy nomohy npouseoda Ilayaujesur.
Pewerve. 13 ipeTxoIHOT TIpUMeEpa je:
exp(imoy/4) = (I +io.) /N2, exp(ino,/4) = (I +i0.) /2.
To cy poramyje o, u 0, 3a yrao w/4. Oryna:
(I +ioy) (I+i0,) (I +ioy) 1 , .
= I+i(oy+0,)—0,0,){ +1i0,) =
7 7 7 2\/5( (02 +02) —0502)( z)
2\/_(.7 +i(0g +0,) =040, +i0, — [ — 0,0, —10,0,0,)
i .
= E(Jx +0,)=1H,
jep u3 0,0, + 0,0, =0 cieu 0,0,0, = —0,. Oryna
H = efiﬂ'/Qeiﬂ'az/4ei7roz/4ei7rol/4.
O
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BuptyenHu dpotoHn

BHaMoO J1a ce esleKTpOMarHeTHa CHJIa MOXKe OIIUCATU PA3MEHOM BUPTyesHUX (hOTOHA (eHT.
virtual photons), kao Ha (DejHMaHOBOM@ JujarpaMmy Bupryesnan doron y kpehe o
€JIEKTPOHA €~ JIEBO U HAKOH HEKOI' BpDEMEHA CTHKe JI0 eJIEKTPOHA JiecHo. Tajia jiesyjy 3aKoHn
oIpXKamba, IIITo ce yobudajeHo omucyje y3 PejHMAHOBE Iujarpame.

A

EpeMe

-

I10J103KA]

Slika 1.14: ®@ejumanos aujarpam.

Ha mpumep, ako je cuun ¢orona 6uo +1, OHJIA je CIIUH €JIEKTPOHA JIEBO MOPA0O OUTH %

(doron moxke umaTu civH +1, eJeKTPOH :I:%) a eJIEKTPOHA, JIECHO —%, 1a O HAKOH pa3MeHe
¢doTOHA EJIEKTPOHU U JTAJbE UMAJIH JIO3BOJbEHE BPEIHOCTH CIINHA, JIEBU —% a JIeCHU % Crnuna
pa3MeHna uMIrysca yaunuhe ga ce jgesu (pOTOH OJ0Uja y JIEBO, a JEeCHU y AECHO. TaKo ce MoxKe
pasyMeTH eJIeKTPUIHO OJI0Ujarhe eJIeKTPOHA.

DoToH Ha AujarpaMy HA3WBAMO BUPTYEJHUM, jep jeé HABEJIEHU OMKC MPOOIeMaTHYIaH aKo
dboron cmarpamo (crasHO) peasHEM. Y HPETXOAHOj Kibu3u ,JIpocrop-Bpeme’ objarimaBao
caM JleTajbHHIje mTa 6u Omie Temkohe ca TaKBUM (DOTOHOM, aKO He MPUXBATHMO MTPUHITHIT
BepoBaTHOhE OJIHOCHO O0jEKTUBHOCT CJYUIAJHOCTU. ¥ CIydYajy HETEPMUHUCTUIKU ypehenor
cBeTa, KaJla CBaKa MOCJIENIA UMa CBOj y3POK (KOju HAM He MOpa OMTH JIOCTYIIAH), OMICAHH
norabhaj 6wo 6u JeMoHCTpaldja Te eKCTpeMHe Kay3aiHocTu. VcnasbuBame (hoTOHA 01 CTpaHe
eJIEKTPOHA JIEBO Ka €JIEKTPOHY JIeCHO Ha CJIMITNA je aHTACTHIHO MpeIM3Ha paJImba,
HaPOYUTO aKO Y3MEMO y 003UD J1a Cy MHOTH (DOTOHM KOje BUJIMMO Iy TOBAJIU JI0 HAC U3 JIyOuHe
BacHOHe MUIHjapaaMa roanta. AKo 6u (pOTOH cMeo TPOMAIHBATH ITH/LAHN €JIEKTPOH, OHIA
01 eJIEKTPOH JIEBO CIIOHTAHO I'yOHO €HEPIH]y, MITO eKCIEPUMEHTH He TIOTBPhyjy.

Mebhytum, onucanu gorabaj mocraje jour Buiiie (paHTACTUYUAH AKO MPUXBATUMO ITPUHITUI
BepoBaTHolie n o6jeKTuBHOCT cirydajHocTu. Taja ce pa3meHa umirysica (CluHa, eHepruje)
JIEBO He JIelaBa CBe JIOK Ce He JIeCH pa3MeHa JIECHO, a TO Jajbe 3HAUM Jia calaimboct (fnorahaj
JIeCHO) Merba nporioct (norahaj seso). Ip:xumo ce oBe (Xumo)rese u3 HOMEHYTe KIbUre U

naJbe.

30Richard Feynman (1918-1988), amepmrdxu Teopujcku dusmaap.
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Peasne wecmuye cy 0OHO MITO KOHCTATYjeMO Ha yya3y u uzdjaszy PejHMaHoBUX Jujarpama,
OHE Cy ,,TEPMUHAJIA KPO3 KOje ,BUIMMO" YHYTPAIIHBOCT CUCTEMA, I1a PeaJHUM CMaTPaMO
OHO IITO KOMYHHUIIIpa ca peajHuM, Tj. Hama. Ca apyre cTpaHe, BUPTyeJHA YeCTHIA je
MUKPO-Y€CTHIIA YUjy er3UCTEHIIN]Y JI03BOJbaBajy Xaj3eHOeprosd”'| pesaiuje HeoipeheHocTn
(mpousBoj| HeojpeleHOCTH MMITy/ICa 1 TI0JI0XKaja, WM €Hepruje u BpeMeHa uma ojpeheHn
MO3UTHUBAH MUHUMYM), & drje O1 [OCTOjarhe M3BAH THX WHTEPBAJIA HAPYIIIIIIO 3aKOHE OJPIKa-
ha (PU3UKe.

Ba oBako cxpahene peasne decruiie y nomenyToj Kiusu (B. [1]) je nanmcano ja pesanuja
LOUTH peasiaH ca‘ uMma ocobuHe exsusasenyuje: pediiekcuBHocT (ja caMm peasan cebu),
cumerpuja (aKo caM ja peajiaH ca TOOOM U TH CH Ca MHOM ), TPAH3UTHBHOCT (2KO CMO TH U ja
y3ajaMHO peaJiHH, a TaKolje TH M OH, OHJIa CMO OH U ja y3ajaMHO peasinu). [Ipema Tome, Tek
JIBOCTPAHO Ollaskarme YnHU objekTe y3ajaMHO peasiHUM. JIBocTpaHu mpeHoc mHMOpMaImje
n3Mmely 1Ba y3ajaMHO peajHa 0bjeKTa Ha3WBaMoO komyhuxayujom. Kao mTo cMo Buesn,
jeTHA O BpCTa He-peasIHOCTHU je BUPTYEJTHOCT, a KacHHje hemo ce GABUTH ca jOIT HEKUMA,
Koje hemMo cBe 3aje/lHO HABUBATH NCeydo-PeasHoCmuma.

Bparumo ce na npukazanu Pejumanos aujarpam. [lesoBarme BUPTYesHOT (DOTOHA MOXKE
ce mHTepnperuparu nomohy Kjybura (1.41), ca HejegHakuMm BepoBaTHONama peaJsn3ariije
kontakTa. Omuucan je ciaydaj npenoca dorona crumaa +1 ca JIeBOI' Ha JECHU €JIEKTPOH.
Caeneha unrepakmnuja, 3a ciaeaehn Bupryesan OTOH, HE MOXKE OMUTH HCTA, ajld IITO Ce
THYe OJprKara CIMHA Moria 6u 6uTn ciandan npeHoc ¢hoToHa cruHa -1, wim (360r oapKama
CliuHa U eHepruje) oOpHyT cMep mpenoca dhoToHa criuHa +1. 3aro mTo Apyra HHTEpakIyja
(cTuzame HOTOHA Ha 1UJb) Mea HPONLIOCT npBe (mosasak GoToHA), OBe MHTEPAKIUje Cy
CKOKOBUTE 1 HacTajy jemHa mo jeana. Ocraje muTame Ja U (OTOHU OJICKAKY]Yy Ca CBe
yIa/beHUjUX €/IEKTPOHA 110 HEKO] JIUHU]H, jep OU ce TAKO MOTa0 pa3yMeTH CBe CJIa0Uju yTUIL]
jeJTHOT eJIEKTPOHA HA JIPYTU U CJIaDIbEHe KyHOHOBe{E cuJjie ca yIaJbeHOIINy, Ul je 0J0ujame
eJIEKTPOHA TOCJIeIUIa CEPHOT MUPEHa BUPTYEJTHOCTH !

VY cayd4ajy JUHUje, eJIEKTPOHH Cy CBE Jajbe a 38 MPeJIaykebe CBe Jy2Ker IIyTa MoTpedHo
je cBe ayzke Bpeme (BupryesHor) doroHa 3a pasmeny. [la je Bpeme usmely mHTepakiuja
KOHCTAHTHO, eJIEKTPUYHA CHUJIa 0J01jarba eJIEKTPOHA He OU 3aBUCUJIA OJT IbUXOBE YJIAJ/beHOCTH,
mro 6u Omio y Heckjany ca KymoHoBum 3aK0H0M|§, ajim 6u jOoIn yBeK OWMJIO y CKJIaJy ca
IIPETXOJJHIM 3aKJbYUKOM Ja BupTyesaHn ¢oroH, Ha cannu [I.14] uyryjyhu o esekrpona 1o
€JIEKTPOHA UMa HEKe OCODUHE PeasiHe C8EMm.A0CMU.

[TocmaTpajMo oxbujarbe [[Ba €JIEKTPOHA, Maca y MupoBamy mo ~ 9,11 x 10731 kg, mxyx
amnciuce (z-oce) n3mely Kojux Jsiete BEUPTYeJTHH (DOTOHU MOMYT IUHI-TIOHT JIONTHUIE, CBAKH
ca mcTHM uMiryacoM p,. Hexa je y n-rom xopaky (n € N) yga/beHOCT IeCHOT e€TeKTPOHA O
UCXOUINTA OWIa Ty, C& UMIIYJICOM M OP3UHOM y Pejalyju p, = mu,. Emucujom ciaeaeher
oToHA, UMITYJIC OBOT €JIeKTPOHA HOCTAJe Ppy1 = Pp + Py, 1A je IPUPAIITa] UMILYJICA KOHCTAH-
TaH, Ppyl — Pn = Py, Y CBE JYKUM U JIy?KUM HHTEpBaJIUMa BpeMeHa. YIa/beHOCT eJIeKTPOHa
OJ1, UCXOJIUIITA TTOBeNaBa Ce Ha Tyyl = T'n + Untptl = Clpil, & OTYIA:
1r—” = ctnst, (1.48)

Tn+l = n
c

rae je ¢~ 3 x 108 m/s 6p3una C6EMAOCU Y BAKYYMY.
Bummo 12 KOJIMYHUK HPUPAIITaja, UMILYJICa U BPEMEHA, Py /tni1, Jaje HPHIHTHO JIOILY

31Werner Heisenberg (1901-1976), Hemauku Teopujcku dusuIap.
32Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806), dpaHItycKr BOjHE HHKEep U dbusnyap.
33Coulomb’s law: https://en.wikipedia.org/wiki/Coulomb%27s_law
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nporery KysoHoBe cuje. 3aTo 3aK/bydyjeMoO Ja IIPETIOCTaBKa O KPEeTalmy BUPTYEJHHUX
dborona (HejacHuM) JMHUjAMA HE 3aJ0BOJHABA.

V cay4ajy cdepe, supryennn GoToH je ,pasMasan’ Ha moBpmmuu 4727w, rie je r
nostynpedrnk cdepe. Llenrap cdepe je y es1eKTPOHY U3 KoOjer IOUnbe eMuCcHja (BUPTYeJHOT)
doToHa, TOIYT BOJIEHUX Tajaca y PABHU HOBPIIMHE BOJE KOjU HAWJIA3€ jeJaH 3a JPYTUM Y
OOJINKY KOHIIEHTPUIHUX KPYyroBa UCTUX TAJACHUX JIyKUHA U (PPEKBEHINja, ajld CBE MambUX
aMILTUTY/Ia ¥ MAIbUX €HePrHja Koje O ce MOTJIe IIPEeHeTH Ha JATO TeJIO Ha Koje O HauIa3uin
Ha Pa3/IMIUTUM YJIA/BeHOCTUMA.

Y ciyuajy cdepe, Bupryesrun ¢GoTroHu Kpehy cTajHo n3 0ba eJeKTpoHa Kao cdepHu
Tajlacu jeJJHAKUX eHepruja (pasmasaHux 10 10BpIIN cdepe) y jeJHAKUM pasMaluma, ca
jeTHAKUM BPEMEHUMA IPOJIAXKEHA, aJld CTYINAjy Y UHTEPaKIUje HAU3MEHUUIHO. TeK Kaja
cdepa U3 IPBOr €JIEKTPOHA 3aBPIIU UHTEPAKIU]Y Ca JPYTUM eJIEKTPOHOM, OHJa HajOosIrmXKa
cdepa mokpeHyTa U3 JPYyror eJeKTPOHA CTYIa Y MHTEPaKIujy ca npBuM. I[Ipu oBakBoM
onmcy gorahaja gobumjamo Taunujy KysmoHOBY cuiy.

Ha couru 1. 15| BugmMo oMeHyTe HaM3MeHUIHe HHTepakIuje cpepa BUPTyeJTHIX (POTOHA
7 ca JIEBUM U jiecHUM ejieKTponoM. Komnrenrpuune cdepe ca MEHTPOM y JIEBOM H JECHOM
€JIEKTPOHY HamWJja3e JIo APYror eJeKTPOHA Yy BUPTYEJHUM TajacuMa peajansyjyhu ce Moxia
y MHTEPAaKIUjy TeK Kajia je IPeTXo/iHa 3aBpIIeHa U Kaja MOrY Ja BpaTe IIPOMEHeHU CINUH
U €Heprujy JiBa €JIEKTPOHA Ha IBUXOBE MPETXOJIHE BPEIHOCTH. 300r MIUPEHa BUPTYEJTHUX
WHTEPAKIja y 00Ky cdepe u TaIKaCTOr JIe/I0Baba ¥ TPEHYTKY MoTpede OBe HHTEPAKITHje
nozcehajy Ha paj KBaHTHOr KomijyTepa’. KBaHTHa cTama ce MOHAIIAjY KaO KEAHMHU
NPOUECOPU.

Slika 1.15: Nurepaxiuje

IToBpmuna cdepe pacre ca KBapaToM HOJIYIPEIHUKA, & HHTEH3UTET HHTEPAKITHjE BUPTY-
emHor (POTOHA Ca JPYTUM eJIEKTPOHOM OIajia Ca KBAJIPATOM yIa/beHOCTH. 1o ce ciaxe ca
Kynonosum 3akonoM. 3aHeMapuMo HEOOMYIHO BEJIMKY CHHXPOHU30BAHOCT Joraljaja mpejcra-
B/BEHUX CJTMKOM aJu y TOM OIKCY IPUMETUMO J1a (DOTOH pearyje caMo Ha OHE YECTHIE
ca KOjuMa eJIEKTPOH MHTeparyje eJeKTPOMArHETHOM CHUJIOM. Y JPYroj KpajHOCTH, Kajia Ou
doToH cBakHM IIyT pearoBao Ha CBaku HAa0OOj Ha KOju BUpTyeslHa cdepa MOXKe HAMhuU, OHJA
O eJIeKTPOMArHETHO 10Jbe OMiIo Beoma JiokasgHo. OHo He OM MOIVIO Jla YTUYE HA Ja/be
eJIEKTPOHE CBe JIOK OJIMKe He OJTrypHe, a BEPyjeMo Jla ce TakBo HemrTo He jgoraba. OHO 1mTO
MHCJIIMO Jia ce joraha y CKJIajy je ca IOMEHYTUM OOjallliberheM, Y3 yBarKaparbe IPUHITUIA
BepoBaTHOhe. AKo mocroju manca jga hie ce BUpTyeaHu (poTOH peajn30BaTH, TO HE 3HAYM J1a
he cBaku BupTyesiHU POTOH y CBAKO] NPUJIMIA CTYIUTH Y UHTEPAKIIA]Y €& €JIEKTPOHOM.

Pesumupajyhu, y dopmysnu xjybura (1.41) 3a ocHoBHa crama, [0) u |1), Mokemo y3eTn
,HE-pearoBame’ u ,,pearoBame’ BUPTYEJHOT (POTOHA U3 TPBOT €JIEKTPOHA HA, IPUCYCTBO JPYTOr
eJIEKTPOHA, Ka/la je y TO3UIMjH Jla ce TaKBa MHTepakiyja octeapu. MoryhaocT nnrepakiuje
HIUPH Ce MOIyT cepe ca IMeHTPOM y HoJIa3HOM eJieKTpoHy. KoedwuriujenTun ucipe i OCHOBHIX
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cTama, zg U Z1, Membajy ce ca yaa/beHomly Ha HAUYWH J1a MHTEH3UTET WX IIaHCA HHTePaKInje
0IIa/1ajy Ca KBaJIPATOM yJ/IaJb€HOCTH, TaKO jia BaxKu KyJIOHOB 3aKOH.

Chmyan mojzesn Beli ce nmpumemyje u Ha Jpyre ¢dbusmtike cuje, 6e3 ob3upa ga Ju Cy
HOCHOITU 110Jb& BUPTYEJIHE WK peasiHe decturie. Hocuoru mosba cuje cy 6030Hu, I€CTUIE
ca 1eJ00pOJHUM CIIMHOM Koje ciiefie Bose-AjHINTajHOBY cTaTUCTUKY (y MCTOM CTarby MOTY
6utn ujentuane decrure). Ilpumepn 6o3oHa cy dortonu, riayonu (Hocmorw cuia usmebhy
kBapkoBa), W u Z 6030nu (cjnaba mHTEpakiyja), HEJABHO OTKPUBEHU XHICOB OO30H, WU
PaBUTOH (FPABUTAIMOHO MOJbE). 3a PA3JIMKy Ol HOCHOIA, MPHjEeMHUIN TUX WHTEPAKIHja
Ha3WBajy ce epmuoru, IeCTuIle Yuju CIIUH Huje neau 6poj u koje ciene Pepmu-/upakoBy
CTaTUCTUKY (y MCTOM CTaiby He MOTY OUTH HUIACHTHYHE YEeCTHIIE).
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1.1.4 Ckynosu

Ckyn je KoJiekInja, Kjaca, (paMuInja, Wl HEIITO TOME CJIUYHO, ejleMeHaTa. AKo je e
eJleMeHaT ckyma S muimeMo e € S, a ako Huje muimeMo e ¢ .S. AKo je cBaku ejleMeHAT CKyTa
A yjemno u ejiemenar ckymna B numemo A € B, onHOcHO x € A = x € B 1 KaxeMo: ,CKyIl
A je nodcexyn ckyma B“. Kama BaXu u 0OpHYTO, a je CBaKU eJieMeHaT CKyla B yjemHo u
ejeMeHaT ckyna A, Jakie Kaja Baxku u penanuja A 2 B, oHJla KaxKeMo Jia Cy JIaTH CKYITOBU
jemnaku u mamemo A = B. Kana ckynoeu mucy jeanaku nuinemo A # B. Kaga A # B, Taga
A ¢ B moxemo nucatu A c B, a A2 B moxemo mucaru A o B.

Ilpecex ckynoBa A u B je CKyll lbUXOBUX 3ajeJHUIKUX €JIEMEHATA;

AnB={x|x e Anx e B}. (1.49)
Yuuja ckynosa A n B je cKyll KOju CaJpK¥ €JIeMEHTe CBAKOI I10jeJINHATHO:
AuB={z|re AvxeB}. (1.50)

36or PaCGHOBOI@ mapajoKca, 12 je CKyIl CBUX CKyIIOBa KOHTPAIUKTOPAH I0jaM, IO, YyHueep-
3GAHUM CKYNOM TIOJIPA3yMEBAMO TAaKaB KOJU CAJIPYKU CBe MOTPeOHE eJIEMEHTE Y JTaTOM 338~
TKy. ¥ OIHOCY Ha JaTu yHUBep3ajuu ckyn U xomniemenwm ckyna je CKyI UYUju CY CBU
eJIEMEeHTH U3BaH JaTor cKymna. Kommaement ckyna A y omrocy Ha U je:

A°={zlz ¢ Az eU}. (1.51)

Kommement ckyna A oznauasamo u ca A’ nmm A He nomumyhin yHuBep3aHu CKYII, jep ce
TaKaB MMO/IPa3yMeBa.

ITpumep 1.1.23 (Pacenos napajokc). He nocmoju ckyn céux ckynosa.

Zoxas. Heka je A ckym cBuUX CKyIlOBa KOju He cajuprke camu cebe. Tama s A € A cuean
A¢ A, aobpuyrounsz A¢ A cinenu A€ A. To je kourpaguknuja. Kako 61 CKyll CBUX CKYyIIOBa,
MOpao UMaTH U CKyIIOBe KOju He cajpxke cebe, u on 6u Omo xkouTpaaukTopan. I[Ipema Tome,
HUTH [IOCTOJU IMOMEHYTH CKYII A HUTU IIOCTOjJU CKYII CBUX CKYIIOBA. O

PacesioB mapa1okc ce MoKe WIyCTPOBATH U3jaBOM O I'PaJly KOju MMa TadHO jeaHor bepbe-
puna (6purty) mymkapua: ,, Taj 6epbepun 6puje cBe OHe U caMo OHe MyIIKapIe y IPaJly Koju
ce me Opujy camu”. Ilurtame je ko Opuje bepbepuna?

AKko oxrosopumo ja 6epbepun Opuje cebe — jaxkeMo, jep oH He Opuje oHe Koju Opujy
cebe. Takobhe ako kaxkemo ja 6epbepun He OpHje cebe — OMET JarKeMO, jep OH yIPaBO TAKBE
u 6puje. OBO je KOHTPaIUKIINja aHAJIOIHA OHOj 3 PaceoBor napamokca.

Y MaTemMaTHIy cy /10 JJaHAC OTKPUBEHU MHOTY PA3IUINTH O0JIHUIH, pahe KayKeMo IOCTIeTUIE
PacesioBor mapajiokca, uz kojux bucmo oBne moryim u3Byhu jemany moenty. Huje moryhe
W3BECTU CBe UCTUHE O (PUIUIKO] Marepuju 0e3 MUpUX UCTUHA, & OBUMA Ja/hbe HEMa Kpaja.
Taj ancrpakTau ceéem udeja (HAMEPHO ajryupaM Ha HJIaTOHaEI) je beckoHaIHO OECKOHAYAH.
Hacymnpor Tome, cBaKo CBOjCTBO MaTepuje je KOHAYHO, IIITO HA3UBAMO HAUYEAOM KOHAYHOCTNU
MaTepuje.

CamaHocT ayrebpe CKymoBa ca ajarebpom Jioruke je Benuka. Jlo m3omopdusma Te e
CTPYKTYPE JIOJIA3UMO KaJia Y3MEMO HEKHU IIPOU3BOJHAH eJIeMEeHAT IIPETIIOCTABIHLEHOI yHUBEP3a-
JIHOT' CKYIIa U TIOCTaB/bAMO IHUTAE JIa JIX je OH ejleMeHaT Jaror ckymna. 1o, kKao memody,
KOPHUCTHUMO y JI0Ka3y cjejehie Teopeme.

34Bertrand Russell (1872-1970), 6puranck: MaTeMaTHIap.
3 IInaron (Armma, 427 - 347. mm.e.) 6mo je yrumajam craporpuxu buaozod u Gecemnuk, COKpaToB
YYEHUK, & APHUCTOTEIOB yuUnTesb, U OCHUBa4Y Akamemuje y Atunu.
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Teopema 1.1.24. 3a npoussomne cxynose A, B,C saoice jednaxocmu:

xomymavyuja AnB=BnA AuB=BUA
acoyujayuja (AnB)nC=An(Bn() (AuB)uC=Au(BuC()
ducmpubyyuja Au(BnC)=(AuB)n(AuC) An(BuC)=(AnB)u(AnC).

Jloxas. Y3uMaMo IPOM3BOJbaH eJIEMEHAT U [IOCMATPaMO IIPUIIAJIabe CKyILy, Kopucrehn jnedu-
uuruje npeceka u yuuje (1.49) u (1.50). Ha ocnoBy oarosapajyhux omeparmja ajarebpe
aoruke (V) caenn:

(zxeA)A(zeB)=(xeB)A(zeA), (zeA)v(reB)=(xeB)v(reA),
a TO je KOMyTaTUBHOCT IIpeceKa U yHHje PeJloM. ACOIMjaTUBHOCT IIpeceKa CJIeIN U3:
(V) 2€e(AnB)NC < (ze(AnB))A(zeC) — ((reA)r(zeB))Ar(xeC)
— (zeA)A((zeB)A(zeC)) — (xecA)A(ze(BnC)) — zcAn(Bn(O).
Cauuno ce pobuja u aconujaruBHOCT yHuje. IlpBa aucTpubyTUBHOCT CJIEIU U3:
(Vz) 2eAu(BnC) < (zcA)v((zeB)r(zel)) —
((zeA)v(zeB)A((xeA)v(zeC)) — xzec(AuB)n(Au).
CimaHO ce mpoBepaBa W JIpyra, JUCTPUOYTUBHOCT MPeceKa Ha YHHU]Y. O

Osa Teopema je CKyTIOBHU eKBUBaJIEHT jegHakoctuMa (1.32) 3a nckaze. Jasmbe je jacHo na
noctoje u ckynosau e Mopranosu obpaciu momyT oHux y npumepy [1.1.12] taja qoxazanux
3a nckase, a caja hemo ux Jiokazaru kopucrehn Bapujaiujy nperxojine MeTO/IE.

Teopema 1.1.25 (/e Mopranosu obpaciu). 3a npou3sonste ckynose 6aice JeoHarkocmu:

1. (AuAsu-—-UA,) =AlnAin.--nA,
2. (BinByn---nB,) =BjuBju---UB,,

xoju ce nazusajy e Mopeanosu obpacuu 3a ckynose.

,ﬂOKGS. y3I/IMaMO IIPOMU3BOJ/baH €JIieMeHaT U3 IIPETIIOCTaB/BbEHOI' YHUBEP3AJIHOT CKYIla 1 IIOCTaB/baMO
NUTake Jla JIU OH IPUIIaJa JAaTOM CKYIy UM He, Yy IPBOM CJIy4ajy CTaB/baMO O3HAKY € y
apyrom ¢. Pesysnrare nperpare 1. obpaciia IUIIEMO IPErIe HO y Tabesu:
Aju--uAd, (Aju--—-UAy) | Ain---nAl
€ ¢ ¢
¢ € €

Pesynrare mperpare 2. obpaciia nuieMo y Taben:
Ain--nA, (Ain---nA,) | Aju---uA]

€ ¢ ¢

¢ € €
U3 jenmakocTn ,Ipunajgama’ ca JieBe U JecHe CTPaHe BEPTUKAJIHUX JIMHU]a 3aKJbyIyjeMo J1a
Cy CKyIIOBHU Ha ojiroBapajyhoj JeBoj u JecHOj CTpaH! jeTHAKOCTHU jeTHAKH. O

ExsuBasenrno Teopemn [1.1.11] caga nmamo cienehy semy (Manry Teopemy) 3a CKyIoBe.

JIema 1.1.26. IHocmampajyhu camo no jedan (jedan no jedan) esemernam ckynosa, mosrce
ce dokazamu ceaxa ckynosna onepauyuja. Taxohe, ceaxa CKynosHa onepauuja ce Mmodice
U3PA3UMAU HOPMYAOM KOJa CaOPIHCU CaMO npecere, Yyruje U KOMNACMEHME CKYNOBA.
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TagmocT oBe Jieme je ounriienna, a Takohe u mweH 3Ha4qaj. MehyTum, meHe qomere hemo
JIEMOHCTPHDATHU TIPBO HA jeJIHOj HOBO] (cTapoj) omeparuju Mely CKylmoBuMa, a 3aTUM U Ha
jEJIHO] OJI IIPETXO/HO OMHUIbAHUX Kaluja (eJ1. KoJa).

Hedbununmja 1.1.27. Jexapmos npousseod ckynosa A u B je cxyn ypehenux naposa:
AxB={(z,y)lre Arnye B}.

[Tpumernmo pasnuky ose nedbununmje n gedunnnuje npeceka (1.49) rue ce Takobe
KOPHCTH KOHjyHKIMja, ajli CaMO jJeIHOr eJleMeHTa x. Ta MaJja pas/jnKa Memha TOK JoKa3a
kopumrreHor y teopemu [[.1.24]

Teopema 1.1.28. 3a /Jlexapmos npoussod ckynosa easice jednarocmi:

ducmpubymusrocm wa yrujy Ax (BuC)=(AxB)u(Ax(C)
ducmpubymusnocm na npecex Ax (BnC)=(AxB)n(AxC) (1.52)
acoyujamuernocm (A x B)xC=Ax(BxC).

Jloxas. JIuctpubyTuBHOCT Ha yHU]Y. 3a npousBo/ban ypehen nap (z,y) umamo:
(r,y) e Ax (BUC) «—
(reA)A(ye BUC) <~
(weA)al(yeB)v(yeC)] —
[(zeA)A(yeB)|]v[(zeA)A(yeC)] —
[(z,y) e (AxB)]Vv[(z,y) e (AxC)] <
(z,y) e [(AxB)u(Ax(C)],

a TO 3HAYM HABEJEHY jeJHAKOCT CKymoBa. Y JoKa3y Kopuctumo (1.32).
HuctpubyrusrocT Ha npecek. [loazumo of ipoussosbHOr ypehenor mapa (z,y):

(r,y) e Ax (Bn(C) —
(reA)A(ye BNnC) —
(xeA)A[(ye B)a(yeC)] —
[(zeA)A(yeB)r[(zeA)n(yeC)] —
[(z,y) e (AxB)]A[(z,y) e (AxC)] <
(z,y) e [(AxB)n(Ax(C)],

a To 3Ha4YM HaBejseHy jeanakoct. Kopucrumo u rpusmjaino a A (bAc) = (aAb) A (anc).

AconujaruBHoCT NMa cMuUC/Ia 328 TPOCTPYKHU JleKapToB IpOon3B0o/1| KOjU N3BOAMMO U3 jiedu-
HUIAje muoxkehu ckyn A x B ca ckynom C. To je ckyn ypehennx Tpojku (z,y, 2), a
caJla y3UMaMo jeJIHy IIPOM3BOJbHY U HAJIA3MMO €KBUBAJIEHIH]je:

(,9,2) € (Ax B) xC <
[(z,y) e (AxB)]A(2€C) <~
[(xeA)A(yeB)|A(zeC) —
(xeA)A[(ye B)A(z€C)] —
(xeA)A[(y,2) e (BxC)] —

(z,y,2) e Ax (Bx(C),

a oTyJla TpaxkeHa jeTHAKOCT. O
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Jpyru Hajasbenu npumMep nomenyre merose je @penkunosa kamuja ca cauke [[.10] kojy
MOZKEMO IpescTaBuTu U ciaukoM [I.16]

A
'

Bl b = X

{—-] ) g — ¥

Slika 1.16: ®peaKUHOB TPEKUIAY.

Ha ynasy ,ckyna“ A koHcraTyjemMo caMo ,uMa cTpyje’ min ,HeMa cTpyje’, a HCTo Tako Ha
yrnazuma B u C, a 3aTuM TO ncto MepuMo Ha n3nazuma X n Y. To je eKBUBAJIEHT TOMEHY TUM
LOpUMaIa” U He MpuIaga’ 3a CKyIloBe, U3 Yera Jajbe MPOU3NIa3u MPUMEH/BUBOCT ajaredpe
D peIKMHOBOT TIPEKUIada Ha T0jMOBE HAUZIJIE BEOMA JAJIeKe eJIEKTPUIHUM KoJuMa. Tako,
73 IPETXOIHO ObjalbeHe KOHCTPYKIIUje Heralyje, JUCjyHKIINje U KOH]YHKIje OBIM KOJIOM,
ca/ta U3BOJMMO KOMILIEMEHT, IIPECEK M YHU]y CKYIIOBa, Ha cjejichoj caumy.

EstemenTu ckymoBa Ha cuim Cy pa3Ha CTama, a MU IPATUMO T KOjU 3HAYHU ,Ma
HamoHa'’, aKo Cy TO cTpyjHu npekunadu. U je yHUBEP3aJHU CKyI KOjU CAJIPyKU CBE OIIINje,
@ je mpasar ckyn KOju He caJpKu HUTH jeany ommujy. Ha npBoj ciunu ca jesa je neraiuja,
jep ako x ¢ A To 3Haun ja Ha A HeMa HANOHA & OHJA M3JIa3U OCTAjy jeIHAKU yIa3uMa Ia je
A’ yHuBep3aiaH CKylI, IITO 3HA4H JIa ,,AMa HalloHa", a To je Heranuja A. O6puyTo, ako T € A
JI0J1a31 J10 3aMeHe uziasa na je A’ npasan ckym, mro snaun x ¢ A’. Cimuna cy objammermba
3a apyry u Tpehy ciauky.

A A A

' +

=} | B—= AUB  B—wl{ -

1y P 0 A S [[—= (A —] A —= A8

Slika 1.17: OpeaKUHOBU CKYIIOBU.

Ha sipyroj camim, ako Ha ooy A Hema crpyje’ (z ¢ A) He Memajy ce uznasu, na he je
y AU B 6uru ako u camo ako je uma y B. Ako y A uma crpyje (x € A) oHza je Ha ropmem
uzna3y nomu yiaas U, na je Au B omner kKopektHo. Ha Tpehoj cimmm, ako x ¢ A He Memajy
ce m3ja3M ma je Ha JaroM A N B mpasaH CKyI, a ako T € A yja3u ce Ha M3a3y Mebajy, ma
Ha JIOIEeM H3J1a3y ,,AMa CTPyje” ako u caMmo ako je uma y B.

BeHoBu gujarpamu

BeHOGzF_B] dujaepamu Cy BU3yeJIaH HAYMH PeEIlaBaiba 3aJlaTaka ca CKyloBuMa. Fbuxosa
yrorpeba y paBHU je jeITHOCTaBHA, Kao IIITO ce MOXKe BujeTu y ciegehem mpumepy.

36 John Venn (1834-1923), enrmecku jgormaap u bumozod.
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ITpumep 1.1.29. 00 yxynrwo 96 anxemuparux cmyderama wux 60 udy Ha 4acose Mamema-
muke, 56 udy na vacose pusuke u 49 na wacose eneseckoe, 30 ude na wacose mamemamure
u usuxe, 25 Ha wacose mamemamuke u eneaeckoz, 34 Ha uacose Pusuke U enaneckoz, a 20
NG YACOBE U3 C8G MPU NPEOMEMA.

Koauxo cmydenama ude na “acose mamemamure, aay He u Ha dpyea dea npedmema?

Pewere. Ipramo Tpu ckyna M, F m E koju umajy 3ajeIHMIKUX Tadaka, 3a CTYICHTE
MaTeMaTuKe, (pU3UKe U €HIVIECKOT, 118 PENIaBabe 33/ IaTKa TIOUUHEMO OJT TOC/IEIbEr OIaTKA,
on1 6poja 20 crynenarta koju moxahajy cBa Tpu mpeaMera, a Taj OpPoj ymmcyjemo y mpecek
MnFnE. Jame uzpaaynasamo jia o 30 cryjeHaTa Ha MaTeMaTuiu u husuiy wux 20 uie
U Ha EHIVIECKH, 1a je mpeoctasio camo 10 crynenara koju jecy y M u F' anu HHUCY y CKYILYy
E. Ha Taj naumn, Kopak 110 KOPaK, J0Ja3UMO JI0 CJIUKe

Haxne, ox cBux 60, camo 25 crymeHara nje Ha JYacOBe MaTeMaTHKe i He W Ha OCTaJIa
IBa IIpeaMera. O

Slika 1.18: BewnoBu jujarpamu cryjeHaTa.

Benosa wmemoda dujaepama BU3yesTHO JONyH-aBa Hallla 3HAKA O CKylnoBuMa. Pasauka
dsa ckyna je CKyIl KOjU CaJIpyKU eJIEMEeHTe IIPBOT ajid He U JIPYIor:

A\B={z|lre Arnx ¢ B}. (1.53)

Ha counn Bugumo jJa ckynosu A\B, An B u B\A Hemajy 3ajelHUUKUX ejieMeHaTa U
Jla je IUX0oBa yHUja jeHaka ckyly AU B. 3a cKymoBe Koju HeMajy 3ajeJHIIKAX eJIeMeHaTa
KPaTKO KaxkeMo 1a ¢y ducjynkmmuu. Bpoj eremenara ckyna S o3Hagasamo ca |S|.

A'B \ANB|BIA]
A

Slika 1.19: Jucjyukrau ckynosu A\B u B\A.
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ITomohy ciuke [I.19 npumehyjemo na 3a npoussosbhe ckynose A u B Baxke pesaiuje:

|A\B|+|AnB|+|B\A|=|Au B|, (1.54)
|A| =|A\B|+|AnB|, |B|=|B\A|+|AnB], (1.55)
|AuB|=|A|+|B|-|An B, (1.56)

KOje Cy Ha pa3induTe HAUMHe KOPHCHE.

Ilpumep 1.1.30. V xaganu je moxom nodnesa 62 wyou nuso no jedny xady uiu Hexo
nuhe. Fbux 45 je nuso xady, a 38 newmo dpyeo. Koaukxo 2ocmujy je nuiso xady ca dpyeum
nuhem?

Pewere. Oznaunmo ca A cKyn OHUX KOju cy Iuan Kady, a ca B CKyll OHEX KOjU Cy ITOIIJIN
uemro apyro. IIpema (1.56) umanmo 62 = 45 + 33 — |[An B|. Kady ca apyrum nuhem je y3eno
|A n B| rocrujy, a To je mux 16. O

Cumempuuny pazauxy ckymosa A nu B pedurwme:
AAB = (A\B) U (B\A), (1.57)

a oryna AAB=(AuB)\(AnB)=(A°nB)u(AnB°).

Konauan ckyn je oHAj 4uju €JIEMEHTH MOL'Y yCIocTaBuTH Oujekiujy (060CTpaHo jeHO3HA-
YHO NPHUJIPYKUBAIbE) ca KOHAYHHUM HOJICKYIIOM IIPUPOAHUX OpojeBa. AKO cy TOj OmjeKiujn
IOTpeOHNU CBU MPOPOIHEU OPOjeBU, OHJIA KarXKeMO JIa je CKYI npebpojuso beckonayvan. OBre
YBEJIEHO HAYEAO KOHAWHOCTU MATEPHje KaxKe Ja CKYIl YHjU CYy eJIeMEHTHU CBOjCTBA MaTepuje
HE MOXKe UMATHU Buile oji npedbpojuBo beckoHavuHO esieMenaTa. Mehyrum, mocroje KoHAdHH,
Te mpebpojuBo 1a u HenpPedpPOjuBO OGECKOHAYHU HEMATEPUjATHA CKYIIOBH.

Penaunje n dyrkumje

SanuM/buBa IpuMeHa Bernoux rpadosa y ciyuajy JlekapToBux mpou3Boja CKyIoBa Cy
peJlalije W BpCTa pejalyja Koje HasuBamo dyHKmujama. IIpema mosuaro] aedUHUIN]H,
peaayuja p = {(z,y)lx € AAy € B} je ckyn ypehennx maposa (z,y) ckymnoBa A u B, ca
esementnMa * € A n y € B, npukasana caukama [1.20} Pesmammje cy u p u f. Ckyn A
Ha3uBaMO domeH, CKyl B xodomen.

Slika 1.20: Penamnuja u dynkimja.

[Tocebny pesarujy f : A — B, npukasaHy JECHO Ha TOj CJIUIU, HA3UBAMO (PYHKUUJG jep
je cBakM eJieMEHAT JOMEHA IPUJIPYKUBAH CAMO 110 jeJlaH MyT. 3a (QPYHKIU]Y KaKeMO J1a
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BPIIU MPECTUKABAbe U3 JIOMEHA Y KOJIOMEH, I1a eJIeMeHTe JOMeHa HA3UBAMO OPU2UHAAUMG
[IpecjnKaBama a pe3ysrare IpecinkaBama konujama. CKyI KolHja KOjU e HA3UBA PAH2
PpyHruuje TOACKYTI je KogoMmeHa. OpUruHaJ CY ,JIMKOBU", Komuje cy ,canke”. Vcry dpyHKIujy
omcyjemo u ca f(z) =y, nomajyhu na x € A u y € B.

IToHOBO, YKpaTKO, OHO IITO YJIa3U y IpeciuKaBarme (pyHKIHjoM HasuBaMo jgoMeH. OHO
mTo 6U MOXK/1a MOIJIO M3ahu TAKBUM IIPECINKABAEM HaszuBaMo KojiomeHn. OHO IITO 3aucTa
u3sa3u PyHKIMjoM Ha3uBaMo paur. Ha 1aToj cauiu mecHo paur je mpaBu MOACKYI KOIOMEHA
jep je {bl, bg} (@ {bl, b2, bg}.

Hnjexyuja, nim ,1-1¢ npeciukaBame, je GYHKIM]a KOja He MPaBHU AyIJIe CIUKE, Kaja
x1 # X2 = y1 * yo. Cypjexyuja, wm ,Ha“ UpeciauKaBarbe, je PYHKIMja KOja IMOKPUBA CaB
KOJIOMEH, KaJa je CBaKM ejieMeHaT KOJIOMEHA KOIMja HEKOr opuruHaja. bujexuyuja, mau
,,000CTPAHO jeTHOBHATHO MpeC/nKaBabe’, je pyHKIHIja Koja je NHjeKInja U CyPjeKIInja.

Kazna je dyukimja 6ujeximja, onjga je moryhie u Bpahame Hazaj npecinkaBarba (Ha
naunn dynxmuje), na Taksa bynximja f 1 A - B uma uneepsny dynkuujy f1: B - A.
Komnosuyuja dyrxyuje n nupepsue pyHKuje, y oba peaociena Jaje MoJa3Hu eJIeMEHAT:

@) =2, FU W) =y, (1.58)

I7e Cy © U Y PEJIOM eJIEMEHTH JOMEHa U KOJIOMEeHa, T1a je KOMIO3UIrja (byHKINje U HHBEP3He
dyHKIMje naeHTHIKa PYHKINja, IMITO jeé HApOIUTO 3roJHO ako je A = B.

Ilocebne ocobune pesnaruja cy pedaeKCUBHOCT, CUMETPHUja, AHTUCUMETPUja U TPAH3UTHU-
BaocT. OmHe ce Jako KOMOWHYjy y MHOTe, a JAeWHUINY W JBe HAjIO3HATHje pesalmje:
exkBuBaJsiennuje (rst) u nmoperka (rat).

Hedunnnnmja 1.1.31 (ExsuBanennuja un nopenak). Pesayuje exeusanrenyuje u nopemra
decpunucane cy 0ocobuHaMa PePGAEKCUBHOCTIU CUMEMPUTE, GHMUCUMETPUIE U TPAH3UTIUCHO-
cmu Ha caedehu Havun:

onuc exsusaseHyuja  nopedarx  Ha3UB
(z,x)ep r r pedaexcusrocm
(z,y)ep=(y,z)ep s - cumempuja
(z,y)epn(y,z)ep=>x=y - a AHMUCUMEMPUIQ

~~
S )

(z,y)epn(y,z)ep=(x,2)€p MPAH3UMUSHOCTIY

ExBuBasieHIujy y ommmrTeM Cjydajy MNHUIIEMO X ~ ¥, JaKje Kao CJAUYHOCT TPOYIJIOBA.
Hajnosnaruje penanuje ekBuBajieHnmje cy jeanakoct 6pojeBa (a = b) M eKBUBaJeHIHja
uckaza (a < b). Hajnosmaruje pemanuje noperka cy x < y (3ajeaso ca x < y u ocraje
oxrosapajyhie Hejennakoctn) 3a OpojeBe. Penanuje moperka cy u umkaysuje, x = y 3a
HCKa3e U T C Y 3a CKYIIOBE.

[IpumeTnmo ja OuHapHY penanyjy p: A <> By HaJONIITHjeM CIydajy MOXKEMO pPa3yMeTH
Kao mojicKyn JekapToBor mpousBoja jBa ckyma, p € A x B. 3aro je HauwH nucama apb
3a eJIeMEeHTe PeJIOM JIOMEHa M KojoMmeHa, a € A u b € B, eksuBajienTHo nucamwy (a,b) € p.
Hneepana pesayuja 1aToj je p‘1 c B x A, TakBa je Ja BaXXu €KBUBaJICHIIN]a

(b,a) e p' = (a,b) € p. (1.59)
Ipema Tome p~t = {(b,a)|(a,b) € p}.
Ha npumep, axo je p : Z < Z*, penanuja nsmely ¢cBUX 1 caMO MMO3UTUBHUX TIeJIUX OpojeBa,

nedunucana ca (m,n) € p <= m? = n, uasepsua peanuja je p = {(n,m)|Z* xZrm? = n}.
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Permmo, (4,2) € p u (2,4) € pt. Tocebno, ako je penaruja dynkuumja, u To Oujexuja,
OHJIa je EeHa WHBep3Ha pesanuja takohe dyukmuja. Pemumo f : R™ —]0,1[, dbyuknuja
ca HETaTUBHUX peajHuX OpojeBa Ha MO3UTHUBHE peajHe OpojeBe Marbe O jelaH, 3aJaTa ca
f(z)=1/(1 +2?) je 6ujexmmja. Nnsepsua byuxmmja f~1:]0,1[- R™ je f~1(z) = — /% - 1.

Teopema 1.1.32. 3a dynxuujy f : A - B uneepsna perayuja je f~1: B - A. Crynosu,
pedom f(A) u f~H(B) cy maxsu da jey = f(x) v =f1(y). Baoce umniuxayuge:

1°Ajc Ay = f(A)c f(A2), 4°BicBy = f'(B1)cf(B),
2° f(A1UAg) = f(A1) U f(Ag), 5° fH(BiuBs)=f1(B1)u f(B),
3° f(A1nAg) c f(A1)n f(A2), 6° fTH(B1nBy)=[fYB1)n fHB).

Ioped moza 7° f~1(B°) = [f1(B)]°.

oxas. 1° u 4° cy ouuriesHu.

2°Usye f(AiuA) ny=f(x), x e AyU Ay, ciemu y € f(A1)U f(A2), mro 3Haun jaa je
f(A1uAy) c f(A1)u f(Az). Obpuyro, u3 y € f(A1)U f(Ag) cienn na mocroju x € Ay U Asg
Tako Ja je y = f(x), mro snaum y € f(A; U Ag) .

Uz ye f(AinAy)3ay=f(x) cienn x € AynAs, majeye f(A1)n f(A2).

5° Uz x e f1(ByuBy) ciemn f(x) € ByuBy, ma xe f1(By)u f1(By). O6pryTo, us
ze fY(By)u fH(By) ciemu f(z) e ByuBy ma xze f1(ByuBy).

6° Ilokas je (popmasiHO uCTH ca 5°, cAMO YHHU]Y 3aMEHUTE Ca IPECEKOM.

7° Uz z e fY(BC), y = f(x), crenu y € B, amu tana y ¢ B, ma x ¢ f~1(B); nakie
z e [f1(B)]¢. O6puyro, us = € [f~H(B)]¢ mro smaun = ¢ f~1(B) e y ¢ B, cienu 1a
nocroju y = f(x) Tako ma x € f~1(B°). O

Kaga je f: X > Y ug:Y - Z, rana je komnosunujom dbyukuuja h(z) = g[f(z)]
nedbunuCcano caosicerno npecaukasare h: X — Z, Ha3uBaMo ra U cJIoxKeHa (PyHKIHja, KOje
ozHagaBaMo ca g o f. Jlakie, 3a KomMnosuyujy Gynryuja Baske pesarmje:

h(z) = (ge f)(x) = gLf ()] (1.60)

Ckyn A npeciukasa ce y ckyn h(A) = g[f(A)].

[To xouBeHIMju, cBaKo npecaukasame [ : X — Y je jennosnauno, u3 f(x1) # f(xe) cnemn
x1 # 22 (B. CJII/IKy,ILeCHO), aJIi aKO BaXKu 1 0OPHYTO, 11a u3 x1 # xo caeau f(x1) # f(x2),
oHJIa KaxkeMo Jia je [ Gujeknuja (060CTPAHO jeJIHO3HAYHO PECIUKABAE).

ITpoBepuTe caja caMu Jia y OIIITEM CIy4a]y BarKH:

(VBeY) f[f1(B)] = Bn f(X), (1.61)
(VAc X) Ac ff(A)], |

axo je f: X — Y. Takobe, nposepure na je ysex f[f 1(B)] = B, amu ako je f 6ujexuuja,
taza je u fHf(A)] = A.

ITpumep 1.1.33 (Komujesa jegnauuna). Heka je f:Q — R ¢ynruuja 3a xojy easrcu

(VSCl,CCQ € Q) f(l‘l + 1‘2) = f(Il) + f(l’g)

Jokazamu (IXeR) (Vz e Q) f(x) = Ax.
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Jlokas. Nnpykuujom (MaTemarndkoM) ce jako jokasyje f(nxz) = nf(x), 3a cBako n € N
u ceako x € Q. Ilocebuo je f(n) = nf(l) = A-n, tue je A = f(1). Uz f(0) = f(0+0)
caemu f(0) =0, ma 0= f(0) = flx + (—x)] = f(x) + f(-x), satum f(-x) = —f(x). U3 Tora
umamo f(-n) = —f(n) = -=An = A(-n), onnocuo f(n) = An 3a cBako n € Z. aiwe, y3mMumo
r =p/q e Q, nanpuvernvo Ap = f(p) = flg-(p/9)] = f(qr) = ¢-f(r), 7). f(r)=A(p/q) = A,
Buaun, 3a cBako x € Q Baxku f(z) = Az. O

ITpumep 1.1.34 (Apurusna dbyukumja). Heka je f:R - R u f(x1 +x2) = f(2z1) + f(x2)
Vay,x9 € R. Axo je f pacmyha na [a,b], onda je ona pacmyha na R.

Jloxas. N3 uperxomauor npumepa, f(nz) = nf(x). Hamwe, meka je ¢t € [0,b— a]. Hakie
a <a+t<b a dysknuja [ je pacryha, 3a 11 < xo maje f(x1) < f(xe), ma je f(t) =
fl(a+t)-a] = f(a+t) - f(a) > 0. 3a upoussosuo x € R* nocroju n € N takso ja je
n(b—a) >z, na je f(x/n) > 0. Uz nperxomuor mmamo f(z) = flz-(z/n)] = nf(xz/n) > 0.
Barum f(x2) — f(z1) = f(x2 —x1) > 0, mrro 3uaun ja je f meomagajyha ua R. O

Y kwuzu ,lIpocrop-speme (B. [1]) nomumao cam degunuyujy peasnocmu. Ona ce
TaMO CBOJU Ha (DU3UYKY KOMYHHUKAIU]Y, OJHOCHO MOryhHOCT obocTpaHe pasmene (bU3MIKe
undopmaliije, ajau OBJe, MPUBPEMEHO, PEAJHOCT MOXKEMO pa3yMeTu u momMohy du3nmdke
narepakiuje. Kaja ce dusmuke yecrure tako nonaimajy ja (060CTpaHO) M3a3MBajy HEKE
¢usnUKe TpoMeHe, OHJa KaXKeMo Ja Cy y (DU3UIKO] uHmeparuyuju. 3a 00jeKTe KaykeMo Jia
Cy peaJIHi aKO MOI'Yy OMTH y MHTEPAKIUjU.

Ha npumep, kasia pororHoMm rahamo eIeKTPOH, JIBe YeCTHUIIE PA3MEHY ]y UMITYJICE U MEFhajy
KpeTama. Takobhe, kama ce kpeheMo Kpo3 OKOMMHY Tako Ja mnpuMehyjeMo meHe IpoMeHe U
0OpHYTO, CBOjUM HPHUCYCTBOM DEMETHUMO H-EHa MPETXOJHA CTaba, OHJa MO y (060CTpaHoj)
GU3NIKO] MHTEPAKIIUJU Ca OKOJIUHOM. ¥ 00a ciaydaja, 0o0jeKTH WHTEpakIimje Cy y3ajaMHO
peasau. Ta pesaruja ,OuTu peajian ca“ je pejaluja eKBUBAJICHIIN]E.
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1.1.5 BeposaTtHoha

[Tpumep npuMeHe Teopuje CKyIOoBa HAJIA3UMO U Y KOHMOFOpOBJbGBOﬂ AKCHOMATCKO)]
reopuju BepoBarnohe (B. [7]). Beposarnohy (enr. Probability) nekor norahaja A oznagasamo
ca P(A) uwmu ca Pr(A). Ckyn Q je Henpasan yHuBep3ajuu ckyn jorabaja, a F je ckyu
nozckynosa u3 {2 koju ca P dopmupa noswe (2, F, P). Baxe akxcuome:

Hedunnimja 1.1.35 (Beposarnoha). @ynxuuja P: F - R uma ocobune:

K-1. (ne-nezamuenocm) P(A) >0, 3a cee A€ F;

K-2. (nopmanusayuja) P(2) = 1;

K-3. (xonauna adumuenocm) P(Au B) = P(A) + P(B) 3a cee ducjynkmne A, B € F.
Qynryujy P nasusamo eeposammohiom, a (Q, F, P) npocmopom eeposammoha.

Beposarrohy MorkeMo pasymern Kao HOPMHpaHy Mepy KOJIMYMHE M3BECHOCTH. AKO je
peasmzaiuja Hekor ciaydajHor gorabaja A msriennuja, tajga je P(A) sehe on nyse (K-1) u
6inzke jeqununu, na 6u P(A) = 1 suaunso curypan jgorabaj (K-2). Horabaj xomnaemernman
dozahajy A o3zHauaBamo ca A, a ca @ npasan ckyn KOJjU je KOMILUIEMEHTAH YHUBEDP3ANHOM
cxyny €, Taxo na je 2 = @ oaunHocHo @ = ().

Teopema 1.1.36. 3a seposamnohe sasrce peaauuje:

i. P(A)=1-P(A), i AcB = P(A)<P(B),
ii. P(@) =0, . 0< P(A)<1.

Hozahaju A, B € Q) cy npouseosHu.

Jlokas. Horabaju A u A cy mncjyuxkraun, An A = @, a takohe je AU A = Q. Jame, n3
AKCHOMA.:

P(AUA) = P(),
P(A) + P(A) =1,

a oryna upsu craB. CraBmajyhu A = €, mobujamo mapyru craB. Kanma je A € B, oHza cy
B\A u A nucjynkrHu, na je:

B=(B\A)uA, (B\A)nA=g,
P(B)=P(B\A)+P(A) >P(A),
a oryga Tpehu cras. YerBpTu cTaB cjaean U3 MpBe aKCUOME U IPETXO/IHOT. O

NMunykiumjom, u3 Tpehe akcmome MOxKe ce I0Ka3aTu TBpheme:

P(CJ Ek) = Zn: P(Ey), (1.62)
k=1 k=1

3a y3ajaMHO UCKJbyuuBe jorafjaje (enr. events) Fi, Ag, ..., A,. Y3ajamuo uckwyuusu dozaliaju
Cy UCTO MITO U JUCjyHKTHH gorabaju, na F; N E; = @ ako je i # j.

Jennakocr (1.62) ce nonerje nHasoau ymecro tpehe akcnome (K-3), uak u ca neorpannde-
HuM 6pojem jorahaja n — co. Ako je y3memo ymecro akcuome (K-3) u craumo Ep = A n
E; = B\A, rie A ¢ B, a craBumo Ej = @ 3a cBe ocrasie k > 3, oHJIa ce JIOKA3 IIPETXOJHE
TeopeMe CBOIM Ha IMPUKA3AHN HAYMH.

37 Andrey Kolmogorov (1903-1987), pycku Maremaruuap.

Pacrko Bykosuh 48



KBAHTHA MEXAHUKA

Yuusepsym () je CKym CBUX JIOTHIKH MOTYNUX MCXOMa WM PE3y/aITara HeKe CIIydajHe
rnojaBe mwim onura. EjgemeHT Tor ckyma w € ) je moryhm pesynarar. Ckyn 2 moxke 6urtu
KOHAYAH WU OECKOHAUAH.

[Tpumep konaunor 6poja ucxoja je bamame HoBunha, Tajga §) = {mmucmo, rasa}, a Kaja
Hanamo dep Hopunh P(mmcmo) = % n P(rnasa) = % 36up oBux BepoBaTHONA j€, HAPABHO,
jeman. [lpyraumju mpumep je Garame HOBUmha JBa MyTa W PErHCTpPOBarbe Opoja majarmba
smemo”.  Ckyn csux moryhux pesynrara je 2 = {0,1,2}, ca Beposarnohama P(0) = %,
P(1) = % i P(2)= }1, unju 36up je Takohe jeman. Ilpumep Geckomadnor 6poja mcxoma je
6poj bamama HOBUMha cBe JOK He majHe ,nucMmo’. CKyn cBux Moryhumx mcxoja Taja je
Q={1,2,...,n,...} ca BepoBaraohama P(1) = %, P(2) = %, vy, P(n) = (%)n, ..., 9;jn
30up je moHoBO 1.

Ilpumep 1.1.37. bux deoje ce dozosope da ce nahy usamehy 1 u 2 waca u da Ha y2080peHOM
mecmy wexajy 20 munyma. Koauxa je eeposammoha da he dohu do cycpema?

x

&l

Slika 1.21: JloroBopeHu cacTaHax.

Pewere. Heka cy z 1 y iUX0OBa BpeMeHa, I0J1aCKa Ha MECTO CAaCTaHKa U3ParkKeHO y MEHyTaMa
HakoH npsor daca. Ha cimmu [1.21] npukaszan je ckyn € cBux Tadaka kBajpaTa crpanute 60.
[Tosospan morahaj A c Q je xkazga | —y| < 20, a oryza:

T>y y>x
-y <20 y—x <20
y>ax—20 y<z+20
(y=2-20) (y=z+20)

Pememe je mpadupana nospumta Ha jaroj cannu. [lospmmHa dnrasor keajpara je |Q =
602 = 3600, moBpiuHe HempadUPaHUX TPOYIVIOBA UCIOJ U U3HAJ I'DAHUYHE JIMHUjE CY I10
%-40-40 = 800, na je nospumHa mpadupanor gena |A| = |Q-2-800 = 2000. Jakse, rpaxkena

BepoBaTHOla Ja he ce mux nBoje cpectu usnocu P(A) = % = % =0, 56. OJ

Cneneha TBphema cy KopucHe ocoOuMHE BepOBaTHONE y ,HejacHHM CIydajeBUMa’, Kaja
HeMaMo Jorahaje Koju ce y3ajaMHO UCKIBYUY]y.

Jlema 1.1.38. 3a npouseonne dozabaje A, B € ) saoice jednarocmu:
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB), P(A\B)=P(A)-P(AnB).

Jlokas. Tlpsa je menocpeana mocsenuna (1.56). pyra cienn u3 pasbujama ckyma A Ha
nucjyukrre nojckynose A\B u An B. O
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ITpumep 1.1.39. Axo bayumo dse xouke odjedrnom, Koauxa je eeposammoha da oba 6poja
Koju nadny 6ydy Henapru uasu da wuros 36up 6yde weem? Koauka je eeposammoha da oba
6ydy HenapHu aau da 36up Huje wecm?

(1,1) (21) (31) (41) (51) (61)

(1,2) (2,2) (3.2) (42) (52) (6.2)
(1,3) (23) (33) (43) (53) (&3)
(1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (54) (64)

@5 (25) (35 (45 (53) (65)

Slika 1.22: Bamame KoIike j1Ba myTa.
Pewerve. Ha cimmnm BUIMMO TIAPOBE UCX0/1a, Kojux uma 36. JleBeT momaByvueHnx 3e/1eHuM

cy enemenTu gorajaja A — ma cy oba 6poja HemapHa, a IeT CeHUYEeHUX XKyTo uuHe gorafjaj B
— 1a uM je 30up mect. Kopucrehn nemy [1.1.38| Hamaszmmo:

9 5 3 1 9 3 6
P(AUB)= —+—-—=—, P(AB)=—-—=—.
36 36 36 36 36 36 36
Beposarnoha jna cy oba 6poja Henapua win Jia je muxoB 30up 6 je %, a Ja cy HemapHa ca
30upom Koju Huje 6 je %. O

[Toneka 1 cMO y IPUIUIM Ja TPaxKuUMo BepoBaTHohy Hekor morahaja A snajyhu ga ce
onpebenu norahaj B el peasmmszosao. Tana P(A|B) nasusamo BepoBaraohom morahaja A
oJT ycaoBoM B.

IIpumep 1.1.40. U3z xymugje ca 7 beaux u 8 uypHe Ky2auue HA CAYHAJGH HAWUH U3BAGUUMO
dee wyeauue jedny mocae dpyze 6e3 epahara. Koauka je eeposammoha u36aauersa UpHe
KY2AUUE, AKO je NPEa U3sYueHa ouia upHa?

Pewerwe. Umamo morahaje C| — npea m3BydeHa Kyriura je 1pHa, Co — JApyra HW3ByJeHaA

kyrinaia je npraa. Tama je P(Ch) = 13—0 ma, ako ce jecuo gorahaj C1, y KyTuju je octamo 9

Kyriuna, 7 6emux u 2 nphe. 3aro je Tpaxena sepoaraoha P(Co|Ch) = %. O

Hedunuiemo ycaoshy eeposammohy Kao KOJUIHUK

P(AnB)

P(AIB) = =™

P(B) #0. (1.63)
Kaxxemo, Beposarnoha joraljaja A moj ycioBoMm Jia ce curypHo jecuo jorahaj B uznocu
P(A|B). 3a ycioBHe BepoBaTHONE jé KOPUCHO KOPUCTUTH JIEKOMIIO3UIH]Y OJIHOCHO Pa3Aa2atbe
cKyna, peruMo S Ha 1 IUCjYHKTHUX MOACKYIIoBa S1,S2, ..., S, 4nja je yHuja ckyn S. Paszia-

rame CKyIla ce Ha3WBa W MapTUIHja, a JUCjYHKTHOCT IIOJICKYIIOBA CE€ MOXKe JIOKa3aThu U
IIPOBEPOM CBUX IIapOBa.
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ITpumernmo na y caydajy S ¢ A, kao na caumu [1.23 re je n = 4, Baxe jegHakocru:

SZU(AkﬂS), P(S)ZZP(AkﬂS), SkZAkﬂS,
k=1

k=1

jep cy ckynosu S u S; 3a k # j IUCjyHKTHN.

Teopema 1.1.41. 3a npoussomne dozahaje us €2 sasice jednarxocmu eeposammoha:

10
9o
30
40

Slika 1.23: Paznarame ckyma S.

P(AnB)=P(AB)P(B), P(B)=+0,
P(AnS)=P(A|S1)P(S1) +---+ P(A|Sn)P(Sn),
P(8) = P(S|A)P(A1) + -+ P(S|A2) P(An),
P(AIBnC)=P(AnB|C)/P(BnC(C), P(B|C) =0,

Crynosu S u A cy pasaostcenu pedom na nodckynose Sy u Ay (k=1,2,...,n).

Tpeha o oBux jeanaxocTn ce HaswBa HOPMYyJIa NOMNYHE ePosamHohe.

Jlokas. 1° Cnenu uwenocpeno us (1.63).

2° Cniesm u3 nperxoguor, P(An Si) = P(A|Sk)P(Sk) na cabupamwem 1o k = 1,.

(1.64)

cy M.

3° Cnemmmz S = U, (AxnS), e P(S) = X5_; P(AgnS), 360r P(ALS) = P(S|Ak)P(Ak)
4° Kopucrumo nedununujy (1.63) asa myra:

P(AnBnC) P(AnB|C)P(C) P(AnB|C)

P(AIBAC) = = =

IITO je TPaXKeHO.

P(BnC) P(B|C)P(C) P(BnC)’

O

Teopema 1.1.42. Veaosra seposammoha (1.63) sadosomasa Koamozoposnese arcuome (de-

Puruyugy :

Jloxas. K-1 cnean venocpenno u3 (1.63), 1j. P(A|B) > 0.

K-2, y cayuajy A = Q cnequ uz P(Q|B) = P(2n B)/P(B) =

P(B)/P(B) =1, ay

ciyuajy A = B ciequ uz P(B|B) = P(B)/P(B) =1, jep je Bn B = B. Ilpumerumo ma
w3 B=(AnB)u(AnB) aoryma P(B) = P(AnB) + P(An B) > P(An B) umamo yBek

P(A|B) < 1.
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K-3 cienu u3 2° craBa Teopeme [1.1.41] Hamme, ako je Ay, As,..., A, pasbujame cKyma
A, ouna cy morabaju AjnB,AsnB,..., A, N B nucjyakrau u gajy 36up An B, na u3 (1.62)
obujamo:

P(AnB)=P(AinB)+P(A2nB)+---+P(A,nB),
P(A|B) = P(A1|B) + P(A3|B) +---+ P(A,|B).
Hpyry jennakoct cmo mobunu aenehn npey ca P(B). O
Teopema 1.1.43 (Bajecosa dopmyna). Axo doeahaju Ay, Ag, ..., A, wune jedno pazbujaroe
cxyna €2, mada je
P(B|Ag)P(Ax)

P(BnA)P(Ay) +---+P(BnA,)P(A,)

P(Ay|B) =

To je Bajecosa opmyaa, usu popmyra eeposammohe xunomesa.

Aoxas. Cnenn u3s:

P(Arn B) = P(Ag|B)P(B) = P(B|Ax)P(Ag),

P(B|AL)P(A,
P(ap) = PEADLUEL),
P(B)
na samemyjyhin P(B) nomohy dbopmyne normyne BeposaTHolie. O
Ha mpumep, cumnrom B nojasibyje ce kox 6osectu Aq, Ao, ..., A,. Ilosuara je Beposa-
tHoha cBake oj1 6osectu P(Ay)3ak =1,2,...,n. Ako je npumehen cumnrom B, BepoBaTHOha

Gosectu Ay je 6poj P(Ax|B) koju naje Bajecosa dopmyna. To je mema paja ayromarcke
JjarHOCTHUKE.

[Mapapokcanya gekomnosuuuja

Y Teopuju CKyIIOBa, [TapaIOKCATHI CKYII je OHA] KOjU UMa NapadoKcasty 0eKoMNno3uLujy.
[TapamokcaaHa JIEKOMIIO3UIMja CKYIIA je TAKBO HEMOBO pa3Jjarambe OJl KOjer ce 3aTUM MOTY
CaCTaBUTH JIBa CKYIla MJIEHTHYHA I10Ja3HOM. 10 je ocobmHa KOjy MOry MMaTh OeCKOHAYHU
aJin HUKaJia KoHayHu cKynoBu. Kajia je 6poj ejemenara ckyna OecKOHAYaH HAa3WBAMO Ta
xapourasHum Opojem CKyIla, a 3a caM CKyIl KaxkeMo Ja je OeckonadaH. Kaja ckym Huje
OecKoHaYaH OH je KOHAJaH.

Y Teopuju 6ECKOHAUHUX CKYIIOBA KOPUCTU CE€ aKCuoma beckonayrocmu. To je jemHa o
akcuoma llepmesio-OpenkesioBe Teopuje CKyloBa Koja ce Ha3WBa U akcuomMoM n3bopa. Ona
Kazke Jia TocToju ckyn X TakaB Ja je mpasaH ckyll 4iaaH X U Kaja rox je x € X, Takobhe je
uxU{z}eX. Ykparko, mocroju ckyn X ca 6eCKOHAIHO MHOI'O “WIAHOBA.

N3 axcrnome 6€CKOHAYHOCTH CJIE M TeOpeMa O TapaJI0KCaIHO] JeKOMIO3NIIN]H O1JI0 KOjer
OGECKOHATHOT CKyTa, KOjy camo HaBomuMm. CBaku OeCKOHATHU CKym X MOXKE Ce PA3IOKUTH
Ha J[Ba JUCjyHKTHA TOJCKYIIa, O KOjUX CBAKM MMa MCTH KapJUHAJHU Opoj Kao u cKym X.
Ha npumep, npebpojuso beckonauwan cKyt mneaux OpojeBa MOYKe Ce PA3JI0KUTHU Ha IMTO3UTUBHE
u ocrajie neje Opojese, Koju cy oba nmpedpojuBo OECKOHAYHM CKYIIOBH.

Jpyraunju npuMep CJIMYHOr pasjarama je 13B. banax- Tapcexu napadoke. To je Teopema
U3 Teopuje CKyIoBa U MeOMETPHje KOja TBPM JIa ATy TPOU3BOJBHY JIONTY (y TPOJAUMEH3HO-
HAJIHOM IIPOCTODPY) YBEK MOXKEMO Pa3JIOXKUTH HA KOHAYaH OPOj JINCjyHKTHUX CKYyIIOBa TadaKa,
OJ KOjUX ce OHJ]a MOI'Y CACTABHTHU JIB€ MJIEHTHYHE Koluje noderHe Jionre. Ckialame je
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IpoIlec KOju HojpasyMeBa caMo IOMepame Je/0Ba Kao U IHXOBO POTHpai-e, 6e3 Mermarba
IUXOBOTI 00sinKa. MehyTuM, caMu 1eJI0BU HUCY ,FeOMeTPUjCKa Tea’ y yoOudajeHoM CMUCILY,
Beh GeckonauHa jucnepsuja (pacejame) Tadaka.

TakBa pasJiaramba MaTepHjaHuX cKylloBa HECY Moryha, jep ce Morke IoKazaTu ja 6u oHa
6usa y CyIpOTHOCTH Ca 3aKOHUMa oJp:kamba dpusuke. OTyna uaeja Ja MoCTyIupaM NpuHyun
KOHAYHOCTNU MaTepuje: CBAKO CBOjCTBO (PU3MYKE TBAPHU je HEeKH KOHAYaH CKYIIL.

HezasucHu gorabaju

3a morabhaj A kaxkemo j1a je nesasucar on porabaja B kaua je
P(A|B) =P(A). (1.65)
Axko je A HezaBucan ox B Tana je u B He3aBucan ox A, jep:

P(BnA) P(AB)P(B) P(A)P(B)
P(4) —  P(A) - P(4)

P(B|A) = - P(B).

[Tpema Tome, HesaBUCHOCT JiBa jnorabaja A m B MoxkeMo JeuHICATH Ca

P(AnB)=P(A)P(B). (1.66)

Kana nmamo Bume morabaja Ai, As,..., A, KaykeMO J1a Cy OHU HE3aBHCHH aKO 3a CBaKU
UXoB n300p A; , Ai,, ..., A, BaxKu

P(A,Ll n AiQ n---N Azm) = P(A“)P(Am) - P(Azm) (167)

3a pasmKy oJ JUCjyHKTHOCTH Koja je reduHucana momohy camux jorahaja, HE3aBHCHOCT

7
neduaumemo nomohy BepoBaTHOha, Mepe Ha morabajuma, Ia ,He3aBUCHOCT Tpeba ImpoBepa-
BaTU 1 UHTYUTUBHO.

Ilpumep 1.1.44. Ilpasusar mempaedap uma mpu cmpare obojere no jedrnom 00 passusumus
6oja (upeerom, 3€AEHOM, NAABOM) G HEMEPMY CMPAHY UMA NOOJEHENY HA MPU deAa Y me
mpu 60je. Ilposepumu nesasucrkocm nadara 60je.

Pewerve. orahaju cy: A — nasa je upsa 60ja (npBena), B — naJa je apyra 6oja (3enena), C
- nasa je Tpela 6oja (ns1asa). Beposarnohe cy P(A) = P(B)=P(C)=%=4, P(AnB) =
P(BnC)=P(CnA)= % u P(AnBn(C) = zlp na P(AnB) = P(A)P(B) u name pejiom, ajiu
P(AnBnC)+ P(A)P(B)P(C), mro 3Hauu jga ou joraljaju jecy He3aBUCHU y NAPOBUMA,
aJu He y TEeJTMH. O

3a ) KaxkeMo J1a je cueypan doeahaj, a 3a @ na je nemozyh dozahaj.

ITpumep 1.1.45. Axo je A € Q npoussomarn dozahaj, noxazamu da cy caedehu naposu
dozahaja yaajammo nezasucHu:

(A4,Q), (A4,2).

Pewerve. U3 AnQ=Au P(Q)=1cuenu P(AnQ) =P(A)-1, a T0 je HE3aBUCHOCT.
N3 An@g=@ u P(&) =0 cienn P(An@) = P(A)-0, a To 3Ha4YN HE3aBUCHOCT. O

IIpumep 1.1.46. Ilap dozabaja (A, B) je nesasucan. Joxazamu da cy me3a6ucHu:
1° (A,B); 2° (A,B); 3° (A DB).

Pacrko Bykosuh 53



KBAHTHA MEXAHUKA

Pewerve. Horahaju AnB n AnB cy pasznarame norahaja A, te je P(A) = P(AnB)+P(AnB),
a naro je P(AnB) = P(A)P(B).

1° P(AnB)=P(A)-P(AnB)=P(A) - P(A)P(B) = P(A)[1- P(B)] = P(A)P(B).

2° P(AnB)=P(BnA)=P(B)P(A)=P(A)P(B).

3° Ako cy mesasucuu A un B, onza cy nezasucau A u B. Ouer, ako cy He3aBucHu B u
A, onja cy nezasucaun B u A. O

Hemoryh morabaj je oHaj Koju mma BepoBaTHONY HyJa, Ia KaXXeMo Ja je wmo2yh dozabaj
3a CBAKM KOjU HeMa BepoBaTHONy Hysa. 3a AucjyHKTHE morabaje KarxKeMo Jia ce UCKIBYIYjy.
Axo jmoraljaju HUCY HE3aBHCHU KarKeMO JIa Cy 3aBUCHU.

Teopema 1.1.47. Jlama cy dea moeyha dozahaja A u B.
1° Axo cy doeabaju A u B neszasuchu, onda ce onu He UCKDYYYTY.
2° Axo ce dozahaju uckmyuyjy, onda cy oy 3G6UCHU.

Jloxas. 1° 3a moryhe nezasucue gorahaje A u B MpeTIOCTABIMO CyTPOTHO, /1A CE€ UCKIBYIY]y.
Tana umamo P(A)P(B) #+ 0u P(AnB) = P(A)P(B), a 10 je KOHTPaUKIHja Ca IPETIIOCTa-
BkoM P(An B) = P(@) =0. IIpema Tome, tu jorahaju HUCY JUC]yHKTHU.

2° Axko ce norabhaju A u B uckipy4yjy, onga je P(An B) =0, na je P(A|B)P(B) =0, a
kako je P(B) # 0, mopa 6utu P(A|B) =0, mrro 3naun na norabhaj A sasucu ox B. O

Teopema TBp M s1a 32 Morylie jorahaje (pasiudure o1 Mpas3HOr CKylla) Bazke UMILIMKAIITje:

{1. P(AnB)=P(A)P(B) = P(AnB)#0 (1.68)

2. P(AnB)=0 = P(AnB)+ P(A)P(B).

[Ipema Tome, ,3aBUCHOCT" je €EKBUBAJIEHTHA ,,ACKJbY YUBOCTH ‘, OITHOCHO , HE3ABUCHOCT" j& eKBU-
BaJIeHTHa ,HenCK/byumBocTH . CaBpeMeHa TyMadema CIydajHux jgorahaja KBaHTHUX (eHo-
MeHa npeBuhajy oBe CTaBOBe W OTYJIa HEKA ,KBAHTHA IyJa’.

arjamasam, 30or jeme [1.1.38 umamo = aKO U CaMO aKO C

H , 30 1.1.38 P(AuB P(A) + P(B
norabaju A u B 3aBucHU, IITO Ha IPBU noMIe] u3riesa crpano’. Teopema [I.1.47] nzrnena
jorr ,HeoOuuHUja“ caBpeMeHo]j dpusuiin, 300T Uera HABOJAUM cJiefiehy npumenpdy.

Kaza ce gecrune cymapajy n onbujajy oHe HeMajy 3ajeIHHIKUX Tad9aKa, a OIET, Y PeiIy
je pehu ma cy omne 3aBucue. [IpucycTBo jeane omeTa OHY APYTY U 3aTO HEMA]y 3ajeTHUIKIX
Tadaka. [Ipema ToMme, decTuile Koje y3ajaMHO pearyjy jejiHa Ha Jpyry Hucy nesasucte. Ca
ApyTe CTpaHe, TajJacu KOju UHTepdepupajy, nuMajy 3ajeIHIIKUX Tadaka, [a Cy HE3aBUCHHU.

B TO je MOYKJIa jOIII YBEK ,; Iy/THO", I MO T4 jOIII MaTPaTU aJIi MAJIO KacHU]e.
OBo 0 je MOXJIa jo €K ,, 0", ma hiemo ra jormn pazmarparu a a0 KacHUje

Mpupoga cny4vajHocTn

Beckonaunu ceem udejo auae maremarudke u Apyre mcruie. OH je oOjeKTHBaH jep je
HenpoMeHsbuB. Moxkemo cazHaBaTu peruMo llmraropuny Teopemy, na je 30up KBajapaTa
KaTeTa CBaKOI IIPABOYIJIOL TPOYIJIa jeJHAK KBaJpaTy XHIOTEH3y3e, WM JeruMalie O6poja
m=3,14159..., ajqu HUIITA HE MOXKEMO YUUHUTH JI& C€ Ta UCTUHA IIPOMEHU. 3aTO 3a TaKBY
allCTPaKTHY HJIe]y KaXKeM Ja je nceydo-un@opmayuja.

[Iceymo-undopmarujy MokeMo J00UjaTH, Ha IIPUMEP, alCTPAKTHUM JOKa3UBAIbEM WJIH
MepemeM. [IpBu citydaj je cBaku o1 JlaHac IIO3HATUX HEKOJIMKO CTOTHHA Jioka3a [Iluraropune
TeopeMe, a JIPYTHU je Meperbe OJHOCa O0MMa 1 IpeYHnKa OMJI0 Kojer Kpyra, Koje he ca Behom
TaYHOIINY Mepema JaTu Buille peruMmaja o6poja w. Hasusawm je ,mceymo” jep muje ,pasa‘
nndopMalja, oHa He J0Ja3W W3 CTBApHE CIYyYajHOCTH, aJI CBEjeJHO, JIEINMAaJie CBAKOI
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HpAIOHAJIHOr 6poja, Kako 6poja 7 Tako n pemumo Gpoja /2 = 1,41421 ..., npolin hie kao
,CAydajHu 6pojeBu’ Ha CBUM TECTOBHMA CJIyYajHOCTU TEOPHje BepoBaTHONE.

[IpuMmeTuMo fa CIIO3HAjY alCTPaKTHE UCTHHE MOXKEMO IIPAKTUIHO YIIOTPEeOUTH Membajyhn
MaTepHujaJHU CBET y KOME YKUBUMO, ajii j1a 7o Hehie mpomenuTu camy arncrpaknujy. Hu Ha
KOjI/I HaYMH HEe MOXKEeMO MebaTH 3aKOHE IIPUPOoJae; MU X ITOHEKa/J MOXKeMO CaMO OTKPpUBATH.
Honajyhu, npumernnmo 1a nceypo-uHboOpMaIiija MpeHoCH HAJBUIIE jeTHOCMEPHY HHTEPAKITH]Y.
[Tpeme Tome, BpcTa mceyno-uHOPMAIIAje je U NPowA0CT.

Jla Hema MOTIyHE KOMYHHMKAIUjE Ca HPOILIONINY YaK U Yy CJIyUajy MOCTOjarha IeCTUIA
(aHTMMaTEpHUje) YMju TOK BpeMeHa Ujie CylIPOTHO HallleM, BUIUMO Ha cJejnehn nHade nosHar
maunH. Hawmme, nBa mocmarpada ca y3ajaMHO CyIPOTHHM TOKOBHMA, BpPEMEHA HE MOTY
pa3MemUBaTH MIATALA U OJTIOBOPE AKO TAKBA CAJIPXKe U HAjMalhy HEU3BECHOCT, jep CBaKU O/I
IBbUX MOPAa IaBaTH OJTOBOP IIPe HEro mTo A00uje nurame. Ersncrenimja cTBapHe CIyYajHOCTH
je akcmoma y MOjoj NpeTHOMIHO] Kibu3u ,IIpocTop-Bpeme’, ma mpemMa ToMe, KpeTarbe IeCTUIA
YHATpAIIKe y BPEMEHY MOXKEMO CMaTpaTHh CAMO HACYMHUYHHUM ,IIyTAleM Ha IPBY JIOITY,
OJTHOCHO JOKa30M J1a Cy €JIEMEHTapHE YeCTHuIle U nH(POPMAINOHO eJIEMEHTapHe.

Ha mamepujasnu ceem HuUje caTKaH Ol CBETA UCTUHUTOCHUX HUjeja, He OM ra MOIVIH
HACTPparKUBaTH JeIyKInjaMa HoimyT MareMaTudkux. OH ce cacToju ol TAKBUX MCTUX HJIE]a
MIOIy T JIYKOBHUIlE KOjy rysehm orBapamo He Hasiazehu 6ucep yayTpa, Beh camMo HOBe U HOBe
arncrpaktae ¢dopme. Ca npyre crpase, oH je mocebaH. MarepujaJuHu CBET jecTe €0
VHUBEP3AJHUX UCTUHA, aJIM CTBAPHA, KPajiba HEIIPEIBUI/BUBOCT je 0COONHA je IUHO MaTepuje.
Hanwme, 3601 npunnuma KOHATHOCTH, CBAKO jeé CBOJCTBO MaTepHje aTOMU3UPAHO, KBAHTOBAHO,
OHO ce He MOKe OeCKOHaYHO JeyiuTh. Tako je u ca e yKIujoM OHOCHO Kay3aJsHomhy. Yak u
KaJia Ou yCTaHOBWJIH JIa ,,CBE UMa HEKH CBOj y3POK", HA HAUUH UMILIAIIAPAha OECKOHATHOCTH,
OHJIa TO y ciIydajy marepuje He 6u 6mno moryhe. Otynma je o6jexmusta nenpedsudrusocm
BakHa ojiyinka Marepuje. OOjeKTHBHA je 3aTO IITO HHUje y HaIioj Mohm Jia je Memamo, a
HENPEJIBUI/bUBA, je 3aTO ITO HUje CACBUM CIIO3HAT/HUBA.

OBo jlaJbe 3HAYN Jla MU, MATEPUjaJHU, HUKAA HE MOYXKEMO CIIO3HABATH CBY allCTPAKTHY
UCTHUHY, aKO je OHa OECKOHAYHA; MU MOYKEMO UMATHU HEPIEIINjy caMO KOHAUHUX (bparMeHara,
a caMo TakBu (pparMeHTH U 1mocToje y marepujaiHom cery. Ca Jipyre crpaHe, pa3MeHa
dparmenara m3mehy Marepujaux IpeaMeTa MOpa uMaTu cBoje rocebnoctu. To mx mema
IIOIYT KAILUBHUIA BOJIE KOje ce ODJIUKY]Y IOJI JIeJIOBAFHEM ITOBPITUHCKOT HAIIOHA U JIyTUX CHJIA
na 0um ce yApy»KuBaJie, jep HBUXOBa KOHAYHOCT HE J03BOJhaBa KPyTOCT. Tako J0a3mMo 10
pasyMmeBama uHmepakyuje momohy nadopmarmje. M3 mpuiokeHor je jacHO ma HUje CBaKU
npenoc uuHdopmaiyje npaher GU3NIKOM UHTEPAKIIMjOM, aJIM /I3 jé IPUCYCTBO UHTEPAKITHje
HEOIIXOJaH J1e0 Pusuuke uHPOpMauuje.

Kana je marepuja Ta koja mpuma mpaBy, kKaxkeMm Gu3ndky uHMOOPMAIN]Y, WX CaMO
rceyo-undopMalijy, OHJa Cy Ha TOj CTpaHu, Ha CTPAHU IpUjeMHHUKa, MOryhe Ipomene
y3POKOBaHe IPHUjeMOM, I1a MMa CMHC/Ia FOBOPUTH O jeJHOCTPaHoj mHTepakiumju. Kama ce
nadopMaIuja pasmemyje nuamely aBa MarepujasHa 06jeKTa, OH/IA MOXKEe OUTH W JBOCTPaHE
unTepakiuje. Jlocieano nperxoqHoM (e je peayiHoCT objalibaBaHa HHTEPAKIMjaMa), cajla
peasrocT nedunumemo momohy komynukarmje. Objektn A u B ¢y y3ajaMHO peajHu aKo
je moryha (dusuuka) komyHukanuja meljy muma. Jlako je mposepuru ja je penanuja ,, A
je peanno y ommocy Ha B pediekcuBHa, cuMeTpudHA U TPAH3UTUBHA, JAKJE Ia je ,0uTu
peaJian ca’* pejaluja eKBUBAJICHIIN]E.

MebhyTum, pasnmkyjemo ,peaaHocT of ,ceyno-peasroctu’. PaznBajam mx na ,mHMO-
pMarujy* u ,rceyao-undopMaliijy’, eKBUBAJICHTHO Pa3/iBajarby Ha ,BEPOBATHONY U ,IICEYI0-
BepoBarHohy*. IlpBe cy cTBapue, pusndke, Koje ce OHOCE HA MATEPUjAJIHE T1a IIpeMa TOME U
KOHa4YHe CKyIOBe, a ipyre (ca mpeduKkcoM ,Iceyuo’) ¢y ocrase, Koje ce OIHOCE Ha allCTPAKTHE
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cBeroBe mjeja. JlocieiHo ToMe, allCTpaKTHE CBETOBE MCTHHA MOXKEMO Ha3UBaTH U nceydo-
mamepujasrum. TOBOPUM O ,CBETOBUMa UCTHHA", jep HE IIOCTOjU ,CKYI CBHUX CKYyIIOBa“ U O
LACTUHI KOja je y»KH IojaM o1 ,ujeje”.
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1.1.6 bopHoB 3akoH

PusnyKe BeJIMINHE KOje Ce MUY PA3JInIUTUM JUMEH3UjaMa (PUBUUKUX MEPHUX jeIMHUIA
(MeTap, Kmjaorpam, CeKyHJa) UMajy CBe OCODWHE Na IMpeJcTaBibajy OpojHe oce y3ajaMHO
OKOMUTHX KOODJUHATA, OTHOCHO 6a3y BeKTOPCKOr mpocropa. CBecHO mjid He, CBU KOjU ce
O6aBe KBAaHTHOM (DU3MKOM YTPaBO Ty Be3y KBAHTHE MEXAHUKE Ca4 BEKTOPCKUM MTPOCTOPUMA
" KopucTe. Tajia KaxkeMo Jla je KBAaHTHA MEXaHUKa PEelpe3eHTaIja BEKTOPCKOT MPOCTOPa;
0cOoOMHEe JATOT KBAHMHO2 CUCMEMa Pa3aIiby (HU3NIKA CBOJCTBA TOT CHCTEMA Y GEKMOPCKU
npocmop. BeKTop TaKBOT MPOCTOPA TPEJICTaBIba K8aHMHO cmatbe. Mepere KBAHTHOT CTamba
je TIpojeKIja ’BeroBor BEKTOpa Ha DasHe oce, a JeJI0Bambe JIMTHEAPHOT ollepaTopa Ha BEKTOP
HA3UBAMO €60AYUUJOM KBAHTHOT CTAIba.

KBanTHu cucrem je MaTepujaiHa perpe3eHTalnja alCTPaKTHOT BEKTOPCKOT MTPOCTOpa U,
mpemMa ToMe, OH fie yBeK mMaTu Heke CBoje mocebHocTu. Ha mpumep, y cKJiagy ca HaveJ oM
KOHAYHOCTH MaTepuje je ,aTOMU3Upabe”’ CBAKOr, aju Oalll CBAKOTI, CBOjCTBA MaTepuje, Ia je
KBaHTHO CTalb€ YBEK HEKH CKYIlI YeCTulia, CBakKe ca HajBI/ILHe KOHAQYHO MHOTI'O MaTepI/IjaJ[HI/IX
ocobmua. M3 mcror cjaemm m orpaHWYeHa MPEIBUI/BUBOCT (DU3WYKOT TOHAIIATHA TECTHIIA,
OJIHOCHO TIPUHITATIN]EJTHA HEM30EXKHOCT CAYHAJHOCTNU, & 3aTUM U ToTpeba 3a BepoBaTHOhaMa.
Jlocenno, KOMIIOHEHTE BEKTOPa CTarba Cy Heke (pyHKIHje BepoBaTHONA.

Oro je ma gpyru HaumH npumeheno Beh 1926. rommne Kama je dopmymucan Bopros
3akon 3a BepoBaTHONy Mepema (B. [9]). YV cBoM HajjeHOCTABHUjEM O0JIMKY Ta] 3aKOH KazKe
Jla je TyCTHHA BepoBaTHONE HAMAYKEHhA TCTHUIIE HA TATOM MECTY TPOMOPIIHOHAIHA KBAIPATY
AMILIUTYJIe YECTUITUHE TajJacHe PyHKIHje Ha TOM MECTY. Bapagapauaﬂ je jesaH o1 pBUX
U HajIIO3HATHU]H KOjU Ce YCIENTHO HaBUO 00jalllberbeM 3allTo je Ta BepoBaTHONA jeiHaKa Oar
KBaJpaTy aMILTUTY/E a He HeKO] ApyToj (pyHKIMjU, A YMECTO HEroBOr MU CJIETUMO OBJIE
Jocsiesina, Masto apyraduja (B. [10]) u jesnocraBHUja objarimbemna.

e
B T k]
() !

ez
Slika 1.24: Bopnosa BeposaTHoha.

[Tocmarpajmo BekTOp |2) mpencrasben ca ayxku OT wa coaunm [1.24]  Oproronanna
npojekiuja Tauke T Ha ocy |es) je Tauka A. JlupakoBom HOTanujoM, Mepeme 063epBabiie Ha
CJIUIIN ITHUITIEMO

OA = |es)(ea]). (1.69)

Bekropu Koju pejcTaBibajy pasinduTa hU3MIKa CBOjCTBA HUCY KOJMHEAPHH (OHU Cy OPTO-
POHAJIHU) U IbUXOB 301D HUje jeTHAK CKAJaAPHOM 30UPY MHTEH3UTETA JIeJI0Ba. 3aTO KOJIUIHUK
6pojeBa (es|lr) u |r) He moxke upescrasbaru BepoBarHohy. [la 6ucmo nobuau yuerlie
MOjeIMHUX KOOPJNHATA V YKYIITHO] BEPOBATHONM, M3PadyHajMO JOIPUHOC CBAKE KOMIIOHEHTE

38Veeravalli S. Varadarajan, polj. maja 1937, unaujcku MaTeMaTHaap.
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BeKTOpa JyK npasna |x). Jobujamo
OB = [2)(|OA = [z){x]e2){ealz) = [z)|(eae)?, (1.70)

re cMo ynorpebuin nperxoano (1.69). YKynHo, BEKTOD cucTeMa je JIaT 30MpOM JIONPUHOCA
[Oje/IMHIX KOMIIOHEHTHU JIy’K [PaBIa |), OIHOCHO

@) = er|z) |z} + (ealz)*|z) + -+ + {enla)["|z) =

= ((erla) + [ezla)* + - + [{enla)*)|z) = |z},

jep je 36up BepoBaTHONA He3aBHCHUX HCX0/a (M3pa3 y 3arpaan) jefan. Ero samro 3a BepoBa-
THONE MOpaMO KOPUCTUTH KBAJIPaTe

eule)l? = loyl” = ey, (L.71)

a He Heke Apyre byHKIUje aMILIUTYJIe (v, Yy IPeICTaB/balby BEKTOpa CTalba.

HeusBecnoctu matepuje 3a Hac HUCY (DUKTUBHE, OHE CYy CTBApHE, KAaXKEMO ODjeKTUBHE Cy
jep ux He Moxkemo n3behn. CrBaphe cy m BepoBaTHONe Koje m3 Tora npomsmiaze. llpema
TOMe, 3a MaTepujajHe BepoBaTHONe Baxku npunyun eeposammohe, rpybo pedeHo, jia ce
najuentiie joraha oo mro je HajsepoBarHuje (B. [1]). 360r THX Hen36EKHUX HEM3BECHOCTU
KOje ce peasin3yjy 10 3aKOHNMa, BepoBaTHONe, (PUrypaTuBHO roBopehn, ja caMm OBJIE TIe CaM a
He TaMO HeTJle, jJep je ca MOT' CTAHOBUIIITA TaKaB I0JIOXKa] Y OBOM TPEHYTKY HajBEPOBATHU]U.
Tu cum Tamo a He OBjle 3aTO INTO je Ca TBOI' CTAHOBUINTA TAKAB IOJIOXKA] HajBEPOBATHU]H.
[Ipema ToMe, onaxkame BepoBaTHoha je peslaTHBHO y OJHOCY Ha mnojemune wdecturie. Cpaka
on1 BuX ce Kpehe ca CBOr CTAHOBUINTA HAjBEPOBATHUJUM TPajeKTOPHUjaMa.

Ca spyre cTpaHe, peaJn3alinjoM HEM3BECHOCTH HacTaje ungopmayuja. U jemna u apyra,
HEU3BECHOCT U WHMOPMAIIUja, Cy MaTepujajiHe 0COOUHE, Ta Cy IMPeMa TOME CJIMIHE IPYTUM
ocobunama (hu3NKaJIHE CyICTAHIIE.

Nudopmaunja

Hajjenmnocrapuujy medunnnmjy HEM3BECHOCTH OJHOCHO HMHQOpPMAIHje T30 je Xapmm@
1928. romuue, Kao JiorapuTaMm Opoja jeTHAKOBEPOBATHUX CIyYajHUX UCXoda. 1o HUje O6mO
MIPBU MCTOPUjCKU TOKYTIaj JeduHucama uHdopMarmje, aan je 6mo myH moromak. Ou je
no (opmu ojropapao HaumHy onaxkamwa uyiuma (Weber—Fechner law), a 3a undopmarmjy
cioxkenor jorabaja masao je 36up mHpOpPMAIja MTOjeINHIX YICCHUTIA.

Hawnwme, HenzBecnocT ucxoja Garama dep HoBumha je sorapuram Opoja maBa, bamnama dep
KOIIKE je JioraputaMm Opoja ImecT, a UCTO ToJuKe cy u nHdopMmalgje 1o0ujeHe peajgnsanmjama
Tux Oamama. croBpemeno Oamame Houmha u komke mmahe 2 -6 = 12 paBHOIpaBHUX
ncxosa, na je naOopMaIlmja Tor cJIoXKeHoT jnorahaja jegnaka jorapurmy 6poja 12. MehyrTum,
JiorapuTaM IIPOU3BOJIa jeIHaK je 30upy Jioraputama hakTopa, 1ma je HHpOpMAaIlija CJI0KEHOT
norabaja jeqHaka 30upy mojeAuHUX UHAOPMAIIH]A.

Xaprim Koju je paano 3a benoBy TeirepOHCKY KOMIIAHU]Y, CBOjOM AePUHHUIIAJOM a0
je cimaHuM mpeiy3ehuMa MOryhHOCTH M3padyHaBarba IOTPOINhe nHMOpMAaIuje, HA HAMUH
KaKO Ce M3padyHaBa MOTPOIIba €JIEKTPUYHE €HEepruje, BoJe, WA JPYyIUX HOTPENINTHHA
3a MPOJIajy KOPHUCHUIIMMA. YOpP30 Ccy ycaeanie W Apyre NpuMeHe, y objacTUMa JI0 TaJa
HEMO3HATUM HAayIU U TEXHUIM. 3HAYAjaH JOMPUHOC MATEMATHYKO] TEOpUju uHOpPMAIje U

39Ralph Hartley (1888-1970), aMepHYKN HCTPAsKUBAY eIeKTPOHIYAD.
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KOMYHUKAaIHje J1a0 je IHeHOI—@ 1948. romune, Koju je pajino 3a UCTy TesieDOHCKY KOMIIAHMU]Y.
OH je medwunmcao nadoOpMaIujy pasjinduTo BepoBaTHUX jorahaja Kao CpeJlby BPEIHOCT,
TavyHUje PEUYEHO Ka0 MATEMATUYIKO OUeKnBambe XapTiaujesux nadopmaruja. ledunumujy je
OI'paHUYNO Ha pacnodese seposammoha, Koje heMo 00jacHUTH MaJIo KacHUje.

Nutynrusao ocehamo ma cy BepoBarHHUju morahaju mame nadopMmaTuBan. Hamme, Kaga
3HaMO Ja he ce HEIITO JECHTH Ia ce TO U JeCH, OHJa TO W HUje HEeKO oTkpuhe. 3ato
HOBHHApPH KaKy [M1a je Beha BecT ,,90BeK je yjeo mca’ ol BeCTH ,I1ac je yjeo JoBeka’, jep
je mpBa Mame OYeKMBaHA. XapTiujeBa Jedununuja uHdoOpMaImje y CKIaLy je ca OBUM
WHTYUTUBHUM 3allaykarmeM, jep Behy HEeM3BEeCHOCT Jaje BUINE jeIHAKOBEPOBATHUX OIIHja,
a jioraputaMm Beher 6poja je Behu. Ha mano cinoxenuju naunn u [llenonoBa gedunuiuja
nadopMaImje ce cjaaXke ca UHTYUIHJOM, a CJAUIHY 3aBUCHOCT OYEKYjeMO U OJf MOOMIITEIHa
no3HaTux Jedununuja uHgopmanuje. OBa UHTYUTHBHA 3allakarmba (QOPMYJIHCAO CaAM Y
Haueno uHgopmavyuje y Kmwusu llpocTop-BpeMe”, paju mpoepe TOr Hadesa y u3Bohermy
HEKUX MO3HATUX 3aKOHA (DU3UKE, 38 CaJla YCIENIHO.

Ucto mageno ce moxke caryiemaru u apyraduje. 3 madena, Tj. npuHiuna BepoBaTHOhe
MIPOU3UIA3U HAYEJIO, OJHOCHO NPUHUUN UH@OpMayuje, a TPUPOJA MKPTAPU Ca OABAHEM
nadopmaruje. Kaxo cy mHeke ciaydajuoctn HensbexxkHe, Hen30eKHa je eMucuja nadopMarimje,
ajli 3aTO IMITO Npupoia pahe ocTBapyje BEPOBATHHUjE CJIYUYajHOCTH, OHA peasn3dyje Marby
nnadopmaiujy. PazauanTu ce 3aK/bydiin MOT'Y U3BECTHU U3 OBOT IIPUHITUIIA, HE CaMO Y (DUBHUIIN.
Hagemrhy xBa.

Mousekyste raca cy y Behem amopdHOM cTamy Kaja Cy jeJHOJIUKO pacyTe IO COOHM, HEro
KaJia Cy Ha jemHoj rommyd. Y Beliem Hepemy oHe cy Marbe HH(POpPMATHBHE. AHAJIOTHO,
BepoBaTHOhA paBHOIIPABHUX PaCIIOpejia o je/He KYyTJINIE y M0 jeaHny o KyTuja Beha je ox
CIYYAjJHOT PACIopeia CBUX KyTJIAIA y jeaHy ucty Kyrtujy. WMupopmanuja HajBepoBaTHUjer
pacropesia je HajMama, a TaKBa ce Ha3mBa enmponujom. llpema mpuunumy uuadopmalmje,
EHTPOIINja CIIOHTAHO PACTe.

Ipyru mpumep cy orcusa 6uha, Koja cama MoKeMO J1eUHACATH 0 BUMIKY HH(MOPMAIIHje
y onHocy Ha ojroapajyvhe mexkuse TBapu. llomyT emepruje, koja je yHyTap KuBux 6buha
y CAWYHOM BHUINKY. Tama cy ,kuBa Omha“ m came opranuzanuje >kupux owha. a 6u ce
cMarbuIa eMucuja nHdopMalje Ka Banu, KuBo duhe naxkyje madopmalujy yuyTpa, y Behy
OpraHu3aIlnjy, IITo je Takohe y CKJIady ca IPUHIUIIOM WHMOpMAaIIje.

KocrHycu yrnoea

Ha nipBu noryie 1 jecre 4y/iHO Jia ce y NMpeJICTaB/baiby KBAHTHOT CTamba |r) moMmohy 6a3Hux
crarba |e,) y UHadYe yoOUIajeHOM H3pa3y 3a BEKTOpe

) = z aplen). (1.72)

uan HoTarmjoM Ha Hadue (1.69), mojasibyjy KoedurmjeHTn ¢y, Koju caMu HACY BepoBaTHOle,
Beh cy BepoBaTHOhe HUXOBU KBaJIpaTh |on|2 = a;au. To je cvmucao momenyTor Loprosgoe
npasuaa, yrupaso objamrmenor. [lojacunhemo To caja Ha joIm jemam, joIn alcTPpaKTHUjU, T1a
WTAK TTO3HATHJU HAYWH.

Y mpaBoyTsIOM CHUCTEMY KOOpAWHATA dnje oce m3 ucxoauiita O nedWHAITY jeTUHUTHA
BEKTOPU €1, €3, e3 Ha caunu [1.25] nara je tauka 1. Hbene okomwuTe mpojekiiuje Ha paBHU

Oeies, Oeges u Oesgey cy pemom tauke A, B u C. llpojekimje Tux Tadaka peroM Ha

“0Claude Shannon (1916-2001), aMepuuKy MaTeMaTHIaD
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—
KoopauHaTHE oce cy Taduke 11, Tb u T5. YrioBu Koje pekrop OT' 3akjalia ca KOOPIUHATHAM
ocama Cy PeJioM 71, Y2 U 7y3. VI3 Maremarnke (aHAJTUTUIKE PeOMETPHje) 3HAMO Jia je

cos® 41 + cos? vy + cos? 3 = 1, (1.73)

a To je nmorepjia BopHoBoOr npaBuiia y penpeseHTanuju (peajHux) npaBoyriaux JlekaproBux
crucTeMa.

Slika 1.25: Keagap y mpaBoyrioM cucremy.

ITpumep 1.1.48. Jlokasrcumo (1.73).
Zoxas. Ca ciuke BUIUMO:
OT =0A" +AT°, OA’ =0T, +AT;,

jep cy tpoyrnosu OAT u OT1 A npasoyrmu. IlpaBoyrim je m tpoyrao OTiT. Amasmoruo
MMaMo ca ocTajie e oce. 3 Tpuronomerpuje mpaBoyrior TPOYLJa CJIEIIH:

COS2 = _O_Tl 2 COS2 = _O_T2 2 COS2 = _O_T3 2
it W ) 72 W y 73 W ;

—2 —2 —3 —2

o1 +0T,+0T oT

cos? Y1+ cos’ Yo + cos? Y3 = ! _g S — =1
oT oT

a TO je u Tpebajio JIOKa3aTH. O

Haxne, BopHoB 3akon 3ajesHo ca ,dyanMa’ KBaHTHE MeEXaHUKE €0 je IUpe CJIUKE,
OecIpeKOPHO JIOTUYHE Ha HadWHe KaKo TO Mmaremarwka moxke outu. Ca gpyre crpase,
KBaHTHA MEXaHWKa je MaTepujajiHa pelpe3eHTallrja Te JIOTUKe, MITO 3HA4YM Ja OHA UMa U
coricrBeHe hbeHoMeHe. JeJlaH ol TAKBUX je BPEMe.

[NojaBa BpemeHa

Cadawrpocm omaxkamo Kao naHdopMaIujy y Hacrajamy. OHa je peajn3aliija MaTepujaiHe
HEU3BECHOCTH y HAITy PEAJTHOCT KOja ce Ipejl HaMa IOy T jeJIHe 10 jeTHe KPUIIIKE TAJIOXKU Y
poctop-Bpeme. CBaKH JIeo Te PeajHOCTH €0 je MHOTro Beher amcTpakTHOT cBeTa uieja, aan
oHa, rehena 3 HEM3BECHOCTH CBOjCTBEHE jeIUHO MAaTEPHjU, IIPEe HaMa CTBapa CIernuduIny
10jaBY HECBOJCTBEHY TO] allCTPAKIINjU, & KOJY MU 30BEMO 6PEME.

3aTo MITO je y MPOILIOM TPEHYTKY I0JIOXKaj Jallle Ha CTOJy OMO HajBepOBaTHUjU OH he
OuTH HajBEPOBATHU)U U y cjaefeheM, OCUM aKO Ha Jallly Jejlyje HeKa CHUJIa, jep CHa je Ta Koja
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MOXKe MemaTu BepoBatnohe. Pasmunubajyhu ma oBaj Haduuu u rnocMarpajyhu wHepIujaina
KpeTama (y 0JICYCTBY CUJIA), JOJA3UMO JI0 3aK/byIKA JIa CJIMIHU YCJIOBU MIPOY3POKY]Y CIUIHE
Herocpe/iae noceauie. JlogaTHo, U3 IPUHIMIA KOHATHOCTH, U3BOJAMMO 3aK/bydak O (Ipu-
GJINZKHO]) IEPUOJMIHOCTH CBAaKe MaTepHjaIHuX TI0jaBe.

[Tocebna BpcTa 1epuOINYHOCTHU Cy TPeleperha, YeCTUIA MaTepuje y KpeTamy, KOje 30BeMO
masacuma. ymaHO je pasMUNI/bATH O Tajacamy KaJia 3HAMO Jia I'a TeHEPUIIe allCTPaKTHH
CBET TJIe BpeMe HeMa HaMa ITO3HATOr cMuca. Bpemencku peaocien gorahaja je maTepujaina
CTBap, TO je Hallla PeaIHOCT Koja, y3 IIPETIIOCTaBKY Jla HUje CBOJCTBEHA CBETY WUjieja, HUTH
JeIyKIlnjaMa, MOrjia OM UMaTh U3y3eTKe CyIpPOTHE YOOUUIajeHOM CXBATaly BPEMEHCKOI TOKA
Kao Hu3a y3pOoKa W IMOCcjeauiia. BpeMeHCKM HEM3 Jioraharma HUje €KBUBAJIEHT JIOTUIKUM
UMILTAKAIIIjaMa, OH CJIeIU IPUHITUNI TH(MOPMAIIT]je.

Kama morahaju Hucy y3podHO-TIOCTIEINIHE U HE IIPOU3BO/IEC BUIIAK HH(POPMAIIT]je, Tala je
Moryha BIXoBa HCTOBpEMEHA I0jaBa, Ia U I0jaBa CBUX TAKBUX y UCTOM jorahajy. Apyrum
pednMa, Kaja OM Ha JIaTOM MECTY Y HMCTOM TPEHYTKY OWIn IPUCYTHU CBU MaTepUjaHU
y3ajaMHO He3aBUCHHU Jorahaju 1ejie BACHOHE, Y HAIIO] PEAJTHOCTH TO MOPA JATH UCTU PE3YJITAT
Kao KaJia 6u Tu Jorahaju HaMIa3uIn jeJlaH 10 jeJaH Vv IPON3BO/bHIM UHTEPBAJINMA BPEMeHa.
Takohe 1 06pHYTO, KOHAYHE edeKaT II0jaB/bUBaba jeIHOr 110 jeJHOr He3aBUCHOT Jorahaja
6uhe ncTu Kao Kaja 6u cBU TH jorahaju Ha JJATO MECTO CTHUIVIU OFjETHOM.

Cynapame, NpuUBJIavuehe WIN OJ0Ujambe YeCTUIa YKasyje jia Cy OHe Ha CBOJUM ITyTambaMa
y3ajamHuo 3aBucHE jorahaju. 3a pasiuky oJ] TaKBuX, (OTOHU (YeCTUIEe CBETIOCTH) KAo Ja Ce
y3ajamuo He npuMmehyjy. Hbuxose myTame He MoOKa3yjy 3HAKe UHTEPAKINja, HUTU 3aBUCHOCTU
norabaja, mTo ce MOXKe BUJIETH Yy CJIydajy nHTepdepennyje Yuju Ha3uB je y (PU3UIKM HECPETHO
n3abpan. Haume, unmepgepenuyuja je pusntika mojapa HaIEr onaxkama, JTakje MojadaBarba,
cnabsbeba WK IOHUIITAaBAa Tajaca, ajld KOoja He yTHYe Ha UHIUBHUIYAJIHOCT I10jeIMHUX
YUIECHUIIA.

OBo Huje yobuuajeHo riejame Ha UHTEP(EPEHIN]y Kao y3ajaMHU YTHUIR] Tajaca, ajiu
ra gokasyjy u mosuaru HbyrHoBu ekcrepumentu onmuke u3 1704. romume. Ilponackom
KpO3 HpU3My 0Oeaa c8em.aocm ce pasdjiaxKke Ha cnexkmap Koju ce 3aTum orer Bpaha y Gesy
CBETJIOCT IPOJIACKOM Kpo3 npyry npusmy. llopes oBor, mocToju joIur eKcliiepuMeHTa Koje
100pO MO3HAjEMO a HUCMO IMPUMETHIN Ja moTBphyjy ucro. Takas je ciaemehn.

ExcnepumenT , aBOCTpPYKM OTBOP"

Koedunujenre ucnpe 6asuux ekropa (1.69) y BekTopy crama |r) Hasusamo amn.iumyde.
KeajipaTu naTeH3suTeTa aMILINTYAa [IpE/ICTaB/bajy BopHOBe BepoBaTHONE, & TO KBaJIPUPAHE
MOJLyJIa KOMILIEKCHUX OpojeBa 30yibyje Ha HAYMH KOjU ce MOXKe IIpernosHaTu Ha cuiu [1.20]
y unmepgepenuyuju u dudparuyuju ekcnepumenTa ,, 1BocTpyKu-oTBop™ (double-slit).

Ha roj caunu, tanacu (perumo cBetyioctn) Kpehy ca nosurmje O Ha 3uay A, mposase
Kpo3 jiBa ycka orBopa I1 u Iy y npenperu B u crieky Ha noeprmuay C Koja UX perucrpyje,
dopmupajyhu Bpemenom audpaxmuone mape D. ITocmarpajmo jeamno mecro I na 3actopy C
1 Ha TOM MecTy uHTepdepenimjy apa tajgaca I; u Io.

Kaga 6u jeman orBop 6mo 3aTBOpeH He 6u 6ujI0 HHTEpdEPEHInje, jep 3a HHTePMEPEHITN]Y
Tpebajy Gap aBa Tasaca. Tamacu 6u Hamraswim u3 O, IPOJIA3UIN KPO3 Taj jeIUHU OTBOD
I; na upenperu B u rpynucanu ce na 3acropy C, HajuHTeH3UBHUje Ha 1npojopy mpase Of
Kpo3 paBan C, mocrerneHo cMmamyjyhu WHTEH3UTET HArOMUJIaBama Ha Ja/bUM MECTHMa Te
paBun. Axo cy oba orsopa I1 u Iy cnobomna, Tagacu Ol1 u Oy HaKOH Tposjacka Kpo3 B
uHTepEPUPAjy U TO Ce BUJM y 0OJIUKY dudpakiuonnx Tpaka D Ha jgereknnonoj mimoun C.
To ce KoHCTaTyje Yy €KIEPUMEHTY U TO j€ CACBUM Yy CKJIAJLY €A KJIACUIHOM (DU3UKOM.
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Slika 1.26: ExcrmepumenTt ,,iBOCTpyKH OTBOP".

Hasbe ce cTBapu KOMILTHKY]Y 3600 4eCTUYIHE IIPUPOJIE Tajaca (CBETJIOCTH) U 360r TajJacHe
[IpUpOJie YeCTHIA, aju Ce U JeJIHO U JPYro Jia YCKJAIUTH Ca IMPETIOCTABJLEHOM MTPUPOJIOM
ciydajHoctu. lIpe cBera, mpuMeTUMO J1a U3 TEOpEME CJIeIIN J1a Tajacu nHTepdepupajy
TaKO Jla MMajy HEIITO 3ajeIHUYKO U Jla Cy yIpaBo 300r TOra OHU HE3ABUCHU CJIyYajHU
norabaju. Baxku n 0O6pHYTO, 118 je JHOCTABHO 3aK/bY1YjeMO /18 CBU HE3aBUCHU TAJIACH-IECTUTIE
BACHOHE aKO Cy WKaJjia OWJIM Ha JAaToM MecTy JaHac uHTepdepupajy. CBe marepujasine
9ecTHulle Cy HEeKH Tajacu BepoBaTHONe, a muxoBa MHTepEPEHIN]ja je 3HAK IbIXOBE y3ajaMHe
HE3ABUCHOCTH.

Moryhnoct ,cTBapHe C/Iy49ajHOCTH TPABAAIN CMO KBAHTOBaIbeM HH(OPMAIIUje U TY UCTY
ujejy cMarpaMo yckjaljeHoM ca KBaHTHOM HpupojioM eHepruje (cserioctu). Ha mpumep,
nocreno je pehn ma jeman ¢oron nHe maTepdepupa cam ca coboM, jep je maTepdepeHimja
€KBUBAJICHT HE3aBUCHUX CJIy4ajHuX sorahaja, a 3a TakBe Tpebajy HajMame JBa. Takobe,
qecTuile-Tajacu narepdepupalie u ako ce MPOIYIITa]y y OJBOJEHUM BPEMEHCKUM ITEPUOINMA,
KpPO3 JIBa OTBOpAa Ha CJIUIA Ta omyoxxena naTEepdepeHImja n JudpPaKIInja Ha 3aCTOPY
C ocraje uyjana 6e3 (xuno)resa u3 kmwure [I], Ha HAYMH KAKO Cy y TOj KIbU3U H3JIaraHe.
Pazmorpumo Taj ryiaBHE Ji€0, YKPATKO, jOIIT jeTHOM.

Osnaunmo ca A = A(I) ammiuryay ucxomna, a ca A; = A(Iy) u As = A(Iy) ammummrye
Tajlaca KOju IpoJia3e Kpo3 HaBeseHe oTBope. KBanTHa BepoBaTHOha je, mpema BopHoBOM
sakony, kBajpar ammmryae P(I) = |[A]? = A*A, tue je A* Konjyrosan KomIiuiekcan 6poj
opoja A. Oszsmaunmo ca R(A),T(A) € R pemom peajHn u UMATHHAPDHU J1€0 KOMILIEKCHOT
6poja A = R(A) +iJ(A) (i% = -1), na nposepumo:

{ P(I)=P(I,uly) = P(I,) + P(I;) - P(I, n I)

A=Ay + Aof? = (Ar+ Ag)*(Ay + Ag) = ATAy + AT Ay + A4, + Asdy.  TY

JNown mspas, |A]?> = |A1[2 + |As]* + 293( A} A2), Hakon ynopehuBsarmba ca ropmuM jaje:
P(I)=|AP, P(L)=|AiP, P(I) =42, P(I1nI2)=2R(A]Az), (1.75)
rae je R(ATA2) = R(A1)R(A2) + T(A1)T(A2). Kako ce ammumuryge rajgaca HIPUCTHIVIIX

KpPO3 OTBODE MEajy 3aBHUCHO OJ1 MOoJIoKaja Jy2K mnoppiiude C, Tako ce Mema U peaHu
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JIeo TIPOM3BOJIA, a ca UM M YKyIHA BepoBaTHONA CTH3ara eHepruje Ha JaTo MeCTO MepHe
[IOBPIIUHE Ha IIPETXOIHO] CJMIM. 10 je eKCIIepUMEeHTAIHO IPOBEPEH Pe3yJ/ITaT.

Ha cnenehoj comru BUJUMO IIITa ce jgoraha Kaja Cy aMILUIUTY/E Tajaca CylpOTHE
U KaJla Cy carjacHe. Y MPBOM ciydajy (J1€BO), peasiHi ¥ UMArMHAPHU JEJOBU aMILIATYIa
nMajy cynporaH 3HakK, 3a1o je R(A] A2) < 0 u Beposarnolie nojase na 3acropy C ce cmamyjy.
Y apyrom ciydajy ([IeCHO), peaJiHu U UMArdHAPHU JIEJIOBU aMILINTYIa MMajy UCTH 3HAK,
P(A7]A3) >0, na ce Beposarholie na 3actropy C nosehasajy. Ory/a TamHe u cBeriie judpak-
muone tnpyre (D). HUyznmo je oBme, Kama TO ymopeamMmo ca TopmuM m3pasom (1.74), ma
BepoBaTHONA yapyxKeHux gorahaja moxke 6utu Beha of 36upa MmojeInHuX.

UHTepdepeHumja
AEeCTPYKTUBHA ! KOHCTPYKTUBHA
m m

+ +
AN AN

AVAV

Slika 1.27: KoHcTpyKTHBHA U HeCTPYKTUBHA HHTEPMEPEHIT]a.

g

Ta cunepeuja wecmuya-masaca, 1a je 30Up yApyKEHUX Belu O OJIBOjeHUX cabupaka,
nMa cBojy mopyky. OHa Kao J1a HaM Kazke Jia ce jOIIl HeIITO KpHUje MUCIOJ MOBpIInHe. YuHu
ce Kao Jia YeCTUIE-TAJIaCH caMe He UCKa3yjy CBOj MOTEHIUjaJ JOBOJBHO Ka0 KaJa Cy 3aje/IHO.
To mokeMO HOKyIIATH pasyMeTH I03uBajyhu ce Ha XajseH6epFOB(f‘EI TyMadueme KBAaHTHE
MexXaHUKe KaJia je PEKao: ,MepemeM eJIeKTPOoHa JIedUHUIIEMO HeroBy myramy”. Mepere
je ysumarbe mHOpMaIje — A00ujeHe peau3aujoM HEU3BECHOCTU y MHMOPMAIHU]jY mare
mojaBe. Hanme, cMamuBambe HEM3BECHOCTH pe3yaTupa moBehasameM n3BecHOCTH. AHAJIOTHO
Bahemy jejiHe 110 jeHe, O3HAYEHNX aJIM jeITHAKO BEPOBATHHUX, KYTJIAIA U3 KyTHje Ha CIydajaH
naund (ommcano y kmusu [1]). Ca csakom cienehom morpermsoM usBalieHoM Kyrmiom
BepoBaTHONA TparkeHe pacTe a CMamyje ce IPeocTasia HEU3BECHOCT.

Camano ce goraha orBapameM KyTuje ca [lIpedunzeposom maukom. Y TOM 3aMUNBEHOM
,KBAaHTHOM EKCIIEPUMEHTY", IaHCe Ja je MadKa y KyTHUju KUBa OJHOCHO MPTBa Cy IOJIa-
moJia, & TAKBO je W CTBAPHO CTambke /0 oTBapama KyTuje. OTBapameMm KyTuje mobmjamo
nadOpMAaIjy, PEIIMO ,,MaJdKa je XKUBa'", 9uMe Ce CMakbyje IpeTxojiHa Heu3BecHocT. Jlakire,
cMaibyje ce HEM3BECHOCT MHOTUX IPETXOJHUX CTalba KyTuje, OYKBaJJIHO 10/1edUHICAEM
[IPOIIJIOCTU KYTHUj€ U HEHOT CajpKaja.

AKO ¢cMO OBO pazyMejid, OHJIa je JIAKIIH JIe0 pasyMeTH Jia IPOMEH/BUBO T0jaB/buBame 1
u [ MOXKe pe3yaTHpATH TyTHUM OJCTylamuMa u3pasa (1.74).

OBuM TyMavuemeM ce IIPOMOBHIIE KAKO IIPUHIIAI BEPOBATHONE TAKO 1 3aKOH KOH3EPBAIHje
(omprkama yKymHe KoJuunHe) HemsBecHocTH u uHbopmaruje. Ca jexne cTpane nmMamo
KBaHTOBame eHepruje; ja 6u ce nojaBuia (He)3aBUCHOCT 1I0TpeOHA cy 6ap jBa jorabaja, y

“'Werner Heisenberg (1901-1976), nemauxu reopujcku dusndap.
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oBOM ciy4ajy 6ap jBa kanTta. Ca jpyre crpate je narepdepeniyja (He3aBUCHUX) Y€CTUIA~
Tajaca KaJja rof ga cy. 1o cBe 3ajemHO ocTaB/ba YTHCAK Jla je Tajlacaibe CYICTaHIE KOjy
BUJIMMO IIOIIYT MOBPIIMHE MOpA, & JIa je UCIOJ Te MOBPIIMHEe Mope (OKeaH) HeM3BEeCHOCTU
KOja Te Tajiace TeHEpHIIe, IITO je TaKohe y CKJIaIy ca UejoM Jia je MATEPHUjAJHI CBET CAMO
neo dbusnke, Ja GU3NKaA yKIbyUyje U IUPE UCTHHE.

TanacHa Ay>xuHa

BoproBo mpaBmio HaMm Kake Ja je KBaJpar (MHTEH3UTeTa) aMIUIUTYJEe Tajaca je/HaK
BepoBaTHONM ca KOjoM MOKeMO Hahn Tajiac-4ecTHily Ha JAaTOM MECTy Y JAaTOM TPEHYTKY.
3060r Tora KBaHTHE IIOjaBe CMaTpaMoO CAydajHUM. HecTUvHA MPUPOJa OBUX Tajaca MO3HATA
je dusuim w3 MHOTUX eKCIepuMeHaTa, aJii je Caja W TEOPUJUCKH JI00MjaMO W3 MPUHITAIA
koHauHOCTU. [IpuHIIUIIIje/THA je U camMa TajlacHa IPUPOJIA YeCTHUIA, & TAKODE U TePUOTUIHOCT
CBUX MaTepHUjaJTHUX I10jaBa.

Hajseha HOBOCT 011 CBera y MOMEHyTOM Je/ly OBe paciipaBe je oTkpuhe 1da Ha IaTOM
MecTy uHTepdepupajy CBU Tajachd BaCHOHEe, Ma Kaja Ja ce mojaBe. TaMmo rje Mu onazkamo
HEIOCTOjalbe YECTUIA-TAIAca 3AIPABO je HBUX0Ba 30MpHA JIECTPYKIMja W MOXKeMO pehn ma
Cy CBU TH Tajacd y PaBHOTEXKH, a TamMo rie BopHoBa BepoBaTHONA IMOKAa3yje MO3UTUBHY
BpegHoCT MOkeMmo pehu 1a mmamo mopemehaj. To Baxku 3a cBe mepuoandHe I0jaBe MaTepuje
KOje Cy HEe3aBUCHU CJIydajHu jorahaju.

3a paz/iuKy OJ aMILUIUTY/e KOja je BUIe OKPEHYTa HAIIEM TPaXKewmy, MaAdCHe YHCUHG
je 3HavajHuja APYTUM OIMaKarbhUMa TaJaca-decTuIia. ¥ YCJIOBHMA y KOjuMa O TajacHe
Jyxune 6uiie Behe, 1mojioxkaj decTuie je pa3Mas3aH Ha JIy2KeM IyTy, [a je BepoBaTHONA HEeHOT
HaJaXKema Ha JaTOM MeCTy Maiba, IPEIu3HUje PedeHO, T'yCTHHA BepoBAaTHONE UecTuiie je
Mama. 1y ,[YCTUHY YecTure MU BUJIMMO U KAO €HEPrUjy WJIH UMILYJIC.

[Mocmarpajmo wuperve ceemaocmu U3 jeJHOT W3BOpa y KoHIeHTpudIHUM chepama. Ca
yIa/baBabeM O]l M3BOPA AMILIUTY/IE YeCTUIA CBETJIOCTH OIAJajy aJid He W bUXOBE TAJIACHE
nyxwune. Te ce wectune paspehyjy Ha cBe BehuMm moBpmmHama cdepa, He rybehu eneprujy
win nmirysac. OBO 3HA4YM Jla Cy aMILUIATYJE U TajacHe Jy>KUHe He3aBUCHE I0jaBe, a OJMax
3aTUM CJIe/IM 3aKJ/bydaK /@ y KBAHTHOM CBETY MMAaMO JIBE BPCTE BEPOBATHONA.

Ty apyry Bpcry BepoBaTHOha caMm verthie KOpUCTHO y KibU3H ,, I [pocTop-Bpeme’; mpoBepa-
Bajyhu npunnun Beposaraohe. Kasa ce ropmu ussop ceeriiocru Kpehe (jesHommMKO) HacTaje
penaTuBuCTHIKYN Jlonaepos eexam Koju ce pasmarpa y Toj KH:I/IBI/]E. [IpubnuxkaBarme
U3BOPa CBETJIOCTU OJIOBapa HEroBOM OOpaBKy y HaInoj OyayhHoCTH, jep BpeMe cucrema y
KpeTamby Tede CIIOpHUje a Y TPEHYTKY MUMOWJIAXKEIha CAIAIIBOCTH ce MoKjarajy. Omaxkarme
kpahe TajlacHe JyK1UHE CBETJIOCTU U3BOPA KOjU HAM Ce MPUOJImKaBa ngKﬂ je mpoTyMadeHo
BehoMm BepoBaTHOhOM OymyhHOCTH Of camammmoCcTH. ¥ OTACKY M3BOPA, PeaTUBHE TaJIacHe
Jy2KUHE CBETJIOCTH Cy Behe OJ COICTBEHMX, Ta je TO TYMAadeHO CMAarbeHOM BepoBaTHOhOM
nporntocTu of cagantmoctn. Cmep Kperama Tasiaca csersioctu (dorona) je ox Behux ka
MabUM TAJACHUM Iy’KUHAMA, OJl Marhe BEPOBATHUX Ka, BHUIIE BEPOBATHUM IOJIOXKAjUMA..

Cpenma BpeaHOCT (apuTMeTHdKa cpejuHa) jonazehnx u oazeinx rajacHuX JIy:KUHA
Ha3BaHa je JIOHTUTYAWHAJIHOM W Beha je Ol CBETJIOCTH WMCTOT M3Bopa y MmupoBamy. Oma
je jemmaka Tpancdepsannoj! 3a pasnuky o nperxojHe (pU3NKE, TEOpUja PEJATUBHOCTU
ycnernrHo npeasuha u Tpancdepsanau Jlomrepos edekar, Behy BpemHOCT TajgacHe dyKUHE
CBETJIOCTU KOja HAC MUMOWJIA3U Y HAjOJIMZKO] TAUIU HhEeHE [yTambe.

425 [, 1.3.3. Lipsenn momax.
43 1pumenba kosere
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To noeehame pejrlaTHBHE y OJHOCY Ha COICTBEHY BPEIHOCT, KAKO TpaHchep3asiHe TaKko
1 JIOHTUTYIUHAJIHE TajJacHe Jy:KHUHE, TyMaduo CaM pejaTUBHOM BepoBaTHohom. Yecturie
0CTajy y CTramy MUPOBamba (CBOI M3BOpPA) MJIM jEJHOJMKOr HPABOJMHUJCKOD KPETarha 3aTO
IIITO je CBaKM JPyru OOJIMK KpeTamba 33 HUX Malbe BepoBaTaH, CBe JIOK Ha HUX HE Jejyje
HEKO JIpyro Tejo uiu cujia. [Ipema Tome, mpuniun BepoarHohe je y ckiany ca FbyranoBum
3aKOHOM HWHEPIIH]e.

HorutepoB edekar HHUje HEOIXOJAH 3a IMOTBPIY IMOMEHYTOI acleKTa IPUHIINIA BepoBa-
THohe. lcro ce moxe mobutn m m3 KommroHoBOr edekTa, omaykeHor moBehama TamacHUX
JIy>KuHa X-3paKa U JAPYTrUX BPCTa eJeKTPOMATHETHOI 3pavera Koje Ce eJJACTUIHO PACHUIla
onbujameM of esieKTpoHa. Hakon objaBpuBama 1923. roaummbe, Ta omaxkama ce KOPUCTE 3a
JIOKA3 KOPILYCKYJIapHe TIPUPOJIE CBETJIOCTH (IIOpeJi TajiacHe).

KomnTtoHoBe edbekaT

Herne mouerkom 1920-ux kajia ce Ha OCHOBY (POTOEJIEKTPUIHOT e(DEKTa jOIIT YBEK PACIIPa-
BJBAJIO O TajlacuMa cBeTsiocTu u ¢orony, KoMnToH je /a0 jacaH eKCIIepUMEHTAJHU JI0Ka3
yaectuaHe mpupojie’ tux tasaca. OH je mocMarpao pacHIlaibe y-3paka U3 YIVb€HUKOBHUX
€JIEKTPOHA U HAIla0 pacyTe y-3paKe ca BehMM TaJlaACHUM JIy;KHHAMa OJf YIIaJHUX, Kao Ha
CJTAITA IIpomena TanacHe Jay»KWHE pacTe ca yIJIOM pacHularma IpeMa KoMITOHOBO]

dopmyiiu
h

mecC

A2—A1=Al=

(1-cosb). (1.76)

Ha sieBoj crpanm jemakoctu cy A1 yjla3Ha U Ao U3JIa3HA TajacHa JyKUHA pacyTux (poToHa.
Tlecuo je mpubzkao h = 6,626x1073* Js ITnankosa KomcTamTa, me = 9,109x1073! kg je maca
eJIeKTPOHA y MUPOBaiby, ¢ = 3 x 108 m /s 6p3una cBeT/IocTH y BaKyyMy. Yrao pacumama je 6,
a KOJIMUHUK N/mec = 2,43 x 107'2 m ce nasuBa KommroHosa TasacHa JyKWHA eJIEKTPOHA.

Slika 1.28: Kommronos edekar.

Kowmnon je obpaano u ob6jacHHO MOgaTKe M3 CBOT €KCIIEpUMEHTa, IpuMemyjyhu 3akone
oJlpKarba €Hepruje W UMIYJICca y WHTepakiujamMa (hOTOHA Y U €JIEKTPOHA € U J00HOo j1a
pacytu GoTOH MMa Mamwy eHeprujy u Behy TasacHy gyKuHy mnpema HJI&HKOBOE dopmyn

E = hv, (1.77)

“Max Planck (1858-1947), nemauku Teopujcku busmdap.
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rje je v = ¢/\ dpeksennuja ranaca. EBo TakBor uspadyHaBamba.

doron 7 ca noyernoM eneprujom Fj = hyyp nyryje ayx amnciuce (x-oce) W pacuia ce
Ha eJIEKTPOHY €~ eHepruje E, = m.c?, Kao Ha CInmm PoToH ce o/10uja Ol eJIEKTPOHA
IpaBIeM Koju 3akJjiama yrao f ca armcmucom, ogyiasehn ca eneprujom Ey = hro. 3namo na
Cy TajacHa nyxKwHa A u ppekBeHiuja v poroHa y penanuju A\v = c. Enepruja ejgekrpona
y mupoBamy je Fei = mec?, a nakon cymapama Eey = \/p2c2 + m2ct, rue je p. mmmysc
eJIEKTPOHA HAKOH CyJapa.

[IpumMemyjeMo 3akon 00potcarba €HEPTHje U U3PaTyHaBaMO:

E1 + Ee1 = Eo + Eea,

E1 +mec® = By +/p2c® + m2c2,
(E1 - Ey+ m602)2 = pgc2 + mgc4.
[Tpumemyjyhn 3aK0H OIpKarmba UMILYJICA JT00MjaMo:
ﬁl = ﬁZ + ﬁe)
R )
(P1—P2)” = Pe,
p% +p% —2p1pacost = pg.

2 u xopucrehn penamujy E = pe 3a $hoToH, oHA TTOCTA]jE

Muoxkehu oBy jemHakocT ca ¢
E?+ E2 - 2FE Eycosf = p>c®.
Kombunyjyhu oBaj pesysrar ca IpeTXoIHUM, HAJIA3UMO:

E?+ E2 + m2c* + 2E1moc? - 2Eymoc? — 2E1Fy = E2 + E5 — 2F) Ey cos 0 + m2c?,

Eimec® — Eomec® — E1Ey = —Ey Eo cos 0,

1 1 1
—_———= 1-cosb
E2 E1 meC2( €03 )7
h
Ao — A1 = (1--cosb),
MeC

a 1o je dopmyna (1.76). U3 nperxonte nobujamo u dbopmyity 3a eHeprujy pacyror GporoHa

£y
1+ mE1 (1-cosf)’

ec?

By = (1.78)

rze je Fy enepruja ynaguor dborona. Kaxko je |cosf| < 1 10 HA3MBHUK JIECHO HUje MArbi Of
jenaH, na je Ky < Fy, a jeHAKOCT ce MOCTHKe CaMo KaJla HeMa pacumama, § = 0.

KOMHTO}E je 3a cBoje orkpuhe 1927. rogune mo6uo HobestoBy Harpasy y dbusuium u To
je cama kiacuka. OHO IMITO je Mame O3HATO je Be3a u3Mehy TajacHe JyKUHe, aMILIATYIIE
u BepoBaTHOlie, Ha KOjy OBJe (XUIIOTETHYKH) [JIEJaMO Ha MPETXOJHO MOMEHYTH HAYWH.
[Tpunnunujenno cmarpamo ga POTOH IMyTyje TPajeKTOPUjoM KOja My U3IJIeJa HajBepoBaTHHja,
a Jia cyapoM ca ejieKTponoM (oron ckpehe Ha Marbe BepoBaTHY IyTamy. lomaTHo, TajacHy
IY2KUHY CMaTpaMo IoKa3aTe/beM BepoBaTHONe TpajeKTopuje, Ha HAYUUH Ja BehuM TasracHuM
JIy2KUHAMa OJIT0Bapajy Marbe TYCTHHE MoJI0Kaja (poToHA.

45 Arthur Compton (1892-1962), amepuuxu dbuzmaap.
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1.1.7 Pacnogene sepoeaTHoha

Pacnodena seposammoha je Tabejia wiau jeHaUNHA KOja IIOBE3yje CBAKU WMCXOJ HEKOT
CTATHCTUYKOT €KCIEPIMEHTa ca BepoBaTHONOM jjorahama. Y IuckperHoM ciy4ajy (mpebpo-
juBHX CKyTOBa Joraljaja) pacroesy HUIIeMO IIPEryieHo:

Q:(wl W ... wn)’ (1.79)

pr P2 ... DPn

rae je P(wy) = pg, wiNwj =@ 1 Up_; wy = Q. IIpema Tome Y. pi = 1 je BaxkHa oxjmKa oBe
pacmozesie. Uecro ce moraha ma caydajunm gorahajuma TpebamMo IpUIAPYKUTH HEKe OpojeBe,
wr = T € R, ma nperxoaHy Tabey MHUIeMo:

X:(‘Tl Tz .- x") (1.80)
P1 P2 ... Dn

rue je P(X =xp) = pr. Cpezby BpeJHOCT OBUX OpojeBa
n
(X)) = P11+ paxa + - + P = E:Ekpk, (1.81)
k=1

HA3MBAMO U MAMeMamuyko ouexusarve. Cpejiiba BPEHOCT KBapaTa OJICTyIarba O/ MaTeMa-
TugKor oueknBama U = u(X) je

o (X) = ki(wk - 1) i (1.82)
=1

U HazMBa ce eapujanca. JIpyruM pedmma, BapHjaHCa je IIPOCEK KBaJIPUPAHUX pasjinKa
narux GpojeBa oJ] mUXOBe cpelbe Bpeanoctu. Kopen sapujamce, o = \/o?(X) nasusa ce
cmandapona desujavuga. M3 (1.82) mobujamo:

n n n n n
0% = Yo (aF = 2ump + 17 )pe = ) wEpk — 2 Y wpk+ ) P = Y wpr =2 pk - 1,
= o1 =1 k=1 =1

a oTyIa
n
2 2 2
o’ =Y Tipk—p. (1.83)
k=1
To je dopmysta ucTe BapujaHce, JAKIIa 38 KOPHUIITEIHE.

ITpumep 1.1.49. Bauamo dep xouxry. Jlobujamo dsa scemona axo nadwe 6, jedar sHcemon
axo nadne 5, a Yy C6UM OCMAAUM CAYHajesuMa 2ybumo jedar ocemon. Hahu ovexusarse u
ducnepaujy.

Pewerve. Cpenma BpegnocT nobutka (ryburka) je

1 1 4 1
2.2 41-Z4(=1)-—=-Z
1 6 6+( ) 5= 5

~ 0,16667) oz

IITO 3HAYU J@ Y OBOj UIPU I'yOMMO IIPOCETHO MAaJIo Marbe o 17 oicTo (%

jemHor »KeToHa 10 Oaltamby Kolke. Bapujamca je

1.’_ 11 . 1 + (—1)2 . é] - (1)2 = @ = 1,47222
6 6 6 6 36

Cranjapaa gesujaija je o ~ 1,213. To je mpoceuno ojcryname jgo06uTka (ryouTka) oy

0% = Y aipp -t = 27

OYeKUBAaIba. O
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[Tokasyje ce ma ce ca cBe BehuMm OpojeM MTOHAB/bAIHA CAYUIAJHUX OIMMUTA UCXOIU CBE DOJbE
IPYLHINY OKO paciojiesie BepoBaTHOha. IHTepecaHTHO je 1a ce Mepa TOI CMambUBabA,
IpYIICAake PACUIIama MCX0da OKO OUYeKHBAHUX BepoBaTHONA, MOXKe JOOWjaTH U TEOPHjCKU.
Pacrymauntn fiemo To Kopak 1o Kopak, MpUMeEpPUMa 1 JOKA3UMA.

JemHocTaBaH modeTak 3a pa3yMeBaibe paciofesa je maamkarop l4 ciaydajuor morabaja
A w3 yuuBepsyma ), ckyna cBux mMoryhnocru:

1, weAd
IA(w):{ 0. we A (1.84)

Ha mpumep, ka/a 6armmo dhep Houmh Tpu myTa mo6mjamo ckyt ca 23 = 8 mexoma:
Q = {IIIIIT, TITIC, TICTL, TOIL 0T, THT, TTIL TTT )

rue je II — nmaso je ,oucmo”, I' — masa je ,rnasa“. Ako je A =1I, onna cy BepoBaraohe 6poja
nojasa nmorahaja A y Tabemu:

A BepoBatrHoha

0 0,125
1 0,375
2 0,375
3 0,125

Tabela 1.5: Tpu bamama HOBUMhA.

Osze je BepoBatHOha jorabaja A y jeanom Ganamy nosumha P(A) = %, a BepoBaTHONhA

na ce A mehe gecutn y Tom Gamamy P(A) =1 - P(A) = % Y JspyradmjeM eKCIepUMEHTY,

BepoBarHoha morahaja A moxke 6utn 6usno koju peanan 6poj p € (0, 1), Tako na BeposaTHOhA
na ce A nehe necuru usnocu q =1 —p. Jakne, P(A) =p u P(A) =q.

Q¥ .'&’

QB
%”\* .%E '%‘%(/2 -

k4
8

§

Slika 1.29: Urpahe kapre.

AN

Kaza je morahaj A ciywajuo mspiademe Jjmka ([IOKep, jgama, Kpajb) U3 IIIIIA ca 52
urpalie kapre (ciuka , Taza je p = % uq= %' Y Hu3y o1 neceT HACYMUTHUX U3BJIAYCHHA
[0 jeJiHe KapTe U3 IIINUJIA, CBAKHU IyT ca BpahameM Te KapTe y IIIMIJI U MEIIamheM, CBaKO

Pacrko Bykosuh 68



KBAHTHA MEXAHUKA

u3BJIaderhe je He3aBUCaH ciydajaH jorahaj. 3aro mro cBako jaB/bame A y Hu3y on n € N
u3BJIavYea uMa jejiHake mance, ouhe k nmyra (k=0,1,...,n) usByueno A ca BepoBaTHOLOM

Pal= k) = (). (1.85)

To cy BeposaTHohe 6unomme pacnodese, koje osuadasamo u P (k).

BuHomHu koedmumjeHTn

3a buromme Koepuyujerme BaxKe jeTHAKOCTH:

(n): n! :n-(n—l)...(n—k+1). (1.86)
k (n—k)k! 1-2...k
OBy dopmyny hemo mokaszaTn y aBa KOpaka.

Pasmorpumo mipBo sapujayuje, pacriopehuBama Kaja je buran pemocien pacrnopehenmx.
Peniumo ma mmamo jecer TakMmmuapa Koju ce 6bope 3a ImpBa YeTUPHU MecTa paHr Jjmcre. Ha
IIPBOM MECTy MOXKe OmTu OmjI0 KOju OJ IhuX, a TO je meceT moryhmoctu. Tama, Ha apyrom
MeCTy MOxKe O6uTu 6mjIo Koju oj mnpeoctajux geser. Ha tpehem mecty moxke Outu 60
KOjH OJI IIPEOCTAJIUX OCaM, & Ha YeTBPTOM jeJaH OJf OCTaJuX cejaMm. Kako cy oBa Oupamba
IPOU3BOJBHA, TO je yKylaH Opoj pacunopehusama 10-9-8- 7.

Yomrre, Kajga umamo n = 1,2,3, ... TakMuvapa Koju ce 6ope 3a npeux k = 1,2,...,n
MO3UIMja PaHT JimcTe, OpOj pacmopea je

Vit=n-(n-1)-(n-2)...(n-k+1). (1.87)

To je 6poj Bapujanuja kiace k ox n enementara. Iloceban ciy4aj je k = n Kajga roBOpuMoO 0O
nepmymayujama. Vcra dopMyna BaxKM ma mMaMo

Vii=nl=n-(n-1)...2-1, (1.88)

rae n! auramo ,eH dakropujen’. To cy Bapujanuje u nepMmyraije 6e3 MOHABbaba, KOje Cy
HaM OBJI€ jeJINHe 3aHUMJbUBE.

Pasmorpumo 3atum xomburayuje, pacnopehuBama Kaja HUje OUTAH PEIOCIIE] PACIIOpe-
buBama. Permmo ma mMaMo CKyII ca JieceT ejieMeHaTa OJ1 KOojux (hopMUpaMO MOJCKYIIOBE Ca
10 YeTUPU ejieMeHTa. ¥y CBaKoj oJ] yKyIHor 6poja Bapujanuja 10-9-8-7 6uhe moryhe yetupu
eneMenTa pacropequru y 4! = 1-2-3-4 nepmyranuje. [Ipema Tome, 6poj KombuHaIHja, OPO]
pacriopesia He padyHajyhu pemociies je C’io = V410 /4!

Yomrre, ako uMaMo ckyn ca n = 1,2,3,... esemeHnara u msnpajamo k = 1,2,...,n
ejieMeHaTa y IMOJACKYI, OpOj MOICKYIOBa je

n Vit me(n-1)...(n-k+1)
= — ]..
Ci k! 1-2...k ’ (1.89)

a To je dopmyma (1.86).
Kao mro 3mamo u3 eeMeHTapHe MareMarnke, ucade Ha nadni (1.86) mam (1.89),
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bunomue kKoeduimjenTe cpeheMo y pa3Bojy cTermeHoBaHUX OMHOMA:

(p+q)° 1

(p+q)! p+q

(p+q)? p® +2pq +q°

(p+q)® p® +3p°q +3pg® + ¢
)

1.90
ph+ dpBq + 6p2¢% + dpgd + ¢ (1.90)

+a)" ()" + (D" e+ + ()t F 4+ ()P0

36up y cBakoM perky je jenad, jep je (p+¢q)" =1, na BepoBarnohe (1.85) uune pacruoey.
Camu koedunujertn obpazyjy lackanros mpoyzao:

(1.91)

KOju je 3romuuju 3a mamheme. [Ipumernmo fa je cBaku pellak TPOyTJia CHMETPUYAH:

()-(,")

jep je Opoj HauMHa Ja U3 CKyIa ca N eJIeMEeHATa U3IBOjUMO TOJCKYII ca k ejleMeHaTa jeTHaK
6pojy HAYMHA Jla HAKOH M3/IBajarba y JIATOM CKYIly OCTaHe n — k ejeMeHaTa.

IIpumep 1.1.50. Joxasamu (1.92) nomohy (1.89).

Joxas. VzpaaynaBaMo peaom:

(Z) " (n —nii)!k! ) n(n_l)”(ﬁ;)(!n_k)ﬂ] ) (nq—lk)

O

VY ITackajoBoM TPOyTIy je 30up JBa CyceaHa WiIaHa jeqHOr peTKa jeaHak diany m3mehy

BUuX CJIG,HGBGF peTKa:
n n n+1
= . 1.
(k)+(k+1) (/-c+1) (1.93)

To noka3yjeMo M3padyHaBamHEM:

n n n! n!
(k)+(k+1) RO =T
o onl(k+1) nl(n-k)  nl[(E+1)+(n-k)]
S (n=-kR)(E+D)! (n-K)W(k+1)! (n-k)(k+1)!
(n+1)! (n+1)

T (-R)k+1) \k+1

a oryaa (1.93).
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BuHomHa pacnogena

Tope momenyTy bunomny pacnodesy moxkemo nobutu 6pojehin maaukarope (1.84), kana je
P(A) = p KoHCTaHTHO, a NPOIIEC UHMKAIIUje ce TIoHaB/ba n = 1,2, 3, ... myTa, upu 4emy O6poj
nonasspama gorahaja A msnocu k =0,1,...,n. Buromny pacnozgeny osnauasamo B(n,p).

Teopema 1.1.51. Ouexusare 6urommne pacnodeae B(n,p) je p = np.
Hoxasz. 3a k=0 je k‘( ) Fgk = 0, sarum k( ) (k }) 1a IMaMo:

NS 11| T A

k=0 k=1

n— uu m m—7j
—an( )'“( D=(k=1) - pE(.)pkq 7 = np,

j=0 \J

e cMo craBum m=n—-1u j=k—1. O

VY 6unomuoj pacnogenu B(n, p) noapazymesamo p+q = 1. Ouekusare Bapujabie X gecro
mmenmo F(X) = u(X) (enr. Expectation), a Bapujancy ca var(X) = E(X?)-(E(X))?2, mro
je camo pyru HauuH nucama (1.83).

Teopema 1.1.52. Bapujarca Gunomne pacnodese B(n,p) je o = npq.

Jloxa3. VzpadynaBaMo IpBU cabUpaK BapujaHce:
2y _ = 2\ b onk n=1\ g nk
By = SR (= k() oot
i \k k-1

2o (n-1 e e
=np2k(k_1)p“( R 1)—an%(JH)( )pj J
J

oA o ] B b ) ol ]
] [t i R (]

=np[(n-Dp(p+¢)"™" " +(p+9)"] = np[(n-1)p+1],
E(X?) =n?p* +np(1-p).
3aruM U3padTyHaBAMO:
o}(X) = E(X?) - [B(X)]* = np(1 - p) + n°p” — (np)*,
a(X) =np(1 -p),
a TO je u TpebaJjio JTOKa3ATH. O

Bunomuy pacmomenny MoxkeMo IpUMEHITH KaJia Cy UCIyibeHa ciaeaeha Tpu ycioBa. Kaga
je dukcupan Opoj moHaB/baIba OIMUTA, KaJa Cy OIMUTH HE3aBUCHU U KaJia je BepoBaTHOhA
MCX0JIa KOHCTAHTHA.
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IIpumep 1.1.53. Kouxa ce 6auya 10 nyma u peeucmpyje 6poj ,wecmuuya”. Koauxa je
eeposammoha da mehy rwuma:

1° 6ydy mauro 3 wecmuue;

2° 6poj wecmuya Huje sehu 0d 3.
Koauxko je ouexusare u ducnepsuja 6poja wecmuya?

ot

Pewewe. Tlpumemyjemo bunomuy pacnogeny B(n,p), tae je n =10, p = % uq=

1° P(X10=3)=(Y)-p* ¢"~0,155.
2° P(X10<3)=Yi o (%)pF e ~0,930.
OuekuBanu 6poj mecruna je p = np ~ 1,67, a qucreps3uja oko Tor 6poja o = /npg~ 1,18. [

N3 osor mpumepa Bupumo Terkohe yrnorpebe OUHOMHE paclOJiesie Yy CiIy4dajy JAyrux
HU30Ba, BeJauKor Opoja m. MehyTum, Tama cy cBe yclellHHje alpoKCcUMaluje OMHOMHE
pacriojie, 1pe cBera HyaCOHOBOM@ 1 HOpMaJIHOM pacuoJiesioM. IIpBy KopucTumo y ciy4ajy
KaJia je odekmBame np < 10, mHade apyry, a y 0ba ciaydaja 6poj moHaB/bamba je n > 50.

lNyacoHoBa pacnogena

Iyaconosa pacnodesa n anpokcuMalja jrare cy mapameTrpom u=np >0 ca

ny\ g k Nk
o 1 AT R S B RE (1.94)

Cama pacrioziesia je 3rojiHa 3a u3padyHaBarbe Opoja IoHaB/bamba Jorahaja y JaToM HHTEPBAILY
BpEMEHA.
Ba joka3 (1.94) KopucTumo p = f1/n, 3aTHM IMaMO:

| k n-k
lim P(X = k) = lim —— " (E) (1 _ H) _

(1) s () () (-4)

[TpumeTumo:
. n! 1 ) n(n—l)(n—2)...(n—k’)(n—k—1)...(1)(1)
lim ——(—)=1 — )=
nir?o(n-k)!(nk) nivoo (n—k)n—-k-1)...(1) b
- lim n(n—l)(n—Q)k...(n—k+1):hm (ﬁ'n—l'n—Q.“n—kle):l'
n—»oo n n—oo \ n n n n
Taxobe:
n -k
lim (1—3) T (1—3) -1,
n—oo n n—o00 n
orya:

k n -k k
lim P(X = k) = (%) lim ( - H) (1 - E) - %e‘“,

n—>00

a 1o je (1.94).

46Siméon Denis Poisson (1781-1840), dbpanmycku MaremMarudap
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IIpumep 1.1.54. Packpcruyom npoaadu oko 300 6o3unsa no wacy.
1° Koauka je seposammoha da nujedno sosuro nehe npohiu y damoj munymu?
2° Koauku je ouexusanu 6poj nposasaxa y dse muryme?
3° Koauxa je seposammnoha da ce maj ovexusanu 6poj u decu y dee munyme?
Ipuxasamu xucmozpam pacnodese.

Pewere. Ipumemyjemo ITyaconoBy pacuojeny ca napamerpom p = 300/60 = 5.

1° P(Xo) =€’ 3] ~0,00674.
2° E(X)=5-2=10.

3° E(Xj)=e'0- 190 5 0,12511.

Xucrorpam pactogerre P(X) = e 10. 1%,7 MEpEHO y JBe MUHYTE je Ha, CJUIN m O

o1z
01
008
':lﬂE-EI
UU‘-'}

=

a 2 4 & i L0 12 I & g ah

Slika 1.30: Xwucrorpam pacroeire.

Panu mamaxkema Bpemaoctu llyaconoBe dyHKIMje HeKaa Cy KOPHUIINTEHE TaOJUIE, a
namac To pajse komijyrepu. Moryhuocr ma ce pacmogena tabenmpa momohy camo jegHor
mapaMerpa Omiia je BeOMa KODHCHA, aJi CaJla Jloja3e JI0 M3parxkaja JIpyre OCOOMHEe MCTHX
moryhuoctu. Hawma je cama wHTepecaHTHHja yBEeK MCTa, 3BOHAcTa (opMa THX pPaclojiesia,
KOja ce Ha3upe W Ha MPETXOJHO] CJUNU (XHCTOrpaM .

HopmanHa pacnogena

Hopmasara pacnodesa nara je mapameTrpuMa [ =np U 0 = /npq, ca:

1 P(5E-y) - e o
2 PlasZEeb)= [0, eV Py, (1:95)

YV oba ciydaja, Kajga n — oo, Be3a ca OMHOMHOM PACIIONEJIOM IIOCTAjy OYEKUBAILE (i U
jucnepsuja o. Taja cy HopMasiHa paciiogiesia 1 6uHoMHa (pub/IKHO) jeanake. [Ipumernmo
na dbyHkujy Hopmase pacuogesne (1°) nedunume jenan napamerap y = (r — p)/o.
Beposaruohy (1°) nopmasae pacrnoese MozkeMo o3HaunTu ca Py (y) ma 6u BepoBaraohy
(1.85) 6unomHe pactozese o3Haunn ca Pg(x), riue croju cvena z = k. Iloruenajmo orkyna
anpokcnMmarja Pp(x) - Py(y), kaga n — oo.
ITpso, u3 (1.85) npumernmo:

Pe(k) ('™ (n-k+1)p

= k=1,2,...,n,
Pp(k-1)  (,")P" Ygnrn kq
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a oryza 3aksbydak na je Pg(k) pacryha dbyukmuja 3a k < np u na je onagajyha 3za k > np.

Hpyrum peunma, pyHKIINja BepoBaTHOhe ODMHOMHE pacIojesie UMa ,,3B0HACTH O0JIUK" TOIyT

xucrorpama Ha caniu [1.30] ca MakKCHMyMOM 3a apryMeHT Kpq,y = np. To je cymruHa paga

(B. [II]) me Moapa u orkpuha ja ce GurOMHA pacmojiesia 6p30 cTabuan3yje ca IMOpacToM 7.
Jle Moasp je ycTaHOBHO ITOMEHYTY CTabMITHOCT OMONY Ipub/InKHE 6eposammohe

2
P(X:kmax""y)NPB(kmax)eXp(_ Y )’
2npq

KOja CJIeJIN U3 TO3HATUX allPOKCUMAIIT]ja:

1n(1+§)%£, 5%07
142+ +N=IN(N+1)~»3sN? N - co.

Hawnwme, y nperxomaom pazioMky cTaBUMO k = kg + M, 118 U3BEIUMO:

PB(k’maz"'m) -1 (n_kmax+m)p ~In (nq_m)p - In 1_m/(nQ) _
Pp(kmaz +m —1) (kmagz + img (np +m)q L+m/(np)

m m m m m
:1H(1——)—ln(1+—)z——__ -
nq np ng np npq

To npumennmo, 3a 1 <y <n — kpyqz, PEJIOM Ha:

In

In

PB(kmaJ:+y) :1n|:PB(kmax+1)_PB(kmax+2) PB(kmaxJ"y) _
PB(kmax) PB(kmaa}) PB(kmax+1) PB(kmazJ"y_l)
PB(kmaz-i—l)

PB(kmax + 2) PB(k'maa: + y)

=1In +In -+1In
PB(kmam) PB(kmam‘l'l) PB(kmaa:‘l'y_l)
o1 2 y 1 y?
npq  npq npq  2npq

Oryna ropma e MoaspoBa BepoBaTHONA.
Jpyro, npuMeTHMO J1a 3a BeJIMKe OpojeBe n BarKu

nl ok nn+1/26—n+k+n—k P
. P 4 N pq
kl(n-k)! /_QW(np)k+l/2(nq)n—k+l/2 ’

Pp(k) =

mro ciaenn u3 Cmupaunzose gopmyae
m! ~ V2w mm+1/26_m,

3a Besimke m. [Ipema Tome, 3a k » np, UMaMO U alPOKCUMAITH]y

1
V2mnpq

Ile MoaspoBa BepoBarHOha, 3a OIMIITE P, TOCTAjE:

PB(k) N

P(X =kpaz +y)

1 y2
———exp| - ,
V2T npq P 2npq
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I CMEHOM NP = Kppaz, Ta cTaB/bajyhn k ymMecTo Kpqp + Y, HAJIA3UMO:

1 (k —np)? 1 (k —np)?
P X = k N — - = — .
( ) V21 npq P [ 2npq V2ro P 202

Haxne, P(X = k) je upubianKHO jeJJHAKO MOBPIIUHE MCIOJ IJIATKE KPUBE

1 (z —np)?
1) = e[ -2,

<z<k+ % JLy?KUHE jeaH.

N/

Ha mHTEepBaIy k —

W P

Slika 1.31: TasronoBa KyTHja.

Tpelie, npumernmo na 3a cBaku nap neaux 6pojesa 0 < a < b < n, Baxu:
b b pk+l/2 b+1/2
Pla<X <b)=) Pg(k)~ > f(x)da?:/ f(x)dx.
k=a k=a k—1/2 (1—1/2

Cwmena Bapujabiiu, y = (x — np)/o, 10jeIHOCTAB/bYje 0Ba] MHTErPaJl y 00JIUK

1 B8
=) P

rie je o = (a—np-1/2) /o u B = (b-np+1/2)/o. To je no3HaTn uHTErpa HOPMAJIHE PACIIOIEE
(1.95), Koja ce HasmBa u FayCOBODﬂ KOJU jy je TIpBU 06jaBUO Y CBOJjOj MOHOFpa(bI/IjI/]@, rue
je maMely ocTasor yBeo HEeKOJMKO BaykKHUX CTATHCTUIKKUX MojMoBa. Jlo HemaBHO, HOpMAaJIHA,
pacroziesia je m3padyHaBaHa u3 moceOHux Tabsmia popmysie

O(z) = Lﬁ/ eV dy,

47Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Hemauku MareMaTHdap.
“8Gauss: Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambientium, 1809.
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Ima, ce 3a p = % u n = 100 buHOMHE pacroee n3 Tabese HaIa3UIIo;

44,5 - 50
5

P(45< X <55)~ @ (55’ 55_ 50) - <I>( ) ~ 0,8643 - 0,1356 = 0, 7287.
To ce mamac mobuja nmomohy padynapa. CBejenHo, 3a OHAKO WJIM OBAKO M3PadyHABAIHE,
JTOKA3aJII CMO AllPOKUMAI]y OMHOMHE pactojese HopmaaaoM (1.95).

Hopmasay pacrioziesly 9ecTo KOPUCTUMO 3a IPOIEHY BUCHHE JbYJU, KPBHOT IPUTUCKA,
6poja boaoBa Ha TecTy, 0OMMa MAIIHHCKE IIPOU3BO/IHE, IPEIIaKa Mepemha. 3BOHACTO IPYIIHCAE
TUX PaCIojiesia Jo9apaBa FaJITOHOBa@ KyTuja (quincunx) Ha CJUIU Ca ropme crpane
yIajajy KyrJjune Koje ce omadujajy of ImTanmhacTux IIperpeka, ca CTpaHe IpUKa3aHe y
00JINKY TaYKACTOI' TPOyIJIa, Iporajgajyhu 1o BepTUKaJHuX yceka Ha jHy. LlenTpasinu ycek
MPUKYI/ba HAJBUIIE O TUX KYIJINIA, & CBE MaFhe YCEIln JIeBO U JIECHO O IIeHTpa, (hopmupajyhn
3BOHACTY CTPYKTYpPYy KYTJIMIIA II0 IIperpajiama.

99.9%
99.7%

D

/ 341% 34.1%

136% 68.2% 13.6%

95.4%

¥o.100W
h:a.:.._.__—

-4o -30 -20 -lo H +1lc +20 +30 +4c0

Slika 1.32: Hopwmasaa pacmojea.

To je Tunmyan obsuk yuknuje (1.95) quju je (nowu) unrerpar  Hepemus“. Iloppmunna
ucnog 3BoHacre Kpuse (1°) no z-oce, uamelhy ancica a u b, je Tparkena BepoBaTHoha. To
3HAYMU Ja 38 @ > —00 U b — 0o BpeaHocT nHTerpasa (2°) H3HOCH jemarl.

Nnak, 3aBuCHO 01 TapamMeTapa (i U ¢ MOCTOoje JajbHe IIPABUIHOCTH Te KapaKTePUCTUIHE
KpHUBe HOpMAaJIHE pacrojese, npukasane ciaukoM [1.32, Hajsumma opjiunara nMma amciucy L
KOja je MaTeMaTHIKO OYeKuBarbe pacrnojene. Kpusa je cuMeTpudna OKO TOT €KCTPEMa, OKO
upase = pu. Y unrepBaiy (p— o, p + o) anciuce Hajasu ce 68,2 ojacro Bepoaruohe. Y
UHTEPBaJY (i + 20 amciuce jexkn 95,4 oncTo BepopaTHOhe. Y MHTEpBALY +30 OKO L HAJIA3U
ce 99,7 oxcro BepoBarHohe, a y unrepsainy +40 dak 99,9 omcro.

Ilpumep 1.1.55. IIpemnocmasna ce da epemena peaxuyuje maahez 603a4a UMGTY HOPMANHY
pacnodeay ca cpedrwom epednowhy = 0,53 ducnepsujom o = 0,11 cexyndu. Koja je seposa-
muohia epemena pearkyuje xpahez 0d 0,65 cexynou?

Pewewe. Tpaxumo Beposarrohy P(x < 0,65) = P(¥£ < @) = P(z < 1.09), a 3atum y
Tabenn quramo 0,8621. IIpema Tome P(z < 0,65) = 0,8621. O

“F¥rancis Galton (1822-1911), erryiecku crarucTagap.
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0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.0% 0.09

0.0 0.2000 [ 0.2040 [ 05050 [ 03120 [ 05160 | 023199 | 05239 | 05279 | 05319 | 05509
01 0.5395 [ 0.5435 [ 05475 [ 05517 | 0.5557 | 05596 | 05636 | 05675 | 05714 | 05)55
0.2 0.5793 [ 0.5532 [ 0.5671 [ 0.5910 | 0.5945 | 0.5957 | 06026 | 06064 | 06103 | 0614
0.3 0.6179 [ 0.6217 [ 0.6255 | 0.6293 | 0.65331 | 06365 | 06406 | 06445 | 06480 | 06§17
0.4 0.6954 [ 0.6991 [ 06625 | 0.6664 | 06700 | 06736 | 06772 | 06505 | 06544 | OEH7S
0.5 0.6915 [ 0.6950 [ 0.6955 [ 0.7019 | 0.7054 | 07055 | 07125 | 07157 | 07190 | 0.7p24
0.6 0.7257 [ 07291 [ 07324 | 0.7357 | 0.7359 | 07422 | 07454 | 07486 | 07517 | 07549
0.7 0.7580 [ 07611 [ 07642 [ 0V673 [ 07704 | 07734 | 07764 | 07794 | 07525 | 07§52
0.8 07851 [ 0.7910 [ 07939 [ 07967 [ 0./993 | 08023 | 08031 | 08075 | 08106 | 0.8)33
0.9 0.5159 [ 081586 [ 0.5212 | 0.5235 | 0.5264 | 05259 | 05515 | 0.5340 | 05365 | 0.2%39
1.0 SoEetolocesc Loceme Locoesre Locros Locros Locrre Locess Lososr | 0ERZ

11 0.5643 | 0.8663 | 0.8686 | 06705 | 0.6729 | 05749 | 08770 | 0.8790 | 08510 | 0.8530

Slika 1.33: HopmaJsue BepoBaTHOhE.

e Moagsp je 1738. romumue objaBmo momeHyTHu paj ,,JIokTpuHa 1maHcu mpoyvasajyhu
koedunmjenre Gunomuor passoja (a + b)". Ilporenno je ma cpemby YiIaH TOr pasBoja uMa
BpenHoct 2/v/2mn. Tayc je 1809. romuue mpoy4yaBao CTATUCTUKY U HAIIAO MEMOJY HAJMAHUT
K6adpama 1 HOPMAJIHY PACIIOETy. 3aTO ce 3BOHACTA KPUBY/ha HOPMAJHE PACIIOJIETIC HA3UBA,
u ,l'aycoBo 3B0oHO". MHave, nCTOBpeMEHO M He3aBHCHO oj1 ['ayca mcre romume je u A,H,paI/IHm
objaBuo m3Bohere HOpMaJHe BepoBaTHONE, alu ce TO HUje 3HaJO cBe 10 1871. romune kajma
ra je ,JIOHOBO OTKPHO" A6e[ﬂ

Jlasbu pa3Boj CTATUCTUKE YPAJIUO je Jlanﬂac{iz] JOKA3aBIIN [TOPEJ] OCTAJIOT U ,IICHTPAJIHY
rpaHUYIHY TeopeMy" Koja je Harjacuia TEOPUjCKH 3HaTaj HopMaJjHe pacmogaete. [la Hopmasraa
pacrojiesia HHje caMO MaTeMaTHJKa ajarTka Beh u mpupojHu (HEeHOMEH JEeMOHCTPUPAO je
Maxkcsed™| cpemrom 19. Bexa.

Jlanac je cBoheme pacriojiesia Ha 3BOHACTE OOJIMKE HOPMAJIHE PACIOJIESIE PYTUHCKA CTBAD
MaTeMaTU4IKe TeopHje BepoBaTHOhe, a mUXOoBa yrorpeda Mpero3Hara Jak U JAJeKO M3BAH
KJIacH9He craTucTuke. HakoH mpomomnuje ,npuHiuna sepoBaTHohe (HajBepoBaTHUje ce
JleaBa Hajuerlie) a 3aTuM u ipuHiuna nadopmanuje’ (Ipupoja mKprapu ca nHbOpMAaIu-
jom), objaBibenux y Kmusn ,JIpocrop-Bpeme’, nmpumehyjemMo jia ce u HOPMaJIHA PACIIOJIEIIA
yKJIama y ucty uuejy. Pacriozesie BepoBaTHOhA BUINECTPYKHUM IIOHAB/HAIHEM IOKA3Yjy CBe
Behy mpaswmiHocT, cBe Behy m3Becnoct. IIpuposa Tume Kao ga ycreBa YIITEIUTH CBOjY
HEU3BECHOCT U paszbaliuBambe nHdOpMaluje.

CakpuBarse nHdopmaumje

Huje Bure Tajua ga mpupoga BoJM Ja CAaKpUBa IIPOU3BEIeHy NHMOPMAIII]Y, i HAC OHA
jorr yBek m3HeHalyje HAUMHUMA Ha KOje TO YUHU. V3 NpWHIUIIA KOHAYHOCTH CJEIHN Ja je
HEU3BECHOCT, HYKHOCT MaTePHUjaJHOr CBETa, & OHA OU 10 CBOjOj Ipupoau Omta becMucieHa
aKo KaJ-TaJ He Ou Morya npehu y m3BecHocT, jnakje y uHdopmanujy. Beh Ty mmamo e
BpCTe cakpuBaiba uHOpMAaIje; jeIHa je caMa HEM3BECHOCT a JPyra je IIKPTO TPOIICHE
HEM3BECHOCTH, jep Cy Hajuemhn peajn30BaHu jorahaju ympaBo HajBepOBATHUjH, 8 OHU Cy
HajMame nadopMaTuBHu. Ha moderky m Ha Kpajy mpolieca peaju3aliije UMaMoO jeJIHaKe
KoJIMYMHe, Hem3BecHocTH u wHMopmanuje. Taj mporec ,pecuname u3 MIynJber y mpasHo’,
Ha3MBAMO 3aKOH KOH3epBallije YKYIIHe HEU3BECHOCTH U uHMOpMaIuje.

"ORobert Adrain (1775-1843), aMepHYKH MaTeMATHYAD.
®1Cleveland Abbe (1838-1916), amMepnuKm METEOPOJIOT.
2Pjerre-Simon Laplace (1749-1827), dpanmycku MaTeMaTudap.
%3 James Clerk Maxwell (1831-1879), mkoTcku MaTeMaTHIap.
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JlpyruMm pednMa, HEM3BECHOCT je caMO jeJaH OJ Pa3jauduTux ob/mka uHpOpMalnje 3a
KoOje, Kao U y CJIydajy pas3InduTux obJIMKa eHepruje, BaxkKu 3akoH odpoicarba. EHepruja u
uadopmanmja cy paszauanre GU3NIKe MojaBe U 00e UMajy Bese ca enmponujom (KOJIUIHUK
rToriore u temmeparype). llocmarpano y umHeprmjaaHuM cucreMmuMa, Tesio Behe Gp3mme
UMa Maibe pejlaTuBHe BepoBaTHOhe, Behy KMHETHUYKY €HEpPrujy u Behy TeMmIiepaTypy, ajau
HEMPOMEHeHY TOILIOTHY eHepmijl Temo m3 mupoBama Hehe crorTano npehn y Kperarbe,
jep My je TaMO Maibe BEPOBATHO CTambe, ca TakKohe MamOM €HTPOITHjOM.

Csaku o1 JBa 3aK/by4Ka, Jia je Y KpeTamy Mamba BepoBaTHOhA M Marmba eHTpOolnja, je y
CKJIaJIy Ca 3aKOHOM WHEpIIN]je, ajIu 3ajeJIHO u3rJie1ajy ancyp/auao. EaTpornuja je wadopmarniuja
HajBepoBaTHHjer (paBHOMepHOr) pactopehuBara decTuna, oHa je HajMarma Moryha a, Ha
[IpEJIJIOXKEHN HAYUNH, Y KpeTamy je join Mama. VHbopmaruja pacre onaiameM BepoBaTHOheE,
a OBJIe Cce TpaxkW Ja u3padyHara 3a ,ACTH ONTUMAJHHU paciopel] oHa Oyae mamal! To
je mapadoxc ewmponuje KOju ce MOYKe Pa3peniuTh Kajia y3MeMO y O03Up PeIATUBUCTUUKY
KOHTPAKIN]y AyKUHA. PelaTUBHO CTUCKAbE IMOCYIE Ca MOJIEKy/IaMa Ba3/yXa Iy2K IpaBIia
KpeTama, ajii He U OKOMUTO Ha Taj IIpaBall PEMETH ,,HajBePOBATHUJH I0JI0XKA] MOJIEKyIa" y
OIHOCY Ha IIOCMaTpada y MUpoBamy. KoaudnHa TOr PeaTUBHOT HAPYIIABAIbA ONTUMYMA
TaMaH je JIOBOJbHA 3a OTKJIAhalhe [MOMEHYTOr alCyp/ia.

CiuuHo ce goraha y rpaBuUTAIlOHOM II0Jby. Tesly y opOUTH CBe JpPyre IyTambe Makbe
Cy BepoBaTHe, a Marhe My M3IJIelajy W eHTpoluje OJMKe LeHTPy rpasuTaiuje. Pemeherse
OITHMAJIHOI paciopehuBamba MOJIEKyJIa raca Tala JoJa3u o Behe Texkune, 300 Koje cy
JecTHIle Ba3yxa OJke moay — rymhe. OBako Win OHAKO, peslaTuBHA WHMOpMaIija Kao 1a
Hecraje, mTo Huje Moryle 300r 3akoHa oIpzKaiba, a To je Bell mpyrauuju pesaTuBUCTUYIKU
arcyp/ — HaA30BUMO Ta napadokcom uH@opmavuje.

Pasperiutu he ra objarimemne y3 ciuky Xajgamapaosor Beatuiall.12] mpuxsarame ncxoma
y myamusepayme. Kama oba mcxoma Oarama HOBUMha cMaTpaMO 3aKMCTa PABHOIIPABHUM,
OHJIa PUXBATAMO €I3UCTEHIN]y 00e HacTaje ,apaJjeiae peajgHoctu . HbuxoBu BpemeHncku
TOKOBHU IIPEJICTaB/bajy pasinunre Hu30Be jnorahaja, a (dusnuka) KomyHuKanuja usmehy tux
Hu30Ba Huje Moryha, jep 6u oHa pernuMo HapyIIuIa 3aKOH ojp2Karma Mace. O MeHne jejHor
(uecTurie) He MOIY U3 HUYEra HACTATH JBA TAKBA.

[Tomepare BpeMeHCKe 0Cce HArubaheM Ka IPABILYy KpPeTarba WM JIEjCTBY CUJIE, OJIr0Bapa
JEeJIUMUYHOM OJIJIACKY IOCMATPAHOr CHCTEMa Y TapaJsiesIHy PEAJHOCT U3 KOje MoCMaTpad
He Moxe gobujatu (dbusmuky) nmdopmanujy. To mocraje pesraTHBHCTHYKO KPaJIyIKAe
BpeMeHa OJ CTpaHe HapaJjiejiHe PeajHOCTH U 3allpaBO je BPCTa CaKpUBamba WHMOpMAIUje.
Y ToMm mporecy HeMa TpajHOr HecTajama WH(pOpPMAaIldje, Kao IINTO HeMa HUTH HACTajarba
enepruje. Ilpsa (undopmanuja) ce cmamyje, a apyra (emepruja) pacre, ajau je y IIAPEM
KOHTEKCTY YKYIIHA KOJUYINHA CBAKE OJl IbUX KOHCTAHTHA.

Hocnenno 3akoHy ofp:kama WHMOpManyje, cMaTpaTd heMo Ja HOpMAaJHA Pacloena
BepoBaTHONhA HacTaje BUIIECTPYKUM IIOHAB/HAKHEM KCXOJA Ca CBE BEhUM IPyIHUCAIEM OKO
,laycoBor 3BOHA, He Kao ryburTak mHdopmarmje, Beh Kao mHeHO MaKoBambe, aKyMYyIuparmbhe
Wi cakpuBame. Tako HacTaje 3aKon seaukur O6pojesa Teopuje BepoBarHohe. IlonaBibameM,
KOJIMYIHUK Opoja JaTux MCxoja u Opoja MoKyIlaja TexKM BepoBaTHONM TOr ncxoja. buHoMmHa
pacroiesia peajin3alyje U Hepeaan3aliije KeJbeHOT UCXOa TeXKM HOPMAaJIHO] PACIIOJIEIH, CBe
crpoxuje yBesyjyhu mucuepsujy (o) u cpejby BpemHocT (f41) y Be3y Koja nocraje Hemoryha
3a jjo6uTH HarahameM HaMa OOMYIHHM CMPTHHUIIAMA.

4 yunoresa u3 [I]
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1.1.8 basHu BekTOpPU

Ckyn eseMeHara (BEeKTOpa) BEKTOPCKOI IIPOCTOPA HA3UBAMO 0a30M, HJIU CKYIOM 0a3HUL
8€KMOPA, AKO Cy TH BEKTOPU JINHEAPHO HE3ABUCHU a CBAKU BEKTOD BEKTOPCKOI' IIPOCTOPA je
JInHeapHa KOMOHMHAIMja TOI' CKyIla. YOIInTe, 0a3a je JUHeapHO He3aBUCAH pa3aluibyjyhu
ckyn. Oepe noppasymesamo nedunnnujy [I.1.9) BekTopekor npocropa V Hat TesoM ckazapa
®, 3a Koje cMO pekJin jJa cy KoMmiuiekcHu Opojesu C MoK He HAIIaCUMO JpyTradunje.

JlaTu cy mpom3BOJ/bHU CKaJIApU (1,2, ..., 0, € ¢ 1 BekTOpH €1,e9,...,e, € V. Tama ce
BEKTOP
n
v = Zakek = ie1 +agey + -+ apep (1.96)
k=1
HA3WUBA AUHEAPHU CNOJ WA AUHEAPHa Kombunayuja BekTopa e (k=1,2,...,n). Kaxkemo na
Cy BEKTODHU ey, JUHEAPHO He3asucHu, ako u3 v =0 caemu oy =0 penom 3a cee k=1,2,...,n.

Hamporus, ako je jennakoct v = 0 moryha ca 6ap jeauum xoedwurumjenrom oy # 0, Tamaa
KaXKeMo J1a Cy JIaTU BEKTOPU JIUHEAPHO 346UCHU.

Basa BexkTopckor mpoctopa V je CKyIl BEKTOPa KOJU Pa3alllibe Taj IMPOCTOD W CBAKU
eroB mormpocTop. Jpyrum peunma, cBaku BekTop u3 V je JMHeapHa KOMOWHAIMja HEKUX
BeKTOpa Oaze.

Ha nmpumep, ckyn JTuHeapHO HE3ABUCHUX BEKTOpA M3 36Mpa Ha JIECHOj CTPAHU HaBeJICHE
jennaxocru (1.96) umHu jenHy 6a3y BeKTOpCKOr mpoctopa. Ako HaljeMo joinr Heke BeKTOpe
KOj! JIOJATH TIOMEHYTOM U3paldy UCIYIHhaBajy yCJI0B HE3aBUCHOCTH, TaJ1a Ty Oa3y ca n BEKTOpa
cMaTpaMO HEKOMILJIETHOM W IIPOIIUPYjeMO je 3a HOBe BekTope, yBehasajyhu 6poj n 3a 6poj
nonarux. MehyTum, ako nMaMo n BEeKTOD €, a JjaToM n3pasy jonamo cabupak aje) # 0 3a
Koju He 6u Baxkuo yciaoB v =0, ovja u3 o) # 01 aje] + ajer + -+ ape, = 0 corenn:

LU
e =— Y, — ek (1.97)
k=1 &

2|5

ITO je Jpyrd HAdMH Ja KayKeMo Jia je BEKTOD €] 3aBHCaH OJ] IPeTXOJHuX. Bpoj eremenara
6aze oznagaBaMo dimV u HazuBaMoO JUMEH3UJOM NPOCTOPA.

Teopema 1.1.56. V xoHauHo JUMEHZUOHAAHOM BEKMOPCKOM NPOCMOPY Nocmoju 6a3a,
c8aKa 6a3a Moz MPOCMOPa UMa Korauro esemenama. Zlee pasne base ucmoe npocmopa yeex
UMYy jednakx 6poj eaemerama.

Jlokas. Heka cy nare ape 6aze A = {ay,a2,...,am}, B ={b1,ba,..., by}, m < n, BeKTOPCKOD
npocropa V. Bekropu u3 ckyna A cy iuHeapHO He3aBUCHU U pazamnuby V. OHIA Cy BEKTOPH:

al,ag,...,an,bl

JmHeapHOo 3aBucHu. Vayhu cuecha y j1eBo m36aIiMo IPBHU OJf THX BEKTOpa KOje je 3aBHCaH
OJ1 IPETXOMHUX U HeKa je To a. Jlobujamo HuU3 o1 Takohe m HE3aBUCHUX BEKTOPA, I1a je Hu3
BEKTOpA

az,asg, ... ,an,bl,bQ

JIMHeapHO 3aBucaH. lloHOBMMO mocTymak m3bammBamba, CIECHA y JIEBO M30AIMMO IIPBU O/T
THUX BEKTOpa KOJH je 3aBUCAH OJ IPETXOIHMX, Jia 6K ITOHOBO 100wau 6a3y ca m BeKTopa.
[Tonapspajyhin majbe, y cBaKOM KopakKy MMaMoO MelaHy 6a3y BekTopa u3 0aza A u B, aau
YBEK ca HCTHUM OpojeM m ejieMeHaTa, J0 3aK/by4dHO Oase:

by, ba, ... by
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Jlakye, 6poj ememenara marux 0Oasa je jeHaK, m = n, Ma KaXKeMo Ja je Taj Opoj jegHax
JuMeHsuju mpocropa, dimV = n. OJ

Ca cranoBuIlTa KBAaHTHE MEXaHUKe, 3HajyNu Jla BEKTOPHU U3PaKaBajy CBOjCTBA KBAHTHOT
cucTeMa, OBa TeOpeMa I'OBOPU O OJipKamy Opoja cBOjcTaBa JIATOI 3aTBOPEHOI' CHCTEMA.
N360p apyre 6aze 3Hadm Apyraduje jeduHuCcambe 0COONHA UCTOT CHCTEMa M MOXK I8 DOJHUX
wim Jiomujux Moryhuoctu mepema. Takobe, Teopema yTBphyje Jla HUKAKBUM TEOPUjCKUM
HpenakuBameM JleUHAIIja He3aBUCHUX (DU3UKATHUX [I0jJMOBA OJ] JIATOT KBAHTHOT CHCTEMA
HE MOXKeMO JOOUTH HEKU JIpyru Opoj He3aBUCHUX (DUSUKATHUX I0JMOBA.

ITorseajmo mra ce Jemasa ako BeKTopckoM rpocropy V' can' 6asuux Bekropa x, . . ., 2,
JI0ZIaMo CKy1l ca n'' HoBuX Ga3HHUX BeKTOpa 7 ,...,7,, Koju pasamumy V. Ako je cBaku oz

HOBUX BEKTOPa HE3ABUCAH Ca IPBOM 0a30M, 1 OOPHYTO, OHJIA MOXKEeMO (POPMUPATH BEKTOPCKHU
IIPOCTOP KOJU Ce Ha3uBa dupekmar, 30up JaTUX IIPOCTOpPa

V=V eV (1.98)
Ha HAYMH J1a Ce CBAKM BEKTOp v € V MOKe HAIMCaTu y OOJIHKY
v=XNv"+ """ (1.99)
rae cy sekropu v’ € V' u v € V", a ckamapu N, \" € C.
IIpumep 1.1.57. Joxasamu da je 3anuc (1.99) jeduncmeen.

Jlokas. 3anuc Hysna BeKTOpa je jeauncrsed, jep u3 v’ +v" = 0 ciequ v’ = v” = 0. IIpernocra-
BUMO JIa je 3aIHC HeKOT JPYTOr BeKTOpa HejeJMHCTBEH, PErIMO

v=v]+v] =vy+vy, v,vheV v v) eV
Tana je:
!/ / 144 174
(v) —vg) + (v] —vy) =0,
vi—vh=0, v -0v)=0,
. 4 1
jep oBe pasymke cy BekTopu pegom u3 V' u V. Mehyrtum, mysnma BeKTOpU Cy U y TUM
IIOTIPOCTOPMMA, jJeIMHCTBEHH, 1a je vy = vy u v]' = v, a 1o je Tpebaso mokazaru. O
Ba paszmuky oz aupekTHor 36mpa (1.98), npocmum 36upom npocropa:
V' + v (1.100)
HA3UBAMO YHUjY CKYIOBa BEKTOPA JIATHX IIPOCTOPA:
V4V = {0+ eV 0" eV} (1.101)

Jpyrum peanMa, ako mMaMo jiBe npase p’ u p’’ ca jeHOM 3aje JHIIKOM TaIKOM, Ta1a MOKEMO
nedunncaru nBa Bekropcka npocropa V= {v'|v" € p'} u V' = {v"|v" € p'} ca zajemumakum
ucxomumreMm O = p' np”. YV ncxomumry je Hyna BeKTOp 0ba IPOCTOpa W OH IIPHUIIAJIA TOj
YHUjU, aJId YHUJU He MpUajia 301up JiBa HEHYJIa BEKTOPa OJ KOjUX je jeJlaH U3 IPBOr & JAPYyTu
"3 JPYTOr TPOCTOpa. 3a PA3MuKy OJ MPOCTOT 306Wpa, AUPEKTHU 30Up CaIp:KU CBE BEKTOPE
obumka (1.99).

Kayia ce ypauyHajy cse sinneapue kombunanuje (1.99), Tazia ce 6a3u BEKTOPCKOT IPOCTOPA
V' nonajy sexropu 6aze V'’ u nobuje 6aza nupexrnor 36upa (1.98) tux npocropa. 3aro pasan
U IIpaBa Koje ce CeKy MOT'y YMHUTH JIMPeKTaH 30up mnpocropa (aumensuje 2+ 1 = 3), anu jBe
paBHE Koje ce ceKy He Mory (aumensuje 2 + 2 =4), 6ap He y IPOCTOPY ca TPHU JUMEH3H]e.
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JIema 1.1.58. Axo npocmopu us (1.98) umajy dumensuje n' = dimV’', n” = dimV" «u
n=dimV, onda jen=n"+n".

/loxas. Uz npernocrapke (1.98), 3a Gasne sextope e € V' u e € V"' 1 muxose nponssosmne
JITHEapHe KOMOWHAIIje

n' n!

r N "o "o

v —E}\kek, v _Z)\jej’
k=1 7=1

najasumo j1a u3 v’ +v” =0 cnequ v’ =0 u v” =0, a oryna ma cy cBu KoeduimjenTn gamobaa
ayse. Ipema Tome, dim(V' & V") = dim V' + dim V", mro croju y tBphemy. O

JIema 1.1.59. Axo je V=V'+V" un=n"+n"" ca npemzodnum osnaxama, onda je (1.98).

/loxas. Kama 6u ckyn Bextopa Koju cajipzxu obe b6ase e’ = (e;) u €” = (e}) 6no mmmeapno
zapucat, uMao 6u Hajsume n' +n' —1 = n - 1 1MHeapHO HE3ABUCHMUX BEKTOPA, I1a OM J1aTH
(mpoct) 36up mpocTopa GHO pasaler ca Mambe OJl HABEJIEHNX N BeKTopa. To je IPOTHBPEeTHO
tephemy na je Taj 30up n-mumensuonanan. Jdaxie, ¢’ u e’ cy nmuneapno mesapucHn. O

JlBe mocnejmbe JeMe UCTHYY Ja Ce CBAKU BEKTOp v € V MOXKe Ha jeJlaH jeJUHA HAauWH
nucatu y obsuky v = v’ +v”, rae je v’ € V', v” € V", ca napegenum gumensujama Ipocropa.
Cabupke u3 (1.98) masuBamo dupexmno xomnsemernmaprum. CBaKU CHCTEM JHHEAPHO
HE3aBUCHUX BEKTOPA KOHAYHO JTUMEH3UOHAHOT IIPOCTOPA MOXKE Ce HAJOIMYyHUTH JI0 6a3e Tor
[IpOCTOpa, Tj. CBaKH TaKaB CHCTEM BEKTOpa je MOJACKYI Oap jeaHe Gaze mpocropa. Cpaku
IIOTIIPOCTOP KOHAYHO JMMEH3MOHAJIHOD IIPOCTOPa UMa 6ap jelaH TUPEeKTaH KOMILJIEMEHT.

HumeH3nje nogaTaka

Hemnocpeiao mpet oBy ceknujy (1.1.8), ocBpHY/IM ¢MO ce Ha HEKOJIMKO HAYMHA CAKPUBAIba
nnadopmaruje. [Ipumeruan cMo ja npuxBaTame 00jeKTUBHE C/IYIajHOCTH, Y KPAJIHbEeM CIIyUajy,
3HaYn 00aBe3y pasMaTparmba U NAPAAEAHUT PEGAHOCTNU, TIOMEHYTUX U PAHUje y3 CJIUKY
XataMapaoBor BEHTHIa. AKO ¢ MOI'y OCTBapUBATH PA3INYNTE PEATHOCTH, PEIMMO ,IIHCMO"
u ,,raBa’ OamameM HOBUMDA, OHJIA Y CBAKO] OJI peasin3allija NCXOJIa jeTHAKO Barke (PU3MIKU
zakoru. CBaka OJ HACTAJIUX MapaJeTHUX PEATHOCTU UMa jeJITHaK OPoj JUMeH3Uja PU3UIKOT
IPOCTOP-BpeMeHa, Takohe jeaHax 6pojy AUMeH3Hja alCTPaKTHOT BEKTOPCKOT ITPOCTOPa Unja
peripe3eHTalnja je 60 KBAHTHU CUCTEM I[IOCMAaTpaH y TPEHYTKY IIpe rpaHama. KpaTko, 3a
TaKBe allCTPAKTHE IIPOCTOPE KAXKEMO Jia Cy M30MOPMHHU.

Hedunuannmja 1.1.60 (Mzomopduzam). Jama cy dea eexmopera npocmopa U u V nad
ucmum meaom ckarapa . Kaorcemo da je npocmop U uzomoppan (arzebapcku) ¢ npocmopom
V, axo nocmoju obocmparo jednosHauna Gyrxuuja @, xoja ce Hadusa usomoppusam, ca U
Ha V ca ceojcmeom

e(arug + agus) = arp(ur) + asp(ug), Yui,us €U, Vag,as € d. (1.102)

Csako (anrebapcko) TBpheme 0 je[HOM IPOCTOPY, HIPUIMKOM H30MopdusMa Ipejiasu y
oarosapajyhe tepheme o gpyrom npocropy. Ha npumep, u3 inHeapHe He3aBIUCHOCTH BEKTOPA
UL,y ..., U, € U criemm IuHeapHa HE3aBUCHOCT BeKTOpa v1 = @(u1),...,vn = @(uy) € V, u
obpuyTo. Jlako ce mpoBepaBa na je uzomopduszam pesanuja ekBuBaseHnuje (mpedunummja
. Yocraom, pedIeKCUBHOCT, CUMETPHUja U TPAH3UTUBHOCT CY JI00PO ITO3HATE OCOOMHE
bujeknuja — 000CTPAHO jeJHO3ZHAYHUX peJialluja.
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Yomrre, cBaka JBa N-JIUMEH3MOHAIHA BEKTOPCKA IIPOCTOPa HaJ UCTUM TEJOM CKaJapa
uzomopdHa cy, ma JuMeH3uja npocropa oipebyje (kapakrepurie) BEKTOPCKH MIPOCTOP Ca
TagHomhy mo m3omopdusma. IlocebHo, KBaHTHU cHCTeM pasameT oipeheHuM GU3NIKIM
cBOjcTBUMa M30MOpQAaH je CBAKOM JIPYTOM KBAHTHOM CHCTEMY Ca UCTUM OpojeM CBOjcTaBa,
IIITO MOYXKE Ja M3rJIesia BeoMa dyaHo. Ha mpumep, ako mocMarpamo jegHak O0poj hu3makux
ocobrHa HEKHX YecTula (KBAHTHU CHCTEM ) M OJIBOjEHO IbIXOBE IIPOMEHe (€BOIYIH]Y ), CTATHKY
U IUHAMUKY T0jaBe, jpobuhemo dhopMasiHO UIeHTHIHE pernpe3eHTaruje. IIpomene, came 3a
cebe y CBOM IIpeceKky MPOCTOP-BpeMeHa, CTBapajy ucre opMe Kao U MTO3HATE JeCTHIe. 10
je 3aTo IITOo JIMHeapHU OIEePATOPHU Ha JATUM BEKTOPHMA UMHE Takol)e BEKTOPCKU IIPOCTOP, a
OHU MOTY UMATH jeIHaK OpOj IUMEH3Hja.

Cranano ce oraha u ca 1enameM je/IHe PeaHOCTH y JIBE ITapaJie/iHe PeaTHOCTH, HACTAINX
moMeHyTHM OarameM HoBunha. CBOjcTBa (PUBMYKHX CHCTEMA OCTA]y y CBAKO] OJ HACTAJIMX
napaJiesiHux peajaoctu. CBa MOja PEaJIHOCT peajn30BaHa ,0BJE" KOJUYUHCKU je jeqHaka
OHOj HACTaJIO] ,,TaMO”, ¥ CMUCTY (PUIUKATHUX 3aKOHA OJIpyKarba. 11 3aKOHW KOH3epBAIlHje
BEOMa OTE2KAaBajy, 3aIPaBO CIIPEYaBajy y3ajaMHa (DU3NIKA ONaKakkha MapAJICTHIX PEATHOCTH.
Ome, jeaHa 3a Apyry, MOCTAjJy AlCTpPakTHE TEOPHjCKe ,peajHocTr . OjprKame nHGOPMAIHTje
(y WHepImjaTHUM CHCTEMHUMA) HUje M3y3eTak, OHO Takole onemoryhasa KOMyHHKAIHjy /1B
CJIy9ajHO HacTaJle ,pealTHOCTH .

Ha y3ajamuao menoBame m3Mmely mapaseqHux peaqHocTd Huje (J1ako) mocTuhu HUTH ca
MaHUILYJIAII]JOM YCJIOBHUX CJIydajHux morabaja, mro ce goraha 6e3 pasmene nHpopMmalmje,
BUJJBbUBO je u3 ciejneher npumepa xeanmmue cnpeenymocmu. Perumo, aToM HYJITOI CIHHA
CIOHTAHO UCHjaBa eJIEKTPoHe. 300 3aKOHA OJ[pXKarbha CIIUHA, JIeBO U J1ecHO u3jehy 1o jegan
€JIEKTPOH CBAKM Ca IO JeJHUM CIHUHOM O] i%, YKYIHOT CIHHA Hyda. AKO ce CIydajHo
JIEBO TI0jABU €JIEKTPOH €& HETaTUBHUM CIIMHOM, TaJjia Ne HY>KHO CIUH JECHOT €JEeKTPOHA
OuTH MO3UTUBAH. ¥ JAPYTOj PEaJHOCTHU, JIEBU €JIeKTPOH he MMaTu MO3UTUBAH CIUH a JIEeCHU
HeraTuBaH. [Ipema ToMme, U3 IpBe peaTHOCTH (Ca HEraTUBHUAM CIIMHOM ) HEje Moryhe onarkarmbe
npyre (ca Takohe HETATUBHUM CIIMHOM), jep OU ce TUMe HApPYIINO 3aKOH OJpyKarba CIIUHA.

OBakBo pa3maTpare HaM CKPHUBEHO Ka3yje Ja jeJHOIUMEH3UOHATHU (DUIMIKU ITO/AIN
Tpebajy OUTH MepeHn jeIHOoAnMeH3noHaTHOM uHbopManujoM. [llTaBuime, mogarak u mHeMY
npunagajyha nadopmarmja Haga3e ce y n30MOPQPHIM BEKTOPCKUM IIpocTopuMa. 1o ce J1ako
dbopmasusyje, mro MoxkemMo mpumeruTu Ha ciejeliem npumepy uHbuHUTEIUMATHE (BEOMa
MaJie TO3UTHBHE) HEU3BECHOCTH.

[Tocmarpajmo ckopo ussecHe jiorahaje w € €2, BepoBaraoha P(w) — 1, Koju ce u Hajuerihe
peanu3yjy (npunnun BeposarHolie). Beposarnoha rtaksor je P = 1 -z, e je x = 1/n
nH(pUHTTE3UMAJIa, a peJaTuBHO BeJuko n € N je Opoj ommmja Kajga ce w Hehe gecuTu.
Paszsojem jrorapuramcke dyuknuje, y Tejaopos pea |, mmamo ampokcuMaIiujy

-nP=-In(l-2)~ux,

mro 3Ha4dn ja je Xapriaujea nadopMaryja (MPUOINKHO) jeJHaKa HEM3BECHOCTH, OJJHOCHO
perutipouHa ca 6pojem omnuja n. Ha je Takpa ,yHMDOpMAaIIja’ aUTUBHA CJIETU U3:

—ln(PlPQ) = —hl[(l - :L'l)(l - .ZUQ)] N T+ X9.

Oryna, napOpMaIjy CKOPO CUTYpPHOT Jorahaja ampoKcHMUpa HEM3BECHOCT TOr porabaja.
Cpakoj ciydajHoj pU3NIKOj 0OCOOMHU MOXKEMO HPUAPYKUTH (npunaaajyiy) HeM3BeCHOCT u
nobutu 1Ba m30MOpHA BEKTOPCKa IpocTopa. 1o Cy BEKTOPCKHU IIPOCTOP PEIpe3eHTalln]a
GuU3NIKIX 0COOMHA U Pelpe3eHTalje oAroBapajyhux mHdopMalmja.

%5 Taylor series: https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series
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JlnHeapHun onepaTopw

Heuzbexxuu nparuonu y pajy ca 6azaMa u BEKTOPUMa Cy JTUHEAPHU OMEPATOPHU, KOjU Cy
3aI1paBo camo rocebue, jeqHocrapue dyukiyje. OUuCHU IPUJIEB ,IMHEAPHOCT 3a (pyHKIHje
y MaTeMaTUIM J0Ja3u Ojf jeJHadnHa npase junuje, y(x) = ax + b, y lekaproBom cucremy
koopauHata Oy, Kama je mpoMeHa opamHate Ay = yo — ¢ TPOIOPIUOHATHA MTPOMEHN
arncriuce Azxr = x9 — x1, 1j. Ay = aAz. To npumapHO CBOjCTBO JIMHEAPDHOCTU C€ 3aTUM
nporupyje Ha cienehn HadnH Ha QYHKIIHjE YOIIIITE.

Hedbununuja 1.1.61. Qynxuuja f je suneapha arxo 3a c6axu Nap GYHKUUIAL g1 U G UCTNOR
domena U 3a c6aKy 8apujabay t u3 1ULr0602 JOMEHE BANHCU:

o

adumuenocm  f(g1 + g2) = f(91) + F(g2), 1103
2° zomozenoem  f(tg) = tf(g), g€ {91,092} |

Ucra nedpunuimja obyxpara u oneparope BeKTopckux mpocropa. Oueparop L je muHeapan
aKKO:
(Va,B e ®)(Vao,yeV) L(ax + By) = aLx + Ly, (1.104)

IJIe CMO KOPUCTUJIN MPETXOHE O3HAKE BEKTOPCKUX [IPOCTOPA U WHaYe yobudajeHo Lx ymecTo
L(z) y cayvajy nuneapuux omneparopa. JIuHeapHU OnepaTopu Cy y OIIITEM CJIYyYajy TOMO-
MOPPUIMU.

CBu omepaTopn KBAHTHE MEXaHUKE Cy JUHEAPHU, OCUM GHMUAUHEGPHUL OIEPATOPA,
permMo omepaTtopa A, 3a Koju BaXKu

(Va,3eC)(Vr,ye V) A(ax + By) = o™ Az + 7 Ay. (1.105)

Omneparop uneepauje epemena je aHTUINHEaPaH.
Ha npumepy ciuke cabuparba BEKTOPa, MOXKE Ce BHIETHU Ja je IMPOjeKIlnja BEKTOPa
Ha KOOPIMHATHY 0Cy JiuHeapHu oriepaTop. ¥ llekaproBom mpapoyryiom cucremy Oxyz, decte
O3HAKe 32 jedunuune 6exmope KOOPIMHATHAX Oca (AICIuce, OPMHATE U AIINKATE) Cy PEIOM
i, j u k, anu heMo OBJe KOPHCTUTH U YHUBEP3AJIHE O3HAKE Eq, €y u €. Taxo, npousposban
BEKTOP v(ax, Qy, Q) THIIEMO
U= Qg€ + ay€y + €. (1.106)

IIpunpyxusaibe BeKTOpa (ag, Ay, a;) BeKTOPY (Gz,0,0), Tj. IHEroBoj HPOjEKIMjH HA HIPBY
ocy, je oneparTop
Po(%) = agés, (1.107)

KOjU HA3UBAMO NPojexmop Ha arciucy. JIako je mpoBepuTH 1a je 0BaKo J1eUHUCAH IPOjEKTOP
JINHEAPaH OLEPATOP.

Youmrre, pojekTop P :V — V' je npecinmkapame BeKTOpa JUPEKTHOT 36Mpa IIPpOCTOpa y
BEKTODE jeJHOT FHEroBOI' TOTIPOCTOPA

P(v) =2 (1.108)

Ila je To 106po ,ZLG(bHHHC&H@E dbyHKIH]a U 12 je OHa JIUHEAPHU OIIePATOP JIAKO CEe IIPOBEPABA.
Takobe je ounruienmo ga je Kommosuimja P2 = Po P = P. Ilpojekuuja je udennomenuyuja,
orepalija Koja MpUMemheHa jeTHOM WM BUIIE IIYTa Jiaje UCTH PEe3YJITAT.

[MTomumanu cMo 12 IPojeKInja BeKTopa (KBAHTHOL CTarba) Ha 0Cy (CBOJCTBO) MpeJICTaB/ba
Mepere y KBAHTHOM CUCTEMY, OJJHOCHO HAUKH J1a ce 10buje 063epsabaa (Mep/buBa BeJIMUNHA).

56 A := B“ snaun , A je nedunucano ca B¢
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Ha mperxoHOj cTpaHuin ¢MO IMOMEHY/IN M AIIPOKCUMAIjy WHMOpPMAaIje Hen3BECHOCIINY,
KOja je yTOJIMKO TavHMja KaJia je BepoBaTHONA m3MepeHe BejmvnHe Behia, OJHOCHO Jia Taja
nocroju u m3omopduszaM usMehy JiBa BEeKTOpPCKa Hpocropa. JIpyrum peymma, ca3Hamba O
ob63epBabiamMa J1006mjaMo ITocMaTpambeM HEM3BECHOCTH.

PoTauuja

Jpyru 3aHUMJBUB TPUMED JITHEAPHOT OIEPATOpa je PoTalija KOOPJUHATHUX OCa
Ry (z,y) — («',y) (1.109)

Kojy hemo 30or 3mnauaja Jerasmuuje objacuutu. ¥ JlekaproBoj pasuu Ozxy, poTanujoMm
KOOPJIMHATHUX 0Ca OKO UCXOJMIITA 3a yrao ¢ npesasu ce Ha tTakohe lekapros cucrem Oz'y’,
Ipu 9eMy Cy Be3e m3MeDhy KoopawHaTa JaTe jeTHAKOCTUMA.:

x =12"cos¢p -1y sin ¢,
{ y =x'sin ¢ +y' cos ¢. (1.110)

O6puyTy TpaHchOpMAaIA]y HAJIA3MMO DPEIlaBameM OBOT CUCTEMA, WM 3aMEHOM ¢ — —@
HENnocpeHo 360r napHocTn byHKIMje KOCUHYCA U HEIIApHOCTU CHHYca, HauMe cos(—¢) = cos ¢
u sin(—¢) = —sin¢. Csejeano nobujamo:

x' =xcos¢+ysing,
{ y' = xsin ¢ — y cos ¢. (1.111)

Jlako je nposepuru Jia je npeciaukasame (1.110) smHeapan onepaTop.

IIpumep 1.1.62. Joxasamu da cy gopmyse (1.110) 3a pomayujy maure.

i

B Iy T
-_L*i‘i,’lﬂ#'

-7 a

O\ X

Slika 1.34: Poranmja KoopauHara.

Jloxas. Ha coumum rauka Ty OpBOM cucTeMy uMa KoopiuHare (x,y) a y JApyrom
(2',y"). Haxne, ysumamo na je Tauka HemoKpeTHa y cucremy Oxy, a Ja ce KOOPIUHATHE
oce IpeciuKaBajy u ¢gopMmupajy Hosu porupan cucrem Oz'y’. Ilpojexkuuja Tauke T Ha ocy
x upecena ocy ' y Tauku a’, a IpoJy:KeTak IIpojeKiiuje Ha ocy y npecena ocy 3’ y Tauku b'.
Ca cjmmke 9uTamo:
' =0d +d'z', y =0 -y'l,

=L iy tgh, Y = ——-a'tg,
cos ¢
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a 0Ty/la MHOXKEIbEM Ca COS ¢ IIa penraBarmbeM CHCTeMa CJIeIN:

2’ cosp=x+y sing, 1y cosp=y—2'sing,

rx=x'cosp—y'sing, y=a'sing+y cose, (1.112)
a To ¢y tpancdopmarmje (1.110). O

Mpobnem mepersa

Poraruja He Mema y3ajaMHU 10J0XKaju Tadaka (KBaAaHTHHX CTama), Bell caMo muXoBe
nepreniuje. Poramuja Mema OlaxkKame OHOTa IITO Cé MOXKE MEPUTH Kao U BepoBaTHOhe
Hajaxkema. Moxkemo pehn na ona Memwa pU3MYKA CBOjCTBa, ajy J@ KBAHTHU CUCTEM Y
HEKO] CBOjOj allCTPaKTHHjo] cymTunu octaje uctu. Ilopem Tora, npema dpopmysiama poraiuje
(1.111), ona je crporo jerepMuHHCTHYKA TpaHchOpPMaIUja HAKO je Pe3y/ITaT poTalyje yBeK
CMOTACTUNKY, — MEPJBUB CIIy9IajHOM PACIOJIESIOM BepoBaTHONA, KOjU ce MOXKe aHAJIU3UPATH
CTATUCTUYIKU aJid He W Tperu3Ho npeapujgetu. OBO APYro HAC YBOJU Y TO3HATH NPOOAEM
meperva (apaoke Mepema) kBanTHe Mmexanunke. O6jacuully ykparko, Ja je Taj nmpobiem
caJia PereH U KakKo je HeKaJl periaBaH.

IIpe Tora mpumerumo Ja je poraluja reoMeTpujcka TpanchopMaluja Tadaka Koja He
Mema BuxoBe MelycobHe yIa/beHOCTH, KaXKeMo OHa je usdomempuja. Ocrajie nsomerpuje
Cy pa3He CHMETpHje W TpaHCJallnja, aJul ce CBaKa OJ FbUX MOXKE CBECTH Ha HajBUIIE JIBe
poranuje. Ha npumep, yenmpaana cumempuja, npecinkaparmbe Tadaka, p.: 1 — T”, oko mare
nenrpasne taake C, Tako ga cy tauke T —C —T' Ha BCTO] IPaBOj, KAXKEMO KOAUHEAPHE CY, &
nenrap (C) je na cpenunn uzmel)y opurunana (T) u kormje (T7). Mebyrum, cBaka nenrpasna
cuMmeTprja je potarmja 3a 180° oko MeHTpa, a JBe y3acTOIHe MEHTPAJIHE CUMETpHUje, OKO
nenrapa C7 u Cy npencraBibajy mpancaauyujy (npemeriraibe burype Ha HOBY IO3UIH]Y
6e3 JIpyrux IpoOMeHa) 3a BEKTOD 2@. OcHa cumerpuja je poraluja 3a UCIPYKEH yrao
(180°) oko oce, paBaHCKa (OryielasiCKa) CHMETpHja je POTallfja 3a WCTH yrao OKO PAaBHU
(yribyuyjyhin numensujy Buie).

[Tponopumonasino mosehaBame Win cMambUBambe GUrype HazmBamo xromomemujom. To
IIPECTIUKABAE Y TEOMETPUJH Jlaje CAUYIHE TPOYIJIOBE, & y aHAJUTUYKO] TeOMETPUJU Ce OHO
J1061ja MHOXKEIheM KOOp/IMHATA KOHCTAHTOM. JIMHeapHu omepaTop je KOMIIO3UIHja PoTaluja
U MHOXKEIba OpojeM, IITO 3HAYM Ja CYy TaKBE U €BOJIYIMje KBAHTHUX CHUCTEMA. ¥ TOJIHUKO
je momenyTu mpobiaeM Mepemsa mupu. Porarmje (1.111), Ka0 m MHOXKeHma KOHCTAHTHIM
6pojem, HempekujHe cy TpaHcdopmaluje, na je u eBosyiuja ([pecTaB/beHa HEIPEKUTHUM
rpancdopMmanujama) Takolje JeTepMUHICTHYKA IIPOMEHa, & OIleT, KBAHTHA CTarba J[001jaHa
€BOJIYIHjaMa Cy CTOXACTUYIKA.

Wcropujcku nmpumep oBor mpobjeMa, T3B. MTapajgoKca Mepema, je [llpedunzeposa mavka.
To je oBae Beh moMumanu MucaoHu ekcuepuMenT objassben 1935. roaune, y kojem hemo caja
HarJIacUTH OHO OWTHO 3a 0Baj mapajokc. llomohy Hekor mMexaHm3Ma, Kao IITO je PACIIaT
PaJIMOAKTUBHOI aTOMa, HAMECTH ce Ja Madky (He) Moxke yOuTu Heku KBaHTHU jorabaj.
Tako ce makpo cymbuHa Madke Be3yje ca MUKPO CYJIOMHOM KBaHTHOT oOjekTa. EBosyruja je
JIETEDMUHUCTHYKA 0jaBa (M3BOpHO mocMmaTpaHna [IIpeimHrepoBoM jeJHAYMHOM), 1A MadKa
€BOJIyUPA HEIPEKUTHO y JINHeapHy KOMOWHAIN]Y CTamba Koja Cy , KHBa MAdKa' WA ,MPTBa
madka“. M3melhy Ta /Ba je HenpekujHa CKaja BepoBaTHONA, aji UIAK, KOHAYHU PE3yJITaT
jé YBEK HCKJ/BYYMB — HaJaXKembe KUBe WM MPTBe Madke. lluTame je Kako Te HHjaHCEe
BepoBaTHONA IIpesia3e y CcTPOr, IPEeru3Ho JednHICaH UCXO !
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To cy nBa nuTama y jeJHOM, KAKO JeTePMUHUCTAYKA TPOMEHA IIPE/Ia3u y CTOXACTUIKY U
0OpHYTO, KAKO CTOXAaCTHIKA IIPOMEHA IpeJia3u y jierepMuHuCTUIKYy? OBlie ux objalmaBamMo
Ka0 U HEU3BECHOCT, MIOMONY IPUHINIIA KOHAYHOCTHA MaTepuje. Mu MOKeMO 1a 3aMUIL/baMO
TaYKy WA TE€OMETPHjCKY JIMHU]Y, aJd HE MOYXKEMO /& U3MEPUMO HEIITO TAKO OECKOHAYHO
MaJIeHO, Kao IITo je , mebspuna guauje. CBe MaTepujajIHe MojaBe Cy KOHAYHE, 1a AKO MEPUMO
yaaJbeHoCT m3Mely aBe ,Marepujajne Tadke, MU MEPHUMO VIAJLEHOCTH u3MeDy IbHXOBUX
3aMUIJBEHNX I[eHTapa. Kaja ce TakBe yApy»Ky]y, OHE Ce TOIyT Clajarbha KaIlJbUIA BOJE
Ipeob/INKYjy ¥ HOBE MaTepHjaHe CTPYKTYpPe.

TakaB paciier Huje Jajaeko oj upBoburue, 138. Konenzazencke unmepnpemayuje (Co-
penhagen interpretation) uz 1925-1927. rojune kojy cy usneau Husic Bop u Bepuep Xajzen-
Oepr, Ja 9uH IOoCMaTpamba IMPoy3PoKyje koaanc masacte gynryuje. 1Toj Teopuju caja BUIIE
auje Heonxoyuo Hojman-Burueposo nogarao objammeme (Von Neumann—Wigner interpre-
tation) o ,Kosarncy u3asBaHoM cBerhy*.

Ha mpBu niorvies1 je HeBepoBaTHO, ajid CAMO Ha, IIPBU HOTJIE, 1A jé UCTU PACILIET OJIM3aK U
EBepeTOBoﬂ unreprperanuju u3 1957. ronuae nomohy myamusep3yma. EBeper je Herupao
UCTUHUTOCT KOJIalca TajacHe (DYHKIUje U YMECTO TOra 3acTylao OOjeKTUBHY PEAJIHOCT
ynusepaaare manacte Pynryuje. Taksa jeqHa jenuna, u3aoxkeHa y EBepeToBoj TOKTOPCKO]
JIUICEPTAINjU, TTPOY3POKYje ,MHOTe CBETOBE", TadHnje cBe MOryhe ajnTepHATHBHE UCTOPHUjE U
OynyhHoCcTH Kao peajiHOCTH, CBaKa IPEJCTaB/bhajyhu HEKy ,,MOryYNHOCT' WX , VHUBEP3YM'.
[TocToje mHOTE pa3pajie HEroBe TeopHje U, Kao IITO BUAUTE, OBa KIHUI'A Ce MOYXKE CMaTpPaTU
IIPUWJIOTOM y TOM CMepy, Ca U3y3eTKOM IITO CaMy OCHOBHY KEBepeToBy mjejy cMaTpamo
[IOT'PEITHOM.

IIpe cBera, w3 HETAYHOT ce MOXKE JOOUTH TAIHO, I1a C€ MOXKE JOOUTH U ,,My/ITUBEP3YM * U3
MIOT'PEIITHE ITPETIIOCTABKE O ,,yHUBep3ayHoj dbyuknuju“. J[pyro, Ta mpermnocraBka je morpemniaa
Ka0 ¥ UJieja 0 CKYIly CBUX CKYIIOBa, O TEOPUjU CBUX TEOPHja, miikn GOPMYJin CBUX (DOPMYIIA.
Beh cmo Bumem kako w3 MPUHIUIA KOHAYHOCTH MAaTepHje cieAu 00jeKTUBHA HEM3BECHOCT
MaTepwuje, IPUHIIMIN BepoBaTHONe n nHdoOpMalyje, a KacHUje, 1a U3 HajBHUIle MPeOpojuBux
KOHAYHOCTY HAIE PEAJTHOCTH CJIeJd HerrpeOpojuBa OECKOHATHOCT MapPaJIeHUX PEAJHOCTH.
EBepeToB MmynTuBep3yM je KOpak o TAaKBHX, OCHM IITO je (dhusndka) koMmyHuKanmja namely
TUX TICEYJ/IO-PEeaJHOCTH Hemoryha, IMa je yTOJIMKO TeXKe TOBOPUTH O PeasiHO] (PU3UKAJIHO]
II0jaBU KOja ce MpoTeyKe KPO3 HUX CBE.

Ersucrenymnja onepatopa

O63upoM J1a KBAaHTHA MEXaHUKA PaJid yIJIABHOM Ca JIMHEAPDHUM oleparopuma, yoyyhe
paJuMO caMO ca TaKBHMa, OTHOCHO moapasymeBamo ux. Ca LX o3HauaBaMO CKyIl CBHX
BekTopa Lx 3a x € X ¢ V. Ilpema Tome LX je mojgpydje BPeTHOCTH, KOJIOMEH WA PaH2
onepamopa L ca mipoctopa X, Koju ce o3HadaBa u ca RL.

Teopema 1.1.63. I[lodpyuje epednocmu RL, pame auwneapnoz onepamopa L : X — Y, je
nomnpocmop y Y u dim(RL) < dim X.

Zoxas. Jluneapuu croj BekTopa u3 RL moHOBO je BekTop u3 RL, ma je RL ¢ Y. Ca apyre
CTpaHe, ako je eq,...,e, 6asay X ouma Bekropu Leg ca k=1,...,n pa3amnuimby MOTIPOCTOP
RL, jep 3a y € RL nocroju x € X takBo na je y = Lx. Owno nma oOmuK = = Y Ap€k
ma je Lx = Y A\pLeg = Y Apyr. Kako Bekropu fi = Ley pasanumy mnpoctop RL, To je
dimRL <n =dim X. O

S"Hugh Everett III (1930-1982), amepuuxu dusuaap.
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IIpeneceno Ha Mepema, 0OBa TeopeMa TBPIH Ja ITIOCMaTpameM caMo oapehernnx o63eppabdm
OIIET OCTajeMO y OKBUPY HEKe pellpe3eHTallje BEeKTOPCKUX Inpocropa. He Tpeba 3uarTu cse o
cBeMy Jia OMCMO 3HAJIM HEIITO O HedeMmy. ¥ IIPETXO/HOj U cjejehe aBe TeopemMe yTBphyjeMo
Jla je JejoBaibe ollepaTopa Ha IPOM3BO/baH BEKTOp HOTIYHO oxpeheno ako je ompehemno
JesoBambe oreparopa Ha BekTope Oaze. Takohe, JT0KazyjeMO M €r3UCTEHIN]Y JMHEAPHUX
omeparopa u3Mely IpocTopa ucre JUMEH3H]E.

Teopema 1.1.64. Hexa je eq,...,e, 6asza y npocmopy X. Axo cy A u B dea onepamopa ca
X naY u Aegy=Bep sa k=1,...,n, onda je A=B.

Aoxas. Ouursienno, jep je:

Ax=A i Apep = Zn: A Aey, = i ABep =B i ke = Bz,

k=1 k=1 k=1 k=1
3a cBako x € X, mro 3Haun A = B. O
Teopema 1.1.65. 3a npoussomne sexmope fi,...,fn € Y nocmoju jedan u camo jedan
(auneapru) onepamop A: X —Y maxae da je fr, = Aey, uere X sak=1,...,n.

Jloxas. Ozmagmmo ca A omepaTop Koju BEKTOPY T = Y.j, [4iCl JToeTbyje BeKTop Ax = Y ) pig f.-
Tasa je BekTOpY

n

n n
ax+Py=a), uwep+B Y vper = Y, (apk + Brg)er
=1 j=1 =1

J0Ie/beH BEKTOP

n

Aoz + By) = Y (apg + Bvi) fr. = « i e fr+ B i Vi fr = aAz + BAy.

k=1 k=1 k=1

OBako jgedwunncan omneparop A je nmuneapan u Aep = fi, Ta je ersucreHImja TpaykKeHOT
orepaTopa JIOKa3aHa, a jeJIHO3HAYHOCT CJIEJIN U3 IIPETXOTHE TEOPEME. O

VY moornTaBamy oneparopa uieMo u kopak gasbe. Heka cy X n'Y BekTOpCKM MOTIIPOCTO-
pu Haj uctuM tenom ckaaapa. Osmaummo ca L(X,Y) ckyn ¢BuUX JIMHeapHUX OmepaTopa
obmmmka L : X — Y, ma Taj ckyn mperno3HajMo Kao BEKTOPCKU ITPOCTOP.

Hanme, nsa BekTOpa-oneparopa A, B € L cy jennaka ako u camo ako Ax = Bx 3a ¢Bako
x € X, a taga numemo A = B. 306up oBux omeparopa JepUHUIIEMO Kao W WHadYe 30Up
dyuknuja:

(VreX) (A+B)x=Azx+ Bz, (1.113)

ma je u omeparop C = A+ B mureapan n npunaga L. 3a ckamap A € C nedpunummemo AA xkao
[IPOM3BOJI TOI' CKaJjlapa U omeparopa, na je rakohe AA € L. Jlasbe ce MOXKe HoKa3aTH Ja je
npocTtop £ KOHAYHO AUMEH3mOHaJaH Kaja cy OpojeBu m = dim X u n = dimY konaunu, a
Taga je dim L = mn.

Omneparopu cy Takohe BEKTOPH, I1a IPeMa TOMe HHXO0Ba KBAHTHA PENpe3eHTalrja Cy
oner Heka dusnydka cBojcrBa. OOpHYTO, (PU3MUYKA CBOjCTBA PEIPE3EHTY]y BEKTOPE, KOje
Taja HA3UBaMO BEKTODHMa CTakba & OllepaTope HaJl hUMa €BOJIYIHjaMa KBAHTHUX CTAbA.
OBaj HeoOWYHM Jlyajiu3aM, BEKTOpPa U OMEPATOpPA HAJ BEKTOPUMA, IIPEJICTaB/ba YIPABO TO
IIITO TBPJIe IPEeTXO/He TeopeMe. 3Hajyhu Kako eBOJIyIja MEma OCHOBHA CTarba 3HAMO CBE O
€BOJIVIIMjH, & Ca JIpyre CTpaHe, caMe Te IIPOMeHe 10 CBOjoj (bOpMH MCTO Cy IITO U CTAIba.
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Jluneapna koMOuHanuja (JMHEAPHUX) ONMEPATOPA MOXKE IIPEJICTAB/bATH KBAHTHO CTAHE
KBaHTHOI CUCTEMA, a TO je y KBAaHTHOj MeXaHWIU 1o3HaTo. Ha npumep, y ciaydajy 4ecTure
y jeJlHoj auMeH3uju (Ha T-0CH), onepamop uMnyaica je

p= —ihﬁ, (1.114)
ox
IJie 38 IMATHHADPHY jeIHIITY | BasKm 2 = —1, a h~ 1,055 x 10734 Js je ILnamnkosa pedyrosana
xoncmarma. Y 6azu XuidepToBor IpocTopa Koja ce CacToju OJf COIICTBEHUX CTAHa UMITYJICA
U3ParxkeHoj y UMITYJICHO] PENPE3eHTAIIN]H, JIEJIOBATHE OBOT OIIEPATOPA j€ jeTHOCTABHO MHOYKEHE
ca UMITYJICOM P, Tj. OH je olepaTop OOMYHOI MHOXKEHA, KAO IIITO je OIepaTop I0Jo¥kKaja
OIlepaTOp MHOXKEWA Y PENPE3EHTAIN]U TT0JI0XKAaja.

1.1.9 MmHoxersa BekTOpa

Y MaTeMaTHIM MO3HAjEMO HEKOJIMKO HAYMHA MHOIICEHQ JIBA, TPU WU BUIIE BEKTOPA.
Bepyjem ma cy Bam j100po 1mo3HaTa JiBa HaYMHA MHOXKEHA U3 MPBE I'PYyIE, CKAJAPDHU U
BEKTOPCKHU MPOU3BOJ — Ha3BaHA [IPEMa PE3yJATATUMA, OJHOCHO TAYKa M KPCTACTU MPOU3BOJL
BEKTOpa — Ha3WBaHM [IpeMa O3HakaMa. PazmarpalieMo nx yrjiaBHOM IeOMETPHjCKH, 3ajeHO
ca TpehoM BpCTOM MHOXKEHa U3 OBE I'Pyle KOja je Mambe I03HaTa, a 3a Caja je MOYKEMO
Ha3WBATU KOMYTAaTOPCKUM MHOXKemeM. [IpousBoju Buiie BekTOpa ce jedunuiry momohy
MIPETXOIHUX, HAJOBE3UBAILEM MHOXKEIHbA JOJATHUM BEKTOPUMA.

CkanapHu npouseog

Cranapru npouseod IBa BEKTOPA, JIBe OPUjeHTHUCAHE JyKHU ¢ U b je ckamap

d-b=abcosy, (1.115)

rie ¢y a = |d| u b = |b| unTensuTern (yskume) THX BekTOpa, a v = Z(d,b) je yrao usmeby
wux. pyrum pednMa, cKajJapHU IPOU3BOJL je IPOU3BO/L JIy2?KIHE IPBOI BEKTOPA U JLyKIHE
MIpOjeKIje APYyror BEKTOpa Ha IPBU, KAO ITO Ce BUJW HA CJIUAIHA @ Y mupoj Teopuju
BEKTOpPA, CKaJapHHU IPOU3BO/L CE YeCTO HA3UBA, YHYMPAULIbl NPous6od, a 300r HauMHa O3HAYA-
Barba U mavka npouseod (enr. dot product).

b
b"
v !

hcos ¥

—
- ]

Slika 1.35: CkaJyrapHu mpou3Bo/I.

Y npasoyriom dekaprosom cucremy koopgaunara Oryz jeJMHUYHE BEKTOPE KOODMHA~
THIIX 0Ca HA3HBAMO OPIMOGU, 1 O3HAYABAMO i, J U k PEIOM 3a AIICIICY, OPIUHATY I AILTUKATY
(x, y m z ocy). Kasa cy BekTOopm iaTh KoopuHaTaMa BpXoBa (II0YeTaK je yBeK y MCXOUIITY
0), MOXKEMO IUCATH:

G =agi+a;j+azk, b=bgi+byj+b.k, (1.116)
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ma geduHUITja CKAJIAPHOT IPOU3BOIA J1aje
a-b=azby +ayby, +ab,, (1.117)
jerjet-1=1,a1-7 =0 u cauano 3a ocraje oprope. [lyKwHa, MHTEH3UTET WU HOPMa OBHX

BEKTOpA je:
a=\/az+aZ+aZ, b=.\/b2+b2+D2 (1.118)

mro jobujamo npumenoM lluraropune Teopeme. Oryna Kowujeva wejednarxocm

azby + ayby + a.b, s\/a§+a§+a§\/b§+b§+b§, (1.119)

jep je |cosy| < 1. Ca apyre cTpaHe, HCTH U3pa3K Ce Y€CTO KOPUCTE, PEIMMO 33 U3PadyHaBakbhe
yria n3Mmehy matux BeKTopa, Kao y cieseheM mpumepy.

Ipumep 1.1.66. Hspauyrnamu yeao usmehy sexmopa @ = 2i — 3] + 4k ub=—i+ J.

Pewere. N3zpauynasamo:

(20 - 37 +4k) - (=i +7) =V4+9+16V1+1cos,

-2-3=V 29\/§COS’)/,

Ccos7y = — ~ —0,65653

)
V98
a orya npubsmkao v = Z(d,b) = 131°. O

KomyTaTopcku npousBog

3a meduHMCAHEE KOMYTATOPCKOT TPOU3BO/IA BA BEKTOPa KOPUCTUMO YIIPABO TePUHUCAHT
CKaJIADHU TPOM3BOJI 3aj€JIHO Ca PE3YJITATHMa W JIOIY CJIUKY. BEeKTOpH IMHCAHU MACHIM
ciaosuMa, a(ag,ay) u b(by,by), ca ancrucom unne yriaose pexoM a = Z(zOa) u f = Z(xOb),
JIOK je yrao uamely marux Bekropa u gasbe v = Z(aOb).

Ay

byl - -

ayl - L - - =

0 by 0 X

Kana y nedunnmnmju ckasapaor npoussoga (1.115) necHo, KOCHHYC 3aMEHIMO ca CUHYCOM,
y CKJIaJly Ca FOPHOM CJIMKOM J1001jaMo:

absiny = absin(f — ) = ab(sin S cos a — cos fsina) =
= (acosa)(bsin B) — (beos B)(asina) = ayby — byay,.
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Ha ocuoBy Tora Jedumnumemo ckaap
[a,b] = azby — byay = absin~y,

KOjiI HA3HBaMO Komymamop eexmopa a(ay,ay) u b(bg,by).
3a cajia IPUMETHMO CaMO TOJIMKO Jia JaTH BEKTOPHU Pa3allliby HapaJiejorpam dmja je
(opujeHTHCAHA) NOBPIIMHA jeJIHAKA HUXOBOM KOMyTaropy. 113

[b,a] = -[a,b] = —absin(f - «) = basin(a - ),

MOXKEMO BHUJIETHU Ja CYIIPOTAH PEIOC/Ie/] MHOXKEhA /laje CYyIIPOTaH Ipea3Hak noppimmune. [Ipema
TOMe, 3a PA3JIUKY O] CKAJIapHOT MHOXKEha BEKTOpa KOje je KOMYTaTHBHO, KOMYTaTOPCKO
MHOXKEHhE je aHTUKOMYTATUBHO.

BekTopcku nponseos BekTOpa

Bexmopcru npouseod BEeKTOpa je BEKTOP UUjU je UHTEH3UTET jeJIHAK MMOBPIIUHU [TapaJie-
JiorpaMa pas3aleTor JaTUM BEKTOPUMA, IIPaBall je OKOMUT Ha PaBaH lapaJesorpama, a CMep
nedunuie npasuao decre pyke, upukasano cankom [[.36] Kama npern necue pyke nokasyjy
CMep yIJia, PeJIoCIe/IOM MHOXKEhA OJ] BEKTOPaA 4 K& BEKTODPY b, Tana masar [oKasyje cMmep

BEKTOPA
¢=axb, c=|axb|l=absinny, (1.120)

pesyJiTaTa BEKTOPCKOT MHOXKema. Vet cMmep jeduHuIne u T3B. MpaBuiio decHoz 3a6pmiba —
JIOK Ce HaBOj 3aBphe y paBaH ImapaJejgorpaMa Kpyxkehu cMmepom MHOXKea, 3aBpTatb ce Kpehe
CMEPOM IIPOU3BOJIa BeKTOpa. Ta aBa mpaBmia JePUHUITY decHu cucmem KOODIUHATA.

Slika 1.36: IIpaBmio mecue make.

N JECHOM CHUCTEMY KOOpAMHaTa BEKTOPCKO MHO2KCH€ OPTOBa HOCT&jeI

ixy=k, jxk=1i, kxi=7j. (1.121)
[IpomeHnoM cMepa BEKTOPCKOT MHOXKEHbA MEHha Ce MPEJZHAK Pe3y/ITaTa, 38 Pa3/uKy O CKa-
JIAPHOT MHOXKEHa KOje je KOMYyTATUBHO. 3a 00a OBa MHOXKEHa Barke 3aKOHM JIUCTPHUOYIHje
MHOXK€Hba 110 cabupriuma

Ql

(b+o)=a- 5: (1.122)

(G+b)-¢=a-¢
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Takobhe, 0ba MHOXKema Cy JTUHEAPHU OIIEPaATOPHU:
(i + Bb) o ¢ = o &) + B(bod), (1.123)

IJe YMEeCTO OIepaTopa ,,0 MOXKe CTajaTH ,Tadka MHOXKeme" Wan ,,MKC MHOXKemne . CBejeHo
Cy OBU M3pa3d TavYHM U aKO 3aMEHUMO pejocies nucrpubyruje. Hemocpemna mocienuia
IIOMEHYTHUX aJredapCKuxX 0cobmHa je MOryhHOCT mucama BEKTOPCKOT MHOYKEha IIOMONy jere-
pPMUHAHTE

B
axb=\|ag ay a, (1.124)
by by b,

rze cy BekTopu 3ajaru uspasuma (1.116) y jecHoM cucremy KoopjauHATA.
IIpumep 1.1.67. Ilokasamu da je gopmyaa (1.124) mauna.
Pewere. Kopucrehin (1.121) uspauynasamo:

@ x b= (agi+ayj +a.k) x (byi +byj +b,k) =

= ambyE - axsz - aybxl?: + aybzf + aszj - azby;

= (ayb, - azby)g— (azb, — azbgj)j + (agby - aybx)lz:

zlay az| =lax az| 7|az ay
=1 — + k

by b.| T|ba b |be byl

a To je ﬂannacoﬂ pPa3Boj JeTepMUHAHTE 10 TPBOM PETKY. O

Herame o nerepmunanTama morsefajre y HacraBky (cexnuja 1.2.1. lerepmunante), a
satum u Teopemy [1.2.17| u mweHe mocsequne ynorpebom KoMmyTaropa Ha (opmyiry (1.124).
To cy jomr yBex caMo ajredpa um reOMeTpHja MHOXKEHha BEKTOPA.

[MpuMeHe y enekTpognHaMuLy

Y dusuim je mosnaTo ga maznemmo nowe B Huje BekTop. OHO je nceydosexmop, Koju
ce apyradmje O BeKTOpa TpaHchOpMUIlle paBaHCKOM cumerpujoM. Mebhyrum, Kpcracru
MIPOU3BOJT IICEYIOBEKTOPA Ca BEKTOPOM je BEKTOP, ma je Jlopenyosa cuaa

F:qf)xé

Bexrop. OBje je ¢ HAGoj, ¥ je 6p3una, a B je MarneTHo nosbe. M3 pesaTuBHCTHUKOr 0O/IIKA
Jlopenmose cumte (1.464) Bumehemo ma by He Mema y3acTOIHA HHBEP3Uja HAOOj-IIPOCTOD-
Bpeme (enr. CPT-symmetry), 0HOCHO jia IPOMEHOM IpPe/3HAKa CBE TPHU BeJM4nHe, Haboja
q, nonoxkaja 7 = (x,y,z) 1 BpeMeHa t, Taj 3aKOH (DU3UKE OCTaje HEIPOMEHHEH.

Ckasmapuu nponssof (1.115) ykasyje Ha caryacHOCT ATHX BEKTOPCKUX BeqnmdnHa. Kaia
je Taj mpomM3BOJ O3UTHBAH (HEraTWBaH), TaJa BUIIE je/[HOI BEKTOpA 3HAYM BHUINE (Mame)
napyror. Ananorao Tome, BeKTopcku npoussos(1.120), ykasyje Ha yBHjame JaTHX BEKTODPA,
jeaHor oko Apyror. VHTeH3UuTeT U CMep YBHUjamkha jeJHAaKU CYy MHTEH3UTETY U CMEPY BEKTOpa
pe3yJiraTa MHOXKEhA.

8Pierre-Simon Laplace (1749-1827), dbpaHIycK: MaTeMaTHIap.
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To BI/IJ:LI/IMﬂ u y dyBeHuM Maxceero8um jednauuHama eIeKTPOMArHETHOL 1I0Jba:

o = 1

PV g

2° V-B=0,

3° VxB=pl+%2F,
4 VxE=-2B.

BekTop nabsa je omeparop

E/Le%:mpuuna KoHCTaHmMma je

1
c0=——x1077=8.854x107"2
367

y @apamuma o metpy (F/m), a maenemna xoncmanma
po = 4m x 1077,

y Xenpujuma o merpy (H/m), onpebyjy jaunny enekrpuune m marserHe cuie. Fbuxos
pom3BoJL je gopto = 1/c2. Jemunuma 3a e/Le%mpuMHu Kanayumem Ha3BaHA je 110 CDapa;LeJym
a jeJIMHUIA 33 UHIYKYUJY TI0 XerI/IJ EJIeKTPHIHO 1 MArHeTHO nobe ¢y B u B.

Jlusepzenyuja je BeKTOpCKH udpepeHImjasHn omnepaTop “V-’ KOjH MepH HHTEH3HTET
M3BOpA WM [OHOPA BEKTOPCKOra mojba y oxpehenoj tauku. VY caenehinm ommcuma W Mozke
6I/ITI/I CJIEKTPUYIHO WUJIM MAarHETHO II0Jb€, aJil U TOK BOJ/I€ WJIX BE€TPa Yy BPTJIOTY. HOBI/ITI/IBH&
nuseprennmja, div W = V- W > 0, 3Haun ja no/be IypH Bal, HcTHde ussam permje. Hyira
nuseprennuja, V-W = 0, 3Haun 1a je KOIUUMHA H3/1a32 jeJHAKA KOJIMINHY yia3a. Herarusna
nuseprennmja, V- W < 0, 3Haun ja je yiaas nosba y perujy selin of nsiasa.

Pomop je BekTopcKnu judepeHnujaIny oneparop “Vx” Koju onucyje HHGUHHTEUMATHY
pOTaIHjy BEKTOPCKOI HOJbA. AKo Ha JATOM MeCTy IMOCTOjU BPTJIOXKEIHe, Taja he BEKTOp
rot W = V x W # 0 1oKasaTu HHTEH3HTET BPTJIOXCIba U THErOBY opujenranujy (npasar u
cmep). Ha mecTy rie Hema BpTIokKema 6uhe V x W =0.

CaJia u3 npBe HaBejieHe Makcsesiose jeaaqnne (1°) BUANMO Jia je H3BUPAEhe eJIeKTPHYHOT
nowa E Ha JIATOM MeCTy IPONOPIMOHAJIHO HeroBoj rycruan p. U3 apyre (2°) Bumumo ja
HeMa HUTHU U3BUPAarba HUTH YBUParha MArHETHOT Tosba. V13 Tpelie (3°) BuauMO 1a BPTIIOKEHe
MATHETHOT IoJba B pacre ca 36HpOM eJIeKTpHIHe cTpyje ] 1 IPOMEHe eJIeKTPHIHOL 110Jba
BpemeroM t. I3 gerBpre (4°) BuamMo na je BPTIOXKEHE €JIEKTPUIHOL MOJ/ba CYMPOTHO
IIPOMEHN MarHETHOT' II0/ba BPEMEHOM.

Mprmere y KBaHTHO] busnLy

[ToommraBama OBUX BEKTOPa Ha peaiHe MPOCTOPE BHINE JUMEH3Mja HAJIOBE3Yjy Ce Ha
IPUMEHE IbUXOBUX MHOKEHbA Y kiacuunoj pusuru. Tama cy KopucHe orminre o3Hake 6a3HUX
BekTopa. OproBe 7, j u k o3HAUaBAMO €i, €; 1 €}, a ynorpebibaBaMO U £-CHMOOT

1, ako je nmepmyTtarnuja ¢jk mapna
€ijk =1 —1, ako je mepmyranuja ijk Hemapna (1.125)
0, ako cy bap /aBa WHIEKCA jeHAKA,

*9Electromagnetism: https://www.academia.edu/9962088/
50Michael Faraday (1791-1867), enriieckn HayqHUK.
51 Joseph Henry (1797-1878), aMepuuKy HayIHHK.
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KOju ce HazuBa u cumbosr Jlegu- queumam BekTopcku nmpousBos opToBa MUMIEMO
éj X ék = Eijkéia (1126)

nITo je sipyraunju 3amnuc ucre jgerepmunante (1.124). 3a o3HavaBambe BEKTOPa KOPUCTUMO U
MacHa CJIOBa, TaKO Jia IIOMEHyTe jeJUHIYHEe BeKTOpe IHIIEeMO €, €, 1 €.

[Tpumene GuHAPHUX MHOXKEHA BEKTOPA HAJIA3UMO U Y KBAHTHO] MEXAHUIH, TJI€ Cy BEKTOPH
nedrHECAHT HaJT TEJIOM KOMILIEKCHUX OpojeBa. IIpojeknujy BekTopa a Ha BekTop b Beh cmo
WHTEPIPEeTUpan Kao ojpelhuBame pusnike 0COOMHE MPEICTAB/BEHE BEKTOPOM b ¥ KBAHTHOM
cramy IpejicTaB/beHnM ca a. 1o je cMucao upojeknuje ap = |alcos Z(a,b), koju yckialyje
KBAHTHY U [IPETXOJIHE IPUMEHE CKAJIAPHOT IIPOU3BOJa BeKTopa. Mepeme je cajia HeoIBOjuBO
0J1 BepoBaTHONE Mepeba.

Y critajgy ca ocobrHaMa HE3aBUCHOCTH CJIyYajHX Jorahaja, BEKTOPCKHU IIPOU3BO/L JIBA
BEKTOPA IMPECTaB/ba BEJIMIUHY HbUXOBE y3ajaMHe 3aBUCHOCTH. 1€ pOmayuone 3a6ucHoCmu
BeKTOpa mpojekToBaHe Ha paBHU = = 0, y = 0 mw z = 0 MOTy ce W3pa3suTU CKajapuMa,
IUKJIUIHAM KOMYTATOPUMAa, UCTUM PEJIOM:

[av b]z = aybz - azby7 [a> b]y =ayb, —azb., [av b]z = amby - aybx-
Ha taj mauun, gerepmunanty (1.124) moxkemo pa3Butu y o6JIUK
axb=[a,b],e; +[a,b]e, +[a b].e.,

IJie Cy €z, €, U €, OKOMHTHU jeJJMHUIHN BEKTOPH KOOPJMHATHHUX OCa.

Jla/pe mpumene komyTaropa came ce namehy. Kako kBanpar momyia koedwuimjeHTa
BEKTOPA y KBAHTHO] MEXAHMUIIH [IPEICTABIba BepoBaTHONY p = cos? a Meperba are 063epBabire,
OHJIA je pa3juKa jeuHuiie u Tor bpojap=1-p= sin® a BepoBaTHONhA He-Mepewma. ¥ CIydajy
U3BECHOCTHU Mepemba p — 1 nMaMo 3aHeMap/buBy Hem3BecHocT p — 0, ma uudopmanujy —Inp
MOXKEMO AITPOKCUMUPATH Ca P, Kao IITO je ypaheHO HaKOH jeduHuImje

Ha rtaj maumn, apxkehm ce camo XaptiamjeBe wmHMOpMAaIUje, CIEIUMO O0jaIlbEbe Ca
nperojHe carke (BekTopa a u b), neduHUIIIEMO KOMYTaTOP CTaB/bajyhu:

acosa =0y, asino=ay,.

Hocnemuno pagumo 3a apyru BekTop. lIpBu 6poj je xKopeH BepoBaTHONE HaJTakKerba IIPBE
ocobune (IpejicTaB/beHe AIlCIUCOM), a JPYru Opoj je KOpeH BepoBaTHOle He-HaJlazKema Te
ocobune. Ilomceham, KBaHTHaA cTama MPEICTaB/bajy HOPMUPAHE BEKTOPE, jep Cy KBaJIpaTu
koedurmjenara BepoBarHolie ocobuna (jedunncanux ocama), a 30up KBajparta je jejlad — y
CIydajy Jla HeMa JApyrux ocobuna cem koopauHaTHux. lloormmmraBamem 1nojma nndopmaluje
3a/1p:kalieMo 0BO CBOjCTBO U, HAPABHO, MIPUHIUI HHMOPMAIIH]E.

Kombunanuja m3secunoctn a u HemdBecHocTu b mocrahe Tox mudopmarnuje a — b, y
onHocy Ha ocobuny mgare oce. Komyrarop [a,b], je koMmyHukarnmja ocobune T KBAHTHUX
cTama, penpeseHTanuja BeKTopa a u b, a He cama uadopmanmja. Kana je [a,b], = 0
VKyIlHa TpUMJbeHa WHQOpMalija jegHaKa je Ipeaaroj, Ia Ha OCHOBY 3aKOHA OpKarba
nHOpMAaIFje ,3aK/bydyjeMo” 1a Ty HeMa KOMYHUKaluje. YKyIIHa IpoMeHa HHbOpMalmje
T TOjeIMHUX BeKTOpa a m b mcra je, ma cmMaTpaMo [1a OHH TaJia IPEJICTAB/ba]y HE3ABUCHE
caydajue jorabaje.

[Ipumerumo ma oBo objammeme yckiaahyje dpopmasHo pasmarpama nHbOpMAaIje ca
IIPETXOJHUM M JIa je JIOCJIEJIHO HAIEeM ITOCMaTpamy WHMOpMaliuje Kao hU3nIKe BeJIMIUHE.

52Tullio Levi-Civita (1873-1941), uranujancki MareMaTHIap.
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Tok nndopmalmje ca M3BECHOCTH Ha HEU3BECHOCT je BEPOBATHU]U, a IIpe/ia3ak HH(POPMAIIje
y HEM3BECHOCT II0CTaje Oy3uMarbe HH(POpMaInje, OJHOCHO HEM3BECHOCT IIOCTaje He2amueHa
ungopmayuja. uBepreHnuja m poTop Taja roBOPE O MOKOSUMG UHPOPMAUUJE, AHATIOTHO
TOKOBHUMA ITOMEHYTHX €JeKTPOMArHeTHUX I10/ba WJIM BOJE W BETPA.

[Tpumep excriepuMeHTaIHE TOTBP/IE IIPEJIOKEHOT TpeTMaHa nHdopmanuje je Komnmoros
efpexam, Ha CINLON @oron () makoH cymapa ca eaekTpoHoMm (e”) ckpehie 3a yrao
(0) macrasmajyhu myr ca seliom tamacaom myxuaom. OH omjiasu ca MamboOM (y3/Ly2KHOM )
BepoBaTHONOM, OTHOCHO BehoM HemsBecHOIINy, Ma KaxkKeMo Ja je vy pasMeHu WHMOpPMAIlhje
ToKOM cyziapa GoroH npomao Jommje. PoroH HAKOH cyjapa ojjiasu ca Mamwe (y371yKHe)
nadopMaIje o OHe Koje je UMao y JI0JJacKy. ¥YjemHo, Ta Pas3/jnKa NOBOPU O 3aBUCHOCTHU
ciaydajuux gorabaja (poToHa U eIeKTPOHA.

MewosunTu npouseos

Mewosumu npouseod BEKTOPa je CKaJapHU IIPOU3BOJ BEKTOPA U BEKTOPCKOT ITPOU3BO/IA

[a,b,¢] =a- (bx¢). (1.127)

To je 6poj jeanak 3anpemunu V = Bh nupusme unja 6aza nospiiuae B = |l; x €| = besin 4(5, é)
je mapaJjesorpaM pa3ameT BeKTOpHMa, bu ¢, a yrao usaMmehy HOopmMmasie Ha a3y u BeKTOpa d je
0, Kao Ha CJIUIH a je BUCHHA pu3Me h = a cos . 3aTo IITO 3alpeMUHa MapaJseeniia
(upusme) He 3aBHCH 0] n360pa OCHOBE, UMAMO jeHAKOCTH:

G- (bx¢é)=b-(éxa)=¢-(axbh), (1.128)

KOje M3parkaBajy MHBAPUJAHTHOCT DU MUKJIMIHO] TEPMyTaluju (hakTopa.

|
bxe
o
L1 —
s o
=2
= |pS -
I E=|bxe|
it
b

Slika 1.37: MermoBuTu pousBo,.

Kasa BekTOpe MeIoBUTOr MPON3BOIa N3PA3UMO MOMONY KOMIIOHEHTHU J00UjaMO

azp Gy a
[G,0,¢] = |bx b, b, (1.129)

Cx Cy C

mro caenn u3 paspoja (1.124), na muoxemwem (1.127). Passujajyhiu oBy gerepmunanty 1o
IPBOM peTKy Taxkobe jo6mjamo:

[ZL,B, ¢] = ag(by,c. —cybs) + ay(brcy — czb.) + az(byey — czby) =
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= az[b, ¢y + ay[b, ¢y + a,[b,é). =a- (bx &) = V.

To je upsa oj jennakux 3anpemuna (1.128). TIpsu cabupak je 3anpeMuHa Iapasesenue/ia
BUCHHE @, HA ITapaJjeaorpam [5, ¢]. koju je mpojeknuja mapasesoraMma pa3aneTor BEKTOpuMa
G u b Ha paan Oyz. CindHO je 1 ca ocTasa 1Ba.

NuTeprnperupano, KOMyTaTOD [5, ¢], je mosuTmBaH Kaja je ocobMHA T BepOBATHHjA y
nmpeHocy uHbOpMalje b > ¢ Tauma IIpBU cabupak aw[g,é]x IpejcTaB/ba BepoBaTHONY
HaJla’Kemha 0COOMHE T TOora IPeHOCa y CTamby G, ajl W OOpHyTo. 3ampeMmuna V je 30upHa
napOpMaIja TP TaKBa OdWTaBama. 1paHcdopmalimjamMa KOOpJAWHATA TH ce cabupiu
Membajy, Meba ce U OTHOC (PAKTOPa Y CBAKOM, aJjIu ce He Mema muxoB 30up. [Ipumemyjyhu je
Ha KBaHTHY (PU3UKY OBY HHTEPIpeTalujy Tpeba MPOIIUpUTH Ha c0001aH 6poj KOOPIUHATA,
(pusnukux ocobuHa) 1 Ha KOMILIEKCHE BEKTOPCKE IIPOCTODE.

JBOCTPYKIN BEKTOPCKU MPON3BOZ

esocmpyku sexmopcku npou3sod je TPOU3BOJ, BEKTOPA U BEKTOPCKOI TTPOU3BOJA JBA
BEKTOPa

v=ax (bxd). (1.130)

[Ipema nedunuIj BEKTOPCKOT MPOU3BO/Ia, OBAj BEKTOP je HOpMaJIaH Ha BeKTOp bx ¢, Tj. Ha

HOpMaJIy HA TapasesorpaM KOju Pa3alniby BeKTopr b u ¢. 3aTO OH JIeXKHU y PABHE BEKTODA

b u ¢, ma je obsuka
U= Apb + NG, (1.131)

TIe Cy A\p U A, CKaJiapu, oBze peajuu OpojeBu. Jla 6mcMmo ra pa3Buinm M3pPasuMoO HHETOBY
IpBY KOMIIOHEHTY Ha HadIWH jerepmunante (1.124)

—

Uy = ay(bx ), —az(bx )y =ay(byey —bycy) —az(bzcy — bycy).
JlecHO 10JajMO M Oy3MUMO HJIaH dgb,c, ma 1obujemo:
Uz = by (azCp + aycy + azcy) — cp(azby + ayby + azh.),

Vg = by(d-¢) — cp(d@-b).

Cwmempyjyhu MHIEKC T UHJIEKCUMA Yy U 2, HAJA3UMO aHAJIOTHE M3pa3e 38 OCTaJie KOMIIOHEHTE,
TaKO /13, KPajibl PE3YJITAT MOYKEMO HAIMCATA Y BEKTOPCKOM ODJIUKY

b=ax(bxé)=b(d-¢)-e(a-b). (1.132)

Osa dopmyiia 3HAUAJHO OJIAKIIABA PaJi Ca JBOCTPYKUM BEKTOPCKUM IpousBogoM (B. [12])
3a [PUMEHE Y TEOPHUjCKO] (PUSUIIH.
[Tucano momohy KoMyTaTopa, HAJIA3UMO:

-

U=ax (B x ¢) = (aw,ay,az) X ([T), €las [57 5]3/7 [b,¢].),

i j k
v=| ag Gy a, |,
[b,¢le [b,€¢]ly [b,€).

- - -

v = [a, [b,¢]]. + [a, [b,&]]y7 + [a, [b,¢]].k-

Csa Tpu 3armca Cy jeJHaKO TadHA.
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[IpBu cabupak y Tpehem m3pasy MOKEeMO pa3yMeTn Kao eMucujy uadopmalimje ocoonne
T ca cTama d Ha IPEHOC [5, ¢] re ocoobune. To je xumoTeTrnyKo TymMademe Kome Tpeba jorr
HEKOJIMKO KOPaKa 110 KBaHTHE (pu3uKe. PernpeseHTalja OpujeHTUCAHNX TY2KU UMAJIa, je CBOj
MO3HATHU BpXyHAI ca MaKCBeJIOBOM eJIEKTPOIMHAMIKOM, & TeK V¥ KAaCHUjeM Pa3BOjy TEOPHjCKe
du3nke akieHaT je CTaB/baH HA Na/bEbe 00JAaCTH MaTeMaTuKe. 1ako je Teopuja OIIITe
PEJIATUBHOCTHU IIPOMOBUCAJIA MEH3OPCKU PA4YH, 8 KBAHTHA MEXAHUKA (A2€0DY BEKTOPCKHUX
pocTopa U Pyrkyuonasny arasusdy. CBe Te Tpu 00JaCTH MaTEeMaTHKe, CBaKa Ha CBOj HAYMUH
IpoytaBajy BEKTOPCKE IIPOCTOPE, YOCTAJIOM Ka0 M KBAaHTHA MEXaHUKA.

Mpumepn y reometpuju

IIpumep 1.1.68. Kada he sexmop ¢ = 4 + b deaumu yeao uamehy sexmopa @ u b na dea
jednara deaa?

Pewere. Kajia cy noMeHyTH yriaoBu jegHaku, craBumo a = |a|, b =|b| u ¢ = |a + b| na umamo

pesoM: .
I 0.z
cos Z(a,c) = 2, cos Z(b,¢) = —C,
ac c
G- (d+0b) _B (a+b)
ac - b ’

b(a®+d-b) = a(b-a+b?),
(a-b)(ab-d-b) =0.
Hakie, npso pemieme je a —b = 0, mTo 3HaYM Kajga cy JaTu BeKTopH (4 u B) jeTHaKIX
MHTEH3UTeTa, OHU Pa3aluiby poMO a jaujaroHasa poMba (¢) MoIoBH yrao CyCeIHIX CTPaHUIIA.

Hpyro pereme je ab = d-b, mro 3uaqu cos Z(d,b) = 1, Tj. Kaja cy jaTu BEKTOPU KOJUHEAPHU
1 UCTOI cMepa, yrao uaMely bHX je HyJa a HyJe Cy M yIJIOBH MOJeJIe. O

IIpumep 1.1.69. Jlamu cy sexmopu 4 = acos @i +asing) u ¥ = bcos i —bsinpy. Koauka
je nospULUHG NAPAAEA0ZDAMA KOHCTPYUCEHO2 HAd 08UM BEKMOPUMG.

— ——
Pewere. To cy sexkropu 4 = OA u ¥ = OB nHa ciauiu OJIaKJIe Ce BUIU Ja je TpakeHa
noBpiHa napaJsenorpama P = absin(2p). IIpoBepumo 1o nmomoly BEKTOPCKUX MHOMKEHA.
CkajlapHIM MHOXKEHEM JIOKaXKUMO J1a je yrao u3Mmehy BekTopa ¢ U ¥ JBOCTPYKO (©:

-0 (acos i +asing)) - (beos pi — bsin pj) ~

cos Z (1, v)

~alls] |la cos @i + asin @j||bcos i — bsin ¢]|
: ableos? s ) abeos)
Va2 cos? o + a2 sin® /b2 cos?  + b2 sin® ¢ ab

na je 3amcra Z(U,0) = 2p, kKao u Ha caunu. Ca Apyre crpane, OBpIuHY P mapasiesorpama
U3padyHaBaMO OMONY BEKTOPCKOI' IIPOU3BO/Ia BEKTOPA:

) 7 k .
Uxv=lacosy asing 0=k aeosy asmy = —kab(2sin p cos p),
. bcosp —bsiny
bcosp —bsingp 0
na je 3aucra P = |i x U] = absin(2¢), kao u Ha ciauim. O
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L

|

l

|
O ™0 A

B

Slika 1.38: JIsa BekTOpA.
Ogaj nmpumMep je 610 JeMOHCTpAIja KOPEKTHOCTH BEKTOPCKUX MHOXKEHa, [Ipe HEro U3pa-
YyHABAKE CaMe IIOBPIIUHE JATOr IIapaJie/iorpaMa.
ITpumep 1.1.70. Hanucamu §=axb+bxcé+Exd y 0bauky jedHoz sexmopckoz npoussoda.

Pewerve. VzpatyHaBamMo peaoMm:

Kopurrena je pemaruja d x @ = 0. O

Ipumep 1.1.71. [Tokasamu da je (G —b) x (d+b) = 2(a@ x b) u oGjacrumu zeomempujcru
CMUCAO Mme pesauuje.

Pewerve. Muoxkumo pesiom:

S
S
|
S
X
S
S

(G-Db)x (G+b)=dxa+a

a To je TpaxkeHu pesyarar. Kaja BekTopu d n b pasamnuiby mapaJiesorpaM, BEKTOPH d + b cy
JujaroHaje TOr IapaJjesjorpama. Jujaronase dbopmupajy HOBU HapaJsiesiorpaM JTBOCTPYKO
Behe MOBpIHUHE, & TO je Pe3y/ITaT MO3HAT U3 IIAHUMETPUje. [l

Y IecHOM CHCTEMY KOOpAWHATA 3-IUM IIPOCTOpPa, dechu mpujedap UWHE TPU BEKTOPA
U1, U9 U U3 YUjU BEKTOPCKHU MPOU3BOJ IIPBA JIBA, JATUM PEJOCIEI0M, jIaje BEKTOP KOju ca
TpehuMm 3aTBapa omrap yrao. Ipyrum pednma, BEKTOp ¥ = U1 X Us U BEKTOP U3 UMajy CMeEpP
Ka MCTOM IOJIyIIPOCTOPY 4YMja I'PAHUIIA je paBaH KOjy pa3alliiby BEKTOPH U1 U Ug.

Ilpumep 1.1.72. Jlama cy mpu Hexomnianapha 6exmopa a, bud Koju 06pasyjy decru
mpujedap. Kaxey opujenmayujy he umamu mpujedap eexmopa a+b b+¢uc+a? Y xaxeom
o0HOCY cmoje 3anpemute NaPaNeAenuneds KOHCMPYucanus #ad npea mpu u 1ad dpyea mpu
sexmopa ?
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Pewere. Onrosop Tpazkimo moMohy MemmoBHTOr Mpou3Bosa BeKTOpa, 3uajyhin (dxb)-¢> 0
Jep je Tpujenap JiecHe OpUjeHTallnje:

=2(axb)-¢,
IIITO 3HAYN JIa je HOBU TeTpaegap MCTe OpHUjeHTalnje ca aBocTpyko Behom 3ampemunom. [
Ilpumep 1.1.73. Ioxazamu da je:
Q=(axb)-(éxd)+(bxe) (axd)+(éxa) (bxd)=0.
Pewere. Tlocmarpajmo npee dakTope oBux cabupaka Kao jelan BeKTop. Tarna je:
Q=[(axb)x&-d+[(bx¢)xad]-d+[(éxd)xb]-d=
=[(axb)xé+(bxé&)xd+(éxa)xb]-d.

U3 dopmyste (1.132) caenu ga je u3pas y 3arpa/i WISHTUUKE jeIHAK HYJIM. 3aucTra, u3:

(@xb)xé=ba-¢)-a(b-7),
(bx &) xa=2e(b-a)-b(é-a),
(éxd)xb=a(é b)-é(a-b),

cabuparmeM cBe Tpu jegHakoctu gobujamo (axb) xé+(bxé)xa+(éxa)xb =0, mro je nnade
[IO3HATHU Ja%o6ujeeff| udenmumem. Oryna @ =0, mTo je u Tpedajo MOKA3aTH. O

IIpumep 1.1.74. Koauru yeao saxsanajy eexmopu 4 = (a x B) xd uv=(dxb)x b, axo
sexmopu @ u b 3axsanajy yeao p?

Pewerve. 13 okoMuTOCTH BEKTOpa U L 4 1 ¥ L b, 3aT0 IITO Cy YIJIOBU Ca OKOMUTUM KPAIIMa
jenHaku (Wi cy cyIuieMeHTHH), cjeau Ja je takohe Z(4,0) = ¢. Yuraomy npemyiram ja
OBO JIOKaKe BEKTOPCKHU. O

Hajmosnaruje penpesenTaluje BEKTOPCKUX MIPOCTOPa CY ,,OpHUjeHTHCaHe IyXKu" Koje Cy
3aTO TOJINKO 3aCTyIJbeHe y 0BOj ceknmju. Ca BUX ce JIaKo Ipeja3u Ha ypehene HU30Be.
Nsmely jenmHIIHIX BEKTOPA KOOPIMHATHIAX OCA U TPOWJIAHUX HI30Ba BUJI/bUBA je OujeKImja,
penmMo InpecinkaBame €, — (1,0,0), €, — (0,1,0) u €, - (0,0,1). Mcra Gujekimja
npeciukasa BekTope (1.116) y musose, d — (ag,ay,a;) I b (bg,by,b.), 3a unju ckagapHI
npousBoj ce Moxe yseru oner (1.117).

Y MaTpuUHUM pelnpe3eHTaujaMa BeKTOPCKOT Ipoctopa, geduannuje [[.1.9] nauun muO-
JKeha MAaTPUIA TUKTHPA J0JaTHA CBOjCTBA. VI3 TEH30PCKOr patyHa Pa3jnKyjeMo K08apuja-
HMHE U KONMPABAPUJGHMHE KOOPIUHATE, [1a Ha UCTU HAYUH JIeJIUMO U ojiroBapajyhe ypehene

%3Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), nemauku MaTeMaTHIAD.
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umn3ose. [IpBe numemo y 06Ky MaTpHIle-BPCTe, Apyre v OOJIUKY MaTPHUIE-KOJIOHE, TaKO /1A
,CKajiapHu npousso’ Bekropa (1.116) Gyme

ba
(az ay az)-|by|=asbs +ayby +ab., (1.133)
b.

nakJe, orer jennak (1.117). Jdomarso, y ciaydajy Ja Teso ckajiapa BUIlle HUCY peajiHu Beh
KOMILJIEKCHU OPOjeBU, KOMIIOHEHTE MaTpuile Tpeba KOHjyroBaTH KaJia ce Ipea3u ca KO- Ha
KOHTpa-BapujaHTHE KOOPAWHATE, I OOPHYTO.

TloBehame 6poja AuMeH3Mja BEKTOPCKOT IIPOCTOPA Jajbe IMOCTaje PyTUHCKA CcTBap. 10
je caMo mnTambe JIyKWHEe HU3a, OJHOCHO Tuia Marpuie. Mehyrum, yBua y moryhnoctn
perpeseHTaIja BEKTOPCKUX IIPOCTOPA Ce He UCIPIJbyje TuMe. BepyjeMm 1a je MHOTe MaTeMa-
TUYIape KOju Cy ce DABUIN OBUM aIllCTPAKTHAM aarebapCcKuM CTPYKTypaMa 3aTeKJIa MHPUHA
du3nIKUX cBOjcTaBa Koje je 6myio moryhe ymorpeburu Kao 0asHe BEKTOPE Y KBAHTHUM
perpeseHTanjaMa, Kao MITO WX je MOIVIAa W3HEHAJIUTH W CKydeHocT aApyrux mnorpeba. Ha
[IpUMEp, Ja CBU KBaHTHO-MEXaHWYIKH BEKTOPHU Ji€XKe Ha jeIMHUYIHO] cepH, Wd J1a Cy CBU
IbUXOBH OIIEPATOPHU CaAMU CeOU MHBEP3HM.

1.2 PenpeseHTauuje

Tlocite opujenTucanux /Iy>Ku HajIIO3HATH]E PEIIPE3EHTAIIN]e BEKTOPCKOT IIPOCTOPA Cy MaT-
puaHe. Mok a je To Beh u 3aTO IITO Cy MATPHUIIE U JIETEPMUHAHTE y CaMOj OCHOBU aJirebpe,
Kao 1 KBaHTHE MeXaHUKe, ITOKA3aJI0 Ce JIa Cy hUXOBe IoceOHe 0cobmHe OuMIe BeoMa KOPHCHE
y U3/IBajalby BEKTOPCKHUX IIPOCTOPA OJ] OCTAJINX AJrebapCKuX CTPYKTYPA.

IIpumep 1.2.1. Ha nexoj npedcmasu buau cy odpacau, ywenuyu u deya. Yaa3nuya 3a
odpacae kowmana je 10 KM, sa yuenuxe 7 KM u 3a deme 5 KM u npodamo je yxynno 370
yaaznuya 36 epednocm 3170 KM. Odpacaux je bunro dynao suwe nezo yuerura. Koauko je
6un0 deue KoAUKO YHEHUKE G KOAUKO 00paciuT?

Pewerwe. Oznauumo ca x, y, z pejoM Opoj Jnere, ydeHWKa U ofpaciux. llpema garmm
rofganuMa (OPMUPAMO CUCTEM jeTHAYNHA

r+y+z=2370,
5x + 7y + 10z = 3170,
2y—-2z=0,

gnje pememe x =40, y = 110 u z = 220 y1ako HAJIA3UMO Ha IIO3HATE HAYMHE.
Ha mpumep, oBaj cucreMm permaBaMo METOIOM CMeHa. YBPCTUMO 2 = 2y u3 Tpehe y apyry
U TPBY jeIHAYMHY, TOOUjaMO
x + 3y = 370,
d5x + 27y = 3170.

Kana u3 npse z = 370 — 3y cmenumo y apyroj, modbujamo 1850 + 2y = 3170, oryma 12y = 1320,
Te y = 110. U3 nocaenmwe cmene x = 370 - 3-110 =40, a u3 upse z = 2110 = 220. O

Cucrem JiMHEapHUX jeJHAYMHA pelliaBaBaMo u rnomohy nerepmunanTtu. [lerepmunanta
IIOMEHYTOI' CHUCTEMA, Ca JeTepMUHAHTaMa Bapujab/ peJioM, Cy:

11 1 370 1 1 1 370 1 11 370
D=\5 7 10(, D,=|3170 7 10, D,=|5 3170 10|, D.=[5 7 3170|.
0 2 -1 0 2 -1 0o 0 -1 02 0
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JlerepmunanTte Bapujabsu cmo dpopMupan Ha ocHOBY D 3amersyjyhu pegoMm mpBy, Apyry u
Tpehy KosoHy cJi000IHUM KoedUuInjeHTHUMa, KOjU CTOje Ca JeCHe CTPaHe jeJHAKOCTH JATOr
cucrema. l3padynaBama OBUX JeTePMUHAHTU Jahe BpeIHOCTH:

D=-12, D,=-480, D,=-1320, D,=-2640,
a TO Cy KOeUIjeHTn KpaMepOBOI@ CHUCTEMA jeTHAYNHA!
D-x=D,, D-y=D,, D-z=D,, (1.134)

KOJjU MMa UCTa PeIerha KAo U JIATH CHCTEM.

N3 KpamepoBux jeHadnna, yoIIITe, BUIAMNMO JIa CUCTEM HUje PEryiapaH ako je JeTepMu-
nanra cucrema uysaa (D = 0). To je xowmpaduxuyuja, ocum cazaachocmu Kajaa cy y TOM
ciIydajy cBe JerepmuHanTe Bapujabmiu uyiae (D = Dy = D, = 0). Y KOHTPaJUKIUjH JaTH
cucTeM HeMa periera (Tpeha jefHadnHa TPOTUBPEIN IPBUM J[BEMA), 8 Y CATJIACHOCTH CHCTEM
uma GeckoHavHo perema (Tpeha jenHaunHa je cioj npse JBe), jep je 6ap jejHa jeHadnHa
Bumka. Kaxkemo Ja je cucreM pezyaapan Kaja gerepMuHaHTa cucreMa Huje Hysaa (D #0) a
Tajla CUCTEM UMAa jeJIMHCTBEHO PeIerhe.

Ped demepmurnanme je 6poj mweHHUX BpcTa, OJHOCHO Opoj KojoHa. llomcerumo ce ma
JIETEpPMUHAHTE JIPYTOT Pejia U3padyHaBaMo mpemMa hopMyJin

ailp a2

=a11a22 — 21012. (1.135)
az G2

det A = det (all al?) =
a1 a2

IlerepmunanTte Tpeher pema
ail a2 a3
det A = |ao1 a99 a3 (1.136)

az1 asz2 ass

7 CaMO hUX MOXKEMO U3padyHaBaTyu MOMony C’apycoeoﬁ NPasUAG, TPUKAZAHOT CJIUKOM
[TpBe nBe KoOJIOHE CE PEIOM JI0/1ajy Ha Kpajy JeTepMuHaHTe, cabepy ce MPOU3BO/IN e/IEMEeHATa,
Ha TPpU IJIaBHE JUjaroHajie U OJ IbUX OJIy3MYy IMPOU3BOIU Ca TPU CIIOPEIHE IThjaroHalle.

Gyl Gy dg3 |11 12
1 OGgp dpg U1 d22

31 (32 0433 | 031 432

Slika 1.39: CapycoBo mpaBmio.
NzpagynaBamo, mpBo npema CapycoBOM IPABUIY:
det A = (a11a22a33 + ai2a23a31 + 6113@21&32) - (a13a22a31 +a11a23a32 + a12a21a33)

= ay1(ageass — azzaze) — a12(aziass — azzasy) + arz(agiase — aznaz:),

64Gabriel Cramer (1704-1752), mBajuapcku MaTeMaTudap.
55Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861), dbpaniyckn MaTeMaTmdap.
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a oTyJia
az2 a23
asz2

a1 Q22
az1 as2

a21
a31

det A = all @23 + a3 . (1137)

— a2

To je ﬂannacoﬂ pas3Boj serepmunanTe (1.136) mo npsom perky. IIposepure, mosnazehin
ox CapycoBor paspoja, UCTY BPEIHOCT JeTepMHHAHTe I00MjaMO M Pa3BOjeM JeTepMHUHAHTE
[0 IPOU3BOJBHOM 7-TOM peTKy (r = 1,2,3), Kaja eJleMeHTe TOT PETKA 1, (2, Ar3 MHOKUMO
pesioM ca kofakmopuma, TeTepMUHAHTaMa Koje ocTajy Kaja ce u3 Bogehe (1.136) msbann
PeIaK I KOJIOHA JATOT eJeMeHTa (a,),) IMOMHOX«KeHa mpeazaakonM (—1)7*F,

Kaza je nara gerepmunanta det A = det(a,;) pena n € N, kobaxropu cy n? nerepmuna-
oru det A, pema n — 1, mobujern m3barmBameM peTKa T U KOJIOHe k jJarTe JeTepMUHAHTE
MHOXKEHHU IIPEA3HAKOM +1, Ipyu YeMy Cy IMO3UTHBHM IIPEJ3HAIN Ha [VIABHO] AUjaroHAJIN, a
cycenu y BpeTH (KOJIOHH) UMajy cynporad 3Hak. OBH Ipe3HAIN ce Memajy Kao IIpHO-6esa
11oJba MIaxoBcke TabJie:

+ - + -
-+ - +

S e N PR s (1.138)

-+ - +

N3 JlamnacoBux pa3Boja, akKo cTe UX MU3PATYHAJH [0 IPETXOIHO] IPEIOPYIH, IPUMETUTE J1a,
MHO2Kehu ojiroBapajyhe ejieMeHTe r-TOT peTKa U UCTOI peTKa KodakTopa nodujare BPeHOCT
JaTe JeTepMHUHAHTe, ajli 1a MHOKehn pegax ejgeMeHaTa ca MOTPENIHNM PETKOM KodaKkTopa
nobujare Hysy. [lpema Tome, nmpousBon marpuiie A u MaTpuiie BEHUX KOpaKTopa, Koja ce
HA3UBa a0jyH206aHa MaMpPuYe 1 03HaIaBa ca adj A, jeaHak je nerepmunanTu det A. Ipyrum
pednMa, MaTpUIia

1
Al= A AdiA (1.139)

je mHBep3Ha MaTpuna jgare marpuie. VHBep3Ha MaTpuia He nocroju kasua je det A = 0.
JlaTa marpuna tajia Huje bujexiumja, 1ako je JUHEAPHU OIepaTop.

ITpumep 1.2.2. /lse spcme kyzauya, no 1 U o KoMada, UMGTY YKYNHY Mexcuny 82 epama
u yrynny sanpemuny 27,5 ecm®. Iojedunawno, kyzauya npse 00HocHo Opyze 6peme meurka
je pedom 8 0dnocro 6 epama, 3anpemune 2 odnocro 2,5 em®. Koauxo uma xyzauya?

Pewerve. SaﬂaTaK II0CTaB/baMO MAaTPHUYIHO:

8 2
(z1 x2)(6 275):(82 27,5), (1.140)
a oTyJIa MMaMo:

-1
8 2
(1 x2)=(82 27,5)(6 2’5) ,

1 2,5 -2
(:El $2)=(82 27,5)[m(_6 8):|,

1 2,5 -2
(21 xg):§(82 27,5)(_6 8),

56Pierre-Simon Laplace (1749-1827), dbpaHIycK: MaTeMaTHIap.
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(z1 x2)==(40 56),

(ml $2):(5 7).

Hakye, uMa 5 KYTJIUIA TIPBe BPCTe U 7 KYIVIUIA JAPYyre BPCTe. O

| —

Hemosuare 1 n z2 cmo y (1.140) mumcanu KoBapujaHTHO, Kao MaTpuily-spery. Veru
pesyJraT 6ucMo JI0ONIIN MPAHCNOHO6abEM MATPUYHE jeJIHAYNHE, 3aMEHOM BPCTa KOJIOHAMA!

(2 2?5) (2) ) (2?25) ' (1.141)

To 6u Omo KOHTpaBapujaHTHU MOYETAK UCTOT pellema. [IpuMeTnMo 1a ce TPAHCIOHOBAHEM
Mema PeJlociie]l MHOXKea Marpuna. Yommre je (AB)” = BTAT.

1.2.1 [deTtepmunHaHnTe

o caza cmo Beh moMmumbasu Heke 0COOUHEe JIeTEPMUHAHTH, aJIi IbUX Tpeda 1 JTOKA3UBATH.
To je Tema nacraBka. llosasumre je yobuuajena nedununuja nerepmunantu (8. [13]) us
Koje hemMo m3BecTH yryiaBHOM CBE BaXKHHUje H-EHE OCOOMHE a 3aTUM U OCOOUHE MATPHUIIA.

Hedbununuja 1.2.3. Hexa cy a;j, 3a undexce ij = 1,2,...,n, xomnaiexcnu bpojesu. Hexa je
Q112 . . . iy jedna nepmymayuja ckyna {1,2, ..., n} u nexa je [i1,42, . . ., iy ] 6poj ceux uneepsuja
me nepmymavuje. HMapas

S (=Dleinlag agiy . ang, (1.142)
i
ede ce cabupa no ceum nepmymavujama iy ckyna {1,2,...,n}, je nerepmuHanTa peda n.

Jlakite, nerepMuHaHTa pefa n je agredbapcku 30up n! = 1-2---n O6pojeBa, a cBaKU O TUX
cabupaka je IpoM3BOI N JaTux OpojeBa. 1o BHAMMO y HaBeIEHOM Pa3BOjy JeTepMHUHAHTE
rpeher pena (1.136), win y passojy perepmunante japyror pega (1.135). Enementu r-tor

perka (BpCTe) JIETEPMUHAHTE CY Gpl,dr2, - - -, 0ry. JIEMEHTH G1j, Aok, - .., Gpk dUHE Kk-TY
KOJIOHY (CTymar) JerepMUHaHTe. KJIeMeHTH a11,ad22,...,0n, YUHE 24a6HY OUja20HANY, &
€JIEMEHTH Q] p, A2 1—1, - - - , Ap,1 CROPEORY OUJA2OHANAY AE€TEPMUHANTE.

Teopema 1.2.4. Jlemepmunarnma det A jednaxa je demepmunanmu det AT xoja ce us e
dobuja 3amernom odzosapajyhur epcma u Koaona. JIpyeum pevuma:

ail a2 ... Qip air a1 ... Qnpl
det A = [@21 @22 .o G2n|_|G12 G22 o Gn2f g AT
apl QAnp2 ... Qpp A1n A2n ... Gpp
Hoxasz. CraBumo
bi1 b2 ... b
det A/ = ba1 baa ... b2 '
bnl bn2 bnn

Tana je bijj = aj;, 3a 4,5 = 1,2,...,n. W3 nebununuje cJIeu J1a CBaKO TBpheme o
BpCTaMa JeTepMUHAHTE BaXKU U 3& KOJIOHE Te JeTepMUHAHTE U OOPHYTO. O
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Teopema 1.2.5. 3amenom mecma dse speme (Koaone) demepmunarma Mewa 3Hax.

Jokas. Nz nepuanunje [1.2.3) cnequ:

O

Teopema 1.2.6. Kada je ceaxu eaemenam jedre epcme (Koaone) 0emepmMunanme nommorHcen
bpojem \ mada je 0emepMuHaHMA NOMHOHCEHA bpojem .

Zloxas. U3 nedpunnimje nmamo:

aip; aig ... )\alk ... Q1p
asy a2 ... Aagg ... Q2q §1,i2 sy
= Z(_l)[ 1,22 J n]al’ila2i2”'>\ak’ik'”anin =
i
anl1 QAp2 ... /\ank coe Qpn

= )\ Z(_l)[il,i%-..,in]alila2i2...anin — )\det A

i

O
Teopema 1.2.7. Jlemepmunarma xojoj cy dee xoaone (epcme) nponopyuonasme jednara je
HYAU.
Jlokas. Ha ocnoBy Teopeme MMaMO
ailr ... QA ... )\alk cee Qln air ... a1 ... Qa1 ... Qin
azr ... Qag ... )\agk ce. Q2n _)\agl e A2k ... Q2 ... Q2p
Apl -+« Qpk  --- AGpk ... QOpp apl -+ Qpk --- Qpk --- Gnp

Crasumo 12 je gerepmuHanta jgecHo D. Ha ocroBy Teopewme [[.2.5] na 3amenom nse xosone
JeTepMUHAHTA Meba 3HaK, cafa umamo D = —-D a oryma D = 0. OJ

Teopema 1.2.8. 36up dee demepmunarme jednarux ceur Korona (6pcma) ocum jedue, k-
me, jeonax je 0emepMuHaHMU Ca NPENUCAHUM UCTRUM KOAOHAMG (8pcmama) u 36uposuma
odzosapajyhur xoeduyujenama k-mux xorona (epcma).

Zloxas. U3 nedunniuje ciemn:

’ "
aip a2 ... Quptagq ... Qin
/ "
a1 a2 ... a2k+a2k

(57 Z AT DY S / "
= (_1)[ 1,22 J n]a1i1a2i2'”(a’kik + akik)'“anin =
/ " i
anp1 AaAp2 ... ank+ank oo Qpn

_ D138 yeeeylgyennsl / D138 eeeylyennsl 1 _
= Z(_l)[ 512, J n]a1i1a2i2...akik...anin + Z(_l)[ ) J n]alila27:2“'ak‘ik.”anin =
i

i

! "
a1l a2 ... alk .o Q1n ail a2 ... alk AT
! "
_ asr a2 ... a2k oo Q9n n asr a2 ... CLQk oo Q9n
- ’
! "
an1 Qapy ... ank N ¢ Y o) an1 Qpy ... ank cee Qpp
a To je u Tpebayio JOKa3aTH. O
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Ograj cras nmmremo Kpahe
! 144 !/ 14
det(ay,...,a; +ag,...,a,) =det(ay,...,ay,...,a,) +det(ay,...,ay;,...,a,), (1.143)
IJie jé KOPUIITEHO YOOUUajeHo MPEeCTaB/barbe JeTePMUHAHTH KOJIOHAMA.

Teopema 1.2.9. Jlemepmunanma ce He MeWA aKO KOAOHU 000AMO KOAOHY TOMHONCEHY
KOHCTIAHITLOM.

Jokas. TIpema nperxomaom, nmamo: det(ar,...,a; + Aag,...,a,...,a,) =
=det(ai,...,a;,...,a,...,a,) + Adet(ay,...,ax,...,a;,...,a,),
a JIpyra oji cabpaHnX JIeTePMUHAHTH je HyJla, jep UMa JBe jeJHaKe KOJIOHE. O

Hedbununmja 1.2.10. 3a demepmuranmy

aj; aip ... Qip
a a oo Qa

det A = |72 7% an (1.144)
anl1 QApr2 ... Qapp

demepmunanma xoja ce dobuja U30CMaAGHAIEM 1-e BPCTNE U J-Me KOAOHE HA3UGCA CE MUHOP.
Murop nommnoorcern npedsnaxom (—1)"*7 nasusa ce xopaxmop damoe eaemernma.

Jpyrum peunma, 3a gary gerepmunanty (1.143), munop esrementa a;j je

ail e al’j_l al,j+1 e A1n
Ms = @i-11  --- Qi-145-1 Qi-15+1 --- Qi-1n (1 145)
1y = y .
J Ai+11 - Airlg-1 Qitl g+l --- Qitln
QAnl e an,j_l an,j“ e Apyn

a kodaxTop A;j = (=1)""7 M;;. Ilpenznanu £1 kodaxTopa ce Memajy Kao 60je Ha ITaXOBCKOM
mosby. CBu MuHOpEM W KOaKTOPHU JeTepMHUHAHTE peja 1 Cy JeTepMUHaHTe pema 1 — 1.
Crenehu craB nokasyje raanoct JlammacoBor pa3soja.

Teopema 1.2.11 (Jlamracos pasBoj). 3a demepmunanmy (1.144), 3a npoussonan pedax r
6adHCU

aTlATl + G/TQATQ +oee + amAm =det A, (1146)

ede cy Ayj wenu xopaxmopu.

Hoxas. Tlo nedpununmju je:

det A = Z(—l)[il’iz’""i"]alilaziz o Opgy, = Z(—l)[l’h""’i"]allazig - Qp, t

i i
# YD) a0ag;, o ap, + -+ (=D agi, g, =
ix ix

= all(—1)1+1 Z (—1)[i2""’i”]a2i2 e Qpg, + a12(—1)1+2 Z (—1)[i2""’in]a2i2 O, T

ix#l ir#l
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e 4 aln(_1)1+n Z (_1)[i27""in]a2i2 .. a?’bin =

T EN
— 1+1 1+2 1+n
= a1 (1) M+ aa(-1)""" Mg + -+ ain(-1) """ Mip,
det A = a11A11 + a12A12 +oee + alnAln,

a To je Jlammacos pa3soj (1.146) mo npBom petky 7 = 1.

JlokarknMo cajia j1a BayKu omTe TBpheme craBa. IlepMmyTyjMo r-Tu perak jgare 1eTepMu-
HaHTE ca CBAKUM O] IIPETXOIHNX pefaka. 1locie r—1 nepmyranuja, 10/1a3UMO JI0 JeTePMUHA~
HTe 9iji MEHODH IPBOT peTka cy MHoxkennu ca (—1)*7! amm cy n xodakropn MHOKEHH ca
(—1)k_1, I1a pe3y/TaT pa3Boja OCTaje HEIPOMEHEH. O

Teopema 1.2.12. 3a demepmunanmy (1.148), 3a dsa npoussonmna pemxa i + 1 6adHCU
ailArl + CLZ'QATQ +oee+ amAm = 0, (1.147)
ede cy Arj (j=1,2,...,n) wenu xopaxmopu.

Jloxas. TlocmaTpajMo gaTy jgerepMuHanTy u gerepmunanty det A’ kojy mobujamo 3ameHom
7-TOT PeJia ca PeJIoM MPOU3BOJbHUX Koeduimjenara by, by, . .., b,. IIpema nperxomnom (1.146)

det A’ = b1 A + b2 A + -+ b, A,

CraBumo s cBako b; = ap; upema mperxoxuoM gobuhiemo det A’, amu he Ta 3amencka
JleTepMUHAHTA TaJla MMATHU JIBa jeJiHaKa peTKa, na hie npema Teopemu [1.2.7| umaTn BpeaoCT
HYJIA. O

IIpema Teopemu [1.2.4] cBe mITO BaxKu 3a pPeTKe BaXKWU U 3a KOJIOHE.

Teopema 1.2.13. Heka cy xoeduyujenmu demepmunanme (1.143) dynxuuge a;j = a;;(x).
Tada je u det A ¢ynryuja sapujabae T wuju je u3eod no moj sapujabaru jednar 36upy:

a11(z) ae(z) ... a(x)
%detA:(det A)’:i O (@) dy(@) ... d (@), (1.148)
an'l‘('x) an2(xz) ... app(x)

. d
2de je aj;(v) = Jra;;(z).
Jloxas. Tlpema jedbuHMIMjN leTepMUHAHTE:

d d i1,i2,0eerim
%det A= T ;(—1)[ vizeinl g asgy L apg, =

n
_ 11,02,...,0 . . ) / .
= Z(_l)[ iin] Z A1y A2ig « « - Ar—1ipy Oy Ar+1,rpyy - - - Aniyy
(- r=1

n
i1yi2,0eri /
=3 Z(—l)[ R n]a1i1a2’i2 e Oy Qg QgL gy - - - Oy s
k=1 in

a oTy/a TpakeHa opmyJia. O
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IIpumep 1.2.14. Pacmasumu na éa%’mop@

a+x b+y c+z
det A=|b+x c+y a+z|.
c+xr a+y b+z

Pewerve. TIpBoj KOJIOHU naTe JeTepMUHAHTE J0jajeMo ApyTy, 3aTuM Tpehy (Teopema (1.2.9)),
I1a U3 1pBe KOJIOHE U3BJIAYMMO 3ajeqHun4uku haxtop (reopema [1.2.6), mobujamo:

1 b+y c+z
det A=(a+b+c+x+y+2)|l c+y a+z|.
1 a+y b+z

Op apyror, 3aTuM o1 Tpelier perka o/[y3uMaMo [IPBH, I1a Pa3BUjaMO JIETEPMUHAHTY IO [IPBOj
kostonn (Jlammacos passoj), pobujamo:

det A=(a+b+c+z+y+2) Z:Z Z:g =

=(a+b+c+x+y+2)[(c-b)(b-c)-(a-b)(a-c)]
1
= —§(a+b+c+x+y+z)(2a2 +20% + 2¢% - 2ab - 2bc — 2ca),
1
det A = —§(a+b+c+x+y+z)[(a—b)2 +(b-¢)*+(c-a)?]
U BUM Ce Jla HeMa Jpyrux (peasHux) dakropa. O

Ilpumep 1.2.15. Pacmasumu na darxmope

20 +y+ 2 Y z
det A = T TH+2Y+2z
T Y T+y+2z

Peweme. Ipyru pemax omysern o npsor u Tpeher. Wssylin dakrope (z +y +2)2, u3 mpsor
u Tpeher perka.

1 -1 0
detA=(z+y+2)|z z+2y+2 2
0 -1 1

Tpehy koJioHY J10/1aTH APYTOj U Pa3BUTH JETEPMUHAHTY 110 J0HeM perKy. [lobujamo

det A = 2(x +y+2)>.

IIpumep 1.2.16. Uspauynamu det(aij)nxn 20e je a;j =0 3ai=7, a a;;=13a1%#j.

573amarax n3 36opruka [14].
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Pewerve. mamo

o 1 1 ... 1
1 01 ... 1
det(aij): 1 1 0 1
1 1.1 ... 0

EnemenTuma 1mpBe KOJIOHE J0JajMO €JIeMEHTE CBHX OCTAJIMX KOJIOHA, J00MjaMo

1 11 1
1 01 1
det(as)=(n-1){1 1 0 1].
1 11 0
[IpBy KOJIOHY peJOM OJly3MHUMO O cBUX ocrasux (jgpyre, Tpehe, ..., n-re):
1 0 0 ... 0
1 -1 0 ... O
det(a;;) =(n-1){1 0 -1 ... 0],
1 0 0 ... -1
a oryma det(a;;) = (-1)"(n-1). O

KomyTtaTop Tayvaka

Heka cy y exkaprosom cucremy Ozy nare tauke A(Ay, Ay), B(By, By) u C(Cy,Cy),
Kao Ha CJIUITH [TornemajMo Kako ce opujeHTHUCAHE MOBPIINHE 3aTBOPEHUX (DUTYPaA MOTY
MpeICTaB/bATH TTOMONY JeTePMUHATHH.

Teopema 1.2.17. Ilospwura mpoyesa ABC je:

|4 B G
o(ABC) =3 |4, B, C,|. (1.149)
1 1 1

Jlokas. Tlpumernmo aa ce noepimHa tpoyriaa ABC na counu [1.40] cactoju o nopumaa
tpanesa A,C,CA mwiyc C, B, BC yvunyc A, B, BA. 3uamo Ja je HOBpIINHA Tpalles3a jeqHaka
IPOU3BOJLY I10JIy30Mpa OCHOBHUIIA (Cpejiba JIMHHUja Tpalle3a) U BHCHHe. JIpyrum pednma,

UMaMO
U(ABC’)— y(C -Ap) + y(B C)— y(B -Ap) =
:§[A:c(By_Cy)+Bz(Cy_Ay)+C:c(Ay_By)] 25 Ay By Cyl,

1 1 1
a TO je OHO IITO CMO WM XTEJIU JIOKA3ATH. O

Komymamop mavaxa A, B je 6poj [A,B] = AyBy — ByAy. Ounrienno je komyTarop
Tavaka HyJa akKo M caMo ako npasa AB cajpKu MCXOJUINTE KOOPJAUHATHOT CUCTEMA. Y BEK
e [A, B] = -[B, A]. Henocpenna nocsenuia reopeme [1.2.17] je cineneha sema.

Pacrko Bykosuh 107



KBAHTHA MEXAHUKA

Slika 1.40: OpwujeHTrCcaHa MOBPIIXHA TPOYIJIA

Jlema 1.2.18. [[uxauunu 36up KoMymamopa memera mpoyzaa jeHak je 060CmpyKoj nospuum,
moe mpoyaaa, mj.
[A,B]+[B,C]+[C,A] =20(ABC).

Zoxas.
[A,B]+[B,C]+[C,A] = (A;By - B;Ay) + (B,Cy — C;By) + (C; Ay, — A, Cy) =
= A, (By-Cy) + B, (Cy - Ay) + C,(Ay — By) =20(ABC).
O

Heka je na npasoj AB mara Tauka T, mro moxkemo mucatu 1 € AB, unmu A-T — B kana
Harsarmasamo ja je T xkosnmeapHa ca taukama A u B ann je uamely mwux. Taja je moBprimna
tpoyria ABC jennaka 36upy mosprmna tpoyriosa ATC u TBC. Ipyrum peunma, BayKu
cjaejehn cras.

Teopema 1.2.19. Te AB <— [A,B]|=[A,T]+][T,B].

Joxas. Axo je T € AB, yamumo mipon3BosbHY Tauky C'. 3a MOBPITHHE TPOYIIOBA BaXKW
20(ABC) =20(ATC) +20(TBC),

18, IMaMoO I10jeTHOCTAB/bUBAabA, PEIOM:

[A,B]+[B,C]+[C,A]=([A,T]+[T,C]+[C,A]) +([T,B]+[B,C]+[C,T])

[A,B]+[C,A]l=([A,T]+[T,C]+[C,A])+([T,B]+[C,T])

[A,B]=[AT]+[T,C]+[T,B]+[C,T]

[A,B]=[AT]+[T,B].

O6pHYTO, aKO BayK! JeCHA CTPaHa eKBUBAJIEHIIN]€e, Taa TocMaTpajmo Tpoyrao AT B. U3

o(ATB) = [A,T] + [T, B] + [B, A] = [A, B] + [B,A] = 0

caean kosmmHeapHoct Temena A, T, B. O
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IIpumep 1.2.20. IIposepumu mepherve meopeme NOMONY OPUJEHMUCAGHUL OYIHCU.

Pewere. Ilponssosbaa Tauka 1T’ Ha npasoj AB je gara BEKTOPCKOM jeIHAYUHOM:

—_— = ——
OT =0A+AB-t, teR, (1.150)
OJTHOCHO
(T, Ty) = (Az, Ay) + (B — Az, By — Ay)t. (1.151)
Jlpyrum pednma, ©UMaMO CUCTEM jeHAYMHA;
Tp=As+(By—Ag)t, T,=A,+(By—-Ay)t (1.152)
Oryna

[A,T]+[T,B] = A, T, - Ty Ay + T, B, - B, T, =

= Ay (Ay+ (By— Ayt) — (Az + (B — Ap)t) Ay+

+(Az + (By — Ap)t)By — By(Ay + (By — Ay)t)

= AgAy + AyByt — Ay Ayt — AgAy - BuAyt + AgAt+

+A, By + By Byt — Ay Byt — By A, — By Byt + By Ayt
- A, B, - B,A, = [A,B].

IMpumep 1.2.21. [Ipedcmasumu nospuune KonsexcHoe U kKonkasHoz wemeopoyeaa ABCD,
Ha cauyu |1.41, nomohy xwomymamopa.

O

AF

Slika 1.41: KonBekcaH u KOHKaBaH 1€TBOPOYTAO.

Pewerve. TToBprunHa KOHBEKCHOD (J1€BO) je
0c(ABCD)=0(ABD)+0(BCD) =

=([A,B]+[B,D]+[D,A])+([B,C]+[C,D]+[D,B])
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=[A,B]+[B,C]+[C,D]+[D,A].

Kopucrelin reopemy Jjlako HAJIA3UMO ¥ IIOBPIINHY KOHKABHOI (JIECHO):

o(A'B'C'D')=[A',B']+[B’,C"] +[C',D'] + D', A'] =
=[A" B+ [B E']+[E"C']+[C",D']+ [D" E'] + [E', A]
= [A\B]+[B B+ [E, A+ [E,C']+[C",D']+ D', E']

- o(A'B'E") + o(E'C'D'). (1.153)
]

Yorrre, TUKIXIHA 30UP KOMyTaTopa JIyK H3JOM/bEHE 3aTBOPEHe JIMHHUje jedHAK je
NOBPIIMHU KOjy Ta ¢durypa sarbapa. llosuTuBan cMep OOUJIaXKemba je CyIpoTaH CMepy
Ka3a/bKe Ha cary. Ta IOBpIIKMHA je TTO3UTUBHA (HEraTUBHA) aKO je OOUIa3UMO Y TIO3UTUBHOM
(meraTuBHOM) cMepy. Buire o oBome y npusory [15].

Kennepose noBBpLUnHE

Hpyru KenﬂepOEEgI 3aKOH (3aKOH jeJIHAKUX TOBPIIIHA) KayKe Ja 3aMUIIJbEeHa Iy KOoja
cuaja nenrap CyHia u nenTap miaHere Koja ce kpehie oko CyHIla y jelHaKUM BpEeMEHUMa,
npebpuirte jennake noppinuae. To cy mpadupane MOBPIIUHE HA JTOHO] CIIUIIN.
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Permumo 1a je Bpeme mocMaTparka IjIaHeTe Ha IMyTy o Tadke A no B ca mpadupanom
nospiuaoM o(SAB) MHOro Mame oj Mecerr jgana. Heka je yrao a = ZSAB, ynameHocT o
S 10 A je BeKTOp 7 MHTEH3WTETA 7', a yIabeHoCT o1 A 110 B je BekTOp dF mHTeH3UTETA dr.
Ipacdupana nospumna je HHGUHATESUMAJIHE cKajaap do = %r dr sinq, a oHa je yjeaHo u
MHTEH3UTET OPjeHTUCAHE OBPIIUHE, BEKTOPCKOT IPOU3BO/IA BEeKTOpa dg = %F x dif. U3Bonx
110 BpEMEHY jaje & = %f x 7. JIpyrH U3BOJ 10 BpEMEHy Jaje o = %(F X T+ 7 X T).

58 Johannes Kepler (1571-1630), HemMadkn MaTeMaTHdap.
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IIpBu cabupax apyror u3Boia JI€CHO OJT jeTHAKOCTHU y 3arpaIu je HyJa, jep jé BEKTOPCKUX
IIPOM3BOJL [APAJIETHIX BEKTOPA Hysla. Y JPYroM CabHpKy BEKTOp T je yOpsarme IIaHeTe, a
1o I‘byTHOBOM@ JIpyrom 3akoHy (yOpsame Tesia cpasMepHO je CUJIM KOoja Ha Hera JIeyje, a
0OpHYTO Cpa3sMEpHO MaCH TeJjia) OHO je MPONOPIIMOHAIHO IPABUTAIIMOHO] CHJIN, A UMa HCTH
mpasar ca 7. 3aro je m apyru cabupak Hyja. Jlakie, =0, a oTyzIa G = const, mTo je
yrpaso Japyru KeriepoB 3akoH.

Oro je mosHar HaumH j10Ka3a KerepoBor 3akoHa jeHAKMX MOBpIIHHA u3 HbyTHOBOTD
3aKOHA CHJIE, YITOTPEOOM BEKTOPCKOT padyHa. OHO IMITO je ¥ TOMe Marbhe TTO3HATO je 3aakKambe
Ja FbyTHOB 3aKOH yorinTe HHje OUTaH. YMECTO IDABUTAIIMOHE CHJIE, U3 TAUKE S MOYKE
JeoBaTu OUIO KOja JApyTra IMeHTPpasiHa CHJIa KOja IPOM3BOMM KPETarme JATOT TeJa IO IaTOj
nyramu. Cuia moxke 6utu u omoojua. Illrasuine, Kaga je myTama mnpaBa JIMHUjA, & TEJIO
ce kpehe jeHOJIMKO MPABOJIMHUA]CKH Y OJCYCTBY cuia, ayxKuie AB u C'D jenHake cy, 1ma 3a
MpousBosbHY pUKCHY Tauky S Tpoyrmosu SAB u SCD umajy jeHake BUCUHE U OCHOBHUIIE
U OIIET jeJTHAKEe TOBPIIUHE.

Sanaxkarbe [10CTaje HHTEPEeCAHTHHUjE Ka/Jla CACTABUMO IIOMEHYTe Uieje KOMYTaTopa Tadaka
Ca IPEeTXOJHUMa O KOMYTAaTOPCKOM MHO2KE€HY BEKTODa, IIa 3aTUM IIPUMETUMO Jia IIOBPIIUHA
arnpokcumupa nndopmaimjy. Ilopes mo3nare KoHcTaHTHE OP3WHE TOKA COIICTBEHOT BPEMEHa,
Tada 6I/ICMO OTKPWJIX 1 HEIITO CJAUYIHO 3a peJIaTUBHU TOK.

1.2.2 MaTtpuue

Mampuya taria mxn je ypehena mn-ropka KOMILIEKCHIX OpOjeBa Koja ce MuIle paciuope-
bero y o0/IMKy HTpaBOyraoHWKa y M PeIoBa U N KOJOHA. 10 MCTO ce MOXKe feduHmCcATH U
Ha cjiefiehu HAYWH.

Hedbununuja 1.2.22. Mampuya muna m x n je wema 06AuKa

a1 a2 ... Qip
A= 92 A e Ci=1,2, . m; j=1,2,....m). (1.154)
Gm1 Am2 ... Gmn

AKo je m # n MaTpuIla Ce HA3UBA NPAGOY2A0HA MAMPUYG, & AKO je m = n Ha3uBa, ce
keadpamna mampuya. Kpahn ommre nHauns nucama Marpure je A = (aij)mxn. BpojeBH a;;
Ha3WBAJy CE& eAeMEHMU MATMPUUE.

Bpcre, xosone m amjaronaje marpuie JeUHUILY Ce AHAJOIHO THUM IIOjJMOBHMA KO,
nerepMmuHaHata. Marpuie Koje uMajy jeaHak Opoj BpcTa M jegHak OPOj KOJOHA HA3UBA]Y
ce mampuye ucmoez muna. Marpuiia auju cy cBu ejgeMeHTH 0 HA3UBA CE€ HYAQ-MAMPUUA T
o3nagyasa O. Marpuna 4mju cy cBu ejeMeHTH IviaBHe jujaroHase 1 a csu ocraiu () Ha3MBa
ce jedunuyuna mampuye 1 o3HadaBa 1.

Marpure A = (aij)mxn 1 B = (bij)mxn Cy jednaxe axo n camo ako je a;; = b;; 3a cBe
uHekce ¢ = 1,2,...,m u cBe uHgeKkce j =1,2,.... n.

36up marpuia A = (aij)mxn ¥ B = (bij)mxn je Marpua C = A + B ca koeduimjentuma
3a CBe HMHJIEKCE PeJIOM C;j = a;j + b;;. IIpomsson ckanmapa A € C u marpure A je marpuna
B = MAA ca xoedunujentuma b;; = Aa;;.

IIpoussox Marpuna A = (aij)mxn 1 B = (bij)nxp je MaTpuia C = (¢j)mxp 38 KOjy BaxKu

n
cij= Y, aikbr;, (i=1,2,...,m; j=1,2,...,p). (1.155)
k=1

Tsaac Newton (1643-1727), enryieckn MaTeMaTuyap.
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[Ipumernmo, ma 6u 6mo meduHMCAH TPOUI3BOJ ABE MATPHUIlE, IIPBa MATPUIA MOPA UMAaTH
OHOJIMKO KOJIOHA& KOJIMKO JIpyTra MMa PeJIoBa.

Jlema 1.2.23. Mnootcerve mampuya je acoyujamueho.

Aoxas. Heka cy nare marpune A,,, By, u C,, rie unjgekcu jnone osadasajy tum. Tasa
je moryhe muoxeme marpuna (AB),,, u Cp, u To je marpuna tuma m x q. Vcror ruma je
marpuna Ap,,(BC),,. Jame nokasyjemo na cy KoebUIHjeHTH OBHX MaTpHUIA Pe3yJITaTa
jeTHAKMY.

N3zpauynasamo pemom:

p n
(AB)C = Z(Z Aapbpy)Cys = Z(aaﬁbﬁw)cw =
=1 p=1 7,8

n p
= 2 ap(by0ys) = - dap( Y baycys) = A(BC),
i A A

a To je u Tpebajo JTOKa3aTH. O

Teopema 1.2.24 (Ocobune marpuna). Baowce caedehe jednaxocmu:

1. cA = Aa 8. (v+P)A =aA +[A

2. IA=Al=A 9. (A +B) = aA +aB
3.0A=A0=0 10,A+0=0+A=A

5. a(BA) = (af)A 12. C(A +B) = CA + CB

4. a0=0a=0 11. «(AB) = (c¢A)B = A(aB)
6.A+(B+C)=(A+B)+C 13. (A+B)C=AC+BC
7.A+B=B+A 14. A(BC) = (AB)C

ede a, 3 € C, a A,B,C cy npoussonrre mampuye 3a xKoje Ha6edeHU U3pasu UMajy CMUCAA.
Ha npumep 13, nompebro je da mampuue A u B 6ydy ucmoz muna mxn a da C b6yde muna
nxmp.

Hoxasz. Ocobune 1-13 cy ounrnemne. Ocobuny 14 cmo jrokazasu y Jjiemn [1.2.23 OJ

Jla MHOXKeme MaTpuIla HUje YBeK KOMYTaTUBHO BUJIU Ce HA jeTHOCTABHOM IIPUMEPY:

1 2 1 -1
31 -2 -2
a2 1) man (2
Hakne, AB #+ BA. Marpume 3a koje koje Baxku AB = BA nazuBamo xomymamuene
mampuye. Ha ipumep, jeTMHIYHA MATPUIIA jé KOMYTATHBHA Ca CBAKOM KBAJIPATHOM MATPUIIOM

ucror peja. CBaka KBaJpaTHa MATPHUIA KOMyTATUBHA je Ca CAMOM CODOM.
Crenen kBajsipaTne marpuie A nedunuiremo dhopmysiama;

A’=1, A'=A, AZ-AA, ..., A"l-AA", ... (1.156)
N3 nedbununmje cremnena KBagpaTHe MATPUIE, UHIYKIINjOM, CJI€/I€ UICHTUTETH:
AMAT = AT (AT = AT (1.157)

3a m,n € N.
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Hedbunnnmja 1.2.25. Hexa je A = (aij)mxn. Tada ce mampuya AT = (aji)nxm, deunucana

nomohy
-

ail a2 ... Qlp ai] a1 ... Qamil
a1 a2 ... Qa2 a2 422 ... Qm2

AT = "l o= m (1.158)
Aml Am2 ... Omn A1p, A2n ... Qmn

Ha3uea MpPaHCnNoHoO6aAHA MAMPUUQA.

Teopema 1.2.26. 3a mparcnonosare Mampuya 8axce Gopmyie:
(aA+B)" =aA" +5B", (AB)"=B"A". (1.159)
Joxas. Heka je A = (aij)mxn 1 B = (bij)mxn. Tana je:
(@A +BB)" = [(aaij + Bbij)mxn]" = (aaj; + Bbji)nxm = aAT + BBT,
a To je 1pBH zieo crasa. Jpyru jeo cienu us:
(AB)" = [(ai1b1j + ajbaj + -+ + Ginbpj)mxn]” =

T T
= (ajibii + ajoboi + -+ + @jnbni )nxm = BTAT.
Tuwme je crap mokas3aH. O

Csaxkoj KBaJpaTHO] MaTpuiu A = (aij)n MOXKe ce IpUIpYKuTH gerepmunanta (1.144).
Ouurnenno je na u3z A = B cinequ det A = det B. Mehyrum, 1a 0OpHYTO HE BaxKu BUIU CE

Ha IIpUMEpy MaTpHIa:

B B o
qmje JeTepMUHAHTE cy jeaHake. Takobe (3akibydyjeMo um u3 craBa demepmurarma
30upa MaTPUIa, y OMIINTEM CIy4ajy HHUje jeIHaKa 30upy JeTePMHHAHTH TUX MaTPHUIA, Tj.

det(A +B) # det A +det B, (1.161)
Mako Cy Te MaTpulie KBajaparHe uctor pema. MehyTum, Baxku ciaenehu cras.
Teopema 1.2.27 (erepmunanra npoussoja). Baowce caedehe gopmyne:
det(aA) =a'"det A, det(AB) = (det A)(detB), (1.162)
ede cy mampuue A u B peda n, mj. muna n xn.

Jloxas. 1lpBa cnemn us:

aall; acaip2 ... Qaip ailp] a2 ... Qip
aao1 «a2r ... Oan _ an a1 a2 ... Q2n

- )
aan1 Qap2 ... OGpp Apl Ap2 ... Qpnp

npuMeHoM n 1yTa Teopeme [[.2.6]
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Ba gokas apyre dopmyie craBuMo A = (aij)n, B = (bij), 1 C = AB = (¢;j)n, a 3HAMO
Ja je cij = Yp_q Qikbrj. Y nebunnnmju nerepymuante det C morpazkmmo KoeduijenT
14,02 - - - Ani, - Taj Koepunujent hemo mahn axo crasumo ai; = 0 3a j # i1, az; = 0 3a

J #1i2, ..., an; =0 3a j # i,. Ha Taj naunn nobujamo

a1, bi;1 ari b2 .. a1 bin bi;1 b2 ... bin

a1iybin1 Q1050502 ... Q1inbign | bis1 b2 ... Dbign

= Q141 A24q - - - ng,, .

a1i,bi,1 @13, 0i,2 ... a1, bign bi,1 biy2 ... biyn
Ako cy meku ox OpojeBa i1,19,...,%I, jeIHAKH, OHIA je IETEPMUHAHTA Ha IECHOj CTPaHU
jelHaka HyJId, jep MMa JIBe jeJiHaKe Bpcre. AKO Cy CBH OpojeBU i1,1%9,...,1I, MehycobHO
pasauuuTH OHu 00pasyjy jeany nepmyranujy ckyna {1,2,...,n} 1a jerepMUHAHTA HA JECHO]

CTpaHH U3HOCU
(_1)[11,1'2,...,1‘”]@ a9 an;. det B
121 U249 « - - Ung, ’

a oTyJzia

det C =Y (-1)lizinlay ag;. .. ap;, det B = (det A)(det B),

IIITO je U TpebayIo JTOKa3aTH. O

Hedununmuja 1.2.28. Axo 3a xeadpamny mampuuy A nocmoju xeadpamma mampuuae B
maxsa da je
AB=BA-=1, (1.163)

mada je A unsepmubuana, a B ce s3ose unsepsna mampuya mampuue A.

Jla xBajparHa MaTpuria A MOXKe UMaTH HAjBUIINE jeJHy WHBEP3HY MATPUILY BHINMO Ha
cienehn vaune. [IpermocTaBuMo ga Ta MaTpuiia nMma Jase napep3He marpuiie B; u Bo. Tana
u3 jeqnaxocru (1.163) coemm:

B, =IB; = (B,A)B; = B3(AB,) = B,I =By, (1.164)

mro 3Ha4un By = Bs.
Herarupuu cremenn marpuiie A m1eduHUITY ce jeTHAKOIINY

A~ 2 AT AT (1.165)

e je A~! unBepsna Marpuna Marpuie A. Caa HHIYKIH]OM MOYKEMO IIPOIIPHTH (hOPMYyIIe
(1.157) Ha HeraTHWBHe Iiesie eKCIIOHEHTE. 3a MHBEPTHOM/IHE MaTpulle Baxke dhopmyJie:

ATAT = AT (A™)T = AT (1.166)

3a cBe m,n € Z.
Adjyneosana mampuya marpure A,y ozHanu adj A, nobuja ce Kajia ce y TpaHCIIOHOBAHO]
MaTpury, A7, CBaKH €JIEMEHAT @;; 3aMEHHU OroBapajyhnM KopakTopoM A;;, IuIeMo:

Al A ... A
adjA = [z Az Anl (1.167)
Aln A2n s Ann
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Tama je mpomssox A adjA = det(aiAji + aipAjo + -+ + ainAjn)n, ITO IpeMa TeopeMaMa
(217 u[I.2.12] 3nauu ga on nocraje MaTpuna Koja Ha [VIABHO] JHjarOHAJIM MMa CBE €JIeMEHTe
jennake det A, mok cy cBu octaynu menu ejgementu 0. [laxite

det A 0 0
Aadja=| O detA 0T Ge A (1.168)
0 0 .. detA

Comuno ce nokasyje u jeanakoct (adj A)A = (det A)L. Pasznukyjre npunes ,aajyHropasa’
3a Marpuily (enr. adjugate) oy panmje momMeHyTor IpHeBa ,IpuapyzKena’ (enr. adjoint) za
KOHbYTOBAHO TPAHCIOHOBAHY MATPHILY, Tj. Npudpysicer JTUHEAPHU ONepaTop.

Hedbununmja 1.2.29. Mampuua A 3a xojy je det A # 0 nazusa ce pe2ysapHa MamMpPuya.
Mampuuya A 3a xojy je det A =0 nasusa ce cuneyrapra mampuua.

ITorpe6an 1 OBOJbAH YCJIOB Ja KBaJIpaTHa MATpuia A mMa wHBep3Hy Marpuiy A~ je

na A Oyme perynapHa MaTpuia. Y TOM CAydajy je
Al adj A

det A

(1.169)

Hanwme, ako je A perynapua marpuna, 1j. axko je det A # 0, uz nperxoauux dopmysia
nobujamo

adj A dj A

adjA _adjA o

det A detA

ojlakjie Ha OCHOBY jeduHuIMje nHBep3He Marpuie ciean (1.168). O6pHyTo, ako mMarpuna
A uma unepsny marpuiny A7l raga je AA™! =1 Meljyrum, xaxo je det I = 1 u Ha ocHOBY
TeopemMe 0 JeTepMuHAHTH Hpou3Boja, cieau aa je (det A)(det A™1) =1, mrro 3naun
na je det A 0.

ITpumep 1.2.30. Jloxazamu da je:

-1 2\ (3% o S1 2\ (3% g.g
4 1) Lo 3%) 4 1 “\4-3%0 32 )
sa k=1,2,3,....

Joxas. Kopucrtumo Merojly MareMarnydke uHayKnuje. IIpBu Kopak nHykIuje je TadaH:

-1 2)? (32 0 -1 2\’ (-3 2.3
4 1) \o 3) \4 1) \4.32 32 )

[IpernocTaBuMo 7@ cy TBphema TadHa 3a IpeTxoaHo k, ma mpoBepumMo 3a ciiemnehe:

—1 2\ (3% g\ (-1 2) (-3 2.3%
4 1 Lo 3%Jl4 1) \4.3% 32 )

S1 2\ (3% 9.\ (1 2\ (3xk) g
4 1 “14. 32k 32k 4 1)~ 0 32(k+1) :
OBuMm je j10Ka3 MaTeMaTUIKOM WHJIYKIIAjOM 3aBPIIEH. O
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IIpumep 1.2.31. Hompascumu cee mampuue dpyzoe peda “wuju k8adpam je HYAa-Mampuua.

. b
Pewerve. Heka je A = (i ) Tpaxkena Marpuia. Taga n3 A2 = O ciemm:

d
a by (0 0O
d] \o 0)’
a?+bc ab+bd) (0 0
ac+cd be+d*] " \0 o)’

a+bc=0, ab+bd=0, ac+cd=0, be+d*=0,

d=-a, a®=-bc,

o

IIpumep 1.2.32. Pewumu no X mampuune jedHavwume:
AX;=B, X3;A=B, AX3;=BA'B, X,A=BA!'B,

2de je:
1 2 1 111
A=|1 1 0], B=]0 0 O
2 0 -1 0 00
Pewere. NzpaaynaBamo kodaxTope marpure A, mma JeTepMUHAHTY, 3aTUM &JIjyHIOBAHY U
HUHBEP3HY MATPUILY:

-1 1 -2 -1 2 -1 1 -2 1
2 -3 4|, adjA=|1 -3 1|, A't=|-1 3 -1
-1 1 -1 -2 4 -1 2 -4 1

IlerepmunanTa je det A = —1. Oryna:

1 1 1 1 -2 1
X;=A"'B=|-1 -1 -1|, X,=BA'=|0 0 0
2 2 2 0 0 0

MuoxkemeM Ja/be HAJa3uMO

2 2 2
BA'B=[0 0 0],
00 0
ma je:
2 2 2 4 -6 2
Xs=1-2 -2 -2, Xy=(0 0 o0f.
4 4 4 0 0 0
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IIpumep 1.2.33. Hexa je A = (aij)mn K6adpamma pe2ysapHa MAMPUYG Ca 4esobpojHUM
koeuyujernmuma. Tada unsepsna mampuya A~' uma camo yeaobpojue woeduyujernme axo
u camo axo det A = £1.

Jlokas. Axo je A~! marpuna 1em06pojaux KoedbuImjeHaTa, CBI HeHn KODaKTOpH Cy eI
OpojeBH, meHa JeTepMUHaHTa, je 1mejan 6poj, a 36or npermnocraske u det A je nesm 6poj. U3

(det A)(det A™') = det(AA™!) =detI=1,

caenn det A = £1.

O6puyTo, axo je det A = +1, onna u3 A™! = adjA/det A cienin A™! = +adjA. Csakn
esleMeHaT aJjyHrosane marpure adj A je moBn KodakTop A;; Jare MaTHpIE, a TO Cy IeIn
6pojesu. Ilpema Tome, naBep3na marpuna A~! cagp:ku camo mese Gpojese. O

Samarak 1.2.34. Axo je A = ((z Z), doxazamu da je

A? —(a+d)A + (ad-bc)I = O.

Ionasehu 0d osoe peayamama, odpedumu cee mampuue dpyzoz peda wuju Keadpam je Hyra-
mampuya. Jokasamu da je A¥ = O, 3a k=3,4,5,..., ako u camo axo je A% = O.

Bamarak 1.2.35. IIposepumu caedehy penpesenmanujy mampuye dpyeoe peda

ain aig) _an+az (1 0\ i(az+a) (0 i
=== - = +
ag1 a2 2 0 1 2 i 0

+a12—a21 0 1 +i(a11—a22) - 0
2 -1 0 2 0 i)’

2de je i2 = —1. ITpumemumo da cy mampuye decho jedunuwna u Hayaujese.

Bamarak 1.2.36. 3an=1,2,3,... dokasamu da je
1 1\" ( F. Fua
10 - Fn—l Fn—2 ’
ede cy I, @U50Ha%uj€6”lm bpojesu 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ... depunucaru pexyp-
aueno: F_.1=0, Fp=1, F, = F,_1+ F,_o.
Bamarak 1.2.37. Odpedumu cee napose Mampuya
a b a f
() e ()

xoju 3adosomasajy ycaoe AB = BA.

2
z z¢ 1
Sanarak 1.2.38. Hahu epednocm x maxo da je A =12 3 1] cuneysrapna.
0 -1 1

"Leonardo Fibonacci (1175-1245), urajiujascku MaTeMarudap.
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Bamarak 1.2.39. Axo je

1 -1 0 0 -3 —% —% 0
0 1 -1 0 0o -2 -2 1
_ - 1
A=lo o 1—1’B‘—%0—§ —%’
-1 0 0 1 -2 -1 0 -%
nposepumu da au je ABA + A =0.
3anarak 1.2.40. Odpedumu o u B maxo da mampuye
cosae —sina 0 1 0 0
A=|sina cosa 0], B=|0 cosf -sinfg],
0 0 1 0 sinf cosf

6ydy KoMYMaMUueHe.

[Tocebue Teme cy OGJOK-MaTpuUIle, 3aTUM MATPHUIE UHjH KOSMDUIHjEHTH Cy MaTpPHIE, IIa
VOIIIIITE JITHEAPHH OIIEPATOPU. BEKTOPCKHU IIPOCTOP MaTPHIla HAJ TEJIOM KOMILIEKCHIX Opoje-
Ba 00O HAM je TO3HAT, ajld BEKTOPCKHU IIPOCTOD MaTpHIla HaJ TejjoM MaTpuna u Huje. OBo
IIOCJIEIbEe UMa, CJAa00 IMO3HAT aJIM BUI/bUB (PU3UKAIHE CMEICAO.

MaTpuue BekTopK

KpanTHE crucreM je pempeseHTalja BeKTopckor npocropa. Onabpane ob3epBabiie dnHe
Oa3He BEKTOpe, & KBAHTHO CTarhe je BEKTOD HhUMa U3paxkKeH. KBOJIyIMjy KBaHTHOI' CTarba
[IPEJICTaB/ba JINHEAPHHU ollepaTop. MehyTum, juneapnu orepaTopy Ha BEKTOPCKOM IIPOCTOPY
Takohe UMHE HEKU BEKTOPCKH IPOCTOP, KaxKeMo dya.nar JaroM. llpema pedeHOM, HUXOBE
penpe3eHTaIje ONeT Cy KBAaHTHU CACTEMH.

Y gynryuonasnoj anarusu, Kojy hemo osne obpabusaru KacHumje, gyaaHu mpoctop V*
BEKTOpPCKOr Tpocropa VYV je mpocrop JuHeapuux ¢yuknuja f : V - & koje HazmBamo
dynryuonasuma. To cy cBe nuHeapHe (QPYHKIMje KOje BEKTOpPE IPECIUKABA]y y CKaJjape,
rako fa je (f1+ f2)(0) = f1(9) + f2(¥) u (af)(9) = a(f(V)), vne cy ¥ € V u a € . TlocebHo,
JIyaJIHa, MaTPUIIA jé KObYyTOBAHO-TPAHCIIOHOBA JIATO], & IIPOCTOP TAKBUX TaKohe 3a0BO/baBa
AKCHOMe BEKTOPCKOr 1pocTopa, Aedbunnnnjy [1.1.9]

Jpyrum pednma, eBOJIyllMje KBAHTHUX CTarba OIET Cy HeKa KBaHTHa crama. (Came
IIPOMEHE YeCTHIla Cy Takohe Heke ,decturie”. 3aTO MOXKEMO FOBOPUTH O JIyaJu3My (pU3UIKOT
[IPOCTOpPA U BPEMEHA U HUXOBOM (POPMAJIHOM TPETUPAIby IIOMONY KBAaTEPHUOHA HA HAYUH
HAroBeITeH y Kibusn ,lIpocTop-BpeMe’”; rie pusnydko mpocTop-BpeMe nMa MeCT JIUMEeH3H]a.
Mu crajHO onazxKamo TPU JUMEH3Hje IPOCTOpa, Al CaMo IPOjeKIujy (Tpujy) BPEMEHCKHUX.
ITo jesina mpocTOpHA U BPEMEHCKa OCa Cy YBEK Y IMapoBHMA, I1a Ce IIpaBall KpeTamba, Op3uHa,
UMITYJIC, YOp3ame Ia W Cujia MOTy Tperuparu kKao BekTopu. Oo u y IIsaprimumigoBom
rpasutaionoM nosby (B. [I], Teopema 1.4.4.).

Poranujama koopuHaTHOT crCcTEMa IPEJIA3nMO Ha Jpyratuje 6a3He BEKTOpe, KOjuX yBEK
nMa jeaHak Opoj W pasaluiby WCTH IIPOCTOP, A/l IbUXOBE PEIpPEe3eHTallje He MOpPajy yBeK
butu 3rogHe MepsbuBe BeqamumHe. Kaja ob3eppabiie Hucy m006po omabpane pehu hemo na
OHEe HHCY COIICTBEHH BEKTOPHU JarTe TpaHcdOpMalldje W Ja Taja HeMaMO HajcpeTHHjy 0asy
3a (puU3MKaIHe MHTEPIpeTallje; HEMAaMO PaJl Cca O/AroBapajyNuM COICTBEHUM BeJIUYNHAMA
rocMaTpaHe €BOJIyIje KBAHTHOI CTamba. 10 Ce 3aTHM jeJIHAKO OJiparkaBa U Ha JIyaJHU
IIPOCTOP CAMHUX KBAHTHUX CTAIbA.
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1.2.3 ConcTeeHe BennymHe

CoricTBeHa WU c80jcmeena eausuta je concmeena epednocm (eigenvalue) u concmeenu
sexmop (eigenvector). Hamasumo nux pemasajyhu jennadanny

Ax = )\x, (1.170)

rae je A = (aij)nxn KBaJpaTHa MaTPHUIA pPeia n, X = (Zp), je BEKTOP n-djaHa KOJOHA-
marpurnia, a A € C je ckaap.

Bexkrop (1.170) HazuBamMoO CONCTBEHUM BEKTOPOM a CKaJiap COICTBEHOM BPEIHOIINY Jare
marpurne. Vcra jeanadanna ce MOyKe HAIMCATH Y OOJIUKY

(A-XD)x =0, (1.171)
rre je I jequanana marpuna. To je n xomoeenu@ CHCTEM JIMHEAPHUX jeTHAUMHA:

(a11 - )\)l‘l +a1229 + -+ ATy = 0
ag1x1 + (agg — N)xo + -+ + agpx, =0 (1.172)
p1T1 + QpoTo + -+ + (ann — A)_xn =0

ca mpusujasrrum pewervem 1 =0, x9 =0, ..., T, = 0.

[TpumeTnmo na JinHeapHe jeJHAYNHE YOIIIITe, 1A U JIATY, MOXKEMO ITOCMATPATH Ko JIMHEe-
apHu croj BekTopa v € V (oBe ,Koedurnujenara’ Bekropa X) HaJ| TenaoMm ckaiapa C, npu
YeMy BEKTOpPU YHMHE PeryaapHy 6a3y ako CHCTeM HeMa JPYTHUX Pelleiha OCUM TPUBHUjaJIHOL.
Kazma na jgecHoj crpann jegaakocTs (yMecTo HyJa) CTOje BEKTOPH HEKe jpyre 6as3e MCTOr
[IPOCTOpa, OHJIA je JaThuM CHCTEeMOM Moryha TpaHcdopMaliija BeKTopa jeaHe 6ase y Ipyry u
Taja KaXkeMo J[a je CUCTeM peryJiapaH, jia UMa jeJJMHCTBEHO pelleme. JleTepMuHaHTa TAKBOTD
CHUCTEMa Pa3IndnTa je OJ1 HyJIe.

O6pHyTO, J1a OU JATH CUCTEM Ca HEIIOZHATUM KOeMUIINjeHTUMa BEKTOpa X UMAaO HETPUBH-
jasHo perrerbe (Pas3InauTo O] HU3a HyJIa) IIOTPEOHO je U JOBOJBHO 1A JI€TePMUHAHTA CUCTEMA

all — A a1 e QA1n
det(A—AT)=| 920 927 A o @m |y (1.173)
an1 an?2 cee Qpp — A

Oyme jemmaka Hyau. Pa3BojeM JeTepMHHAHTE OHA IIOCTAaje MMOJUHOM CTEIeHa 7 IapaMerpa
A ca Bogehum koedunumjerrom (—1)". Taj noauHOM Ha3UBa Ce KAPAKMEPUCTIUNHU NOAUHOM
marpune A, a jennaunmna pa(A) = 0 HasmBa ce kapaxmepucmuuna jednauura Marpune A.
CKyI COIICTBEHNX BPEIHOCTH HA3HUBA CE CNEKMap JaTe MATPUIIE.

Tlornemajmo masbe jemam cTaB KOju je mMpe cBera KOPHUCTAH 38 KOHTPOJIY M3PadyHABATHA
COTICTBEHUX BPEJHOCTH, a 3aTUM U HEKOJIMKO ITOYYHUX IIPUMEPA, O]l KOjUX je IIPBU JIeTa/bHUje
objamer y kibusu [16] na crpanama oz 179-182.

Teopema 1.2.41. IIpouseod concmeenux epedrocmu jedHax je 0emepMuHaHmy Mampuye.

Hoxas. Heka cy A1, Ao, ..., A\, cBe comnictBene Bpegnoctu marpuiie A. Te jtamOme” ca uue-
KcuMa cy oapehenu OpojeBu n Takole KOpeHUN KapPaKTEPUCTHIHOT TOJTUHOMA

det A=pa(A) = (A=A (A2=A)...(An = A),
"X omorenocr — B. neduHAIH]Y ocobuny 2°.
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rre je ,yiaMbaa’ 6e3 nHjekca npomMeH/buBa. [Ipomen/buBy Moxkemo OupaTu sa Oyie Hysa, a
y3umajyhu y momunomy A = 0 mobujamo det A = A\ Ao ... Ay, 1110 je u Tpebasio gokazaru. [

Ilpumep 1.2.42. Odpedumu concmeene epednocmu u odzosapajyhe concmeene sexmope

a3 () e (n2)

Pewere. Y ciyuajy marpuiie A KapaKTepUCTUIHU TIOJIUHOM je

MAMPUYG:

N -1=0,
ca pememuma A1 = —1, Ay = 1. Cnekrap mare marpuile je ckym 6pojeBa o4 = {1,-1}.

1
JlasbuM pelaBambeM 10 CIEKTPY, PelloM 3a A1 = —1 u Ag = 1, 3a COICTBEHU BEKTOP X| = (f
m

2
Haja3uMo 2€1 = 11, a 3a COICTBEHU BEKTOP X3 = (§ Haja3uMo &9 = 1j2, Ca TPOU3BOJbHUM
2

[ 3)6)6) ()06

3a 1mocebHAa Pelleba, ,,COMCTBEHNX 33/aTaKa’ y IPBOM CJIydajy.

n1,m2 € C, ma 6upamo:

Y cay4ajy marpuiie B KapakTepuCTUIHU TOJUHOM je
2 —
A°=2XA-2=0,
ca pememnMa A = 1—i, A = 1+4i. Crexrap oBe MaTpHIle INHHU Iap KOHjyTOBaAHO KOMILIEKCHUX

6pojesa op = {1-4,1+i}. ampum pemasamem, 3a MPBO U JAPYTO ,JjaMb1a”, HajJasumMo & = +i1,
ca npousBo/bHUM 7) € C, ma m3aBajamo:

b )0 eol) (6 R)6)-aal)

OBa perreba ce JTAKO TTPOBEPABA]Y HEMOCPETHUM MHOMKEIHEM.
Y ciayuajy marpune C KapakKTepUCTHIHU TOJTIMHOM je

AN -20+1=0,
quje ¢y Hylae A1 = Ay = 1. Cnekrap oBe MmMarpwuie je jeJHo4UIaH ckyn oo = {1}, mro

3HAYM JTa OBA MATPUIA UM CAMO jEJIHY COIMCTBEHY BPEIHOCT ayirebapcke BUIIECTPYKOCTH
nBa. Pemapajyhu, Hamazumo £ = —1), 3a npousBosbHO 1) € C, 1 BaXKu jeHAKOCT

3 2 Yy (1
-2 -1J\-1) \-1)°
KOja ce JIAKO TIpOBepaBa HEMTOCPETHUM MATPUIHUM MHOYKEHHEM. 0

IIpumep 1.2.43. Odpedumu concmeene epednocmu u concmeene eexmope pomavuge (1.110).
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Pewere. Poranujy (1.110) MoxKkeM0 nucaTu MaTpUIHO

cos¢ —sing\ (&) (&
(singb cos¢)(n)_(n')’ (1.174)

onuocHo Ryx = x'. Kapakrepucruuna jennaania marpune Ry je:

cosp—A  —sing |

sing  cos¢— A\ =0,

A =2 cosgp+1=0,
AL = ew, Ao =e 9.

Ako je ¢ = 0, Tazma je A\ = Ao = 1, a cBU Cy BeKTOpH cOIlCTBeHH. AKO je ¢ = 7, Taja
je A1 = A2 = =1 u omer cy cBu BekTopu comncreenun. Ako je ¢ # 0 (mod 7), comncrsene
BpetHOCTH cy pazin4anre. CONCTBEHU BEKTOPH:

ws (o) = ()

§1(cosp— A1) —msing =0, Ea(cosp—A2) —n2sing =0,

3aJ10BOJbABAJY JeTHAKOCTH:

—i&1sing—msing =0, i€ sing —nysing =0,

a oryja:

i

-1 1
Xlzcl(i), XQZCQ(), (Cl,CQE(C).

O
Samarak 1.2.44. Odpedumu KapaxmepucmuUsHU NOAUHOM MAMPULE
2 -1 1 2
0 1 10
-1 1 11
1 1 1 0
Pewerve. X\t —4X3 + 222 + 5\ + 2. O

Y MHTEpIpeTalnju ,,yCMEPEHUX TyKU* OIEpaTOp HE MEHa IIPABAIl COIICTBEHOT BEKTOPA,
Memha Ce €BEHTYaJHO CaMO IberOB MHTEH3UTET MPOIMOPIINOHAJIHO COIICTBEHO] BPEIHOCTH. Y
npocropy ca n € N nuMmeHsuja orepaTop MOXKe UMaTH HAjBUIIE N TAKBUX BEKTOPA. Y APYTHUM
penpeseHTaIjaMa U JIPYTUM TeJIUMa CKaJlapa OJl Te MHTePIIpeTallije OcTaje aHaaoruja.

CaJta je jacHO Jia COIICTBEHHU BEKTOPU IIPEICTaB/ba]y H00pe Hocuore (pUu3nIkux ocobmuHa.
To je ucta ona Be3a 300T KOje eHEPrujy cMarpaMo (pU3MKATIHOM, jep BaXKH 3aKOH OJIPXKarba
eHnepruje, 360r dera u MHMOPMAIU]Y CMaTpaMO HeJI0M (DU3UKE, aKO W 38 by BayKHd 3aKOH
onpxkama. JlemoBame JimHEAPHOT OlepaTopa Ha BEKTOP PEIPE3eHTYje €BOJIYINja KBAHTHOL
cTama MPHU KOjoj ce (PU3NUKHM CMHUCA0 003epBab/in HE Meba.

Orpanuden Gpoj COIMCTBEHUX BEKTOPA MATPHUIE Y CKJIALy je ca HAIeJOM KOHATHOCTH
Marepuje. AJi U3 0BOra IPOU3MIIA3H AaPaJOKCAJIHA OECKOHATHA, 1eJbUBOCT CAMOI BEKTOPCKOL
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mpocTopa Kojy hemo KacHuje aHaIu3upaT. 3a cajia MPUMETHMO 18 KOHATHOCT CYIICTAHITH]a-
JIHUX pelpe3eHTallija BEKTOPCKOI [IPOCTOPA U HEroBa 6ECKOHAYHA JIE/bUBOCT (KOHTHHYYM )
yKa3dyjy Ha BayXHOCT PEJIATUBHOCTHU IIPOCTOpP-BpeMeHa. PejlaTUBHU CHCTEM y KpeTamy HMa
y mpaBily kperama Kpahe jenumaurie gykuHe (OJ COINCTBEHHUX) M CIIOPUjU TOK BpPEMEHA.
VcnopaBameM BpeMeHa MOCTajy BUI/bUBE BUPTYEJIHE IECTUIIE, OHOJIUKO KOJIUKO JI03BOJbaBajy
Xajsenbeprose penamnuje HeompehernocTn. IIpema Tome, mpocTop-BpeMe yBEeK MMa CUTHHjE
mmoJjieJie oJl JJaTUX, CBaKy Ca KOHAYHUM MaTEPUjaJJHUM CBOjCTBHMA, 11 T'a AHAJIOTHO CKYILY
MIPUPOIHUX OPOjeBa MOKEMO CMATPATH HajBUIIE MPeOPOjuBO OECKOHAYTHNM.

['paHnyHa BpesHOCT
IIpumep 1.2.45. IIpumerumu concmeene 8eAUNUHE Ha HE02PAHUEHO CMENEHOBAE MAMPULE.

Pewere. Y3zehemo 3a npumep MaTpuiry

0,8 0,3
A= (0, 2 0, 7)
n O6paTI/IMO ITa2Kiby Ha HU3 CTEIICHa:

(0,8 0,3 o, (0,70 0,45 5 (0,650 0,525
A‘(O,Q 0,7)’ A ‘(0,30 0,55)’ A ‘(0,350 0,475)’

KOjU KOHBEPrUpa MaTpUIIN

0,6 0,6
Ao = (0,4 0,4)’

Koja ce jakine nposepaa (AAg=AgA = Ay) Hero mrTo ce MOXKe U3padyHATH.
Nspauaynartu je moxkemo permaBajyhu comncrsenn npobsiem Ax = Ax. IIpBo, Hajmaszumo mga
1

OBa MaTpPHUIlA UMa, JIB€ COIICTBEHE BPEIHOCTH A1 =1 1 Ao = 5 ca oJrosapajyhumM COnCTBEHUM

3 1 .
BEKTOpHUMa, PEIUMO X1 = (2) n Xo = (_1), TaKO Oa Je:

0,8 0,3\(3) (3 0,8 0,3\(1) 1(1
0,2 0,7)\2) " \2)° \o,2 o7)J\-1) " 2\-1)

IIITO je JIAKO MIPOBEPUTH MHOXKEIeM. JeInHa JIBa BEKTOPa Koja He Mermbajy CBOj ITpaBall HAKOH
JeJ0Bamba JlaTe MATPUIle Cy X1 U Xg. [IpBU o7 HUX HE Meha HUTU CBOj MHTEH3UTET JOK Ce
JIDYTU TPENOJIOB/baBa. BHIECTPYKUM JI€JI0OBAIbEM OBE MAaTpPHUIlE, IIPBH COICTBEHH BEKTOD
OCTaje CTaJIHO UCTHU, JIPYTU UIITYe3aBa.

Csu ocTain BEKTOPH Cy HEKa JInHeapHa KOMOWHAITja oBa 1Ba. PopMUpAMO JIH MATPUILY
BEKTOPA-CTyIIaIa, KOja ceé MHOYXKEHEM Ca JTaTOM MarpurioM Hehe Memaru, 6p30 10/1a3UMO 10
3aK/bYUKa 74 je yIpaBo HaBeIeHA MATPUIA Ay TparKeHa epaHuYHa 6PeIHOCM. O

Pasmarpame n3 mpuMepa ce Moxe npormupuTtu. Heka je mata maTpura

l1-a 1-b
A= ( a b ) , (1.175)
¥ [IOTPasKIMO TpaHm4IHy BpexHocT Hum3a A, A% A2 ... pemasajylin concreenn mpobiem:
1—a-— _
a-A 1-b _o,
a b-A
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MN-(b-a+DA+(b-a)=0,
_ (b-a+1)£+/(b-a+1)2-4(b-a)

A
12 5
(b—a+1)++/(-b-a+1)2
)\]_2 = ’
2
a oryja:
M=1, l=b-a. (1.176)

Paau xomTposie pesyiarara, mpuMeTUMO Jia 3a MMOJATKE U3 IperxomHor npumepa a = 0,2 u

b = 0,7 mobujamo 3amcra crekTap 3 TOr npumepa A\; = 1 u Ay = % Jlpyra koHTpOJIA,

POM3BOJ], COIICTBEHUX BPEHOCTH je JIeTepMUHAHTA jare Marpuie (reopema |1.2.41)).
3a corcTBeHy BpeHOCT A1 = 1, 38 KOeUIMjeHTe COTICTBEHOT BEKTOPA X = (757'1) HAJIA3UMO
1
npomopijy & : = (1 —0) : a. 3a comncrseny BpegHOCT Ay = b — a, 3a KoeduujenTe

2 )
COIICTBEHOI' BEKTOpa X2 = (€ HAJIa3UMO OftHOC &3 : 1) = —1. Yormre je:
2

1-b 1
X1=7M ( a )7 X2 =72 (_1) ; (1177)

IJle Cy 71 U 7y2 Ipou3BoJbHU OpojeBu. HemocpegHuM MHOXKeHmeEM IIDOBeEpaBaMo & je 3aucTa
Axj =x1 u Axs = (b-a)xs.

Ceaku BeKTOp (J1aTor mpocTopa) MOXKe Ce HPEeJICTaBUTH Kao JIMHEAPHU CIIO0j HABEJIEHUX
COIICTBEHUX BEKTODPA. DBHINECTPYKNM MHOXKEIEM JIaTOM MaTPHIIOM, COIICTBEHM BEKTODU He
Memajy CBOj IIpaBall, IPU YeMy IIPBU OCTaje HelpoMemeHe JyKuHe (360or A\; = 1) a apyru
(ako je A2 = b—a # 1) win HeOrpaHWYEHO pacTe WJINM HUIMYe3aBa, 3aBUCHO O TOra Ja JId
[A2|" = o0 ili A = 0. ¥V zgpyrom cirydajy HaJasuMo rpaHudHy BpegHocT A" — Ag (n — o),

rJe je
1-b 1-b 1
Ay = = —. 1.178
0 ’Y( a a )7 Y 1+a-b ( )

[Tpumenumo Jsin nogarke u3 npumepa (a = 0,2 u b = 0,7) mobujamo ucry marpuiy (Ag).
MHOKemeM MOKEMO IIPOBEPUTH JIa Cy TavHe U OIIITHUje jeIHAKOCTH:

AAy=ApA = Ay, (1.179)

KOje ce MOry KODHCTUTU H 32 HeIIOCDEJHO HaJjla’Keme Te I'DaHW4YHe BpelHocTH. MHore
MaTpurie Koje cpehemo y smrepaTypn, 3a Koje H3padyHaBaMO CIEKTap U COICTBEHEe BEKTOpe,
MOTY Ce M3BeCTH CJIHO oBoMe u3 (1.175).

Maynujese maTpuue

Jenunuana ca Ilayaujesum mampuyama pegoM cy:

10 01 0 -2 1 0
G (0 (D) () o

[Tokasyje ce (3amarak [1.2.35) ma ce cBaka MAaTpHIA APYTOr pefia MOXKe IPHKA3aTH Kao
JMHeapHH c1oj oe derupu. (CBaka 07 OBe YETHPU MaTPHUIE OCTaje HeIpPOMEH-eHa HAKOH
KOijFOBaH)a 1 TpaHCIIOHOBalba, IITO ITXUIIEeMO

X=X, (1.181)
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rae je X € {I,0,,0,,0.}. Oum unnexcoM (T — dagger) o3HaIaBAMO NPudpystceny MAMPUyy,
Tj. KOHjyroBaHy M TPAHCIOHOBaHY, KOjy MOXKEMO HA3HBATH U OYAAHA MAMPUUQ, a KOjy,
HaBe/IeHO je, Tpeba pasjMKoBaTH OJ1 aJijyHropane (Marpuie KohakTopa).

C o63upoM za je KBagpar cBake of, [layimjeBnx MaTpuia jeIMHIYHA MATPULA, TO Cy UM
coricrBeHe Bpegrocty +1. Oprosapajyhu HOpMUpAHU COTICTBEHU BEKTOPH CY:

T A T

Og+ = NARE Og— = AR

- 1 . 1

Gys = % i Gy-= % (—z) , (1.182)
- 1 . 0

Oz+ = ol Oz- = 1]

Corcreeno crame aynmjeBux marpuna je cnun. Hamasumo ra uz concrsBeHe jeTHAKOCTH:

U, Uy — Uy | € _ &
Uz + Ty —u, n n)’
Uz€ + ugn — iuyn =£
uz& +iuyd —un =1,

(ug +iuy)é = (uy +1)n =0,
{ (cosf—1)E+ (e sinf)n =0

{ (uz = 1)E+ (ug —iuy)n =0

(e*sinf)€ — (cosf +1)n =0,

(—2sin? g)f + (e7%2sin g cos g)n =0
(e*2sin g oS g){ — (2cos? g)n =0.

CkpahuBameM mpBe jemHaAYNHE Ca sing " JIpyTe ca cosg , JI00WjaMO cHCTeM:

(—sjn g)f + (e7 cos g)n =0
(e™?sin g)g - (cos g)n =0,

To je 3aBucan carjiacaH CUCTeM JIBe jeJIHAYMHE Ca JiBe KOMILIEKCHe HerosHare & U 1), ca
GECKOHAYHO pelllerha.
Yaumamo npousBosbaH KoMiniekcaH 6poj € € C, ma uspaayHnaBamo 1) = e'? tg gé y3 YCJIOB

¢ + ||? = 1. Ommrre perneme je
£\ (e ?/?cos(0/2)
(77) - (ew/z sin(0/2) | (1.183)

To je conctBenu BekTop porupane llaynujese maTpure. IIpumernmo na poranuja 3a yrao 27
JIOBOJIM 10 TpaHcdopMaliuje (g) - —(g) Jlakje, na Ou ce CIIMH BPATHO Ha, IIOYETHY ITO3UIU]Y
norpebHa cy JBa 1myHa obpra Bekropa (1.183). Tex HakoH o6prarba 3a yrao 47 ClmH 1ocTaje
HUCTU Ka0 Ha TOYETKY.

To je Bpcra cumerpuje KoOjy He BubhamMo CBaky JaH, ajd je UIIAK MOYXKEMO Pa3yMETH.
Jlupak je OCMUCIMO HAYWH Jla BU3yeJIM3YjeMO OBY ,pOTaIujy” ejgeKTpoHa, 3a yrao 720°,
moMohy Tpaka IpHUKa3aHUX OBJIE Ha CJAUKAMA Cnuka 1: paBHa Tpaka pazameTa uamehy
3U/I0BA JIP?KU XOPU30HTAJIHOM IJIOUHILY KOja je ca TOpIibe CTpaHe IjIaBa a ca JOHe I[PBEHA.
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Cruxke 2 u 3: Tpaka ce okpelie oko cBoje jryre oce, ocrajyhu nmpuuspiiheHa 3a 3u10Be, TAKO Jia
ce IJIOUHIla OOpHE J(Ba IyTa, YKYIHO 3a yrao 720°, Ha Kpajy orer ca mjaaBoM 60jom rope. Y
TOM TIOJIOXKajy, 6e3 TmoMeparba maounIe n 6e3 oBajamba Tpaka ca 3UI0Ba, TPAKE eJTaCTHIHO
ca JBe cTpane obubhy oko iouure Bpahajyhu crame #Ha noderny 1. ciuky. Tpake nucy
mocTaie 3areT/baHe.

Slika 1.42: JlupaxkoBa Tpaka.

To je memoncTpamuja gepmuora, IECTUIE CITITHA %, KOja ce TeK HAKOH JIBa IyHa KpyTra
porupaa Bpahia y moderHo crame. OBe C/IMKe IIOKa3yjy Jia je TaKBO JIBOCTPYKO OKpEeTame
Tpake Moryhe Oe3 zamerspbaBama. Jlamac mocToje pasme Ipe3eHTalnje, KOMOWHAIMje Te
JlupakoBe ujieje, ca BUIE TPaKa WU Ca 0COOOM KOja Ha JJIAHOBUMA JIPYKU IO jeJHY HaIlry
JIOK ce yBuja u okpelie 0Ko cBoje oce, M CIMIHEX Npukasa. OOHYaH BEKTOP PEAHOT
[IPOCTOpAa, T3B. YCMEpEHa Iy»K, He MOXKe Ja J049apa OBY ,,poTanujy” depMHoHa.

Craxka on [laynujeBux marpuiia je Xepmumcka mampuua, KBaJipaTHa MaTPUILA KOMILIE-
KCHHUX OpojeBa Koja je jelHaKa COIICTBEHO] KOHjyrOBaHO TPAHCIIOHOBAHO] Ma KaXKeMO Ja je

cebu-npudpyorcena, mro osze mmemo HT = H, 3a marpurny H e {I, 0.,0y,0;}.

ManVIHHa MEXaHNKa

Mampuuna mexanuka je popMysiamnyja KBAHTHE MEXaHUKe OJf cTpane Xaj3enbepra, bopra
u Jop,uaHaIEl u3 1925. rogune. To je mpBa KOHIENTYyaJIHO ayTOHOMHA U JIOTUYKH JTOCJIEITHA
dbopmynanmja kBantne Mexanuke (B. [I7]). Ona je objacHmIa KBAaHTHE CKOKOBE BOpOBOl’Iﬁ
Mo/iesIa OpouTa eJIEKTPOHA Yy aToOMy MHTepruperupajyhu dusmyuke ocodbmHe JecTuiia Kao MaT-
putie Koje eBosiyupajy BpemenoM. Ona je ekBupaJsieHT LlIpeunreposoj Tasacuoj dpopmyJraiiu-
ju KBaHTHE MexaHunKe u MaHudecr lupakose 6pa-KeT HOTAIM]E.

Y cBoMm pajsy Te 1925. romune, Xaj3eHOepr HUTJe HUje MIOMEHYO MAaTpHIE, aju je 3a
n3pavyHaBalbe 3padeha U3 aroMa HaBeo U3pas3

C(n,n-b)=> A(n,n-a)B(n-a,n-b). (1.184)
a
DopMaJIHO TO jecTe MATPUIHO MHOXKEe, au je (hopMysia Ouia U3BaH KOHTEKCTa ajirebpe u

O3HAYABAJIA je MHOXKEIbe (DPEKBEHIIN]e 33 eHEPIUje OJl CTalba N JI0 CTakha N —a Ca OJAroBapajy-
hum dpekBennjama 3a eHepruje u3 crama Of 1 — a A0 1 — b 1 30up TaKBUX IPOU3BOJIA.

"?Pascual Jordan (1902-1980), HemMauku MaTeMaTuIap U TEOPUjCKU dU3HUIAP.
"3Niels Bohr (1885-1962), nancku dbusmaap.
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Taj ayBenu paj je nmpemar Ha IITaMIIAbE, ayToOp je oTuimao Ha oamop, a Makc Bopw je
Hammcao: Xaj3eHOeproBo MPaBUjIo0 MHOXKEHa HEje Mu jajo mupa. [locse cemuiie nHTEeH3UB-
HOT' pa3MUIL/balba U PA3HUX MOKYIIaja M3HEHAA CaM Ce CEeTHO jeqHe ajredapcke Teopuje ...
TaKBe KBaJ[paTHE IOBPINKUHE Cy IO3HATE MaTeMaTHdapuMa M OHU UX HA3UBAjy MaTpUIAMA.
[Tpumernno cam Xaj3eHOeproBe KBaHTHE YCJIOBe W HaImao ciarame. OjeHoM, UCIIpes MeHe
je crajasia gyaHa MATpUIHA (POPMYIIa

QP -PQ-= % (1.185)

rme je Q marpuna nosioxkaja, a P marpuna nmmyica. Ta dopmyna je cymrraa Xaj3eHOepro-
BOT' npuHyuna Heodpehernocmu, n3sejeHor MmaremarukoM. OHa MMOKa3yje J1a KBAHTHA MEXaHW-
Ka CTPOTO OTpaHmYaBa MPEIU3HOCT Mepema. llocMarpad MoXe TAdHO Ca3HABATH TOJIOXKA]
WIN UMITYJIC, aJu He U 0boje.

Hacynpor Tasracuoj dpopmynamuju, Mmarpudia (GpopMyIalyja KBaHTHE MEXaHUKe TaKohe
je objacHmia crekTap (YrJIaBHOM €Hepruje) olneparopuma, Ha YUCTO aarebapcKu HAUUH.
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1.2.4 VHuTapHu npocTopm

Tpamcdopmaliije KBAHTHIX CTamba Cy yriaaBHoM JjuHeapHe (nedununmja (1.1.61), a naj-
3HaYajHUju Mely JMHeapHUM ollepaTopuMa cy yHuTapHu. JlmHeapuu omeparop U 4wmju
nusepsun U~' je memy nyasan Ul masusa ce ynumaphu onepamop:

ult=ut, vlv-=vut-=1. (1.186)

Marpuana pernpesenTariuja orneparopa U je marpunia U a Marputdna pernpeseHTalyja JyaHoT,
Tj. OIpuApyXkKeHor oreparopa U f je IpuJpy2KeHa MaTpuIla Ut KOja ce j100uja KOHjyroBameM
u TpaucrnonoBameM Marpuiie U. To je Tema oBe cekiuje.

YHuTapHEe OIepaTrope MOKEMO CXBATUTH Kao IOOIIITEIH€ KOMILJIEKCHHX OpojeBa dmja
aIcoJIyTHa BpeaHocT je jeman. OHU cy onepaTopu KOju 4yBajy ,,ayzKuHe u ,,yriaose usamehy
BEKTOPA I1a oTpeda 3a mhUMa J0J1a3u JUPEKTHO 071 BopHosor npasuia. PopMasiHo, yHUTAPHI
OIIEPATOPHU CY U3OMEMPUje MPOCTOPA, Tj. TeOMETPHjCKe TpaHcOpMalnje Koje He Membajy
yIaJbeHOCTH Tadaka. Kako ce cBe M30MeTpHje MOTY CBECTH Ha HEKe poTalldje, TO OBe
orepaTope MOXKeMO CMaTpPaTH BpcTaMa poTalifja y allCTpaKTHOM MPOCTOPY BekTopa. Jlakie,
Beh moMumbaHe poTallje jecy MOJIEN 3a YHUTapHe oreparope, Mehy koje cranajy u [laynujese
Mmarpure (o), mwim kKBarepHnoHn (q) Koje iemMo Tek pasmarparn Kao HpUMEp MaTpHUiia ca
COTICTBEHUM He-PEAJTHUM BPEITHOCTUMA.

Hedunnannmja 1.2.46 (Yuaurapuu upocrtop). 3a sexmopcku npocmop V nad mesom ckaiapa
® kasicemo da je yrumapar axo je degpunucaro npecaukasarve cxyna V2 y ckyn ® maxo da
ceaxom ypehenom napy eexmopa .,y € V odzosapa crarap y osnavyu (x|y), a koju 3adosomasa
caedehe yeaose:

i. (ylz)* = (x|y), KOMJY208aHa CuMempuja,

i, (x|yr +y2) = (x|y1) + (x|y2), adumuernocm no dpyzom apzymernmy,
iii.  (z|\y) = Mzly), TOMOZEHOCTL MO OPY20M AP2YMEHTIY, (1.187)
. (z|zr) >0, nosumuena dedpurummocm,

v. (z|z)=0 <= z=0, CAMO-0KOMUMOCTN, HYAE,

3G NPOU3BONHHE BEKMOPE T, Y, Y1, Y2 € YV U NPou3sonam crkarap A € P.

Kao mrro 3HaMO, onieparninja yBejieHa OBOM JIePUHATIIJOM HA3UBA CE YHYMPAWHbU NPOU3E00
BEKTODPA T U ¥, WA CKAAAGPHU NPOU3EOJ THX BEKTOPa. 3aBUCHO o Tora ja ju Teso $ annn C
niu R, nmpocrop V HazmBaMO KOMILIEKCAH WX peajiaH BEKTOPCKH mpocTop. MehyTum, 360r
(z]z)* = (z|z) n3 nedununmje cnequ (x|x) € R 6e3 o63upa mra je reso ckanapa. Hemocpenaa
nocsieauna pedbununuje je u (0|z) = (x|0) = 0, 3a npoussosbro = € V.

Teopema 1.2.47. 3a ynympawru npoudsod easce jedHarocmu:

a. (Azly) = X*(z|y),
b (z1 +x2ly) = (z1ly) + (22]y), (1.188)
¢ (X1 T, Lo Boyn) = Epot Lo g Bu{@ulyy),

30 C6E T, L1y s Ty YsYly - Yn €Y U A a1,y ..,0n,01,...,0n €C.

Zloxas. Nmamo pemom:
(Azly) = (y[Az)™ = A (ylz)™ = A" (zly),
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a 1o je TBpheme a. JegHakocT b ciienyu us:

(z1+22ly) = (ylor +22)" = (ylz1)" + (ylv2)™ = (21]y) + (22[Y).
Tpeha jennakocr (¢) je Hemocpe Ha MOCTEANIA TPETXOIHE JIBE. O

Hedunnnmja 1.2.48 (Hopma Bextopa). Bpoj

|z| = \/(x|x), (1.189)

Hasusamo Hopmom eexmopa . O3navasamo 2a u ca |z|.

Hopmy BekTopa Tpeba pasimkoBaTu oj BepoBaTHohe. 3a Tako neduHUCAHY HOPMY BaXKu
KoumjeBam Hejesnakoct (1.119), 3a Kojy mocToju BeJuku 6poj 3aHUMIBUBHX JOKa3a.

Jlema 1.2.49 (Komm-IIIsapnosa nejeanakoct). Baoicu nejednaxoem |(z|y)| < |zly|.

Zoxas. Heka je X € R. Taua je:

0 < (z+ Maly)y, z + Maly)y) = (zly) + 2(zly) X + [(z]y)* (yly) X*.

Jlakiie, 0Baj KBaJIpaTHU MIOJIMHOM 110 A HE CMe€ Jia UMa PeaJjiHa pellerha, I1a je JUCKPUMIHAHTA
JIoIucane KBaJIpaTHe jeJHadnne HeratubHa. OTyma:

()" = [(ly) el ) yly) <O,

[(zly) < (el ){yly),

(z[y)] < VA{zlz )/ (yly),

(zly) < |zllyl,

a To je u TpebaJjio JTOKa3aTH. O

Jennaxocr je moryhe nocruhin ako u camo ako |z + A(z|y)y| = 0, kana je x + AM(z|y)y = 0,
a o he 6uTH caMo Kaja Cy BEKTOPU X U Y IPONOPIMOHAIHY, KouHeapHu. Jlajbe ocobune
HOpMe Bujie ce u3 cieneher crasa.

Teopema 1.2.50. 3a nopmy easrcu:

i. |z|>0,

ii. |z|=0 < =0,
iti. | Ax| =Nz,
w. |z +yl<|z+]y],

(1.190)

3a cee Hasedere eexmope u craaape.

Zloxas. Penamuje 4,41 cy HemocpemaHe IOCIeUIle OAroBapajyninmx pesaiuja Koje Baxke 3a
VHYTPAIIBA TPOU3BO/IL.
Us |Az| = \/(Az|Az) m \/(Az|Az) = \/A* Az|z) = |\||7| crem na je u jenmaxoct iii Tauna.
VY noKa3y HejeTHAKOCTH iV KOja ce HasuBa HejedHnarocm mpoyeasa Kopucruhemo [IBapoBy

HEjeTHAKOCT:
@+ yl* = (2 +yle +y) = (z]z) + (zly) + (ylz) + (yly) =

™ Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), dpasiycku mMaremMaradap.
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= [af? + (zly) + (2ly)* + |y = 2] + |y* + R(aly),

rzie mocJsie/itbu cabupak O3HavYaBa peasiHu Jeo KOMILIeKCHOr 6poja (z|y). Mehyrum,

R(zly) < [(zly)| < ||y,
ma, J100mjamMo:

[+ yf* <Jaf® + [y + 2lellyl = (] + [y])?,
OJIaKJIe TPayKeHa HejeJHAKOCT Tpoyria (iv).

O
Teopema 1.2.51. YV ynumaprom eexmopcrom npocmopy V 6astcu jeTHAKOCT apaJiesiorpama.;

o+ y? + |~y = 202 + 20y, (1.191)
3a cee sexmope T,y € V.
Hoxas. 1o nedununuju je:
o+ yf? + o = y* = (@ + yla+y) + (@ - ylo - y) =
= (@lx) + (zly) + (ylo) + (yly) + (zlx) + (2] - y) + (-ylz) + (-y[ - y).
A je (z[ - y) = —(zly), (-ylz) = —(ylz) i (-y[-y) = (yly), ma nmamo:
o+ y? + o = yf? = 2(xfz) + 2{yly) = 2|l + 20y,

a TO je u Tpebasio JI0Ka3aTH. O
KBaTepHunoHu

Haymjese marpune (1.180) cy pemerme mMarpuune jeamadunte X2

pererbe jemnaunie Y2 = —I. Axo upsy pemasa X, apyry pemasa Y
ymecro (1.180) cajia uMaMo YeTupu MaTpHIe:

. i 0 . 0 1 . 0 1 . i 0
ZI—(O i)’ zax—(i 0), zay—(_l O)’ zaz—(o —i)’ (1.192)

Koje HasuBaMo keamepruonuma. Oue cy takohe Xepmurcku npuiapyxene (enr. Hermitian
adjoint, Hermitian conjugate, Hermitian transpose), 1j. Y'Y = I. Osmaunmo marpuiie
KBaTEPHUOHA PEJIOM Cca:

(0 i (o0 1 (i 0
qx—Z-O7Qy—_107QZ— 9

0 —

I, a xBarepHUOHN
1X. IIpema Towme,

(1.193)

I1a TPUMETUMO JIa Ce OHEe IIPH ,CKAJIAPHOM  MHOXKEIbY TIOHAINAjy Kao ,,BEKTOPCKO® MHOYKEIHe
BekTOpa oproBa Jlekapropor cucrema Oxyz. Hamme:

{ ar-ay,=q:, df

dy "4z = Qu, qz‘qx:q?p
qg/ ‘Qz = —qz,

¥ (1.194)
qz " dz = —qy-

i _
qz ' qy = 9z,
3aro y MaTpUYHO] PENPE3EHTAIMjU BEKTOPCKUX IIPOCTOPa HEMa IPEBUIINE CMUC/IA WHCUCTHU-

paTH Ha Pa3/IMKOBaIby ,,CKAJAPHOr OJ1 ,,BEKTOPCKOI" MHOXKEHha, I1a IpPeMa TOME HUTH Ha
nmcamy ,radke’ (a-b), onHocHo kpcruha® (a x b) IPUIKKOM MHOXKEHA.
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YHUBEP3AJIHOCT OBUX MHOXKeHa OTBapa MOIYNHOCT Jla KBajpaTHe MATPHIE CMATPaMO
BEKTOPCKHIM IIPOCTOPOM MaTpHIla HaJ| TEJIOM CKaJjapa Koju ¢y Takohe marpurne. [Ipe Tora,
OCBPHEMO Ce Ha 0COOMHE COICTBEHNX BEKTOpa KBaTepHHOHa. Pemasajyhu concreeny jenHa-
quny (1.170) namasumo:

-1 0J\ia) " Nia) \=1 of\-ia) T "\=ia) (1.195)

SR P 1) R ) R [ W R

rje je a € C nmpousBosbaH mapameTap. YoOU4ajeHo je Taj mapameTap OUpaTH Tako Ja je CBaku
0/ COIICTBEHUX BEKTOpA jeJIMHUYHE ,,/Iy>KuHe", mTo oBie 3Hauu ja je |q| = 1. IIpema Tome,

COIICTBEHHN BEKTOPU KBaT€pPHHOHAa Cy:
1 (1
1 Y q;r,’— - \/§ _1 I

6y+ = % 'L ) (jy— = % _Z ’ (1196)

ca O3HaKaMa ¢ = A{, Tj. MaTpHUIA IIyTa COICTBEHH BEKTOP je COICTBEHA BPEIHOCT IIyTa
concrBern BekTop. OHM 03HAYaBa]y IIPaBIIE 110 KOjUMa ojroBapajyhie marpuie KBaTepHIOHA,
Tpancdopmuiry BekTope. PasmorpuheMo TO caja MaJio geTasbHU]e.

[

Qe+ =

S
[\

~

—_

[ T
«(1, 0, @)

s \: T ’
Slika 1.43: Cdepue koopunare.

Ha counm cy mpukasame cgepHe KOOpAMHATE OHAKO KAaKO ce Hajuernthe 1ajy y
dbusumu. Tauka T koja y mpasoyriiom JlekapToBoM cucremy uMa KoopjauHare (T,y,z) y
cheprom nma koopmuuaTe (1,60, ). Ymamenocr gare Tadxe on mcxomumTa je OT = r,
neHTpasiHun yrao npema z-ocu je Z(T'Oz) = 0 na je z = rcosf. Tonuka je u Bucuna 1T’
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Tauke y ogHocy Ha paaH Oxy. Ilpojeknmja y paan Oxz usnocu OT' = rsin 6, a npojekiuje
Te IpOjeKIje Ha anciucy u opauHary cy peaom = 0T’ cosp u y = OT"sinp. Oryna:

x =7rsinfcosp
y=rsinfsing (1.197)
z=rcosf

3a cBe jeIMHUYHE BEKTOPE BaxKu 1 = 1, yK/BydIyjyNu KaKO COMCTBEHE BEKTOPE KBATEPHUOHA
(1.196), Tako u TpanchopMucaHe jeJMHIYIHE BeKTOpe KBarepHuonmma (1.195).

O jequanaan BeKTOP U = (Ug, Uy, U ), TIHCAH KOBAPUJAHTHO, 38 KOJU Yy IPABOYIJIOM
JleKapTOBOM CHCTeMy BasKH jeJIHAKOCT Uz + u> + u2 = 1, y cdepHOM cucTeMy KOOpMHATA

y
racu
4 = (sin# cos p, sin @ sin @, cos 6), (1.198)
mro caenu u3 (1.197). VHyTpauisu nNpousBoj ca KOHTPABAPHJAHTHUM BEKTOPOM KOJIOHE
MaTpHUIA
61: (qanquqz)T (1~199)
U3HOCU
U-q =qgsinfcosp +qysinfsinp +q, cosb. (1.200)

VepmraBajyhu marpuite KBaTepHUOHA T00MjaMO:

. (0 ) . o 1y. . i 0
aq={. sin @ cos ¢ + 10 sin fsin @ + 0 —i cosf =

_ icosf 1sinf cos  + sinf sin
~ \isin@cosy - sinfsin —icos @

~ icos® isinf(cos p —isinp)

~ \isinf(cos +isin ) —icosf ’

a, kopucrehu Ojﬂepoeﬂ popmyay

e'? = cosp +ising, (1.201)
IIUIIIeMoO .
Lo tcosf  ie 'Psinf
i-G=(. o . : (1.202)
1e'¥sinf  —icosf
OBo ce MOXKe T10jeJHOCTaBUTU MOMONY JeJIMHUYIHUX BEKTOpa. Pajau Tora NpuMeTHMO:
e*?sinf = (cosp +isinp)sinf = cos psinf + isinpsinf = uy + iuy,
mma je
oL U Uy — U .
u-q=1 z * Yl=iu-a, (1.203)
Ug + Uy U

rJie CMO U3BYKJIM 3ajeJHUUKK (DAKTOp (MMATMHAPHY jeJMHUILY ©) UCHPEJ MAaTPUIE, a 3aTHM
Bparuu cMeny ksarepuuona Ilaynujesum marpurama (1.192).

"Leonhard Euler (1707-1783), mBajuapcKo-pyCKO-HEMAUKH MATEMATHYAD.
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OpToroHanHu BekTOpY

PasmoTpunmo BeKTOpe = 1 Yy YHUTAPHOI [IPOCTOPa 32 Koje BaxKu jejnakoct (z|y) = 0, koje
HA3MBAMO OKOMUTHUM HJIU 0PTNO20HAAHUM 6eKmopuma. 3arum hemo neduHucaTn OpTOHOPMHE-
pame cucTeMe, BUXoBe 6a3e, KOMIIEMEHTE U JIOKA3aTH HEKe OCHOBHE CTABOBE y BE3H Ca FUMA,
HEOIIXO/IHE 3a paJl y KBAHTHO] MEXaHUII.

Hedbunnnuja 1.2.52 (Oproronanan ckyi). 3a ckyn {r1,22,...,Tn} 6EKMOPa YHUMAPHOZ
sexmopcroz npocmopa V kasicemo da je opmozonanar ako cy ceaxa 06a pasAuMUMa 6eKmopa
U3 Mo2 CKYNA 0PMOOHANHU, M. aKO U3 i+ v credu (x,|T,) = 0.

BazkHo je mpuMeTuTH Jia OpTOHOPMHUPAHU MOTI'Y OUTH BEKTOPU KAKO HAJ[ PEAJTHIM TAKO U
Ha,T KOMILTEKCHAM CKaJIApPUMa U JTa OPTOTOHAJIAH CKYTI BEKTOpa He MOpa, OUTH OpTOHOpMI/IpaHm.
JlpyruMm pednma, BEKTOPH U €A PeaJHUM U Ca KOMILUIEKCHUM KOeUIMjeHTHMa MOTY OuTh
MehycobHO ,,okoMHUTH", & U jeJHH W JAPYTH P TOME He MOpajy OMTH jeUHUIHUX TyKUHA.
[Torytemajmo 0 Kpo3 mpumepe.

Ha npumep, marpurie-KojI0oHe peaannx OpojeBa:

1 1 0
X1 = -1 , X2 = 1 , X3 = 0 y (1204)
0 0 1

YUHE OPTOrOHaJIlaH CKYII BEKTODA. Hanwme:

1
<X1|X2) = (1 -1 O) 1]= 0, <X1|X3> = 0, <X2|X3> =0.

(=)

MeljyTmm, |x1] = \/(x1]x2) = v/2, X2 = /2 1 x3 = 1, 11a 0Baj CKyII HIje HOPMEpAL.

Apyru mpumep cy marpuiie KoMILieKcHux opojend’ ‘|

1+14 1+54 =7+ 341 -2-43
1| |6+5i| [ -8-23 || 6+i
Bexoxgxal =3 51 272l crowa2i || 4 |0 (1.205)

i 1-67 30+13¢ 6-1
KOje Takohe dmHe OPTOrOHAJIAH A/l U OPTOHOPMHUPAH CKyN BekTOopa. lIpoBepasamo:

1+3
2 (1 S 11
x| = (xijx1)=(1-7 1 1+i —i) =il

]
=(1-0)(Q+i)+1+(1+i)(1-i)-i-i=2+1+2+1=6=1.

1+52
(xilx2)=(1-i 1 1+i —i) ?7*_52 =

1-61

76 JIpa BekTOpA Cy OPTOHOPMHPAHA AKO Cy OPTOTOHAJIHY ¥ jeJIAHATHIX JIy7KHHA.
" A First Course in Linear Algebra: http://linear.ups.edu/
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= (=) (1+50) +1-(6+5i)+ (L+3)(=7—14) —i(1-6i) =
=(6+4i)+(6+5i)+(-6-8i)+(-i—6)=0+0i=0.

OcraJjie mapoBe IPOBEPHUTE CaMU. 3aTO IITO je YHYTpallibd IPOU3BOJ, aHTH-KOMYTATUBAH,
HEe MOpaTe TeCTUPaATH IMapoBe ca OOPHYTHUM PeIOC/IeIOM MHOXKEma. 10 3Ha4Yn ga Tpeda
4 .

[IPOBEPUTH YKYITHO YETUPH HOPME U CAMO (2) = % = 6 mapoBa.

Teopema 1.2.53. Opmozonansar ckyn 6eKmopa Koju CY Pa3AUMUMYU 00 HYAE je AUHEAPHO
HE3a8UCAH CKYN.

Jloxas. Hexa je S = {x1,22,...,2,} opToronasan ckym BekTopa m &, # 0 3a cBe [ =
1,2,...,n. Heka cy A1, A2, ..., A\, mpousBosbHU cKajapu. CTaBuMO

AT+ Aoz + -+ ATy, = 0.
Taga 3a cBako p=1,2,...,n nMamo:

Afxrlzy) + -+ Apxploy) + -+ Ap(xnlzy) =0,

Aafwplzy) =0,
Au=0,
jep je (zulz,) > 0. IIpema ToMe, 1aTH BEKTOPH Cy HE3aBHCHI. O]

IIpumep 1.2.54. H3spasumu sexmop y = (3 7 4)T nomohy eexmopa (1.204).

Pewere. Tpaxkumo neroznare KoepuilujenTe a, G2 U a3 perraBajyhu cucreM jemHadnna;

a1X1 +a2X2 + a3xz =Yy,

1 1 0 3
al -1 + a9 1 +as o1=17 s
0 0 1 4

a1+a2+0a3=3
—a1+a2+0a3=7
0a1+0a2+a3:4

onaxkye az =4, ap =5 u a; = -2, na je y = —2x1 + 5Xg + 4x3. O

OpToHopMmupaHn BekTOpU

Jlasbe mocMaTpaMo ,,0KOMHUTE" BEKTOpE jeIUHUIHE ,,TyKUHE", KOje HA3UBAMO OPMOHOD-
muparum. To cy mapoBu & u y BEKTOpPa YHUTAPHOT IPOCTOPA 38 KOje BaXKM KaKO jeTHAKOCT
(x|y) = 0, Tako u jennaxkocru |z| = |ly| = 1.

Hedbunnnmja 1.2.55 (Opronopmupan ckyn). Ckyn sexmopa {x1,%2,...,Tn} YyHUMAPHOZ
sexmopckoz npocmopa V. Ha3u6amo opmoHopMUpaHuM aKo je

L p=v

0 nav (1.206)

(2pl,) = by - {

3a cee u,v=1,2,...,n.
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N3 mperxomHnx pasMaTparma CMO BHIAEIH Ja CBAKM BEKTOPCKHU IMPOCTOP uUMa 0a3y u
Jia Ouyio Koje JBe Oase MCTOr IPOCTOPa MUMAjy je/lHaK Opoj ejgemMeHara. 3aTHUM CMO YBeJH
CKaJIAPHO MHOYKEHe U huMe JIe(PUHUCAIN YHUTapHE IIPOCTOPE, 114 OPTONOHAJIHOCT U OPTOHOP-
mupanoct. Kao mocebra BpcTa BEKTOPCKOT TIPOCTOPa, U YHUTAPHU MMPOCTOP nMa 6a3y, yBeK ca
jemHakuM OpojeM ejieMeHaTa, [a ce IMOCTaB/ha MUTAE UMa JIU TAKaB YBEK U OPTOHOPMUPAHY
6a3y? IlosurmBan oiroBop Ha OBO HuTame jaje ciejieha teopema. OHa JeMOHCTPHUDPa U
r paM-IUqumodﬁ noCMYnakx OPTOrOHAJIM3AII]e, KOHCTPYKIUje OPTOHOpMUpaHe Ha3e IpoCcTo-
pa V momazehn of merose Mpom3BoJbHE Haze.

Teopema 1.2.56. Csaxu yrnumapar 6eKmMopcku Npocmop uma 0pmoHOPMUpPaHy 6a3y.

Jloxas. Heka je {x1,x2,...,2,} jenua 6aza yaurapHor BeKTopckor npocropa V. CraBumo
Y1 = X1, Y2 = T + Ayp IAe ckajgap A Tpeda OJApeNUTH TaKO J& BEKTOPU Y1 U Yo OyIy
OpTOroHaJIHU, Jakse 1na oyie (yalyi) = 0, umamo:

0= (y2ly1) = (w2 + Ayaly1) = (w2ly1) + Myilye),

\ = _(£U2|y1> _ _<$2|IL‘1)

(yaly1) B <$1|$1>.

IIpeTmocTaBrMO J1a CMO OJIpeININ OPTOTOHAIHE BEKTOPE Y1,Y2, - - -, Yk-1. Jlajbe, CTAaBUMO

Yk = Tl + A1y1 + A2yo + -+ A1 k-1,

11a u3a0ePUMO CKaJIape A1, A, . .., Ag_1 TAKO Ja BEKTOP Y OyIe OpPTONOHAJIAH CA CBUM BEKTOPHMA
Y1,Y2, - - Yk-1, Jaxie aa oyne (yxly,) =0 3a cee p=1,2,...,k—1. Nmamo:

0 = (yrly) = (zk + Myr + Aay2 + -+ Nec1¥i-11Y) = (Trlyn) + A\ul{Yulyu),

(zrlyu)
Ap=——H p=1,2,... k-1

(Yuulyu)
Ha Taj HaumH ce KOHCTPYHUIITY OPTOTOHAJIHA BEKTOPH Y1, Y2, - - . , Yn. 1O je INHEAPHO HE3ABUCAH
CKYII BEKTOpa KOju IuHU 6a3y. 3aro je cKyi {ej,ea,..., ey}, rie je

€y = y—”, pw=12...n,
Yl
opToHOpMUPaHa 6a3a mpocropa V. O
Kayaje B = {e1, e, ..., e, } 6a3a yaurapaor BeKTopckor npocropa V, oHjia ce Ipou3BoJ/baH

BEKTOpP & € V MOYKe HAIUCATH y OOJIUKY
T =§1m1 + &T2 + 0+ §ny,

rae cy & € C ckamapu garor mpocropa. Ajm ako je 6asa B OpTOHOPMHUpaHa, TaJla Ce OBH
CKaJlapu IVIOFy CKCIIJIMIITUTHO OJApeINTU. HaI/HVIe, 13 HaBecHe je,H,HaKOCTI/I, HaAKOH MHOXKeEIba
ca ej J100ujamo:

(zler) = &1{etler) + -+ Eplerler) + - + Enlenler),

a oTya
& =(zler), k=1,2,...,n. (1.207)

™ Jgrgen Pedersen Gram (1850-1916) & Erhard Schmidt (1876-1959) manckm n HeMadK# MaTEMATHIADH.
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Hame je moryhe uzBectn popmysy 3a CKajJapHU IPOU3BOJ, BEKTOPA:

n n
x = queua Yy= Z Nveév,
1% v=1

(zly) = <215u6u| Zlnuey) = > Emuledes),
p= v=

p=1lv=1
a oTyaa
(zly) =&im +&ma + -+ &, (1.208)

jep je mo npernocrasnu (1.206).

I'pam-IIIMuTOB mOCTYHAK KOHCTpyHCalba OPTOHOPMEpaHe 6ase, ynoTpeb/beH y J0oKasy
TeopeMe, JIAKIIE je 3allaMTUTH Kajla ce IPUMETH Jia ce Ty Paji O Npojekyujama BeKTopa T
Ha BEKTOD ¥, KOje Cy BeKTOpH JedUHUCAHH Ca:

(i"I:U>
proy (%) = ——= (1.209)
|9
Tama nperneano I'pam-IIIMuTOB ajgropuTamM MUIIEMO:
L. 4 =1, €1 = %7
2 §2=i2—prog1(§§2), éz=%,
3. 3 =1I3—proy (Z3) - prog, (Is), & = 1, (1.210)
4. Y4 = T4 - prog, (Z4) — prog, (Z4) — proy, (Z4), €4= z%l’

ITpumep 1.2.57. Opmonopmupamu sexmope x1 = (0,1,2), xo = (1,1,2) u x3 = (1,0,1).
Pewerve. Kopucrumo I'pam-ITImuros nocrynak nocientse reopeme: yi = (0,1,2),

(0,1,2)-(1,1,2)

y2=(171a2)_ ‘(071,2)|2

(QLm=(LLm-§mJ@)=uﬁmL

2 1
Ys = (1707 1) - 5(07 172) - (17070) = 5(07 _27 1)
Hosa 6a3a {y1,y2,y3} je u HOpMupaHa. O]

IIpumep 1.2.58. Opmonopmupamu eexmope xo = 1, x1 =t u x2 = t2 Y BEKMOPCKOM
NPOCMOPY PEANHUT NOAUHOMG, CMenena He eefiee 0d daa.

Pewere. Koucrpyuiremo pemom BeKTOpe: yg = Tg = 1,

1
_ o) fotdt o [5Pl 1
Y1 =21~ 2 Y =1- 1 =t- 1 _t_§7
0l [Tia [
1 1
Yo = o — (952’3/0>y0 _ <952|?Jl)y1 — 42 fo t* dt - fo t2(t - %)dt (t- 1) _
B 2 2 B 1 -
[yl |y 1 Jo (t=3)2at 2
1
1 is 1 1
=P 1= ()=t
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[Tpema Tome, oproronasHa 6a3a je:

=1 Syl Syl
Yo = 1, Y1 = 27 Y2 = 67
a KakKo je:
1 ! 169
2 2 2 2 2
=1, =, = | (P -t+=)%dt=—
|yol |y 12 |ya| /0 ( ) 180
opTOHOpMEpaHy 6a3y YMHEe BEKTOPH, MOJUHOMU: € = Yi/|yk|, 3a k =0,1,2. OJ

Becenosa HejegHakocT

Y Teopuju BEKTOPCKUX IPOCTOpPA a MOCeOHO y (DYHKIMOHAJHOj AHAJU3M IMO3HATA je
cieneha B(BC&/LOGCH Hejednarocm, TBpheme 0 KOMIIOHEHTaMa BEKTOPa X nJI0EPTOBOT IIPOCTOPA
y OJHOCY Ha OPTOHOpMHpaHe baze.

Teopema 1.2.59. Hexa sexmopu e1,€a,...,€m € Y wuHe NpouscosaH 0OPmoHOPMUPGH CKYT
damoe yrumaproz eexmopcroz npocmopa u Hexka je x € V. Axo je N\ = (xleg) € C, onda
8aXHCU HEJEIHAKOCTN,

m
> Al <, (1.211)
k=1

xoja ce nasusa Beceaosa mejednarocm.
Joxas. Heka je y = Ajep + Aaea + -+ + Apen,. Taga je:
2
O0<|z -yl =(z-ylr-y) =

= (alz) = (xly) = (yle) + (yly) =

m

m
= |z = (x| Z Aker) — Z ierlz) + (O Aeex| Y Ajej)
k=1 j=1

= |a;|2 - Z Ai(zlex) - Z Apleklz) + Z Z AAj(erles)
k=1 k=1 f=1j=1

= |zf* - Z My — Z Mg + Z PYOVS

k=1
m
SlEEEDIPIDIS
k=1
[Ipema Tome
2 2
0 < 2" = 37 [Nl
k=1
a OTy/a TpayKeHa HejeTHAKOCT. O

"Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846), memadxu MaTeMaTHyap.
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Y cayuajy na je m = dim(V), onzna (1.211) mocraje Hapceecmosﬂ jeonarocm:

m
1z = 3 I\l (1.212)
k=1
Baucra, ako je {e1,ea,...,ey} jeaHa oproHopMupaHa 6a3a npocropa V u croju x = Ajep +

Ao€g + -+ + A€y, OHJZIA je:

z? = (z|z) = (3 Akerl Y Njei) = D0 D Nidjlerles) = D0 NiAe = D [l
k=1 7=1 k=1j=1 k=1 k=1

Konauno gumensuonasiie BEKTOPCKE IIPOCTOPE IpoydaBa a.a2ebpa, & HECKOHAYHO JIIMMEH-
3UOHAJIHE PYHKUUOHAAIHA aHaAu30. Kata KayxkeMo Ja je BEKTOPCKHU IIPOCTOp V IMeHepucaH
M pasarer 6eCKOHAYHUM CKYIIOM BeKTOpa {v1, V2, . .. }, MOJAPa3yMeBaMo JIa je CBAKU BEKTOD
v € V InHeapHH CIOj KOHAYHO MHOT'O JIATHX BEKTOPA A, Uk, +- - -+, Uk, . CimdHO, GecKoHaUaH
CKYIl BEKTOpa je AUHEAPHO HEe3a6UCAH AaKO je CBaKa KOHAYHa KOMOMHAILMja THX BEKTOPA
JINHEAPHO HE3aBUCHA.

80Marc-Antoine Parseval (1755-1836), dbpanmycku MaTeMaTadap.

Pacrko Bykosuh 137



KBAHTHA MEXAHUKA

1.2.5 XunbepToe npoctop

Dusuuke ocobuHe MaTepuje Koje ce Mepe He3aBUCHUM (DU3MUKUM JUMEH3ujamMa (MeTap,
KHjorpaM, cekynja) dopmastto je moryhe mocmarpaTi Kao OpTOHOPMUPAH CHCTEM BEKTODA.
To je ocHoBHa mjieja KBAaHTHE MEXAHUKE, Ja C€ Y JATOM EKCIEPUMEHTY II0CMaTpa KBAHTHO
cTarbe Kao BEKTOD IIPEJICTAB/LEH y OPTOHOPMUPAHOj 6a3u m3abpaHux (PU3NIKUX CBOjCTABA,
HEOIIXOJHUX Y JATUM YCJIOBUMA.

[Ipojekmuja BekTOpa CTama Ha jedHy O Oa3HUX OCa je Meperve a MPEeIMEeT Mepema je
063epsabaa. Ob63epBabiia ce 100HWja npojexyujom BEeKTOpa Ha OGa3HU BEKTOD, IITO 3HAYH
JIeJIOBAHEM JIMHEAPHOT OIIEPATOPa Y BEKTOPCKOM IIpocTopy. [lesoBame jimneapHor oneparopa
€KBUBAJIEHT je U CIIOHTAHOj IPOMEHU KBAHTHOT CTarba KOje Ha3MBaMO €80AYUUJOM KBAHTHOT
crama. OTyla TOJUKU 3HAUYAj JIMHEAPHUX OIEpaTOpa 3a caMy KBAaHTY MeXaHUKy. Jlabmu
IbIXOB 3HaYaj M0JIa3d U3 CTaBa Ml JIMHEeapHU ONEePATOPH HaJ, BEKTOPCKUM ITPOCTOPOM HIHE
Takolhje BEKTOPCKHU IIPOCTOP, 38 KOJU KarXKeMO J1a je dyaiaH JTaTOM.

Y 0BOj CeKIUju je HACTaBaK MPETXOJHE ca HarjJacKOM Ha JimHeapHe omepaTope. Ilpm
ToMme hemo npomupuTu JeduHUIMjy ca caMmo JIBe CTaBKe, unMe Jjodbujamo XuibepToB
npocrop H. OH u nasbe ocTaje yHUTapaH BEKTOPCKH MPOCTOP HaJ, TEJIOM cKasapa (Ioapasy-
MeBa ce KoMIulekcHux 6pojeBa C) ca HaMa MHTEPECAHTHUM CKAJIADHUM MHOXKEHEM, CBOjUM
n30MOpGMU3IMUMA U OLEPATOPUMA.

Hedunuannmja 1.2.60 (Xuibepros npocrop). Bexmopexu npocmop V 1ad nowvem ® sajedro
ca dynxuugom (zly) dedurucanom na V2, ca caedehum ocobunama (Va,y,z eV, YAe®):

i (zly)* = (ylz),

i, (xly +2) = (zly) + (zl2),

i (z|Ay) = Maly),

. (x|x) >0, (1.213)
v. (z|lr)=0 < x=0,

vi. (V3x, »>x9) = (rgeV),

vit. dimV = oo,

nazusamo Xurbepmos npocmop u o3na%asamo H.

Oyuxiuja (r|y) Koja 3am0BosbaBa O0COOMHE i-V HA3UBA CE€ CKAAAPHU WA YHYMPAUHU
npou3Boj, BeKTopa x u y. OHa meduHUIEe yHUTAPHU MTPOCTOP. Kaja yHUTapHOM IPOCTOPY
JOJIaMO jOIII JiBe ocobuHe oH mocraje XuiabepToB: vi. cBaku KorujeB Hu3 KOHBeprupa; vii.
TO je TMpOCTOp ca DEeCKOHAIHO MHOro jauMmen3uja. Ilocebmo, moMohy cKajapHOT IPOU3BOIA
BeKTOpa JeUHUIIEMO HHTeH3uTeT BeKTopa |x|| = \/(x|x), kKoju o3navaBamo u ca |z, a Koju
Ha3WUBAMO HOPMOM WJIM Jy?KuHOM BekTopa x € H. Kaga ce ca d(z,y) = |z — y| nedunuie
syJdambeHoct mamely enemenara x,y € H, onma XuubepToB IPOCTOP IOCTaje MEMPUUKL
npocmop. Kama ce merpuuku 1mpocTop jedUHUIIE HEIOCPEIHO METPUKOM, UM Hajlasbe
HOpMOM (6e3 cKaJapHOT MHOXKeba), OH ce HaszuBa Banaxos npocmop.

Hedbunnimja 1.2.61 (Uszomopdusam). 3a dsa ynumapna eexmopcra npocmopa Vi, Vo
Kaotcemo da cy M30MOPMOHU, UAU USOMEMPUYHO UOMOPPHU, axo nocmoju Oujexyuja f :
V1 = Vo maxo da eavicu:

a. flz+y)=f(x)+f(y)

b. f(A\x)=\f(x), (1.214)

c. (zly) ={f(@)|f(¥)),

3a ceaxo x,y eV u AeC.
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Yuopeure oBy gedununujy ca xomeomopdusmom (1.12), uHjeknmjy ca mnpcereHa Ha
MOJIIPCTEH, KOjU je m3oMopdu3aM caMo y Clydajy ako MMa U WHBEP3HO MPECTUKABALE.
Uugepsue dyuknuje (1.58) cy camo bujeryuje, Koje cy ucToBpeMeHo uHjekImje (,1-1¢ npecsn-
KaBarba) U cypjeknumje (,Ha® mpeciaukaBama). AHAJIOrHO, 3a JBa XUJIOEPTOBA MPOCTOPA
H1, Ho KaxkeMo Ja cy n30MOp(dHHU aKko mocroju dbujexiuja f:x1 — T9 3a o1 € Hi U xo € Ho
KOja 1yBa JIMHEAPHOCT OIlepallfja U CKaJIapHU IIPOU3BOJ, JIaK/e aKo mocToju bujekiuja f ca
ocobunama (1.214).

Teopema 1.2.62. Ynumapru eexmopcku npocmopu kKonaute jednare JumeH3uje cy u3domo-
phru.

Jloxas. Hekacy Vu V' yanrapHn BeKTOPCKH IIPOCTOPH JAUMEH3H]e 1, Yije Cy OPTOHOPMHUpAaHe
— I _ / ! !/
6aze B = {ej,ea,...,e,} u B ={e},€5,...,en}.
Hexka je x € V. Taga ce x MoxKe Ha jeUHCTBEH HAYWH IIPUKA3ATHA y OOJIUKY

w=§161+fgeg+-'-+§nen, fk eV, k=1,2,...,n. (1.215)
Iedunummumo npecinkaBame f ca
f(z) =&el +&ey+-+Epel € V.

[Ipeciukapamwe f je mszomopdusam. Hawmme, juHEapHOCT OBe (QYHKIMjE je OUUITIETHA, a
qyBambe CKaJapHOr IPOU3BOIA CJIEIM U3 OPTOHOPMUPAHOCTH 0a3a u

(zly) =&im +&ma + -+ & = (f(@)|f(¥)),
3a MPOU3BOJHHO ¥ = 1161 + 1)2€9 + -+ + ey € V. O

OBaj cTaB IpUMEmEH Ha KBAaHTHY MEXaHUKY JOBOJU JI0 ,,ayIHUX mojaBa. Ha mpumep,
3HAMO Jla Mepeme 003epBabjie y m3abpaHOM MPOCTOPY 3HAYHU IIPOJEKIIN]y HA OCY HEKOT
0/ OCHOBHHUX, 0a3HUX BEKTOpa. BeKTOPCKM MPOCTOP OCTaje MCTU aKo ce m3abepe Jpyra
6aza, 3a KOjy (usmuka y/a/beHOCT U MPOTEKJO BPEMe YIVIABHOM HHUCY PpeJIEBAaHTHU, 1A
Mepeme Ha JIpyroj 6a3m MoXKe JOBECTH 0 JApyradnjer aju ,Ccrupernyror’ pasyarara. Oryma
JlaHac MO3HATH U3pa3 3a KeaHmMHY cnpeerymocm Kojy cy 1935. rommme oTKpuan AjHIITajH,
IMomoncku u Pozen (. [18]), cBojeBpeMeHO HOIPEIIHO TyMateH.

Y masegernom AlIP-orkpuhy, npumeheno je ma Ha aBa pasanduTa Mepema J0J1a3u JI0
CUHXPOHM30BAHUX pe3yJITaTa, IJie IPBO Jiaje CiaydajHe BPEJHOCTH aJjli He U JPYTo, IPU YeMy
JPYTO MOXKe OUTH Tako (PU3NYIKHM yIa/beH oralhjaj o MpBor 1a 01 CUrHaJI MOpao uhu Op3MHOM
Behowm oj1 ceeTsioctu. TakBo yckiahupame HIje MOryhe OCUM aKo Teopuja KBAHTHE MEXaHUKE
MMa HeKe CKpUBeHe IapaMeTpe, 3akjbyumin cy ayropu AITP. Mehyrum, ono jecre moryhe y
cJIy4dajy 3aBUCHUX CJOyYajHUX Jorabhaja, ycJaoBHE BepoBaTHOhe, Kao y cieaeheM npumepy ca
PYKasUUaMa KOJU je KacHUje HaBeo AjJHINTAjH.

ITap pykaBuria, jieBa u JiecHa, CTaB/beHE CY Y JiBe jeqHake KyTuje. [IpBa KyTuja je mociara
HaMa, a Jpyra je oruiia najieko (y BacuoHy). Mu He 3HAMO KOja Ol pyKaBHUIla je Y HAIIO]
KYTHjU CBe JIOK je He OTBOPHUMO, aJIU TaJa UCTOBPEMEHO Ca3HAjeMO U KOja OJl PyKaBHIIA je Y
OHOJj JPYTOj, Ma KaKO Ta Jpyra KyTHuja Ouja IajeKko O Hac.

Ogaj npuMep ca pyKaBUIlaMa 3allpaBO T'OBOPHU O 3aBUCHUM CJIyYajHUM jorahajuma, Koju
Cy NOBE3aHU HA HUBOY HEM3BECHOCTH, IIPE peajim3aliije y HeKU OJ UCXOoa. 10 je cTame Ipe
Jnobujama nHMOpPMalnje, 11pe MOryhHOCTH KOMYHHKAIUje M IIpe MOTYNHOCTH MHTEPaKIIUje
Mehy marepujaigHuMm upegameruma. OH HoOKasyje Ja MOPaMO Pa3/IMKOBATUH MAaTEPHUjAJHY
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GU3UIKY CTBAPHOCT KOja Ce IO/ IBPraBa 3aKOHIMA CJIyIajHOCTH, O HEKOT JPYTOT Jejia (PU3nKe
(arcTpaKTHUX 3aKOHA) KOJU Ce He TIOJBPraBajy CJIydajHOCTUMA.

Cnuano ce flenmaBa Uy pacmajy aroMa HyJITOT CIUHA U3 Kojer uaiehy emrektponn. 3601
3aKOHa& OJIp2Kalba MMITYJICa U CIIMHA U 3aTO IITO CIIMH €JIeKTPOHA MOXKEe MMaTH CaMO jellHY
071 7IBe BPETHOCTH, i%, n3 aroMa uzJjehy JiBa eJIeKTpoHA YKyIHOr crinHa Hysa. CouH mpBor
€JIEKTPOHA je IIPOU3BOJbaH (+l WIn —l) U cJIydajaH, IMITO ce NOTBphyje U y eKCIepuMeHTUMA,

2 2
aju je Tama cumH apyror m3uyhen. Kama rog msmepumo fa je COUMH IPBOT €JIEKTPOHA
MO3UTHUBAH Meperhe Ha JAPYyroM he IMoKa3aTh /g je HeraTuBaH 1 OOPHYTO, Ma KAKO €JIEKTPOHHI
y JApyroMm Mepemy Ousm paneko. Vsmelhy mux ce ne npenocu mubopmanuja (6pxke o
CBETJIOCTH), jep ¢y To cupernyTu, 3apucuu fgorabaju. To je mamac mosuaTo objarimemne.

Ckopo 30 roguna naxkon orkpuhia AITP napajiokca, Bef@ jey cBoM pasy u3 1964. rogune
(B. [19]) mokazao ma je mpermocTaBKa O CKPUBEHHM IIapaMeTpuMa KOHTpaJukTopHa. Maso
KaCHHUje yCJIe/ujie CYy W eKCIEPUMEHTAJIHe TOTBPJe CIPErHyTUX I10jaBa, IOCJe KOJUX CMO
Hayumin ga AllP-mapamokc mpuxparaMo Kao Maibe UyAHY PEeaJHOCT KBAHTHE MEXaHMKe.
VYupkoc BepoBarHOhM KOja ce IojaB/byje y MaTepUjaJHUM TI0jaBaMa, (BU3UUKUM ITI0jaBaMa
BJIaJIajy ¥ CTPOI'H 3aKOHU OJIprKarba, KA 3aKOHH (MAaJIo) BUIIETr PE/Ia Y OJJHOCY Ha CJIy9ajHOCTH.
OBie caMo TPUMETHUMO JIa je Ta, ,HeobndIHa (PU3MKa Y CKIAIy Ca TEOPEMOM

Hamme, y momenyrom AIIP pany, nHakon jeguaunue (7) npenasu ce Ha jenHaduny (8), a
TO je K/by4Y ,Japajokca’. Te mBe jemmaumue cy JBa IPUKA3a UCTOT KBAHTHOL CTalba Y JIBE
paznuunTte 6a3e. OcrmopaBaibe Meperha Ha JIPYroj 3Hadu UCTO IITO U OCIIOPaBaIbe IOCTOjarba
Jipyre 6aze, a TO 3HAYHM OCIIOPABAILE TAYHOCTH TeopeMe Baro je Benr morao mahn
KOHTPAJIUKIIN]y y MPETTIOCTABIIN JIa TIOCTOje CKPUBEHH ITapaMeTpH, jep TO je KOHTPAIUKITI]a
IIPETIIOCTABKE JIa HaBeJleHAa TeopeMa Huje TadHa. 1o he ce y HacTaBKy TEKCTa JIOJATHO
IOTBphHUBATH.

OcHoBa puUMeHe BEKTOPCKHUX [IPOCTOPA Y KBAHTHO] MEXAHUIIN j€ jJeTHOCTABHOCT CTPYKTY-
pe u3 nedunnnmje [[.1.9] Ta 6u Hemro 6mio ,BeKTOP” JOBOJBHO je Jla MMa CaMO OCOOHHE
KOMYTaTUBHE IPyIie: I'PYIOUTHOCT, aCOINjaTUBHOCT, HYJIy U MHBEP3HU eJIeMeHAaT. 10 CBaKako
nMmajy dusndka cBojcTBa Marepuje. Ha mpumep, 30up aBa Kujiorpama U TPU KHIJIOTPaMa
Hedera M3HOCH IIeT KujIorpama Tora. Kaja nspadyHaBaMo CKaJapHHU IPOU3BO, MU MHOYKHUMO
KHJIOTpaMe ca KUJIOTpaMUuMa, MeTpe ca METPUMa, CEKYH/IE Ca CeKYHIaMa, IIPeIU3Huje PeveHo,
MHO>KHMO KOeUIMjeHTe UCIIPe] IbiUX. 3aTO Cy OBE TEOpEME TaKO YHUBEpP3aJIHe, jep Cy OCHOBE
TaKO jeJHOCTABHE M TAKO aIllCTPAKTHE.

Pekimn cmo 1a 6110 KOjy rpyiy pU3HIKUX BEJIUYNHA, Ca HE3ABUCHUM jeIMHHUIIAMA MEpe,
MOXKEMO ITPOTJIACUTH OPTOHOPMHUPAHUM BeKTopuMa. Karkemo 7a je BeKTOp = € V OpTOroHa-
aan Ha ckyn U c 'V ako je (z|u) = 0 3a ceaku u € U. To jaspe nmoormmraBaMo Ha OPTOrOHAJIHE
MOTIIPOCTOpPE, y cMucay cienehe dopmatae nedunuimje.

Hedbunnumja 1.2.63 (Oproronannocr nornpocropa). Jea nomnpocmopa V' u V" ynu-
maproe eexmopcroz npocmopa YV HA3UBAMO Y3AJAMHO OPTMO2OHAAHUM AKO Je C8AKU BEKMOD
cxyna V' opmozonasar na cxyn V" u nuwemo V' LV,

Teopema 1.2.64. Hexa cy V' u V" nomnpocmopu yrnumapnoe eexmopcroz npocmopa V
u nexa cy B' u B" pedom rwuzose base. Jla 6u cxyn V' 6uo opmozonasar na cxyn V'
nompebno je u dosonno da basa B’ 6yde opmozonasna na 6asy B .

Jloxas. 36or B'c V' u B" c V", uz V' 1 V" cnemu B’ 1 B”.

8! John Stewart Bell (1928-1990), ceepro-upcku dbuzmyap.
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O6puyTo, nexa je B’ = {e},ey,...,¢e,} m B" = {ef,ey,... e/} u nexa je B' L B", j.
HEKa je:
(eflex) =0, (G=1,2,....p; k=1,2,...,q). (1.216)

3a mpousBosbHe BeKTOpe T = 1€ + §aey + -+ {pey, MY = miey +mgey + -0+ 1yey TOKAKIMO
na je (zly) =0. To cinean us:
!/ ! ! 174 144 144 4 2 - / 144
(zly) = (E1e1 + Lol + -+ Epeplmel +maey +---+mgel) = 37 > Emilefler) =0,
j=1k=1
360r (1.216). O

IIpeneceno y KBaHTHY MEXaHUKY, HE3aBUCHE (DU3NYIKE BEJIUINHE OCTajy HE3aBUCHE TOKOM
eBostynimje. /la one m popmasiHo ocTajy TUCjYHKTHE Kaxke cierfeha jeMa.

Jlema 1.2.65. Hexa cy V' u V" opmozonannu nomnpocmopu ynumaphoz 6exmopckoz npoc-
mopa V. Tada je V' nV" = @.

Jloxas. Heka je x € V' NnV”. Tana v € V' u 2 € V”, ma 360r oproroHajiHocTu IOTIPOCTOPA,
Baxu (z|z) =0, onaxie cuemu « = 0. O

IlocebHO mmTame je 3amTo KBAHTHO] MexaHui Tpeba Oam XmibepTroB IPOCTOp, Ca
cBoja JBa JojarHa yciosa (vi) m (vil)? Ogrosopom hiemo ce kacuuje jerasbHuje GaBUTH
pactpas/bajyhiu 0 KOHTHHYYMY, a 3a caja MPUMETHMO CaMO TOJUKO Ja 3a (pusmdke CTBapu
BayKi HE CaMoO MPUHIUI CAydajHOCTH Beh W npunyun xonauHocmu: MaTepujajHe IojaBe
Cy KOHadHe, OrpaHudeHe 10 HajBuiie npedpojuBe OGeckomadrocTu. PopmasHO, eBOIyIHIja
KBaHTHUX CTaiba MOpa OUTH IIpeIcTaB/baHa OrPAHNIEHIM JUHEAPHUM OIEPATOPUMA, 8 3aTHM
he ce mokasaru ja cy TakBu Hy2KHO Hempekuaau. Jla 6u KogomeH 61O KOHAYAH, JIOMEH MOPa
OUTH HEIPEKUIAH.

AKko (TeopujoM pesIaATHBHOCTH) JI03BOJ/baBAMO OECKOHAYHO YCIIOpaBarkhe BPEMEHA, OHJIA
Takohe J103Bo/baBaMO (pOpPMaJIHO HEOIPpaHUYIEH OPOj TpeHyTaKa BpeMEeHCKUX HHTepBa/a. Kao
y CJlly4ajy IpUpoJHuX OpojeBa, Opoj TaKBUX TPEHyTaKa je HajBulle npedbpojuBo GECKOHAYAH.
MebyTum, oreT ocraje 3aroHeTHO MUTAE: OTKY/| HEIPeOPOjiuBa GECKOHATHOCT (KOHTHHYYM )
npocrop-Bpemena? Ha oo hemo ce BparuTu KacHuje.

[Tope mpeTxXoaHO pedeHor, caMO HENPEKUTHU OIEePATOPU UMAjy JucCKpemar Cnexmap.
Kako 3a 6a3He BeKTOpE y3MMaMO COIICTBEHE BEKTOPE (CIIEKTAap) TO je HENPEKUHOCT JIOMEHa
HEOITXOJaH YCJIOB KBAHTOBamba (pU3MIKux ocobmHa. Kao mro hemo BuaeTn, MaTreMaThKa
BEKTOPCKUX IIPOCTOpPa OTKPHUBA CBOjCTBA MUKPO-CBeTa (PH3UKE KOja HAM MOLY H3LJICIATH
HEOUEKUBAHA OJ] TAKO jeHOCTABHUX MOCTABKHU U3 JIC(PUHUITIjE€ BEKTOPCKOT IIPOCTOPA.

3a smHeapHe oreparope 1 u Sy n-IMMEH3UOHAJIHOM YHHUTAPHOM IIPOCTOPY V KarKeMo
J1a cy npudpyorcenu WIn 0YaaHy OIEPaToOpu ako je

(T(x)ly) = (2|S(y)), (1.217)
3a cBe T,y € V.
Jlema 1.2.66. 3a auneapar onepamop T nocmoju camo jedar npudpysrceru onepamop.

/loxas. Heka je T nuHeapaHn orepaTop U IPETIOCTABUMO Ja IIOCTOj€e /IBa PA3/IMYUTa JIMHEAPHA
ouneparopa S1 u Sy ca ocobunom (1.217). Tana umamo:

(T(2)ly) = (z[S1(y)) = (x|92(y)),
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(z]S1(y)) — ([S2(y)) = 0,

a KaKO Ta jeJHAKOCT BayKU 3a CBAKO X,¥y € V Ouhe

S1(y) = S2(y) =0,
mITo 10 AeUHUIUjU orepaTopa 3Hadu S = S9. OJ

300r jeIMHCTBEHOCTH, IPUIPYKEH OIIEPATOP JUHEAPHOT omeparopa 1 03HAIaBaMO ca TT,
a 300r JmHEapHOCTH J10BOJbHO je nucaru T ymecro T'(z). Iloacerumo ce ma emo ca L(V)
O3HAYUJIN CKYII CBUX JINHEAPHUX OIIEpaTOpPa KOju BEKTOPe n3 V IPEC/INKaBA Y UCTU WJIA HEKU
APYTH BEKTOPCKU IIPOCTOP je/IHAKO JTUMEH3UOHAJAH, & Taj CKYIl CMO MPENO3HaIn KA0 HOBU
BEKTOPCKU IIPOCTOP.

Teopema 1.2.67. Hexa je V sexmopcru npocmop u nexa cy A, B € L(V) ca npudpyorcenum
onepamopuma pedom A’ u BT, Tada je:

i. Alecr,
ii. (AN =A,
iii.  (ANA)T = AT AT, (1.218)

iv. (A+B)' = A+ BT,
v. (AB)'=BTAT

3a cee nomenyme onepamope A, B u cee ckanrape .
/oxas. i. 3a IpoU3BOJ/bHE BEKTOPE T, U,V U CKAJape «,  BaXKu:
(z|AT(qu + Bv)) = (Az, au + Bv) = a* (Azfu) + B* (Ax|v) =
= o (x| ATu) + % (x| ATv) = (z|aATu + BATY).

To je noxas smmneapuocru u Al € L.

11. Cienu us:

(|(ANTy) = (Alaly) = (2]Ay),

a oTya TBpheme.

11t. 3a x,y € V umamo:

(#|(AA)Ty) = (AA)zly) = X (Azly) = X (] Aly) = (z]\"Aly),

a oTyda TBpheme.
1. 3Ba x,y € V umamo:

(z|(A+ B)'y) = ((A+ B)zly) = (Az + Bzly) = (Azly) + (Baly) =
= (2]ATy) + (2| BTy) = (z|ATy + Bly) = (z|(AT + BY)y),

a oTyga TBpheme.
v. Ako je z,y €V, onma je:

(ABzly) = (Bz|Aly) = (z|B'ATy),

a ca JIpyre CTpaHe je
(ABzly) = (2|(AB)'y).

Oryna TBpheme. O
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YV CBaKO/IHEBHOM I'OBODY P€Y UHBGPUJGHMHOCT, 3HAYN HEIIPOMEHLEHOCT 114, Ha IPUMED, Y
buoJioruju kaxkemo ,«popma hesujcke jeobe ocraje nHBapujaHTHA . Y MaTeMaTHUIM, HHBADU-
janTHa (DyHKIMja WK BEJMYUHA je OHAa UHja IOCMaTpaHa OCOOMHA OCTaje HEIPOMEheHA
HaKOH IpuMeHe jiare Tpancdopmaruje. Ha npumep, noBpinmHa TpoyIJia je HHBAPHjaHTHA
Ha W30MeTpHje eyKJauicke paBHu. Y dusuiu, MakcBesoBe jeHaunHE Cy WHBAPUjAHTHE
na Jlopenmnose Tpancdhopmarje. OBje, JuHEApHU OIEPATOP je WHBAPUjAHTAH HA JIATU
IIOTIIPOCTOP, aKO BEKTOP U3 TOI' MOTIPOCTOPA IIPEC/INKABA Y UCTU IOTIPOCTOP.

Teopema 1.2.68. 3a ceaxu Aureaphu onepamop A Komnaexchoz yHumapHoz 6eKmopcroe
npocmopa V dumensduje n nocmoju 6ap jedar nomnpocmop dumensuje n—1 xoju je unsapuja-
Hmar y oonocy Ha A.

Zloxas. Tlocmarpajmo omneparop At Kako je mpocTop V KOMILIEKCaH, MOCTOju Oap jemaH
concrsenn BekTop x omeparopa Al sa xoju Baxu Afz = Az, Jlokaxkumo ma je n -1
JUMeH3nOHAHN moTipocTop U, KOju ce cacTOoju OJ CBUX BEKTOPA KOjU Cy OPTOTOHAJIHU
Ha z, uHBapujanTan y oguocy Ha A. Axko u € U, rana je (ulr) = 0, ma umamo (Aulx) =

(ulATz) = (ul\x) = 0, a orya Au e U. O

Mpumepn Xunbeptosux npoctopa

1) Kommnekcun npocrop la (mim C}). Enementn oor mpocropa cy GeCKOHaUHE cepuje
KOMIIEKCHUX 6pojeBa = = (£1,&2,...), y = (N1, M2, . .. ) 9uju KBaJpaTu 36MPOBA KOHBEPIUPA]Y,
ca Hopmama (pedununmja (1.2.48)):

) 0o
=], = kzl [€kf* < +o0,  [yllZ, = kZl|?7k|2 < +oo0.

JemnakocT

(zly) = > s (1.219)
k=1

IPEJICTaB/ba CKAJTAPHU MPOU3BO/L.
2) TIpocrop dbyukmuja lo(T). dar je npoussosban ckyn T’ 9uju eJIeMEHTH CYy KOMILIEKCHE
ne-aysa dbyukuje x(t) Ha HajBuIIe TPeOGPOjUBO MHOIO Tavaka t € T Tako /1a

l2 13,y = 2 le (@),
teT

kouBeprupa. CKaJapHH IIPOU3BOJI je JeUHUCAH HU3Pa30M

(zly) = 3, =" ()y(?). (1.220)

tel

Cpaku Xmi6epToB IpocTop je uzoMopdaH ca OBUM 34 HeK: 1.

3) IIpocrop Lo xomiuiekcHux dynkuuja z(s) peduHucannx Ha cKymy S ca aJuTHBHOM
[O3UTUBHOM MEPOM /4 JJATOM Ha 0-aJredpH MOJACKyIa 0/l S Koje Cy MepJbiBe U UMajy WHTerpa-
OmJIHEe KBaJIpaTe MOIYJIa

Hx”%Q = /S lz(s)[2 dp(s) < +oo.

Amnasiorto, ckajgapHu IpoOU3BOJ, je
(alo) = [ *(3)us) ), (1.221)
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a je u oBaj mMpocTop XuJI0epTOB.

[Tpocrope Iy u Lo yBeo je y MaTeMaTuKy U IpoydaBao XuabepT y CBOM OCHOBHOM PaJLy
[20] Ha Teopuju mHTErpasHUX jenHAUMHA U OeCKOHAYHUX KBajparHux dopmu. ledununujy
XuabepToBor MpoCTOpa, JATU CY HojMa}@ [21], PI/I@ [22] n CTOy}@ [23], kama cy cucrema-
TCKHU TIOCTABUJIK OCHOBE T€ TeOpHje.

4) Cobomer™|mpoctop W(2), koju ce Taxohe osnadasa ca H ;). To je mpoctop dbymkmnmja
f(x) = f(x1,...,2,) HA (0OUYHO OTBOpeHOM) cKymy {2 ¢ R™ Tako ja cy p-Ta HOTEHIHU)a
(1 < p < o0) amcomyTHe BpeHOCTH f U IbeHE TeHepaJsncaHe JepuBalyje 10 yKpydyjyhu peaa
[ uarerpabunne. Hopma dyukuuje f € Wé(Q) 3ajlaTa je ca

n
I flw =2 1D L, a=3 ax, (1.222)
&8 k=1
rJie Ccy JiepuBalinje
o“f 0
Def = D°f =/,

aoa1 o .on?
Oz ...0xy"

Ca HOpMOM
1/p
ol = ([ w@Pds) . (ep<o).

VY citydajy p — o0 0Ba HOpMa IIOCTaje
|lLe = inf [ (z)],  (p=o0),
xeQ)

Tj. HajBeha Jl0ma I'PAHUIA JIATOI CKYIIA.

5) Xuibepros poctop H1 GyHKIMja ca BPEIHOCTHMA Y HCTOM XHUJIOEPTOBOM IPOCTODY.
Har je neku XujbeproB mpoctop H ca cBOjUM CKaJIapHUM IIpou3BoioM (z|y) rae cy x,y
BEKTOPHU TOT TPOCTOpPa. 3aTuM, npoussosbad jomed ) ¢ R™ dyuknuja f(x) € H koje cy
Bowmnep mepause [24], tj. maTerpabuine ca BpegHocTuMa y XujibepToBOM IPOCTOPY a KOje
npunaiajy GaMuanju T3B. jaKnx umHTerpasia. MuTerpas xpajparta HopMe THX (DYHKI]a
KOHBEPTHPA

/ £ (2)|Pde < oo,
Q

y emuciy Jleberose (wiu cimune) mepe Ha 2. Kaja nedunuinemo HOBU CKaJlapHU ITPOU3BO/,

(f(@)lg(x)h =/Q(f(if)lg(93))dfv (1.223)

Ha CKYIly TUX PYHKIHja, 1001jaMo HOBU XUIOEPTOB MPOCTOP Hq.
6) Ckyn KoHTHHYa/HUX ,,Bop ckopo-tlepuognanux’ dyukimja [25], Ha peannoj ocu dop-
MUpajy Mpeji-XujaIbepTOB IIPOCTOP €& CKAJAPHUM IIPOU3BOIOM

T
EO) = Jin 2 [ @) dr (1.224)

Ersucrenmnuja oBor simMeca JoKadyje ce y TEOPHUjU CKOpo-iepuoandaux byukimja. OBaj
pocTop ce KomiieTupa y Kiaacy B2 (Becukosuuese ckopo-tepuogmine byHKImje).

82 John von Neumann (1903-1957), Mabapcko-aMepUuKy MATEMATHIAD.
83Frigyes Riesz (1880-1956), mabhapcku maremarngap.

84Marshall Harvey Stone (1903-1989), amepuykn MaTeMaTuIap.
85Sergei Sobolev (1908-1989), pycku MaTeMaTHyap.
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Mmuore ox oBux u CaAnYHEX (POPMU KOPUCTHUMO Y KBAHTHO] MEXaHUIIMA, jep HIAK TO
Cy CaMoO pelpe3eHTallje AICTPaKTHOI BEKTOPCKOI IIPOCTOpa, Kao IITO Cy TO W IOjeIuHa
KBaHTHa cTamba. CBako KBAHTHO CTame ca JIaTuM OpojeM JuMeH3uja, OpojeM (JIMHeapHO)
HE3aBUCHUX (PU3MIKUX CBOjCTaBa, €KBUBAJEHTHO je 0 m30MOpdu3Ma ca CBAKOM JIPYrOM
pelpe3eHTaIljoM BEKTOPCKOT IIPOCTOPa, Koja Takohe uma matu 6poj aumensuja. Crynuparse
KBaHTHHAX CTakbha MMOMONY allcTpaKTHOT BEKTOPCKOT IIPOCTOPa He UJIE 1asbe O M30MOopdu3ama.
CBe mpeko Te I'paHMIlEe BUIE HHUje CTBAp CaMHUX allCTPaKIfja MareMaTuke, Beh mocraje
KOHKPEeTHa MaTepujajHa (PU3nKA.
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1.2.6  VHuTapHu onepatopu

[ogpazymeBamo ma je V yHUTapaH BEKTOPCKH MPOCTOP U ja je L BEKTOPCKU MPOCTOD
JIMHEeapHUX omepaTopa ca gomeHoM V. IlocmaTpamo omepaTope TOr TpocTopa Koju ce, UTPOM
pedn aju JOOpUM JIEJIOM U CTBAPHO, HA3UBAjJy yHUTApHU (jeJIMHIYIHME).

Hedunnnnmja 1.2.69 (Hopmanan oneparop). Axo onepamop N € L womymupa ca cebu
npudpyorcenum onepamopom N1, axo NTN = NNT, mada N nasusamo nopmanan onepamop.

Caneneha jiema yTBphyje Ja cy C/imKe BEKTOpa JI00MjeHe HOPMAJHUM U HEeMY JIyaJTHIM
OTIEPATOPOM HUCTHUX ,MHTEH3UTETA. 3aTWM JOKA3YjeMO Ja CIEeKTap HOPMAJHOT OMepaTropa
YUHE OPTOIOHAJHU BEKTOPHU, U OOPHYTO, Jia CBaKa OPTOrOHAJHA 0a3a IIPEJCTaB/ba CIEKTap
HEKOT' HOPMAJTHOT OTIEpaTOpPA.

Jlema 1.2.70. Axo je N :V -V nopmanan onepamop, onda |NTv| = |[Nv| sa cee v e V.
Joxaz. [NTo> = (NTo|NTv) = (NNTofo) = (NTNwjv) = |[Nv|?. O

Jlema 1.2.71. Hexa je N : V - V nopmanarn onepamop. Axo je v € V concmeenu exmop
onepamopa N ca concmeerom épednowdiy X, onda je v concmeenu eexmop u onepamopa N1
ca concmeenom epedrnowhy . Jdpyeum pewuma: Nv = v = Nv = \v.

Aoxas. Axo je N HopMmaJiaH onieparop, oHjia je Takas u oriepaTop N —Al. IIpema mperxoaHoj
semur, mvanmo |[(N = Aw| = [(N = A)Tv| = |NTv - A*v|. Kako je Nv = \v seBa crpana je 0 ma
je u necua crpana 0, mrro spadn NTv = \*v. OJ

Teopema 1.2.72. Concmsenu 8eKmMopu HOPMGAHO2 ONEPAMOPA KOJU 00208GDAJY PA3AUMUINUM
CONCMBEHUM BPETHOCTNUMG JECY OPMO20HAANU.

Zoxas. Heka je N € L HOopMaJaH omepaTrop W HEKa Cy V1,V € V COICTBEHW BEKTOPHU
omeparopa [N TakBHU Jia je:

Nuvp = )\11}1, Nuvg = )\21}2, )\1 * )\2.

Tana je:
Aa{v1lva) = (v1|Agv2) = (v1|Nvg) = (N [vg) = (Afvifva) = Aa{vrfva),
(A2 = A1) (vifv2) = 0,
<v1|7)2> = 07
jep je 1o MpeTHoCTaBIu Ay # A1. OJ

Ha Baxku u (Ckopo) 06pHYTO TBphErme 0OJ1 IATOr y TEOPEMHE, 33 KOHAYHO JIMMEH3UOHATHE
pocrope, Kaxe ciejeha jgema.

Jlema 1.2.73. Csaxa xonauwha opmoz2onasna 6a3a npedcmasoa concmeeHne 8eKmope Hexoe
HOPMAAHO2 ONEPAMOPa.

Joxas. 3a oproroHayiHy 6a3y vi,v2,...,U, € V jgeduHummMo juHeapan omneparop L € L
TaKo 1a je Lvp = A\pvg, Tae cy A\ ckajapu, peaom 3a k=1,2,...,n. Tazxa je:

LT L = LY Owor) = Au(LTog) = MeAjvg,  LLTop = L(Afog) = Ap(Log) = A Aevk,

3a cBaku k = 1,2,...,m, na u3 AgA; = A\p g, ClleIl KOMyTaTUBHOCT OIepaTopa, L'L = LLT,
IITO 3HAYM Jia je L HOpMaJiaH onepaTop. O
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IIpumeTrnmo n1a je muHeapHu oneparop L € £ HopMaJiaH aKO BaxKu OUJIO KOja 01 je THAKOCTH
LtV =L, Lt =-L, wan L' = L™'. Oryna cieneha mozesna HOpMATHIX OIIEpATOpA.

1. Cebu-puapy»keH i Xepmumkcu onepamop je onaj 3a koju saxu L = L. To cy
HOPMAJIHU OIIEPATOPHU Ca PEAJHUM COICTBEHUM BpejHOocTHMa (eigenvalues).

2. Koco-mpuapy»KeH win xkoco-Xepmumeku onepamop je ouaj 3a koju saxku L = —L.
To cy HOpMAaJIHU OIEpATOPH €A UCTO UMATHHAPHUM COIICTBEHUM BPEIHOCTUMA.

3. JemMHMYHM un yHumMaphu onepamop je oHaj 3a xoju saxku LT = L71. To cy
HOPMAJIHH OIIEPATOPHU YHje Cy COICTBEHE BPEIHOCTH KOMILIEKCHH OPOjeBU je IMHIYHE HOPME.

YHuTapHU OlepaTopy UMajy jOI HEKOJUKO BAaXKHUX OCOOMHA.

Jlema 1.2.74. Hexa je L€ L un=dimV. Caedeha mepherwa cy exsusarenmma:
(a) L je ynumapan.
(b) (Lz|Ly) = (z|y) 3a cee sexmope x,y€V.
(c) |Lv| = |v] 3a cee sexmope v eV.

Joxas. Axo je tauno (a) ouma je LT = L7, ma je:
(La|Ly) = (LT Laly) = (L™ Laly) = {Izly) = (ly),

mro 3Haun Ja je rauno (b). Ako je rauno (b) onma je (Lv|Lv) = (v|v), mro je 3ampaso (c).
Konawmo, axo je Tauno (c) omma je (Vv € V) (vfv) = (Lv|Lv) = (LT Lo|v), urro smauun L1L = 1,
a 1o je (a). O

Teopema 1.2.75. V xomnaexchom 6exmopckom yrumaprom npocmopy V 3a c8aKu HOPMAAAH
onepamop A nocmoju opmonopmupana 6asa B koja ce cacmoju 00 concmeenur 6exmopa
onepamopa A. Mampuua A onepamopa A je dujazoHarHa MaMpuua.

Hoxas. Heka je ay comcrsenu sexkTop omeparopa A. Oszmauumo ca Vi ¢ V normnpocrop Koju
je opToroHaJiaH Ha BEKTOP a1. AKO je A1 COICTBeHa BPEIHOCT KOja OJINOBapa BEKTOPY a1,
nakie Aay = Aaq, u ako je x € Vi, Taza je:

(a|Az) = (ATay|z) = (Xar|x) = Mi{ai|z) = 0.

IIpema Tome, uz x € Vq ciequ Az € Vi, mro 3Haun na je Vi MHBapujaHTaH IOTIPOCTOP
npocropa V y ogHocy Ha omeparop A. Oryna, y npocropy Vi moctoju 6ap jegaH COICTBEHU
BekTop omneparopa A. Ozmauumo ra ca ag. Heka je Vo = {ag}* npocrop okoMuT na BeKTOp
az u V5 =V; nVy. Hero kao 3a Vi gokasyje ce n Vi HHBApHjAHTaH IOTIPOCTOP Y OJIHOCY
Ha omeparop A. 3aro je m Vi mHBapujaHTaH HOTIPOCTOp y OJHOCY Ha oneparop A ma n
OH caapxku 6ap jejgaH comcrseHn BeKTOp az oneparopa A. Heka je Vi = {ag}t u Vi =
V1 nVynV;3. Hacrasbajyhu oBaj mocrymak J01a3uMO OO MHBAPUJAHTHOL IIOTIPOCTOPA
V.1 =VinVan---nV,,_1 KOju cajpKu COLCTBEHN BEKTOP dy,. Crasmajyhu V, = {a;,}*
KOHAYHO H00mjaMo

VvV, =VinVyn---nV,, =2.

Tume cy UCIPIUBEHN CBU COIICTBEHU BEKTOPH (1, A2, . . . , Uy, & OHU CY 110 CBOjO] KOHCTPYKITUjU
oproronajiau. Heka je
ag
er=—, k=1,2,...,m,
]
nokazahemo na je B = {ej,ea,..., e, } oproHopMupana 6a3a yHurapHor npocropa V.
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Kaxko cy BeKkTOpH €, OpTOHOPMUPAHM, OHM Cy JIMHEAPHO HE3ABUCHMU, I1a, ce CKyIl B Moxke
npoxyxkutu 10 6aze By npocropa V., rue je By = {e1,€2,...,em,b1,b2,...,bs}. Tana ce
MIPOU3BO/bAH BEKTOP T € V MOXKe jeIHO3HAYHO U3PA3UTHU Kao JIMHeapHa KOMONHAIja BEKTOPa
baze Bi:

.’L’=a1€1+052€2+"'+Oém€m+51b1 +52b2+-"+55b5.

Heka je y = 81b1+082b2+: - -+sbs 1 mokazkumo na je y = 0. Kako je oy = (zleg) (k=1,2,...,m),
UMAaMO:
x = (zler)er + (zlea)es + -+ + (zlem )em + v,

y =z~ (zler)er — (wlea)ea — - — (xlem)em,
(ylex) — (zler) =0, k=1,2,....m.

Hakiie, y je oproronayso Ha e 3a k =1,2,...,m, mro 3Haun na je y € Vi (k=1,2,...,m),
a je 3aTo
m
Y € m Vi =2,
k=1
Tj. 3y = 0. To 3HAYM Ja ce MpoOM3BOJbAH ejieMeHaT x € V MOXKe M3pa3uTu Kao JMHeapHa
KoOMOMHaIIja eeMeHaTa cKyna B; na je B 6a3a mpocropa V.
Heka je A\p colcTBeHa BpPEIHOCT KOja OATrOBapa COIICTBEHOM BEKTOPY ek. lama je Aep =
Ak€p U OTYIA
A1
A2

Am

To je mujaromanma maTpuiia oneparopa A. OJ

VY cKJIaJy ca CTaHOBUIITEM J1a (DU3UUKe OCOOMHE Pasalliiby BEKTOPCKH IIPOCTOP (TavHuje:
pelpeseHTaIyjy) KBAHTHOD CTalba U IMOCEOHO Jla MX MOXKEMO CMATDPATH OPTOHOPMUPAHWM
0a3HUM BEKTOpHMa, OBE TEOpEMEe TBpPJE Jia CBAKO KBAHTHO CTAlb€ MMa CBOje HOPMAJIHE
oneparope. Kako cy jimHeapHu orepaTropu eBoJiyIyje (CIIOHTaHN PA3BOji KBAHTHOD CHCTEMA)
uam cy upojekimje (Mepema 003epBabin), TO Cy HaMma 3a caja HAJIO3HATHjE [IPOMEHe Ha
KBaHTHOM CTamby — YBEK OHE KOje Cy IOBpaTHE.

[IpBo, TO 3HAYM Ja ce 3aTBOPEHN KBAHTHU CHCTEM MEIha TaKo Jia dyBa mHMopManmjy. A
TO W HUje HeKa HOBOCT, TIa CaJla IPEJICTaB/ha CAaMO HE3HATHY IMOTBPIY MPETXOTHUX MTOCTABKH.
Jlpyro, To 3HaYu Jga KaJa TOJ UMaMO XOJI HEKOI KBAHTHOT CTama y OyayhHOCT, y OIHOCY
Ha Hac OJHOCHO y OIHOCY Ha ypehaje Kojuma mpaTrmmo Taj pasBoj, YBEK IIOCTOJU M HEKO
CTAHOBUIITE ca OOPHYTUM CMepoM TOoka Bpemena. Pusznka xunorerudku Beh rmozHaje TakBy
,beasHocT", ca OOPHYTUM TOKOM BpeMeHa (PeIyMO MO3UTPOHA Y OJHOCY HA €JIEKTPOH ), aJii
OB/JIe MMa jOIII HEIITO.

[Tonceham, kama Garumvo HOBumh Ja OW JOHEIM HEKY OJUIyKY, Wi ce (00jeKTHBHO)
CJIYYajHO JeCU HEKU UCXO/] O] Kojer 3aBucu Haitra OyryhHoct, m3bopom Oyayhuoctu A ymecto
oynyhnoctu B ynaszumo y jenHy on Moryhmx mapajeaHux peajHOCTH. JacHOo je Ja cy
dusnUKM 3aKOHM WHBapHUjaHTHU HAa TakBe um300pe W Jia Cce CBe KOJIMYWHE, 3a KOje BaxKe
busMuKM 3aKOHU OflpXKama, JAYIUIpajy (MyJaTumMimpajy) y peaaHocr A u peasnocr B.
36or mcTHX 3aKOHA OJpXKakba HEje Moryha koMmyHuKanuja mamely peammoctun A m B, ma
HAKO OHE MMA]y 3ajeIHUYKY IPOILIOCT, TEIKO jé TOBOPUTU O (PU3MIKUM peasHoCTuMa A u
B, maga oHe 3a MaTeMaTHUKy U HUCY HECTBapHE.
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SaHUMJbMBE TIOCJIEIUIE HABEJIEHUX TeopeMa Jiojia3e U3 TBphema Jia MOoCToje MHBEP3HU
omneparopu. OHO HITO je 3a jeJIHOT MMOCMATpada y BPEMEHY peasin3aliija HEU3BECHOCTH Y
uHpOPMAIHjy, TO je 3a HMHBEP3HOI ,peajnsaruja’ uHdopmalnje y HensdpecHocT. OmepaTopy
KOJjH je oIBeo ,Halle" MPOILIO cTame y ucxone A u B, uasepsan je oneparop koju hie Ta nBa
CTarma TPETUPATH KAO HEM3BECHOCTU Koje he KojabupaTu y jeHy Ofl ,HAIUX HEU3BECHOCTH
JOoXKUBJ/baBajynn mx Taja Kao m3BecHOCT, Tj. undopmarujy. Hapasno, To je cama camo
IIOTBP/Ia OHOT' Pa3MUIL/bakba Ca KOJUM je oBjle Beh KoMmeHTapucan Kjyour.

Mpuapy>xeHa maTpuua

Heka je B = {e1,e2,...,e,} jesHa oproHopmupana 6a3a YHUTAPHOL N-JIUM BEKTOPCKOD
npocropa V, a Heka je L € £ InHeapHH OlepaTop Haj BEKTOpHMa Tor mpocropa n LT memy
npupyzken oreparop. Ha ocHoBYy Teopeme 6uhe n LT suneapuu oneparop max V.
3a MaTpuUHe perpe3eHTallije OBUX oleparopa y 6a3u B Ba)ku pejioM:

L= (a,uu)nxru LT = (5yu)nxna

Lej = ajjer + ajgeg + -+ + aqpey LTey = Brier + Biaea + -+ Binen
Les = agrer + agaen + -+ + aopey Lley = Barer + Bazea + -+ + Paney
e e
Ley, = apre1 + apgea + -+ + Qppén, LTen = Bnlel + 671262 R o Bnnem
(Leylen) = awp, (LT@u|eu> = Buv,
pestom 3a mHuekce pu, v =1,2,...,n. Oryna, nape:

(LTeuley) - <eV]LTeM)* = (Leyleu)”,

Buv = O‘;;u

IIITO 3HAYIN

LT = (L*)". (1.225)

JIpyruM pedmnMa, pelpeseHTalije JMHeapHOr W HheMy Hpuapykeror oneparopa, L u LT, cy
PeJIOM MaTPUIA U HOj NpHUIpyzKeHa (KOHjyroBaHO TPAHCIIOHOBaHA) Marpuna, L u L.

Jame je morylie nokasarn 1a je npuapysusambe L — LT nenpexumo, na kousepremmpuja
unsa L, oreparopy L moB/iadnm KOHBEPIEHIIUjy HHU3a LIL onepaTopy LT, U HapaBHO, aKO
je A cBojcrBeHa (Tj. CONMCTBEHA) BPEJHOCT omeparopa L, oHma je \* CBOjCTBEHA BPEIHOCT
oneparopa L.

Tpancdopmauuja base

Heka je B’ = {e],¢€),... e/} npyra 6a3a ucror npocropa. Bekrop = € V npukasan y ose
nBe baze mMahe pa3andInTe KOMIOHEHTE:
&1 3
. !/ .
X(e) =1 ) X(e ) =1
&n &n
TaKo J1a je:
n n
!/
v=) &ej, T= ) ey (1.226)
j=1 k=1
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JIBa cucrema ckamapa (&) u () nmpeacraBibajy HCTH BeKTOp . IlocTaB/baMo MUTaHE KAKBA
je Be3a m3Mel)y OoBUX KOOpAUHATA?!
Hexka je L nuneapuu omeparop ca CBOjCTBOM /[ia je

ep=Ter =Y tire; (k=1,...,n). (1.227)
j=1

Kako T mpeomm 6a3y y 6a3y, TO OBaj CHCTeM jeJHAYNHA WMa jeIWHCTBEHO peIlerbe, Ia
kaxkemo ja je T' pezyaapan onepamop. Ca (1.226) caja umamo:

n n n
Siei- et~ £ S

uM:

216 = X tiwcrle; =0
j=1 k=1

a KaKoO 6a3y B quHe JII/IHeapHO HEe3aBUCHU BeKTOpI/I, nMaMO
n
!
&=tk (1.228)
k=1

omnocno x(e) = T(e)x(e’) mm x(e') = [T(e)] 'x(e). Tume je nokasam ciemehu cras.

Teopema 1.2.76. Hexa cy (e) u (e') dee 6ase y npocmopy V u T onepamop xoju npey
npesodu y dpyey ca (1.227). Tada je x(e') = [T(e)]'x(e), 2de je T mampuua onepamopa
T y 6asu (e).

Hakon kommosunuje, mpomene 6ase oneparopoM 1’ Ia OHJIa OIIepaTopoM S, HajHOBHja Ce
baza mo0mja u3 mosasHe momohy omeparopa W = ST, a koopuHaTe BEKTOPa & Y HAjHOBHU]O]
Gas3; U3 KOOpIMHATA TOTa BEKTOPa y cTapoj 6asu nomohy marpuue [S(e')] [T (e)]™t. Hpu
tome je T(e) marpuna oneparopa Ty 6azu (e), a S(e’) marpuna oneparopa Sy 6azu (e').
Herapauje o oome norsienajre y [26].

Ilpumep 1.2.77. YV npocmopy xeadpamnuxr nosuroma no t, cmapy 663y wume 6eKMOPU
e1 =1, ea =t ues =t a nosy 6asy sexmopu e = 1 +t, ey =t+t*> u ey = 1+t>. Hahu
onepamop T w3z (1.227) u rwume eexmop =3 —t — 2t2 Y H060j 6a3u.

Pewerve. Imamo pemom:
el =Tej =ej +e2
eh=Tey=es+e3
et =Tes =ej +e3,

101 TR
T(e)=[1 1 0] < T()'t==[-1 1
2
01 1 1 -1 1

BexTop z = 3 — t — 2t? mma KoopauHATE:

3 2
z(e)=|-1], «(¢) =[T(e)] 'z(e) =
-2 1
Hakie, x =2(1+t) = 3(t +1%) + (1 +t?) je npuxas BekTOpa T y HOBOj Ga3m. O
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MaTpuue y 6asama

Teopema 1.2.78. 3a dame 6ase (e) u (€') npocmopa V ca onepamopom T us (1.227) u ca
npoussownum onepamopom A € L(V) je

A(e) = [T(e)] ' Ale)T(e), (1.229)
2de cy A u T mampuue npedcmas.wene y nasederum ba3ama.

Jloxas. Y crapoj 6a3u (€) 3a jennaunny y = Az uMamo:

n
Aej = 2 A€k,
k=1

n n n n
> ek = ), Aej = 3 (3 angéjer,
k=1 j=1 k=1 j=1

n
Ne = agéj,
j=1

nm marpudno y(e) = A(e)x(e).
Y HoBOj 6aszu (e') ucra jennaunna y = Ax nocraje marpuana y(e') = A(e’)x(e’). Kako
je mpema nperxonnoj Teopemu z(e) = T(e)z(e’), 3a npoussossan BekTop 2z € V, nobujamo:

T(e)y(e’) = A(e)T(e)x(e"),
T(e)[A(e")x(e")] = A(e)T(e)x(e"),
T(e)A(e") = A(e)T(e),
A(e') = [T(e)] " A(e)T(e),

a TO je OHO IITO je TpebaJio JOKa3aTH. O

[Tpumenumo s oBy Teopemy Ha omneparop 1', mobujamo T(e') = T(e), 1j. marpuna
oneparopa T Koja Bexke Gase ucra je y obe 6aze. Mehyrum, 6ulie A(e’) = A(e) ako u camo
axko oneparopu A u T xomyrupajy, AT = TA. pyrum peunma, ako omneparop 1 mpeBoau
jenHy 6a3y y apyry, omeparop A y Te jiBe 6a3e HUje IPEICTAB/HEH UCTOM MaTPUIIOM aKKO Ta
JIBa ollepaTopa He KOMYTHPA]y.

Ha npumep, pasmMorpumo orrepaTop I0JIOXKaja U OIepaTop MMILYJICA Y Pelpe3eHTaIdjn
oJIoYkaja KBaHTHE MexXaHuke. JlesoBameM omeparopa Iojioxkaja & MPOMEHOM BPEIHOCTU
allCIICe Mea Ce WMMILYJIC P, alCIiCce, ITO 3HA4YU Ja je TP, + Pp&. OOpHYTO, pernumo
[IpOMEHaMa, OPJIMHATE OIEPATOPOM TOJIOXKAja § HE MEHha Ce MUMITYJIC JIy?K AICIUCE Py, IITO
3HAYN Ja je Py = Py. 1o je y ckiamy ca XajseHOEProBUM peAGuujama Heodpeherocmu.
Ca cranoBuITa mpoImupemna ckagapuor npoussoga (1.115) ma xomymamopcku npouseod
BEKTOpa U TyMaderma KOMyHUKAIMje TUM IIPOU3BOJIOM, HeMa pa3Mmene nHdopMaruje udmehy
9y 1 p. HekoMyTaTuBHU ollepaTopy MPEICTAB/bAjy Y3ajaMHO HE3aBUCHE BEJININHE.

IIpumep 1.2.79. Iocmampajmo npocmop, base u onepamop T us npownoe npumepa|1.2.77.
xao u eexmop x. Axo je D onepamop depusuparsa, nafiu eexmop y = Dx.
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Pewere. Uz nepusanuja De; =0, Des =1 u Deg = 2eq, ciiein MaTpuIia

010
D(e)=]0 0 2
0 00

VY 6asu (e') oBoM oneparopy mpuiaja MaTpUIA

11 S1\(0 1 0\(1 01
D(6’)=[T(e)]‘1D(e)T(e):5 -1 1 1|fo o 2|f1 1 of,
1 -1 1)\o o oJ\o 11
1 3 2
o1
D()=5(-1 1 2
1 -1 -2

Tako 3a = = 3 -t — 2t? umamo y = Dx = —1 — 4¢, oanocno y(e) = (-1,-4,0)7, a y(€') =
D(e")x(e') = (—%,—%, %) = —g 1+t) - %(t+t2) + %(1 +12). O

HunjaroHanusaymnja matpuue

Teopema Kayke Jla CBAKW HOpMaJaH omepatop A y HEKOj OpTOHOpMHUpPaHO] 6a3n
[peJIcTaB/ba JujaroHajiHa Marpuina. Jpyrum peunmma, marpuma A Turma n X n ce MOXKe
JUjaroHaJIU3UPATA aKO W CAMO aKO UMa 7 JIMHEAPHO HE3aBUCHUX BEKTOPA.

Ha npumep, comcrBene BpeHOCTH A U COIICTBEHE BEKTOPE X MATPHUIIE

2 6
A:(O _1) (1.230)

HaJIa3uMO H3:
2-) 6

O:det(A—)\I):‘ 0

‘ = (2 _)‘)(_1 - A)v

ofakiyie A\j =2 u Ag = —1. Yepmrasajyhu ux pegom y jennaunny (A — A\gI)xy = 0 uznasu:

) =)

[ITO Ce JIAKO TpoBepaBa (MATPUYHMM) MHOXKEIeM. 3aThM (GOPMHUPAMO, HHAYE pPeryJapHy,
marpuity Tpancdopmanuje, T = (X1, X2), AeTa/bHuje:

vy 7))
A A e I A

Marpuna A’ je qujaroHajina u cimdHa MaTpuiy A.

Concreenn Bekropu aujaronasnne marpune A’ cy e] = (1,0) u e, = (0,1), jep je Tana
A’e] = 2e] u A’e, = —e},. Onu uune apyry 6a3y (e') y Kojoj je mpukasana MaTpHIa
oneparopa A. Tu uctu BekTopH y pBOj 6a3u (€) Cy U Jla/be CONCTBEHN BEKTOPU OIEpaTopa
A, amm npegcrasbenor mMaTpunioM A.  CONCTBeHM BEKTOPH Cy jeJMHH YHjU ,IpaBail’ ce

3a KOJy BaKH:
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HE Memba JIeI0BabeM IbHXOBOT Oolleparopa, ma BaxkKm AX = AX 3a KBajpaTHy marpuily A
U MaTpHUIly-BPCTy X, 0be mpejcrasibere y npsoj 6asu (e). IIpema reopemu Taja je
COIICTBEHU BEKTOP X} IPOIIOPIIMOHAJIAH Ca Te;g 3a k =1,2. Oryna, Mmarpuiia TpancdopMarmje
upBe y apyry 6a3y je zamcra T = (x1,X2).

HapasHo, ncro ciequ m u3 Teopeme n3a KOje CMO NPUMETH/IN Jia je MaTpUIla
omeparopa 1’ Koju TpaHcdopMuUIlle IpBy y Apyry 6a3y, ucra y obe 6aze. Takobhe, kKako Baxkn
nejeqaakoct A’ # A To omeparopu A u T HE KOMyTHPA]y.

CanyHoCT 1 ekBMBaneHymnja

Hedunnnmja 1.2.80 (Cinune marpure). 3a dse keadpamne mampuue A u B ucmoz peda
n Kaoicemo da cy caruume axo nocmoju peeysapra mampuua T maxea da je B = T-LAT.

Amnastorno, 3a nBa omeparopa A u B Ka)XeMo Jia Cy CAUYHH, aKO MOCTOJU Peryaapan
omeparop T taxas 1a je B = T ' AT. Tloapasymesa ce [a je BEKTOPCKH ITPOCTOP HAJL HCTUM
TesoM ckanapa P.

Ose pesanuje CJIMYHOCTH Cy pesalinja ekBuBajieHnuje (nedbununuja . Ckyn cBux
marpuna A y ceum moryhum 6azama npocropa V obpasyje knacy K (A) mehy cobom cimannx
MaTpuia n-Tor peja ¢ ejementuma n3 . O6puyTo, 3a kiacy K wmehy cobom cimanmx
MaTpHUIla N-TOT pejia ¢ eaeMenTnMa u3 P mocroju 6ap jeman oneparop A takas jfa je K cKym
CBUX MATPHUIA TOT omeparopa y cBuM moryhmm Oazama. Takobhe, cimaHmM omepaTopuma
IPUIIAJIa UCTa Kjaca CAMIHUX MaTpura, Tj. ako je B canmuno ca A rana je K(B) = K(A)
u obpuyTo. Oneparopu Joje/beHl UCTOj KJjiacu MaTpuia mehy cobom cy cimanu. Jlokasm
OBHUX CTABOBA CE M3BOJIC HA YACOBUMA BUIIE JIMHEAPHE ajarebpe.

Hedunnnmja 1.2.81 (Exsusanentau oneparopu). 3a dsa onepamopa A, B € L(V) kaosrcemo
da cy exeusasenmuu u nuwemo A ~ B, axo nocmoje peeysapru onepamopu T,S € L ca
ceojemeom da je B =SAT.

Ca gacoa Buiie ajarebpe, Takohe cy Ham rmosuaru ciaefehin craposu. Oueparopu A, B € L
Cy €KBUBAJIEHTHU OHJIa U CAMO OHJA, KO UMAjy UCTU PAHT, Tj. AKO CY HbUXOBU KOIOMEHU
ucrux jumensuja, ako je dim R(A) = dim R(B). Bpoj JmHeapHo He3aBUCHUX pejlaka Guiio
KOje KOHAdYHe MaTpulle jeJHak je Opojy He3aBHCHHMX CTYyIIalla Te MaTpulle, a Taj 6poj ce 30Be
parez mampuiye.

Ha mpumep, tpazkumo panr marpuiie A HI30M €KBHBAJIEHTHUX TPaHC(POPMAIIH]ja:

0 2 1 1 -5 1 20 1 -5

afz o3 o2 1 f3 112 1

2 1 -1 6 5 -1 1 1 6 5

2 -1 12 -5 -12 12 -1 1 -5 -12
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 10 0 0 0
7 1 -1 16 0 7 1 -1 1 01 7 -1 1
-1 =117 oflTlo -1 1 7 ol lo1 -1 7 o0
12 23 1 -17 48 0 23 1 -17 3 0 1 23 -17 3
10 0 0 0 10 0 0 0 10000
01 0 -1 1 01 0 0 0 0100 0
“lo -8 8 -1|"lo o -8 8 -1]1"]lo 0o 1 0 o}
00 16 -16 2 00 16 -16 2 00000
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a TOCJIeImba MaTPHUI@, OYNTJIETHO, UMa paHr Tpu. lIpema Tome, panr marpune A je 3.
[Tocebno, marpunia Tpeher pema

0 -2 1
Ag=|2 1 3/, (1.231)
2 1 -1

Koja je m3nBojeHa u3 gare marpuiie A, je perysnapHa. PeryiapHa je KBajparHa MaTpHUIA
qUju peJl je jeJHaK FeHOM PAaHTYy.
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1.2.7 TlonnHomu onepaTopa

Kama je V BekTopcku mpoctop aumenswuje n € N, Hagt Tesiom ckaaapa @, ougaje L:V -V
BEKTOPCKH IIPOCTODP CBHX JIMHEAPHUX olepaTopa jmMensuje n?. IIpema ToMe, 3a cBaKH
omeparop A € £ OCTOji HeTPUBHjAIAH MOJMHOM cTeneHa He Belier o n? 3a koju je A Hyma
nosimHoMa. [loTparkXuMo TakaB MUHUMAAHY NOAUHOM OTiepaTopa A.

Hexka je (e) 6aza garor BekTopckor npocropa u A (e) marpuna oneparopa A y Toj 6a3u.

Tana je P,(\) = det(AI - A), mrro 3uaun

A—o11 -2 ... —Oin
Pu()) = -1 A—a ... —agy 7 (1.232)
—Qp1 —Qp2 ... A—Qnp
O/THOCHO
Po(N) = X" = A"\ gy, (1.233)

je colcTBeHN, CBOjCTBEHN WU Kapakmepucmuyny nosunom oneparopa A. Uspasz P,(A\) =0
Ha3UBa Ce CBOjCTBEHA, KADAKTEPUCTHIHA WU CeKyAapHa jednavuna oneparopa A. Bpojesu
o) He 3aBuce oJ1 baze y Kojoj ce pauyna marpuiia A (e), el camo oj oneparopa A, jep ciamdne
marpune (nedbununuja umajy ucry nerepmunanty. Hamme, det(T 'AT) = det A

caen u3 teopeme [[L2.27]
U3 (1.232) nanasnmo

(-1)"o, = (-1)"P,(0) = det A. (1.234)
IepuBupameM 1001jaMo
a9 ... Q9n a1 13 ... O1p
dP,
)" %5, = ()R =L +]... ...,
(Do = (O
ap2 ... QOpp anl Gp3 ... QOpp

Ha ocHoBy (1.148), a To je 36up riaBuux (aujaronannux) musopa (n — 1)-or peja marpure
A(e). Jdamum nepuBaimjama u crap/bambeM A = (0 HAJTA3UMO, YOIIIITE, Ja 33 U3PATyHABALE
6poja o (k=1,2,...,n) Tpeba uspadyHaTu CBe IJIaBHE MUHODPE k-TOr pejia JaTe MaTpUIIE.
O Tome rosopu u cieneha, KejJII/IjeBa@ treopema (Cayley—Hamilton theorem). IToce6ro

01 =011+ Q2+ + Qpp, (1.235)

mro ce Jjako Buju u u3 (1.232). Taj 6poj, koju Takohe He 3aBucu oy Gasze, 30Be ce mpaez
onepamopa A n osnadasa ca Tr A.

Teopema 1.2.82 (Kejiu-Xamuiron). Axo je V n-dumensuonasnu eexmopcku npocmop 1ad
meaom © u AV -V auneapar onepamop, mada je

A" — g AV — g AV - 1A -0, =0, (1.236)

myj. A je Hyaa c60z2 ce0jcmeeHo2 NoAUHOMA.

86 Arthur Cayley (1821-1895), 6puTancKE MaTeMaTHIap.
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Jlokas. Heka je By(e) agjynrosana marpuru A\I(e) — A(e), enementu By (e) cy kodaxropu
eJleMeHaTa Te MaTpule. 3aTo je

Ba(e) = A\"'By+ A" 2By +---+ AB,_o + B,,_1,

rie cy Bo, B, ..., B, 1 nexe koncrantae Marpuie. Ca B; 03Ha4NMO JITHEAPaH ONEPATOP
3a KOjH je
Bj(e):Bj (j:(),l,...,n—l).

36or
By(e)[\I(e) - A(e)] = det(AI - A)I(e)

BaXKM OIEPATOPCKA, jeTHAKOCT
A" IBo+ AN"2By 4+ AB, 0+ B, 1) (M- A) =

=(\"- N - — g A - on)1

3a cBako A € ®. Viopehusamenm koedurmjenara y3 A usnasu:

By =1
B()A - B1 = 0'11
BiA -Bs =02l (1.237)
B, 2A-B,1 =o0,1l
Bn_lA = O'nI.
MuozkerbeM TpBe jeqrakocTn ca A", apyre ca A" ! tpehie ca A"2, ... nociaemme ca A? =1
u cabupameM JgobujeHnx pesyiarara godujamo (1.236), mro je u Tpebasio J0Ka3aTH. O
ITocebno, n3 (1.237) uspadyHaBamo:
By =1,
B1 =A- 0'11,
By,=A?2-0A- osl,
e (1.238)
B, =AF -0 AF - — 0 1A - o1,
B,=A"- A"~ 0, 1A -0,I=0.
Omnepatop 4uja je MaTpuIia
By=X"T+\"?B;+---+AB, 2 +B,; (1.239)

HasuBaMo adjyHzocanum onepamopom oneparopa Al —A. Ako je oneparop A\ — A perynapan
(nHBepTUOMIIAH) OHJIA Ce OIIePaToOp

B, _ B,
det(A\ = A)  Pn()\)

Ry=(\-A)"t= (1.240)

HA3UBa pe3ossenma onepartopa A.
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ITpumep 1.2.83. IIposepumu npemxrodHe HABOJE 34 MAMPULY

1 2
A= .
Pewerve. KapakTepucTuIHu MOJTUHOM j€

A-1 -2

Pg()\):det(AI—A):det( N

):/\2—5>\—2.

IIposepasano A? —5A — 21 =0,

() e R O R )

JaKJie, MaTpuia A Hyaupa cBoj KapakrepucTudau mosmHoM. [Ipema Kejau-XaMuaroHoOBOj

Teopemu 01 =5 u 09 = 2, na (1.238) naje:

1 0 -4 2
o (1), B3 2), B

-4 2 1 A-4 2
BA‘(3 )\—1)’ RA_/\Q—5/\—2(3 )\—1)

cy agjyaroana marpuiia A\l — A u pesonsenta. [IpoBepaBamo:

1 A-4 2 \(A-1 -2
RA()\I_A)_)\2—5>\—2( 3 )\—1)(—3 /\—4)_1’

1rTo 3maunm ja je samcra Ry = (AT - A)7L.

Marpure:

Bamarak 1.2.84. [Iposepumu npemxodhe nagode Ha MAMPUUL

1 2 3
A=|l5 7 11
13 17 19

Ynymcemeo. Kapakrepuctudauu o ImHOM je

A-1 -2 -3
Ps(A\) =det| -5 X-7 11 |=X>-27A2-77)\-24.
-13 17 A-19

Taxobe je P3(A) =0. [Jdame npoBepure camu.

O

Kejau-XaMuiroHoBy TeopeMy MOXKEMO YIIOTPEOUTHU 3a TPAKEHE PedyKo6anoe nosuHOMA

MaTpuile A, MOJMHOMA CTEIEHA jOII MAEr OJf KAPAKTEPUCTUIHOr & KOjer MCTa MATPHUIa
3aj10Bo/baBa. lloHaB/baM, 3a KBaJpaTHy MaTpuily A pefa n KapaKTepPUCTUYHU MOJUHOM
P,(X) =det(AI - A) nar je uspasom (1.233). Hyse Tor mosmHoMa cy cONCTBEHE BPEIHOCTH

(A1, A2,..., Ap) u mopen Tora je Py(A) =0.
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Perumo, name, na nmamo Hekn nouaoM S(A) = Q(A) Py (A) + T(\), nakse moJuHOM 110
HEIO3HATO] A CTeleHa He MAber O N, KOjU HOJe/beH ca HoauHoMoM Py, () maje KoJmaHuk

Q(N\) u ocrarak T'(\). Taga je S(A) =Q(A)P,(A) +T(A), na je
S(A)=T(A), (1.241)

jep je Pp(A) = 0. lakne, marpuna A 3amoBosbaBa u noauaoM T'(\) Koju je ocrarak je/ema
KapaKTepUCTHIHUM MOJIMHOMOM, a KOjU je MOJIMHOM pefia He Beher oq n — 1.

IMpumep 1.2.85. Pedyxyjmo S(A) = A* + 3A3 + 2A% + A +1 30 mampuuy

31
A- (1 2) |
Pewerve. KapakTepucTUIHU ITOJIMHOM OBE MaTPUIIE je
Py(\) = det(AI - A) = A2 =5\ + 5.

Om je Beh peaykiuja 1aTor IOJIMHOMA, Ca cTelleHa 4 Ha cTelieH 2. 3aTuM, JejIeHheM TOJTHHOMA,
HAJIA3UMO:

P +3X3 4202+ X +1) = (A2 +8A +37) (A2 =5 +5) + (146X — 184),
IITO je JIAKO MPOBepUTH MHOXKemeM. [Ipema Tome
S(A) =146A - 184
je peIyKOBaHU IIOJIMHOM, CaJia cTereHa 1. O

Kapakrepucrnunn nosmuom n Kejimu-XamunronoBy teopemy (kpahe: K-X reopema)
ITOHEKAT KOPUCTUMO 3a TPasKeibe BUIIUX cTerneHa marpuiie. Ha npumep, marpuria

1 2
A:(3 1), (1.242)

3a710BOJbaBa KapakTepucTidny jeanadnay A2 = 2A + 51, Oryna:
A% = (2A +51)% = 4A% + 20A + 251 = 4(2A + 5I) + 20A + 251 = 28A + 451

[Irasumre, MoxkeMo KopucTuTr pekyp3ujy A" = 2A"+5A""! 3a uspauynasarme 6110 Kojer
crerieda n € N marpurie A. CandHo, KOPUCTUMO UX 3a UHBEP3HY MATPHILY.

IIpumep 1.2.86. Hahu unsepany mampuyy mampuie

702 -2
-6 -1 2|,
6 2 -1

ropucmehu K-X meopeMgIg_?].

87Problems in Mathematics: https://yutsumura.com/
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Pewerve. Hanmazumo kapakrepuctuaau noauaoM Ps(\) = -A3 +5X% — 7\ + 3 nare marpuIe.
Cumemyjyhu A ca A u npeypehyjyhu wianose nojimHOMa, 100UjaMo:

A% -5A% 4+ 7TA =31,
A(A? -5A +7I) = 31,

Al= %(AQ ~5A +7I),

1 25 8 -8 7T 2 -2 1 00
A1=g -24 -7 8|-5]-6 -1 2 |+7]0 1 o]],
24 8 -7 6 2 -1 0 01
1 -3 -2 2
A—lzg 6 5 -2
-6 -2 5
To je TparkeHa WHBep3HA MaTpHIIA. O

Hapasno, xkaja maTpuia A Huje peryiapHa, Tj. ako je IbeHa JeTepMUHAHTA HyJIa U HEMa
WHBEP3HE MAaTPHUIIE, TaJa Ce MOXKe JECUTHU JIa BayKW U jeITHAKOCT U HEjeTHAKOCT:

A3=A% AZ:zA. (1.243)

Perimvo, 3a cunrysnapry (HeperymapHy) Marpuity A apyror peja, HeKa je KapaKTepUCTHIHH
nosmaoMm Py(N\) = A2 - a) 3a mexkn ckanap a # 1. 36or K-X teopeme je A% = aA onakie
MuozKerseM gobujamo A3 = aA?, ma 360r nomasne jeamakoctu (A3 = A?) nobujamo aA? = A?,
omaxite A% =0, jep je a # 1.

Kayia cy kBajiparae marpuiie ucror pega A u B perynapue u nocroju pesosserru (1.240)
cmana dopma (I - AB)™!, taza nocroju u uspasz (I - BA)™!, 6e3 ob3upa ga m cy mare
MaTpUIile KOMyTaTUBHE. I"IH,I/IMG7 IINUIIIEMO JIN:

(I-AB)'=1+AB+ABAB+ABABAB+...
(I-BA)'=I+BA+BABA+BABABA +...

JIOIbW M3Pa3 MOXKEMO IIPEICTABUTH ITOMONY ropser:
(I-BA)'=1+B(I+AB+ABAB+...)A=1+B(I+AB)'A,

na je

(I-BA)'=1+B(I+AB)'A. (1.244)

[Tpema Tome, ako je moryha muasepsuja marpurie I- AB Taja je moryha u naBep3uja MaTpuie
I-BA, a Besa usmeby te sBe unsepsuje je (1.244).

Jlema 1.2.87. 3a damu pezyiapru onepamop A mpoudsorHyu ckasapu T u Yy o0dpehyjy
pesoasenme Ry u Ry 3a xoje saorcu jednaxocm Ry — Ry = (y— )Ry Ry.

Jlokas. Tlomazehu ox (1.240), rie I — A numenmo npocro = — A, jobujamo:
(z-A)(y-A)=ay-(z+y)A+ A =yz - (y+2)A+ A* = (y - A)(z - A),
3a cBako z,y € C. Oryna:

RuRy = [(z - A)(y-A)]™ = [(y - A)(z - A)]™ = RyR,
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ma Ry = (z- A)"' 1 Ry = (y - A)~! raxobe xosytupajy. Jame umaso:
Ry= (- A) (gAY -
=(y-ADy-A) " (@-A)" - (@-AD@-A) (-4
=[(y-A) - (z-A)](x-A) " (y-A)~"
= (y-2)Ry Ry,

a TO je OHO IITO je TpebaJjio JoKa3aTH. O

[Monceham, dynkumja P, (2) = det(z— A) je noamHoM HENo3HATE 2 JI0 CTENEHA 7, KOJUKH
je um pen kBajaparHe Marpuile A Koja HpejcTaB/ba JuHeapHu oneparop A y Hekoj 6asm,
HeOUTHO K0joj, naror BekTopckor mpocropa V. Ckym o(A) = {A1,...,\,} cauumen o cBuX
p=1,2,...,n pa3InuuTOX HyJa TOI HOJMHOMA, HasuBaMo crekrap. Ilojexnne ckamape A
HA3MBAMO COICTBEHUM BPEJHOCTHMA JATOr oleparopa. AKO je m; BUIIECTPYKOCT (IyILIo
[I0jaBJbUBAIbE UCTE) COLCTBEHE BPEIHOCTU \j OHJA je Tpar MaTpHIle, OJHOCHO OIlepaTopa

o
TrA=Y mj)\; (1.245)
j=1
30Up COILCTBEHHUX BPeJHOCTH A ca ypadyHaTuM BuiecrpykocruMma. To cienn u3 Buerosux
dbopmysia 3a monmuoMe u (1.233).
Hannmnvo cajia kapakrepuctudau moianHoM (1.233) Ha HavwmH

ca(z)=2" =12 4+ (-1)" ez 4+ (1), (1.246)
KOju je Takohe yobuduajen y murepatypu. Jlako Buaumo 1a je c¢g = det A. Passojem merepmu-
nante det(z — A) mo mpBOM peTKy, jacHo je ma je xoedummjent y3 2" ! osor mosmHOMA
uern Kao koedurumjent y3 2"y mpomssogy (z — ai1)...(2 — ann), TAE CY 11, .., 0nn
KoedumjeHTH J1aTe MaTpuIle, U3 dera CJIeId J1a je
n
Cn-1= . apr = Tr A (1.247)

k=1

To je ucru Tpar ucre marpure Kao y jeaunadnan (1.245).
IIpenocrasumo 1a je A perysapan oneparop. Kako je det A~ det A = det(A™1A4) =1, To
38 KapaKTEPUCTUYaH ITOJIMHOM MHBEP3HE MATPHIE HAJIA3UMO:

ca-1(2) =det(z— A7) = det(-zA™ ) det(-z1A) det(z - A7)
= (=2)"cyt det (27! = A) = (=2)"cy ea(z7h)
n— 1
Y e A (—1)"_16—1 +(-1)"—,
Co Co Co

OJIaKJIe ITPON3nJIa3n

TrA™ = i ey (1.248)
c ;3 Aj

Ha kpajy mpumeTnmo ja cOICTBEeHe BPEJIHOCTH Of 2 — A ¢y z — Aj ca MHOTOCTpyKoOIILy m;,
TaKoO Jla je Tpar pe30JIBeHTe JAT M3Pa3oM

K M
Tr(z-A)'=) —-, (1.249)
=17~ Aj

rjie je 4 < m 6poj pa3IuIuTUX COMCTBEHUX BPETHOCTH CIIEKTpa omeparopa A.
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Onepatop nosanHoma

Jlo caja cMmo permraBaju mpobJieM Tpaykema MOJIMHOMa JATor omeparopa. Bumgenn cmo
Jla 3a npousBosbaH onepatop A € L nocroju cBojerBern moanaoM P, (A) = A — A crenena ne
Beher oz n, Koju Taj oneparop nouumrasa. lllTaBuiie, cBe HyJIe TOr TOJTUHOMA Cy CBOjCTBEHE
BpegHOCTH naTor oneparopa. Caa nocraB/baMo OOPHYTO MUTAbE, 33 IPOU3BOJHAH TOJMHOM
prn(A) crenena n wahu omeparop A € L KoMe je TO CBOjCTBEHU TIOJIMHOM.

Heka je e1,...,e, 6azay V u D € L nuHeapaH oneparop aedUHUCAH ca.

Dey=e3, Des=e3,...,Den1=¢€,, De,=0d1e,+02en_1+--+0ne1. (1.250)

Kako cy BekTopn 6a3e He3aBHCHH, CTEIIEH MUHUMAJIHOL IIOJIMHOMA, ollepaTropa D Huje Marbu
ox n. Ca npyre crpaHe, U3 MPETXOIHOT CJIEIH

(D" -6, D" = =6, 1D - 6,1)e; =0,
18 CTABUMO JIK
QN) =N =N = =G, = b, (1.251)
6uhie Q(D)e; = 0. Oryna Q(D)es = Q(D)Dey = DQ(D)ey = 0 u youmrre Q(D)ey = 0, 3a
k=1,...,n. IIpema Tome Q(D) = 0. Kako je Hajcrapuju koeduimjent y () jejuHura, To je
Q(\) MUHUMAJIHE TTIOJIMHOM onieparopa D.
Heka je 3amar nponsBo/baH HOJUHOM

p(N) A g N e — A - . (1.252)

ouga (1.250) 3a 0 = g, ca mHIeKcuMa pejgoMm k = 1,...,n, npeiacraBiba oneparop D 3a
koju je p(\) yjesHO MUHMMAJIAH U CBOJCTBEHU IIOJIMHOM. Taj omeparop ce 30Be 0nepamop
npamu.aay moaunoma p(A). Y 6asu (e) uz (1.250) cienu merosa MaTpuna

0 0 ... 0 an
1 0 ... 0 ap1
D(e)=10 1 ... 0 apal. (1.253)

0O 0 ... 1 o

Hawnwme, osnaunmo ca D,, = D noMmeHyTH oneparop, a ca D,,_1 omepaTop IpaTuIall MOJNHOMa,
LR Lt DY W
To je oneparop koju y n — 1 qumMeH3uOHATHO] 6a3u fa,. .., fn Jelyje HA HAYUH:
Dp-1fa=fs, -y dn-1fn-1=Jn, Dn1=aifat+aafpot - +an-1fa
D' —ay D3 o —apoDy 1 — 11,1 =0,

rue je I, 1 jeuHudHT onepaTop y n—1 IMMeH3HOHAJIHOM IIPOCTOPY. 3a Tpar OBUX OIEpPaTopPa
paxkn Tr D2 = Tr D2 | = a1 u yonmmre Tr DX = Tr DE | 3a k <n—1. Oryna:

TrDZ:% —oq Tr DZ:% —i—apoTrDy 1 —(n-1)ay-1 =0,

U J1aJbe PEKYP3UjOM.

JHake, 3a 3aganu mognHoM p(A) = A" —a N1 — .. — o, mocToju uHeapHn omeparop D
3a KOjU je Taj IMOJIMHOM UCTOBPEMEHO U MUHUMAJIAH u cBojcTBeH. [lope Tora, koedunujertn
TOT MIOJIMHOMA BE3aHU Cy C TPArOBHMAa ITOTEHIHja omeparopa D peranujama

kap=TrD"—a; TrD¥ 1 —...cap  Tr D, ap =TrD. (1.254)
Marpuria Tor oneparopa y 6asu (e) je (1.253).
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1.2.8 Tpar matpuue

Heka je A : V - V juneapun omeparop. IlpermocraBumo nma je eq,es,...,e, 0a3a
BeKTOpCKOr npocropa V y Kojoj je Marpuria garor oneparopa, A(e) aujaronaana, ca amjaro-
HAJIHUM eJleMeHTHMa A1, Ao, ..., \,. Llogcehiam, Teopema yrBphyje Ja 3a HOpMaJaH

OIIEpaTOP YBEK IOCTOju TakBa MaTpuiia. Tama je Ak(e), 3acBako k =0,1,2,..., nujaronaana
MaTPHIA Ca JIUjarOHAJTHUM €JIEMEHTHMA )\If, )\’2“, e )\fL 7 yBEK je
Tr AP = XF e 0\ 0E (1.255)

Wcru 3akspyunu Baxke u kaja je A(e) mpoyzaona mampuya, IUju Cy CBU €JIEMEHTH Ca, jejIHe
cTpaHe TJIaBHE JJUjaroHaJje HyJje, a eJIEMEHTH Ha IVIABHOj AUjarOHAIA A1, A2, . .., Ap.
3a TaKBY MATPHUILY CEOJCMEEHU NOAUHOM je:

P,(\) =det(AI- A),
Po(A)=(A=A)(A=A2) ... (A=), (1.256)
P\ = A" = AN e o A = o,

Hujaronannn enementn mMarpuie A(e) cy Hysie IBeHOD CBOJCTBEHOT MOJTHMHOMA.
Osnaunmo ca D omeparop nparmiarn noiaunoma P,(M). Tana je P,(\) cBojcrBenn
nosmaoM u oneparopa D. Kako cy Ap Hyse Tora moanHOMa, TO je

TeDF = M+ A8+ e \F =Ty AP, (1.257)

omrocao TrD¥ = Tr A* za ceako k = 0,1,2,.... Melyrum, KoedpHIMjeHTH CBOjCTBEHOT
noJmHOMAa orepaTopa [ cy Be3aHHm ¢ TparoBmMa TOT omeparopa pesnanmjama (1.254). Te
penaimje 3ajenno ca (1.238) omoryhasajy mspadyHaBame ajjyHroBaHOr oreparopa 3a A.
Ome ce mMory mpecyokuTn 'y ciaefehy memMy, MpakTHIHY 3a padyHabe KOja, HApABHO, BAXKN
u 3a ucronmene marpure (B. [26]).

A1:A TI“A1:0'1 Blel—O'lf

A2=ABl lTI'142=(‘)'2 BQ=A2—O'QI

:14321432 §TI‘14:3=O'3 B:),:A:g—O'gI (1258)
Ap-1=ADB, ﬁ TrA,1=0p-1 Bpo1=A4n-1-0p11

A, = ABp LTr A, = oy By =Ap—onl.

Ilocnenme B,, =0 u TO je KOHTpPOJa padyHAIbA.

Ako je Ao cBojcrBena Bpeauoct Marpure A, onga (AoI-A)B), = 0 mokasyje na je cBaku
cTynan ajjyarosane B),, Koju He nmrdesasa, CBOjCTBEH BEKTOp Marpuile A, Koju IpHIAIa
CBOjcTBEHO] BpesHOCTH Ag. To cmo Beh kopuermnu, na npumep (1.230).

IIpumep 1.2.88. Hahumo ceojcmeene seaurune mampuie

1 8 -7
A=12 7 -5
-4 4 -8

nomohy mabene (1.258).
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Pewere. VzpaaynaBamo npeMa HaBEJICHO] TaDEIN, PEIOM:

A]_:A7 0'1=TI‘A1=0, B1=A1,

45 36 9 , 36 36 9
Ay=AA =[36 45 9|, oy=-TrA,=81, By=A,-81I=|36 -36 -9].
36 -36 72 2 36 -36 -9
00 0
A3:AB2= 0 00 y 0320, B3:A3=0.
00 0

Caojcrsenn nommaoM je Py(A\) = A2 — 81\, Axjynrosama marpuia

A +XA-36 8A+36 —TA+9
B,=MI+AB;+Bo=| 2\+36 A +7A-36 -5\-9
—4)\ + 36 AN-36  A2-8)\-9

36or o3 =0, maTpuma A je cunrysapra. MarTpuiia pe3osBeHTa je

R, = = B, /(\3 - 81N).
P3(\) /
Pemema jennauune P3(\) = 0 cy cojerBene Bpegaoctu A\ = 0, Ao = 9 u Az = =9. V¥V Tum

BPEJTHOCTUMA a,ZLijI‘OBaHa MaTpHulla UMa BPEJIHOCTHU, PEIOM:

-36 36 9 54 108 -54 36 -36 72
By, =]13 -36 -9, B, =|54 108 -54|, B,,=|18 -18 36
36 -36 -9 0 0 0 72 -T2 144
Cneneha Tpu BekTOpA:
1 1 2
x;=]-1 , X9 = 1 , X3= 1 >
-1 0 4

Cy CBOjCTBEHH BEKTOPHU JaTe MaTpHIe, k-TH je IIPOIOpIMOHAIaH CTyIIuMa Marpuie By, .
[Ipema Tome, X1 je cBOjcTBeHEM BeKTOp MaTpuiie A ca cBojcTBeHOM BpemHoihy Ap = 0, Xo
jé CBOjCTBEHH BEKTOpP T€ MAaTPHUIE Ca CBOjCTBEHOM BpeAHOmhy Ao = 9, X3 je cBOjcTBeHH
BEKTOp Ca CBOjCTBEHOM BpejHOoIIhy Az = —9. 3aTo MITO X1, X2 U X3 INPUIAJIAJY PASIUIUTUM
CBOjCTBEHMM BPEIHOCTUMA, OHU CY HE3aBUCHU, IIa je MATPUIA

11 2
T(Xl,Xg,Xg)Z -1 1 1
-1 0 4

perysapHa (Tj. MMa UHBEP3HY MATPHUILY). 3aTUM, HAJIA3UMO:

LA 4L 00 0
T‘1:§ 3 6 -3|, T!AT=|0 9 0],
1 -1 2 00 -9

rie je T = T(x1,X9,x3). Jakie, marpuna A je camdHa JujaroHaJHOj MATPUIM KOjO] ce Ha
JUjaroHaji HaJja3e CBOjCTBEHE BpeJHOCTH MaTpuie A. O
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To je 6ua jemoHCTpaliuja IPUMEHE TPAroBa y M3padyHaBaiby CBOjCTBEHUX BEJIMYHHA
(pe3oJiBeHTe, CBOjCTBEHOI IOJIMHOMA, CBOJCTBEHE BPEIHOCTU U CBOjCTBEHUX BeKTOpa ). Paan
OCTaJINX IIPUMEHA, KOPUCHO je NO3HABATU M HEKE OIIITe 0COOMHE Tpara MaTpulle Koje hemo
cajia popMmynucaTu u Jokazaru. llogpasymeBamo Jja MMaMo JIMHeapHU onepatop A Koju je

y 6a3u eq, ..., e, NPEeJCTaB/bEeH KBaJIPATHOM MaTPHUIIOM
a1 Q12 ... Qg
A= 92 G| (1.259)
On1 Qp2 ... Qpp

TpaucrioroBameM j1obujamo marpuiy A7 duje Kojione ¢y ofrosapajyhe Bpcre marpuie A.
Tpar marpurie je 36up ejleMeHaTa Ha IJIABHOj AUjaroHAN MaTPHUIE

TrA:au + Q92+ + Qpp- (1.260)

Tpar je muHEapHU OmEPATOP.

Teopema 1.2.89 (Tpar marpuie). 3a cee mampuue A = (a;5) u B = (85) ucmoe peda u
COAKU CKAAAP C 8adiCe jeONaKOCuU:

1° TrA™=TrA

2° Tr(A+B)=TrA+TrB
3° Tr(cA)=cTrA

4° Tr(BA) =Tr(AB).

Joxas.
Q11 Q91 ... Qpl a1] Q12 ... Olp
a12 G99 ... (QOp2 a91 Qo2 ... Q2
TrA” =Tr "l =Tr "l=TrA.
Alp A9 ... QOnpn ap1 Op2 ... QOnpnp
arr+B11 aip+ P2 ... aint P
Qo1+ P21 Qa2+ P2 ... Qopt P2
Tr(A+B)=Tr B p n* Bon =TrA +TrB.
Opl + /Bnl Op2 + BnQ .. Opp t Bnn
Cx1p] CxX12 ... COqp
Cx21 CQxo2 ... CO2
Tr(cA) =Tr "l=clarr + - +ap,) =cTrA.
COhp1 COp2 ... COpn
n n n n
TI'(BA) = Z Z ﬁjkak]‘ = Z Z akjﬁjk = TI‘(AB)
i=j k=1 k=1j=1
To cy pemom TparkeHe CTaBKe. O

Henocpeaa nocseauma ose Teopeme (4°) je
Tr(T'AT) = Te[T(T'A)] = Te[(TT HA] = Tr A. (1.261)

Hpyrum peumma, ciaudHe marpuite mmajy mctu Tpar. Ilocebno, kama je mara marpuiia
JWjaronasna, o = \jdjk, CBe MATPHIE H0j CIMIHE UMajy HeH Tpar.
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ITpumep 1.2.90. Hahu expD 3a dujazonarny mampuuy

o (2 )

Pewere. Kopucrumo oznaky expx = e, OjiepoB 6poj e = 2,71828... u jgape MO3HATH
pa3Boj GyHKIHIjE y Tejnopoxﬁ pen

2 3 n
ew:1+£+x_+x_+m+x_+”‘ (1262)
20 3l n!
NspauaynaBamo:
4 0 8 0 2n 0
2 _ 3 n
A P R ) R e
2 D3 D”
e T T T

(1 0) 1{2 0 1'22' 0 f 2" 0
“(0 1)*‘17(0 -3)*’21(0 (—3)2)*‘”'+'ZE(() (-3)")'+

B 1+%+§+---+%+... 0
- 0 T G P G ) AV

O

Kopucrehn (1.262) moxe ce qokasaru 1a 3a CBaKy KBaJPATHY JMjarOHAJHY MaTPHILY
BayKM aHAJIOTHA, jeTHAKOCT

MO ...00 exphi 0 ... 0
exp 0 )\2 0 _ 0 exp)\g 0 . (1.263)
0 0 ... X 0 0 ... expAy

[Mrasumnie, y oBoM uspasy GyHKIM]y exp(z) MOKEeMO 3aMEHUTH KOCUHYCHOM HUJIM CHHYCHOM
dbyukuujom, cos(x) u sin(x), uuju cy passoju y Tejiopose pejose:

4 1 k
cos(z)=1-5+5—... =%, (Qk))| x (1.264)
sin(x) =z - LA =y DR a2k .
6 T120 " k=0 (2k+1)!
CabupameM oBuX pejopa jobujamo ayeery OjaepoBy dopmysty
e = cos(z) +isin(x), (1.265)

a orysa omnet (1.262), ogrocuo (1.263). Anasiorso ce Moxe Jokaszaru ja ce dbyHkiuja exp(z)
y m3pasy (1.263) moxke 3amenuTu cBakoM dbyHkimjom f(x) Koja ce Mmoxke passutu y Tejinopos
UK MaKﬂopeHoﬂ pen,.

88 Brook Taylor (1685-1731), enrsiecku MareMaTHIap.
89Colin Maclaurin (1698-1746), MKOTCKH MaTeMATHIAD.
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EHTponuja

®on Hojman je 1932. rogune ob6jaBuo kmwury ,MareMaTndke OCHOBE KBAHTHE MEXaHUKE'
(B. |29]) koja pesmmmpa pesynaTaTe HErOBHX MpeTxonHux pagosa. Cmarpa ce jia je noceban
3HaYaj Te KIbUre Y HeTupakby CKPUBEHUX BapujabJ/ii HA MOAPYUjy TEePMOJIUMHAMUKE, AJIU OB/JIE
HaM oHa Tpeba 300r map apyrux umaeja. 1IpBo 300T merose neduHAIIje €HTPOIIN]E.

Y KBaHTHO] CTATUCTUIKO] MexaHuIu, HojMaHOBa enmponuja je pomupene KIacuaHOT
FH6COBOF@ KOHIIENITa EHTPOIINje Ha 00JIaCTH KBAHTHE MEXaHUKE. 3a KJIACHIHH CHCTEM,
KOJIEKIIN]Y KJIACUYHUX YECTUIIA Ca JUCKPETHUM CKYIIOM MHUKpPOCTaiba, 3a F; eHeprujy i-Tor
MHUKpocTama u P; BepoBarHOhy JermaBama TOKOM IPOMEHA CHCTEMa, eHTPOIHja, je

S=-kp) PInP,. (1.266)

To je T'ubcosa enrponnja, rae je kg ~ 1,38 x 10723 J /K BosManoBa KOHCTaHTa KOja HMa
JUMEH3U]y eHepruje Moje/beHe TeMIIEpaTypoOM, Kao M €HTPOINja. 3a KBAHTHO-MEXaHUYIKH
cucreMm ca mampuyom 2ycmune p, Hojmanosa enrpornuja je

S=-Tr(plnp), (1.267)

Fﬂe ce ySI/IMa TpaF II10 HpI/IpOI[HI/IM JIOFapI/ITMI/IMa ManI/IHe. AKO p IIUIIIEMO HOMOhy COIICTBEHUX
BekTopa |1), |2}, |3), ..., kKao
p =2 miliNil, (1.268)
J

TaJia je HojmaHoBa eHTpoImja

S==2 n;lnn;. (1.269)
J

Ha oBaj naunn ona uma opmy I[llenonose ungopmayuje Koja je OTKpUBEHA IETHAECTAK
roguHa kKacuuje, 1948. roaune.

Marpuna rycrune je ysejgena y ¢gpusuky o crpane Hojmana, ﬂanaaya@ u Bnoxa@, HA,
pazimuanre HaunHe. OHu cy mely npBuma npuMeTnIn pasiuke u3Mely KBaHTHHX TOjMOBa
wucmoe, MewaHo2 U CTamba cynepnosuyuje. AKO cy npBa crama BeKTOpa [tr), Ipyro je
CTame CTaTHCTHYKE KOJIeKIHje TakKBuX, permo ca 50 % mance 3a n360p 4ucTor crama [¢)
u 50 % mance 3a u36op uucror crama [h2). Marpura rycrute je nocebHO KOPUCHA 3a TaKBa,
MeIlaHa CTamba.

Ba pasimKy 0JI CTAaTUCTUYKOD MeIllaiba, KBAHTHA CYIEPIO3UIHja U3paykaBa CyITUTHA]Y
unensBecHocT. [IpBa ce 6aBU IpeTEXKHO peajHUM OIFjaMa U3 KOjUX ce Ha CJIydajaH HATIMH
nobujajy peasiHM WCXOJH, JApyra ce Buile 0aBM CaMOM HEHW3BECHOINY Koja ce Tek Tpebda
peanmsoaru y urdopmaimjy. Cyneprosunuja 9ucTux cramwa je [1) = ai|yr) + az|y) rue
ce mpBo peanmusyje ca eeposamnohom |ai|?, a apyro ca seposarmohom |as|?, mpu uemy je
36up oBux BepoBarHONa jenan, ajau oHe He Mopajy outu jennake. Cyneprosunuja Kosadupa
y jeJIHO OJI OBHX CTarba, IperBapajylin CBy HPeTXOJHY KOJUYIMHY HEU3BECHOCTH Y HACTAJLY
undopmaimjy. To je oHo npyro mecro 360r kKojer ce ocsphemo na Hojmanos pa.

Tako croje cTBapu ca UCTOPHjCKMM pas3pojeM. IIpermocraBpam ga Cy BaMm IO3HATA
WM JIOCTYIIHA Hecjaramba TepMoauHamudke n HojMaHOBe, OJHOCHO KBaHTHe JeUHUI]je
earpormje (B. [30]), Tako Jga Ty mpoGiaeMAaTHKY CIO0OAHO MOXKEMO TPETHPATH HA MAJIO
JIpyraduju HauuH, OBJe JIOC/Ie/IaH.

90 Josiah Willard Gibbs (1839-1903), amMepuuky HayTHHK.
91 JTes Hapunosuu Jlangay (1908-1968), coBjeTcku MaTeMaTHUYAP.
92Felix Bloch (1905-1983), mBajmapcku dbusmyap.
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HenssecHocTt

Peueno je na je XapriujeBa ungopmaruja JorapuraM Opoja jeqHAKOBEPOBATHUX MCXOJa
H =1n N, re je jennaka (HeraTuBHOM ) jjorapur™my BepoBaTHole (P = 1/N) nojeauHor ucxoa.
Y ciayuajy ga umamo pacnodesy eeposammoha (He3aBHCHUX ciydajHux jorabaja ca mo Nj
jeZHaKOBEPOBATHUX MCXOna, penoM Beposaruoha Pj = 1/Nj 3a j =1,...,n ca jequHuaHIM
36upom Pj +---+ P, = 1), cBaka oz Bux nMa HeKy XaprinjeBy uadopmanujy (H; = -In P;), a
IBUXOBA Cpediva 8pedHocm, TaTHU]e MAMeMAMuyKo ovexusatrre, je lllemonoBa mrapoOpMaImja
S = P1H1 +---+Pan.

Jame npumerumo ja ce IllenonoBa mHpOpMAITja MOXKE MOCMATPATH Kao CKAJAPHU
npom3BoJ, ,BekTopa* BeposarHohe (Pi,...,P,) u Xapraujese nudopmanuje (Hy, ..., H,),
[IpU 9eMy Cy ,,KOPJUHATE TAKO IMOpeaHe Ja Mamby MHOXKHUMO ca BehioMm u Behy ca MamoM, jep
Behoj Beposarnohn P; ofrosapa Mama undopmarmja H; = —1In P; u obpuyro. HYumennra aa
je BepoBarHuju gorahaj Mare nHMOPMATHBAH, 3aj€JIHO Ca IPUHIUIIOM BepoBaTHohe (dertlie
ce peasinsyjy BepoBaTHUju jgorahaju), Boau g0 npuHinuna uadopmanuje (IITe/mhe 01aBamba
urdopmaimje), a oBo g0 Munnmasu3ma y lllenonoBom nspasy.

Hpyrum peunma, kaja ou y uspasy S pegocies; P-oBa ocrao ucru, a pemocien H-osa
6uo mpomerbeH, 1o6uo 6u ce Behu uan jeauax 6poj [llenonosoj muadopmanuju. JemgnakocT
Ou ce moCTHUIIA CAMO Y CIydYajy Jia Cy CBe BepoBaTHONe jgaTe pacriogese MehycobHo jemnake,
kaja je Illenonora undopmarnuja MmakcuMasna. 1o je K/by9HO 3a Pa3yMeBarbe MOI' IPUCTYIIA
nHMOPMAINjH U TTOCTIETUIIA.

Hocnemno, npumerumo ga je Xapriaujeo H = In N Takohe u xoauuuna HeudsecHocmu
Koja ce peasuzanujoM jeaHor oj N pnorabaja nperBopu y mudopmarmjy. Ilpu Tome cy
MPeTXOMHA HEM3BECHOCT M HacTaja umHOpMAaIlja jeaHake II0 KOJUIHHU, 300T Uera camy
HeuszBecHOCT dhopMasHO cmarpaMo BpcroMm mudopMmarmje. [llernonoBo S je u HemsBecHOCT
pacroziesie TIOMEHYTHX 7 Hcxofa. ¥ ciydajy (Pj = const.) jeIHaKOBEPOBATHHX HCXOMA
pacmozesie, IllenonoBa Hem3BeCHOCT MMa HajBehy BpPEIHOCT Kaja je jeaHaka I10jeIMHIM
Xapriujesum (S =Hjzaj=1,...,n).

Jpyrum peunma, y amMopdHOM, jeTHOJMKOM paciopehuBamy MOJeKy/aa raca y coou
crlakoBaHa je (JIATEHTHO je cajpzkaHa) Makcumasina uHdopmanuja. To je crame najselie
HeusBecHocTu u HajBehe enrporuje. Ha Taj HAUMH BHIUMO Jja NPUPOIA TEXKHU CTABIMA
Beher ,Hepena“ ympapo 30or mpunnumna uHdopmanuje. DUNIKO Mepeme je OIy3nMarhe
nadopMaIje CUCTeMa, IMITO 3HAYU CMABLUBAKE FHEIOBE HEM3BECHOCTH, Ia IIPEMa TOME U
HapyIlaBaba KOHCTAHTHOCTH jeJIHAKOBEPOBATHUX MCXO/a PACIIOJENe — y CIydajy TOMEHYTOr
MaKCAMYMa.

Ha Taj maunn ce orkiama napadokc meperba TepMoanHaMuke, unju JIpyru 3akon Opanu
nobujarme mHMOpMaIje MepemeM, all Takohe OTKpHUBa Ja Huje J00pO HUTU CTAHOBUIIITE
KBaHTHE MEXaHUKe — Ja Meperbe moBehasa earponnjy. Hanme, Mepeme oqy3uMa HEM3BECHOCT
cucTeMa TavHO 3a W3HOC MHMOpMaIlje Koja ce mobuje mepemeM. To 3HAYU HapyIIaBambe
aMop(dHOT cTama y Caydajy jeJHOJMKO pacropeheHnx MoJieKysa Mo coOu, uin JepuHUCAHE
06jeKTHBHE Iy Taihe eJIEKTPOHA CAMUM YMHOM Mepeha I-eroBOT IoJI0XKaja. Takohe, oTBapame
kytuje ca [lIpenumHrepoBoM MadKOM M KOHCTATOBAA 1A je MadKa PEIUMO , KUBa", OIy3UMa
ce nH(OpMaIFja TOI CHCTEMa U HecTaje I1e0 erose yKymnHe HemsBecHocTH. Calalllibd ImH
oTBapama KyTHje AedUHHUINEe W IPONLIa CTama Madke, dnHehu cBe mperxogHe morabhaje
TaKBUMa J1a O ce MadKa cajia MOIJIa II0jaBUTH , KUBa'.
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Monapusauyuja ceeTnocTu

Yecro nHaBoheH mpumep 3a Pa3jMKOBAaI€ YUCTOr M MEMIAHOr CTamba OJ CYIEPIIO3UIje
je nosapusayuja ceemaocmu. CBETIOCT je eALKMPOMAZHEMHO 3Payetbe TUju KBAHTH CY
gpomonu. Ocruarmje MarHeTHOT TO/ba OKOMUTE Cy Ha OCIUJIAINjE EJIEKTPUIHOT I0Jha
YUjU [IpaBall OCIUIOBaa oJpelyje eJIeKTPUYHA BEKTOP KOjU MOXKe Jia POTHUPa OKO IIPaBIA
Kperama csersioct, kao Ha cauiw [1.44] Bexrop ocnmoBama MoXkKe Ja He Merba IIPaBall,
Ja poTHpa IO KPYKHUIA WM €JIUICH, KaJla UMaMO JIMHEAPHO, KPYKHO WU E€JIUIITHIHO
mojiapu3oBany cBeTiocT. POTOH je y YUCTOM KBAHTHOM CTAalby aKO TAYHO 3HAMO Y KOjOj
paBHE ocrimyje. AKo TakBe POTOHE TPOIYIIITAMO KPO3 PENIETKY YHjU CY OTBOPHU TapaJIeTHH
ca pPaBHU OCHUJIOBaMmA — IIPOJIA3W CBa CBETJIOCT, a KaJa HX IPOIYIITaMO KPO3 PeNIeTKy
OKOMUTY Ha PaBaH OCITMJIOBaIba — PeIleTKa 3ayCTaBiba CBY cBeTsIocT. IIpema ToMe, mmHEApHO
MIOJIAPU30BaHa CBETJIOCT je IPUMED YHMCTOI KBAHTHOT CTAaba.

A

Slika 1.44: Kpyxkna mosiapusaiyja CBETJIOCTH.

Kpy»KHa NI eJTMITHYIHO [0JapU30BaHa CBETJIOCT Cy IPUMEPH CYIIePIIO3UIINje KBAaHTHUX
crama. BepTUKaIHO M XOPU30HTAJIHO OCIIUIOBAE [IPEJICTAB/HAMO ,, JUCTUM BEKTOpUMA |U) U
|h), a doron Moxke GuTH y 6GUIO KOjeM CTamby HoJiapu3aliije JaToM BeKTopoM [¢) = alv)+blh),
e je a,b € C u |al? + [b]* = 1. Ako ycMepuMO Tako TOJIapPH30BaHy CBETJIOCT KPO3 PEIIeTKY
(mostapusaTop) Koja HPOILyIITa caMo CTame |[v), cBersiocT hie mpoJasuTu ca BepoBaTHOLOM
laf* koja me Mopa GuTE % Y cBakoM ciytdajy HeMa lernama’ mojeuHux gporona, Beh camo
JIeJIUMUYHE allCOPIIMje IBa CTamba, |v) u |h).

MebyTum, cyH9eBa CBETJIOCT WM CBETJIOCT ejieKTpuune cujasmie (enr. Incandescent
light bulb) nuje nosapusosana. Ona je memana. HemosiapuzoBana cBeTIOCT ce pasJiuKyje o
HOMEHYTOT cTarba [1)), jep mpoJiasu Kpo3 nojapusarop (pemierky) ca 50 oxcro ryburaka, Koja
roJi J1a je opujeHTaluja nojgapusaropa. HemomapusoBata CBETJIOCT Ce He MOYKE IIPEJICTaB/haTH
6uII0 KOjuM crambeM obsmKa alv) +blh) y HEKOM Kay3aJHOM CMUCILY, ajli MOXKe OUTH OlHUCcaHa
npoceurnM BpenHoctuma. CBaku (DOTOH je penuMo y KBAHTHOM CTamy |v) W je y cramby
|h) ca nona-nosa mance. Ta cy cramba MOTIYHO HENPEJIBU/JBUBA 38 €KCIIEPUMEHT U 3aTO UX

CMaTpaMO jeTHUM MEITAHIM CTAHEM.
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Yucro cTare

KazkeMo J1a je KBAHTHE CHCTEM Y “UCMOM Aty aKO UMAMO MOTIIYHO 3HAILE O CHCTEMY,
y CMHUCJTy TA9HOTI TI03HABAIbA HETOBOT CTarba. 10 MPEJCTaBbaMo 2yCmuHom eeposammohe p
ca jeJTHOM Ol CBOjCTBEHUX BPEIHOCTH jeTUHUTIOM, & CBUM OCTAJIMM CBOjCTBEHUM BPEIHOCTUMA,
HyJIaM Jaksie, KaJla 3aCUrypHO 3HAMO JIa je CUCTeM Y KBAHTHOM CTamby [)), oHza [¢) Mopa
OUTH COICTBEHU BEKTOP ONepaTopa p Ca jeJHUM jeJMHUM COICTBEHUM cTambeM 1. JIpyrum
pednMa, Mopajy BaXKUTHU jeTHAKOCTHU:

plv) =1¥), plo) =0, (1.270)

rzie je |¢) 6uso Koje crame OKOMUTO Ha [1)), Koje uMa BepoBaTHONY Hysia.
Ha mpumep, kaa omeparop rycrute BepoBaTHONE MUIITIEMO

p = [N, (1.271)

3a cTama [1)) u |¢) uspauynaBamo:

pl) = (L) PDID) = [0) (Y1) = [¥)(1) = ),

plo) = ([WN¥DI) = [¥)((Lle)) = [¥)(0) = 0,

a To ¢y yupaso pesyiararu (1.270).

Jpyru mpumep, n3padyHaBambe IpOocevHe BpeIHOCTH XepMUTCKe 003epBabiie y cCucTeMy
y JIHCTOM CTalby, ITIOMONY TYCTHHE BepoBaTHONE. 3aTo IMITO je Tpar orneparopa MHBAPUjaHTAH
u3padyHaBaMo ra y 6usio Kojoj 6a3u KBaHTHOI cucTeMa, oBje y 6asu |k) (k=1,...,n) koja
caJIpKu crame [1):

(M) = Tr(pM) Jnedbununmja mpoceka
= Yr 1 (k|pM]|E) nedbununmja Tpara
=1 (kI ([N )ME) - jep je p = [¢) ()]
L1 (Kl ) (o[ M]k)

= (YIM[y),

a OBO Ha Kpajy JIoJIa3’ O]

1 k) =)
(ko) { 0 [k) % [0).

[Tpema Tome, 3a cuCTEM y YUCTOM CTAILY J00MjaMO UCTY CPEJIhY BPEIHOCT KOjy OUCMO J100u/II
u 6e3 ymorpebe rycTuHe BepoBaTHONE.
Tpehu npumep je uspadyHaBame eHTPOIU]E:

S=-Tr(plnp) = ~(¢|Inply) = =([In py|¢)) =

= _<1p|1/;)lnp¢ =-1-ln1=0.

[Tpema tome, mema o Hojmanose enrponuje. Hema nuru [lenonose nadopmaruje. To je
JIOTHYHO jep CMO PEKJIM JIa je CHCTEM Y UUCTOM CTaklby, V KOjeM HeMa BpJiarba U HeMa MEeCTa
caydajuoctu. JIpyro je nurame Jia JiM 3aMCTa [IOCTOjH HEKa CYICTaHIA KOoja MOXKe OUTH y
TOJINKO YUCTOM KBaHTHOM cramy?! [a yormnre He kKomyHurupa? OaroBop Ha Ty IHJIEMY,
BepyjeM, y Heckay je u ca HojmManoBuM odekuBamuMa.

93SQusskind Lectures: http://www.lecture-notes.co.uk/susskind/
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MewaHo cTame

3a cucTeM Ka)keMo JIa je Y MeWwaHoM CMatby aKo Ta MO3HAJeMO CAMO JETUMUTHO WJIN
nnkako. lckazaHo ryctuHOM BepoBaTHOhE P, BHIIE OJ je/IHe COIICTBEHE BPEIHOCTH MOPajy
OuTH pazjauyauTe Off HyJIe.

Ha npumep, ca jpa umcra crama npasumo Memano crame [¢0) = ([0) £ [1))/v/2, ca

MaTPpUIIOM I'yCTHUHE
(12 £1)2
= (ﬂ/z 12 ) (1.272)

y 6a3u narux qucrux” Bekropa |0) u |1). To Huje 6a3a concrBeHnX BeKTOpA!

Apyru npumep. W3pauynaBamo npocevdne BpegHOCTH XepMmuTcke Bapujabme M y
MeIIaHoOM cramby, y3umajyhin 3a 6a3y {|ex) : k = 1,...,n} comncrsene BekTOpe, Tako Ja je
MaTpHIA p AUjaroHasna. ¥ TOj je 6a3u jeIMHUYIHA MATPUIA

L= |ex)ex|- (1.273)
k=1
NspaaynaBamo:
(M) = Tr(pM) =  (ex|pMlex) = ) (ex|pIM]e) =
k=1 k=1
= Z<€k|P(Z 6]’)M|€k = Z Z exlplej)(e;Mlex) =
k=1 =1 k=1j=1

n

n
Z exlpler)(exMlex) = > prler|Mley).
k=1

Haxkme, cpedra epednocm M je

n

Z (exMleg), (1.274)

a To je 36up, 110 6azuum BekTopuMa e, (k =1,...,n), BepoBarHoha cucrema ja 6yie y k-Tom
CTarby MHOXKEHHX IpocekoM M y ToM cramby.
Tpehu npumep je Pon HojmanoBa enmponuja cucrema y MEMIaHOM CTARY:
n
S=-Tr(plnp) = Z (ex|In plex) = Zpklnpk
=1 k=1

Jlakje, eHTPOIINja MEIIAHOT CTAba je

n
- > prelnpy, (1.275)

a 10 je opmasiHo jennako IIleHOHOBO] ungopmaryuju TOT cucTeMa. Y MTOCEOHOM CJIydajy,
KaJla HEMaMO HUKAKBUX 3Harmha O CUCTEMY W MOpPaMO MPETIOCTABUTH Ja je BepoBaTHOLa
cBakor ucxoja 1/N, earponuja je

1 1
—Zk::lNﬁlnN:lnN, (1.276)
a TO je TavHO jeIHAKO XapTJIMjeBOj NH(MOPMAIIU)HL.
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1.2.9 JluHeapHu cuctemun

IlocTaB/pame u peraBame CUCTEMa JIMHEAPHUX jeJHaYNHA W HEjeTHAYMHA je jeHa OJf
MMOBHATU]UX W YECTO MPUMemUBAHUX obJyiacTu ajaredbpe. JInHeapHe jelHaUNHE Cy HAM BarkKHE
7 3aTO IITO HAC [POyYaBarhe TUX CUCTEMa BOJU JUPEKTHO Yy BEKTOPCKE IIPOCTODE, aJd U
3aTO IITO Ce caja aKTYeJHN Pa3B0j K6AHMHUT KOMNJYMeEpPa TeCTHpa Ha OP3UHU PelllaBarba
YIIPaBO JINHEAPHUX CHCTeMa BeoMa Besmkor Opoja jennaunna (HHL algorithm, 2009). Pamn
KOMILJIETHOCTH OBOT' IIPETJIEIA, TIOIVIeIajMO IPBO HEKOJIMKO KJIACUIHUX MOJIEJNIa KOjU Ce CBOJIE
Ha HEKU AUHEAPHYU CUCTEM jeTHAIMHA.

Mognen ekonomuje. [Ipernocrasspa ce Jla HeKa eKOHOMEja UMa 1 MHJIYCTPHUja OJf KOjUX
cBakKa paJd II0 CaMO jeIaH IpoW3BOJ, Kopucrehnm camo jeman mporiec mpous3Boime. Te
WHJIYCTPHje MPOU3BEy TOIUIIIERE TATHO OHOJTUKO pobe KoJinKo je morpebno. Ca &; o3HaumMo
KOJIMYINHY pobe KOjy TOMWINIbe MPOU3Bee WHAYCTPHja i. TOKOM Te rojuHe HHIyCTPHja
J KOPHCTH 3a CBOjy IIPOM3BOAILY poOy Kojy mpoussese upiycrpuja i. Ca 1;; 03HAUIMO
KOJIMYMHY pobe ¢ MOTpeOHY MHIYCTPHUjU j 3a DOAUIIEY HpousBoAmy. Ca [5; 03HAUIUMO POOy
KOjy Tpebajy BamCKHU TPayKUoI, U3BaH JaTuX uuaycrpuja. OTyma cucrem

£i=771'1+7’h'2+"'+ﬁi, (i:1,2,...,n). (1277)

Kama je n;; # 0, To 3Ha4K J1a 4-Ta UHIYCTPUja KOPUCTUA BJIACTUTH IIPOU3BO/I 3& IIPOU3BOIILY.
[IpuponHo je mpeTrnocTaBUTH 14 jeé MOTParkKiba Pobe MPOIOPIMOHAJIHA ITPOU3BOAIBH, 1A je
Mij = &, TAe Cy (;j KoeUIUjeHTH IPOIOPIMOHATHOCTI KOJU 3aBUCE OJ] caMe TeXHOJIOTHje
UHJIyCTpHje ¢ U Kao Takpu cy nosnaru. llosmare cy m koedunujentn [3;, jep o3HavdaBajy
Hapynbe U3BaH MponsBome. Tako cucrem (1.227) mocraje:

(1-o1)é1 —a12éo = = a1pén = 1
—a9161 + (1 —a)ée — -+ — aéy = B2 (1.278)
_an1§1 - an2§2 - (1 - ann)gn = 671

OBaj cucreM jeiHAYMHA je OCHOBA MOJIE/Ia €KOHOMUjE ﬂeOHTjeOBa@ Koju je om 30-ux romgmHAa
20. Beka npumemuBad y CAJl u 70 qaHac je UMAao JI0CTa MOOIIITEHbA.

Mopnen JleoutjeBa mpejicTaB/ba I0jeIHOCTAB/bEHY EKOHOMUjY Ca IHUJHEM JA IPEIBUJIN
HUBO TTPOU3BOJIILE 38 CBAKy O HEKOJMKO BpcTa pobe. OH moppasymena:

e Jia MMa JIOBOJHHO O]l CBAKOI' IIPOU3BOJIA Y OJIHOCY Ha IIOTPaXKIbY;
® J[a HEMa BUINKOBA, HEUCKOPHUIITEHE pobe.

PazmoTpumo To Ha jeaHOj BeoMa I0jeIHOCTAB/HEHO] €EKOHOMUJU Ca TPU ynaBalﬂ CUPOBUHA,
yciyre, npousBojiba. CupoBuHa je poba MHOIUX HHIYCTPHja, IMOJBOIPUBPEE U PYIAPCTBA
Ha IpUMep. YCJIyre YK/BYUyjy MaJolpojiajy, peKJIaMuparbe, IpeBo3, U TaKO JTaJbe.

Ba npousBojmwy (yi1a3) cupoBuHa oTpebHe cy (U3/1a3m) gpyre 1Be WHIycTpuje. Perwmo,
ona Tpeba IPeBO3 CBOje pode Ha TpKUIITe, a Tpedajy joj n mpousBogHe marnne. Uuaycrpuja
cupoBHUHA TpeOYje U HEKe O/ CBOjUX BJIACTUTUX IIPOU3BOJIA, HA IIPUMED PY/Ly I'BOXKDa, Jia IpaBu
JeJIMK 3a [HHE KOjuMa pyia uie u3 pyaauka. Ce oBe yjiase U n3jiase pesuMupa Tadesa:

9 Bacumit Bacunsesnd JIeonThEB (1905-1999), pycko-aMepHUYKE €KOHOMHUCTA.
9 Terry McConnell: http://barnyard.syr.edu/
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WNunycrpuja | Cuposune Yeayre IlpousBojma

Cuposuse 0,02 0,04 0,04
Yeayre 0,05 0,03 0,01
IIpoussomma 0,2 0,01 0,1

BpojeBu y Tabenmu mokasyjy KOJMKO W3ja3a OJ CBaKe IOjeJIMHE MHIYCTPHUje Tpeba IaToj
UHIYCTPHUjU 32 ITPOM3BOJIGY jeTHOT Junapa (HOBYAHUX jeJMHUIIA) COICTBEHOr m3ia3a. Ha
npuMep, fga 0be3beau 1 nuHAp BPEIHOCTH yCJIyra, ceKTop yciyra morpominhe 0,05 qunapa
3a cuposune, 3aTuM 0,03 murapa 3a yciyre n 0,01 guHApa 338 TPOU3BOILY.
[Monarke Tabese numemo y marpunu Tpeher pega (tuna 3 x 3), Koja ce Ha3UBA YAA3HO-
UBAAZHE MAMPUUG:
0,02 0,04 0,04
A=]0,05 0,03 0,01]. (1.279)
0,2 0,01 0,1

Jpyra BaxKHa MaTpHILA je MATRPUUA NOTRPAdICHbE, KOja CaJIPIKU MOJATKe (PEIMO Yy MUJIMOHIMA
JMHApa) CBAKOI M3Ja3a KOJU je TpaxkKeH OJ] HOTpOIIada M JPYIUX U3BaH JlaTe eKOHOMUje
(n3B03). To Moxke GuTn
400
Y = 200]. (1.280)
600

Ha npumep, y apyrom perky je morpaxKiba y Bpemnoctu 200 MHIMOHA JUHADPA YCIyTa O
cTpaHe moTpoImada u u3Bo3Huka. 1Tpeha je mampuuya npouseodrwe X. To je jour jeaHa KoJioHa
JIy’KUHE TPU KOja HpeJCTaB/ba KoIWduHe (y MIJIHOHHMA JUHADPA BPETHOCTH) MPOU3BOIHE
CBaKe OJ TpU HHAYCTpHje. DBpennoctu y TUM KOJOHAMA Cy HENO3HATE, aji 3HAMO Jia
MaTpuydnu npousos, AX 1mpejcraBiba Je0 IPOU3BOJHE 33 MHTEPHY YIOTpeOy, 3a came
UHJIyCTPHje Pajii MPpOu3Bojmhe mbuxoBux poba. Paszmmka X — AX = (I - A)X npejcrasiba
KOJIMYMHY H3J1a3a OTPeOHY Jla Ce 3a/[0BOJbH BalbCKa IOTPaXKiba. Ta IMoTpaKiba je TadHo
jennaka (Hema mkapra) marpunu Y = (I- A)X. Osa marpudHa jelHAYMHA UM PEIIEHE 110
nenozuaruM X = (I - A)~1Y, ogmocno

449,24 0,98 -0,04 -0,04\ {400
237,27|=|-0,05 0,97 -0,01|]200]. (1.281)
769,13 -0,2 -0,01 0,9 J\600

Tako Haja3zuMo ma ceKTop yeiayra Tpeba npoussectu 237,27 MUJIHOHA JUHAPA BPEIHOCTU
ycayra jga 6u Ta eKoHoMmuja O6mia y paBHOTEKM.

IIpobaem tpancmopra. HMcry Bpery pobe mMamMo Ha M CKJIQJIUINTA: Ha [IPBOM (]
jenunuIa pobe, HA APYTOM (g, ..., HA M-TOM (i, jeaununiia Te pobe. Ty poby Tpeba rpeBecTu
JI0 N TIOTPOIIada U TO: J0 IPBOT 31 jeauHuIa pobe, 10 apyror Bo jeannuiia pobde, ..., 10 N-TOT
By jemununa poGe. IlosnaTa je HajMama IeHa 7y;; IPEBO3a jeJUHUIE POOE ca CKIAJUIITA §
1o morpomrada j. TpaxKwm ce ma ce HaBeJIeHU MPeBO3 ypaau Ha Hajjedbruumju mauwma. [Ipe
cBera, Mopa outu

=1

iai = 3 ﬂj. (1.282)
j=1

Osmaunmo s ca §;; KonmauHy pobe Kojy Tpeba ca CKIaJIUINTa ¢ JOIPEMHUTH IIOTPOIIady 7,
WMaMO CUCTEM jeTHadnHA:

Yo&ij=a, Y. &= B (1.283)
j=1 i=1

Pacrko Bykosuh 172



KBAHTHA MEXAHUKA

[Mena Tpancrmopra gara je pyHKIIjOM

NIE

(= i%‘j&j. (1.284)
=1

~
Il

—_
<

Tpazku ce pememe cucrema (1.283) y3 ycsios ma dyHknuja ¢ uMa MUHUMATHY BpeaHocT. To
je mpobyieM TPaHCIOPTa KOJU j& MOCTABUO W PEIINO XHqKO@ 1941. roxuue (. [31]).
Komuko Taj mpobisiem 3Ha OUTH CJI0YKEH TOKYIIAJMO pa3yMeTH Ha ciejeheM mnpumepy
napadorca mpancnopma. Hanme, y HekuM ciydajeBuma, Moryhie je CMambUTH YKYITHA TPOIITAK
npeso3a ( camuM noBehameM Opoja CTOBAPHINTA WA OJIPEHUIITA.
Ha npuwmep, Heka cy marpuia rexa npesosa C = (7;;), & MaTpuie-KOJIOH CKJIAIUIITA

a = (o;) ogpemumra b = (f;), pexom:

50 300 ) 7
o (2 ) a(2). v () 155

Onrumainso pemntetbe, X = (&;5), 1aTO je MATPHIIOM

5 0
X:(2 8), (1.286)

ca muaumymoM ( = 1370. Caua ysehajmo Koeduimjenre aq u bg 3a jefaH, 1a MMaMO:

, (6 , (7
32(10)’ b:(g). (1.287)

, (60
X :(1 9), (1.288)

ca muanMymoM (' = 1160. TlapamokcaaHo je oBIe Ja jeJHa jeIUHHUIA IIPEBO3a BUIIEC UYNHH
Tpomak npeposa MamumM, (' <, 3a 210.

IIpobaem makcumasiHOr mpodurta y unaycrpuju. llpernocraBmpamo ga y dbabpuriu
paji m pazyimantux mamunaa My, M, . .., M, Ha KojuMa ce MOXKe ITPOU3BECTHU 1, PA3TUIUTUAX
BpCTa poda ca AGHUAHOM NPouU3sodHoM — CBAKH O IPOU3BOA IIPBO ce obpaljyje Ha MaluHu
My, 3atum Ha Maruau Mo, u Tako pemom jo mamubue M,. IlpermocraB/pamo ma mamune
pajie HelpekuHO (y JaTUM MHTepBAJIMMa BPEMEHA) U Ja je BpeMe IIOTPeOHO 3a IpelpaBKe
pajia MallluHa ca jeJHe BpcTe pobe Ha JAPYry 3aHeMapJbiBo. Ha TpXKuUIITy je HeorpaHmdeHa
norpeba 3a CBUX N BpcTa poba a nene cy ¢dbukche. Tpeba nocraBuru 3agarak (mporpam) 3a
pajx dabpuke Tako Jia TOAUIILA TPOoduT Oyae MaKCHMaJsIaH.

Yamumo ga je mammua M; (i = 1,...,m) pacnonoxusa (; dacoBa TokoM rojuue. Jla
6ucmo Jobmmm j-Ty jenuHuiry pobe, Tpeba Ha Mammnu M pajuTn (v, JacoBa, Ha MAaITHHI
M> Tpeba paguru pj 9acosa, ..., Ha My, Tpeda a,,; yacosa. [IpoduT no jeaunumnu mpoussona
pobe j je ;. Ozmaunmo ca &; 6poj jerununa pobe j mpomsBeeHe TOKOM TOJNHE, IITO 3HATH
Jla Taj mpoussoj, Ha Mammuu M; Tpeba pamutu «;;§; dacoBa. Kako je mammna M; na
pacrojiaramy cBera (3; 1acoBa, TO je

OnrumaJiHo pererme caja je

zn:aijfjﬁﬁi (izl,...,m). (1.289)
j=1

9Frank Lauren Hitchcock (1875-1957), aMepidKn MaTeMaTHdaap.
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[Tpuponno, npu Tome je csaxo § > 0. IIpodur no jegununu pobe j je vj, a 3a §; jeununa
taj npodut je v;&;. Oryna

¢= Z;’ijj (1.290)
=

je yKymHu npodur.

Ilpumep 1.2.91. Ilpoussohaw padu dee epcme ckuja, 3a ez3ubuyuje u 3a caarom. Ilpsa
epcma 3axmesa 8 4aco6a pada Ha OU3ATHY U 4 “aca 3a8PWHUT padosa. JIpyea epcma 3axmesa
8 wacosa pada na duszajny u 12 wacosa y 3a8puwHuUYL. YKYnHU 6p0j PAdHUT 4acosa Ha JudajHy
je 160, a na saspwnuyu 180. Konauno, 6poj npoudsederux ckuja npse spcme He cme bumu
sehu 00 15. Koauxo ce ckuja npee u dpyze 6pCme MoHCe NPOUSBECTU i MAKGUM YCA0SUM T

Hodammno numaree, axo je npopum Ha c6aK0J CKUju npse 6pcme je H espa, ¢ Ha CKuju
dpyee epcme 10 espa. Koauxo od ceaxe epcme cxuja npoussohay mpeba npousdsecmu da ou
ocmeapuo najeehu npopum?

20

—
LA

()

Slika 1.45: Cucrem HejeanaqnHa.

Pewerve. O3naxiuMo 6poj NpoOU3BEJIEHUX CKHUja IIPBe U Jpyre Bpcre pejom ca x u y. [lpema
yCJIOBUMa 33/1aTKa, (DOPMUPAMO CUCTEM:

220, y>0, 2<15 S8r+8y<160, dx+12y< 180.

Ha commnm je TO IpeacTaB/beHO MIpaupaHoM 00JIACTH YHYTap U3JIOMJ/beHe JIMHUjE KOjy
dbopmupajy ancuuca, opaunara u tpu npase: x = 15 (11), z +y = 20 (l2), = + 3y = 45 (I3).
[Tpeceune Tauke cy I3 Nlo = A(15;15) u lanls = B(7,5;12,5).

[Ipodut usHocu p = 5x + 10y. 3a pasjuauTe BPEIHOCTHU IMapaMeTpa p UMaMO IapaJsiesiHe
npase (IIyHA U JiBe UCIIPEKUJIAHe Ha CJIMIM), O/l KOJUX caMo jefHa (IyHa JIMHUjA) [IPOJIa3u
taukoMm B 3a Bpegnoct p(B) = p(7,5;12,5) =5-7,5+10-12,5 = 162, 5. TIpema Tome, y narum
ycaoBuMa, MakcuMasiad npodur je p(B) = 162,5 espa. OJ

IIpobaem ncxpaune. Tpaku ce IporaM 3a UCXpPaHy Y0BEKA, I'PYIIE JbY/IH, UJIA XKUBOTUEHA
U CJIMYIHO, TAKO Ja Ta ucxpana Oyme mro jedprunuja. M360p 3a ucxpamy ce Bpmm Mehy n
pexpaMOeHNX apTHKaJa, KOju caJp:Ke 1m XpaH/bUBHX cacTojaka. Heka je a;; Kommamna i-
TOT XpaHJ/BUBOI' CACTOJKA ¥ j-TOM IIpeXpaMOEHOM apTUKJIY, a HEKA je [3; MUHUMAJIHA TTOTpeOHa
KOJIMIMHA ¢-TOT IIpexpaMOeHor apTuKJ/Ia 1 HeKa je y; IleHa jeJInHuIe IpexpaMOeHor apTuKia
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J. To cy mosmatre Besmamne. O3HaMMMO JH ca, & HOTPEOHY KOJMIIHY IIPEXpaMOEHOT apTHKIIA
J oHJa je a;;§; KOMMYUHA {-TOI' XPaH/bUBOI cacTojKa y &;. 3aTo je

n
Y& >6 (i=1,...,m). (1.291)
j=1
[lena ucxpasne je
n
¢ =27k (1.292)
i=1
MaremaTudku mpobIeM UCXpaHe CacToju ce y oapehuBamby HeHEraTUBHE BPEIHOCTH ITPOMEH-
JbUBHX &1, ... ,&, Tako Ja dyHKImja ( UMa HajMamy BpeIHocT y3 ycsose (1.291).
X K %

Hageyienu u camanm npuMepu Bojie Ha ajrebapCcKu mMpobiieM auneaphoz npozpamupatsa.
Jlatu cy BekTOpCKH mpocTop V amMmeHsuje n, noiackynosu X,Y ¢ V, juHeapHU OmIepaTop

A: X - Y (koju moxke 6uru u xoMeoMopdu3aM) U HHU3 CKAJIAPA Y1,...,Vn. 1IpONEHYjy
ce BPEJIHOCTU KOMITOHEHTH BeKTopa & = (&1,...,&,) € X IPeCcIuKaHor JaTUM OIePaATOPOM Y
BeKTOp Y = (1,...,Pm) € Y, Tako na dynkuuja

C=mé&1+-+mén (1.293)

uma Hajselly (HajMarby) BPEJIHOCT y JaTUM yCJIOBUMA.

Y caydajeBuMa BeoMa BeJIMKOr Opoja n, Kaja HAC HE 3aHUMAJy PEJIOM CBE BPEIHOCTU
BeKTOpa I, Beh caMO Heka MeroBa OIIIITa CBOjCTBA U onapeheHe IMOjeMHOCTH, Y JIaTUM
YCJIOBUMA, JITHEAPHOT IIPOr'PAMUPaiba, 0 HEJABHO CY Y Pa3BOjy METOJIE PEIllaBamba JINHEAPHUX
npobustema omohy xkearnmuux xomngymepa (B. npuor [32]).

Ha npumep, Xapos, Xacumum u Jlojx (Harrow, Hassidim, Lloyd) cy 2009. romuue
nponanum jeman agropuram (XXJI agropuram) Koju HaM moMazke Jia IPUIPEMIMO KBAHTHO
crame |x) = A7|y), rae je A1 unBepsna marpuna (oneparop) marpune A. On je npakTudan
u 6p3 3a (rpy6Gy) obpajy Muamjapau yiasa, Kaja mMoxkemo cvectutn 230 momaraka y csera
30 kjybura, yMecTo y MUJIHjap/ie OJBOJEHUX MEMODPHja. 3aTHM H3PATYHABAMO MUJIHjAPILY
BPEJIHOCTH OJ[je/IHOM, CYIIepIIO3UIUjoM |y) Koja pesysnrupa y |z). To je kBanTHH anropuram
Koju HaM Helie jlaTu cBe BpefHOCTH Bapujabiid, Hero he HaM pelil HENITO O OPUTHHAJIHO)]
muctpubytuju nojgataka. Moxkemo casznaru, perumMo, 1a 1234. KOMIIOHEHTa BEKTOPa & UMa
HajBelly aMiumTy/ 1y, wim Haliu yIajbeHOCT TOr BEKTOPA J0 HEKOI' JIPYTOr.

KoHnBekcHN CKynoBu

IIpucerumo ce fa jeqnaydnna npase Kpo3 jiBe Tauke 1y u 1] npeicraB/beHe BEKTOPUMA Tg
U I y TPOJMMEH3NOHAJHOM IIPOCTOPY MMa OOJNK T = o + A(Z1 — Zp). Kana je mapamerap
A =0 mobujamo Ttauky Ty, Kama je mapamerap A = 1 mobujamo tauky 17, 3a 0 < A < 1 numamo
rauke u3Melly 1o m T7. AHAJIOrHO BaskKy 3a BEKTOPE Xy U L1 HEKOD 1 JUMEH3HOHAJHOL
PeaTHOT WJIM KOMILIEKCHOT IIpocTopa. Taja ce CKyIl CBUX BEKTOPa & ODJIMKa

x=x9+Nx1—20) = (1= N)zo + A1 (1.294)

3a koje je 0 < A <1 zoBe ceemenm unu nyx oxapehena ca xg u x1. Uspas x = Agxg + 1271,
rze ¢y Ao, A1 >0 u Ag+ A1 =1, je konsexcra xkombunayuja (Croj) BEKTOpa Ty U Iq.
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Yorire, KOHBEKCHa, KOMOMHAIMja BEKTOPA X1, L2, ..., Tm € V jé BEKTOP T 00/IuKa
m m
T=Y Mg, P> A=1, A, An 0. (1.295)
k=1 k=1

Cxkyu K ¢ V 30BeMo konsexcHum cxynom, ako K 3ajemHo ¢ 6110 Koje CBoje JiBe TadKe CaIpKu
u cermenT oznpeben Tum taukama. [Ipyrum peumma, ako u3 x1,x2 € K 3a ceako A € (0,1)
cienm Azq + (1= Nz € K, onma u camo onza je K konBekcan ckyir.

Jlema 1.2.92. Konsexcar cxyn cadpici, c8aKy KOHBEKCHY KOMOUHAUUJY 00 KOHAYWHO CEOJUT
Maaxa.

Zoxas. 3a JiBe TauKe TBP/IHa ce MoAyaapa ca AedpuHuImjoM. Pernmo j1a je TBpamba HCTUHATA,
3a M Tavaka M OHJIa JIOKAXKMUMO JIa je UCTUHUTA 3a m + 1 Tadaxa.
Hexka cy Tauke x1,...,Tm,Tms1 € K u:

m+1 m+1

x:Z)\kxkv ZAk:]-v >\17"-7)‘m+120'
k=1 k=1

Ako je Y g1 mAL =0, oHz1a je & = Ty €K, a ako je A= YL Mg # 0, oHIa je

A Am
T=A (71.%1 +oeet Taj‘m) + Am+1Tm+1-

BexkTop y 3arpajiu je konBekcna kombunaruja m Bekropa u3 K, na je u on y K. O3naunmo
JIN Taj BEKTOP ca Y, OHIA je & = AY + A\jm+1Tm+1 KOHBEKCHa KoMOuHaIuja asa BekTopa u3 K,
ma je u o u3 K. Tume je Jlokaz MaTeMaTUIKOM WHJIYKIIAjOM 3aBpIIEH. O

V3MeMo JI KOHA4YHO Tavyaka Ti,...,T, € V U HAIPABUMO JIM CBE IbHXOBE KOHBEKCHE
KOMOWHAaIIje, J00njaMo MOTIIYHO oApeheH HajMambu KOHBEKCAH CKYIl KOjU Te TadKe CaIprKH,
KOJU C€ 30B€ KOHBEKCHO IOITY FbaBae WIH KOHGEKCHA HYCKA BEKTOPA X1, . . . , Tmy. KoHBeKCHA
JbYCKa JIBE TadKe je CETMEHT (JIy?K), KOHBEKCHA JbyCKa TPU HEKOJMHeApHe TauKe je TPOyTao.
Konsekcna Jbycka MOXKe ali He MOpa GUTH KOHBEKCAH CKYIL.

BpxoBu Tpoyria cy mHerope MCTaKHyTe TadKe y CMUCIY JIa TadKa Ha CTPAHUIMA TPOYTJIA
MOZKE Ca HEKOM TauyKOM TPOyIJa (POPMHUPATH CEIMEHT KOjU He CaJpzKU TadKe TPOYIJIa, ajli
TeMe TPOyTJia TO He Moxke. AKO 3a Tauky o ¥ JiBe Ipou3Bo/bHe Tauke x’,z’" Tpoyria, us
x=Xx'+(1-Nz" (0< X< 1) ciequ z =2’ = 2", ouna je x Teme Tpoyria. Yormmre,
KaJla 3a TauyKy T KOHBEKCHOI CKylla M JIBe IIpou3BosbHe Tauke x’,z” Tor ckyma, ms x =
A"+ (1=-N)z" (0< A< 1) cepn x = 2’ = 2", ongia TauKy & HAZUBAMO EKCMPEMHOM MAUKOM
Jjaror ckyna. [Ipema Tome, Tpoyrao mmMa TpuU €KCTpPeMHE TadKe, KBaJpaT UeTUPU, & PEIUMO
KPyT OECKOHAYHO.

Teopema 1.2.93. V xoHauH0 OUMEHSUOHAAHOM BEKMOPCKOM NPOCMOPY CEAKU 3GMEOPEHU U
oepanuvenu KongexcHu ckyn K xoju uma Konauno ekcmpemnus masvaro X1, . . . , Ly KOHGEKCHA
je mycka mux mavaxa. Tada je:

m m
x:Z/\kxk, Z)\k:L Ay A 2 0.
k=1 k=1

ITpu Tome ce kaxke ma je S €'V sameopen cxyn, ako a € S u ap — ag MOBIaIU ag € S
u ga je S oepanuven ckyn ako mocToju 6asa eq,...,e, € V TakBa Ja je sup,.g|z(e)| < oo
rae je |z(e) = || + -+ + €| erasbHuje 0 3aTBOPEHOCTH M OIPAHUYEHOCTH PACIIPABIHAMO Y
creneheM ToOrIaBsby, a 3a caja MPUMETUMO CaMo Jia TI0jaM OTPAHIMYEHOCTH He 3aBHUCH O 0a3u,
Hero o ckyiy S. Ykparko, 1o je 6usna Kpeun-Muamanosa teopema (8. [33], crp. 217. un
yomrre VI riasa), kojy osze HeheMo J0Ka3MBATH.
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IIpumep 1.2.94. IIposepumu xoauneaprocm nomohy xomymamopa mavaxa u aeme|1.2.18.

Pewere. Tauka T'(z,y) je va cermenty (1.294) usmely ravaka T (z1,y1) u To(xz2,y2) ako
U caMO aKoO 3a IPOU3BOJbHE P, q > 0 TakBe na je p+q =1 Baxku T = pT} + ¢q1», omaocHo:

(2, y) = p(z1,91) + q(22,92)

T =pri+qr2, Y=Dpyi+qys,

MHOXKHUMO TpPBY jeIHAYUHY Ca Y1, APYry ca —x1, IIa ux cabepumo. 3aTUM, MHOXKHUMO IIPBY
ca Yy, IPyry ca —xg, ma ux cabepumo. lobujamo:

zy1 —yr1 = q(Tay1 — Y21),  TY2 — Y2 = p(T1Y2 — Y122),
Oryna, kopuctehin xomymamope mayara, HATAZUMO:
[T)Tl] :q[T27T1]7 [TaTQ] :p[TluTQJ)
[TluT] = q[T17T2:|7 [TaTQ] :p[Tl7T2]7
[Tl,T] + [T, TQ] = [Tl,TQ],
jep je p+q=1. IIpema semu [1.2.18] Tauxe T1,7T,T> cy KoauHeapHe aKo
[Tl,T] + [T, TQ] + [TQ,Tl] = 0,

OJTHOCHO aKo je nopinuaa Tpoyria 117715 uyna. O

Kpameposo npasusio

Kasa je naT JiMHeapHH CHCTEM ca 71 jeJHAYUHA W MCTO TOJHMKO HEMO3HATHX, MOKEMO
ra sammcari moMmohy marpuie A = (oy;) Koja caupKu KoedUIIjeHTe CHCTeMa I MaTpPHIle-
crynma X = (£) Koja caJp:Ku HEMO3HATE

AX =B, (1.296)

e je B = (fr) marpuma-crynarn ciaobogaux koedulpjeHaTa JaTOr CHCTEMa, jeIHAYNHA.
3HaMO Jla ce pelleme OBOI cucTeMa, n3dMehy ocrasor, Moxke mobutn u nomohy Kpamepogoez
npasuaa (1.134), xoje hemo cama n mokazarm.

V snureparypu ce To npasumio Hajuenthe m3sogm u3 penamumje Al = adjA/det A u
ynopelyjyhu kodakrope passoja (8. [34]). Mebhyrum, edekrauje je mucaTn 1ary MaTpHUILy
cucTeMa ImoMONy HeHUX CTyIIAIla, [a pa3lBOjUTUA U Bapujadse 1mo 6a3HUM BEKTOPUMA:

Xi=(e1,...,€51,Xk, €k11,---,€n),

IJie je € MaTpHIa-CTyIIall Koja UMa CBe HyJle OCUM JeIUHHIC Y j-TOM PEeTKY, & Xj, je MaTpUIla-
cTymnar, Koja uma cBe Hyse ocuM & v k-tom. Oryma:

fk =det Xk = det(AAXk) = det(AXk)/det A,

(det A)é = det(ay,...,ap1,b,a51,...,a,),

a 1o je KpamepoBo mpaBuJo.

Pacrko Bykosuh 177



KBAHTHA MEXAHUKA

1.2.10 JlnHeapHO nporpamMuparse

3amar je cucreM

>oaén =06, (j=1...,m), (1.297)
k=1

Ol M JIMHEAPHUX je/IHAYNHA Ca N HEIIO3HATUX U peajHuM kKoedurujentuma. Tpeda nahu csa
[IO3UTUBHA PEIleha TOI CUCTEMA. Y MATPUIHOM ODJIUKY TOT 33JIaTKa TPaYKUMO CBE BEKTOPE

obmka x = (&1,...,&n) = X7y &j€; Taxse ja je
Ax=b, x>0, (1.298)

e je A marpuna tama m xn, a X > 0 3aaun & > 0 3a cBe eJleMeHTe MaTpPUIle-CTYIIA X.
[IpernocraBka b > 0 He Hapymasa ommrocT. CBakKO pellerme HABEIEHOI CHCTeMa Ha3uBa
ce mozyhe pewerse, a Taj CUCTEM CG2AGCAH WU KOH3UCTEHTAH aKO UMa 6ap jeJHO peIemne,
MHAYE je HecazaacaH, HEKOH3UCTEHTaH, Tj. HeMoryh.

Kako 3a cBako moryhe perieme Baxku jemnakoct (1.298), marpuna A u mpormupeHa
marpuna (A,b) umajy uctu panr r. Ako je r < m OHIA je r — M jeJ[HAYNHA TOT CHCTEMa
CYBWUIIIHO U OHE ce MOry m3octaButu. Jlakje, He HapymaBajyhu OMIITOCT, IPETIOCTAB/HAMO
na je v = m. AKo je r = m = n UMaMO KBAJPATHY PETyJapHy MATPUIy U CUCTEM WMa
jenuHCTBEHO pemieibe X = A™'b, ma mpeocraje camo mposepa ga i je x > 0. Jakiie, mpobiem
je cysuie ogpeheH m Mambe je MHTepecaHTaH OJ Caydaja r = m < 7N, KaJa ce OIeT CJAMIHUM
IIOCTYIIKOM HaJla3€e PeIlera CHCTEMA.

Osnaunmo k-tu crynarm marpuie A ca ag na (1.298) nanummmo y 06Ky

b=¢&a;+---+&,a, (51,...,57120). (1299)

Hartu npobjiem ce cBOJM Ha HaJlaxKeme CBUX MOryhux pacraBibarba BeKTOpa b 10 cryniuma
marpune A ¢ HeHeratuBHuM Koedurmjentuma. Moryhie pememe x = (£) 30Be ce 6a3uaHO
WU 0CHOBHO Peuierve, aKo Cy BEKTOPH aj 3a Koje je & > 0 nezaBucuu. OCHOBHO periese 3a
KOj€ je M KOODAMHATA PA3IMIUTO O] HYJIE 30BE Ce Hede2eHepucano pewerve, a ako TO HHje
OHO Ce Ha3WBa 0€2eHEPUCAHO PEULCHHE.

Ox crynana marpuie A MOXKeMO HAIIPaBUTH (Z) CKYTIOBa OJI TI0 M BeKTOopa. AKO cy
y3€TH CTYIIM HE3aBUCHU, OHU MOTY Jia UMHE peryjapHy maTrpuily B, Tako ja je BEeKTOp
x = B7!'b normyno oxpehen. Axo je x > 0 oH/a je TO OCHOBHO peIlierbe, a Takpa MaTpuia B
Ha3UBa ce 0chosHa mampuua. [IpeMa ToMe, OCHOBHEX Dellerba UMa HajBHIIE (:Ln) a TOJIUKO
“Ma U OCHOBHUX MAaTpPHIA, Koje CBe Tpeba MPOBEPUTH permaBajyhu oBaKaB mMpodsIeM.

IIpumep 1.2.95. Hahu ocrosHo pewerve cucmema:

§1+26 -85 =38
261+ 83 +8a+8& =4
§1+26—E&3+284+ &5 =8,

2de ce nodpasymesa £1,...,&5 > 0.

Pewere. 1lpBa Tpu cTymnma 4mHe MATPUILY:

1 2 3
(a17a27a3) =|-2 0 1 )
1 2 -1
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3a KOjy je
1 2 -8 -2 8
(al,ag,ag,)—lzE 1 4 7], b=|4
4 0 -4 8

Uzpauaynasamo (ap,as,a3) 'b = —2e; + 5ey, a To je Moryhe aiu He U OCHOBHO pelIerbe.
Jpyra koMmOunaruja je:

1 3 -1 2 =2 4
(a,a3,a5)=|-2 1 1] = (alaa37a5)_1:E 3 2 1],
1 -1 1 1 4 7

a Taga je x = (ay,a3,a5) 'b = 4e; + 4e3 + 8e5 ocHoBHO pemreibe a (ar,as,as) je OCHOBHA

MaTPHIIA.
Marpuna
2 0 -1
(al,a4,a5) =10 1 1
2 2 1

je CMHTy/IapHa, IbeHa JIeTepMUHAHTA je HyJla, I1a BEKTOPH aji, a4 U as He obpasyjy 6azy. [
. 5
CucreM jeiHaIMHA U3 HABEIEHOT IIPUMEPA UMa (3) = 10 moryhux ckymosa 1o 3 BEKTOpa,
0/ KOjUX CMO HaBEJIM caMo jeJlaH KOj! Jiaje OCHOBHO pelerbe. lIpoydmMo cajga Heka reoMe-
TPHUjCKa CBOjCTBA CBUX MOIyNUX peIlerhba TAaKBUX CUCTEMA.

OcHoBHO peluerse

Teopema 1.2.96. 1° Ckyn K = {z|Az =b, x >0} je sameopen u xoneekcan.

2° Axo K nuje npasan ckyn, onda on cadporcu 6ap jedHo 0CHOBHO peuLerve.

3° Axo nocmoju ocrnosna mampuya B = (a;,,...,a;,,) v cmynay a, mampuye A maxas
da je B_lap <0, onda je K neoeparuuen cryn.

Zloxas. Ha je K 3aTBOpeH M KOHBEKCAH CKYIl OUUTJICIHO je, IMa JTOKAYXKIMO OCTaJjie TBPIIbE.
Heka je x = (§1,...,&,) € K. Tpeba nokazaru na y K nmocroju Bekrop y = (11, ..,7,) Takas
Jla cy cTyumu ax Marpuie A, 3a Koje je np > 0, HezaBucHu. Paju Tora rnpenyMepuIimmo
CTYIIIE Te MaTPUIle ¥ KOOPJMHATE BeKTOPa X Tako Ja je & >03a k<pu & =03a k> p, na

nMaMoO
n P
b= &ap=) &ay.
k=1 k=1
Axo cy BexTopn ay, ..., a, HE3ABUCHHU, OHJIA je P < M U X je OCHOBHO PEIIeH-E, 1A je UCITYHeH
u ycjios 2°.
MebyTum, ako cy BekTOpH ai,...,a, 3aBUCHHU, Taja je ). Arpay = 0, npu demy Gap 3a
jemno ke {1,...,p} Baxu A\, # 0, a 3a TakBO je
_ J b _ )\.7
ak——Z)\—aj, = fj_)\_fk a;
jzk Nk j=k

Hakme, Bexrop b je cioj p — 1 crynmana marpune A. Axo cy npu Tome jour u & — i—ifk >0,
OHJIa Cy TH CTynnm ejeMeHTH 3 K, Koju HeMajy BuIlle o1 p — 1 KOOpJAWHATA PA3TUIUTUX OJT
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nyne. Hapenena mejennakoct je ucmymena axo je A\j < 0, a 3a A; > 0 ona nosiadn E—J > f\—’z
J
Oryna

J
Hakie, yamemo jn k TakBo Ja je JOCTUTHYT HOMEHYTH MUHEMYM, onja & — i‘—i{k >0 je 3a cBe
J 1 eJMMHUHAIUja IPUIAIHOT BEKTOPa &) U3 HU3a aj,...,a, 3HaUN IocTojambe eaeMenTa y K
3a KOju je HajBuIle p — 1 KoOpIMHATa PA3JIMIUTO OJ Hysae. lIpomayKuMo Ju oBaj MOCTYyIIAK,
HAKOH KOHAYHO KOpaKa J0JIa3UMO JI0 TBphema 2°.

Ja moxaxkemo TBpherme 3°, MPeTIOCTaBuMO JIa je

B=(aj,...,a,), x=B'b=(&,...,&,,0,...,0)

onrosapajyhe ocrnosro pememe. Ako je B7la, = (A1,...,\n) <0 3a HeKo p, onja je pejom
A1 <0, .., A <0, 150

a, = Ajag +--+ Apan,.
Aun Tama je

b=

ISE

Il
—_

(fj - )\Aj)aj + )\ap
J

u 3a A > 0 umamo HOBO Morylie perieme
m

X))\ = Z(fj - )\)\j)ej + )\ep,
j=1

KoOje mMa HajBuire m + 1 KoopauHaTa pasnamautux of mHyse. Kako je x) € K 3a cBako A > 0,
10 je K HeorpaHWYeH CKYII. O
ExkcTpemHo peluerse

Teopema [I.2.96] yrephyje aa ersucrenmuja morylier 1oBiaunm ersucTeHINjy OCHOBHOL
pelema U Jlaje MOCTYIaK 3a eroBy KOHCTPYKIMjy. Jlasbe mokasyjemo Jia Cy OCHOBHA
pelnema ekcTpeMHe Tadke KoHBekcHor ckyna K csux moryhux pemniema, 1 0OpHYTO.

Teopema 1.2.97. Axo je x € K ocrnosno pewerve cucmema Ax = b, x > 0, onda je x
exempemna mauxa ckyna K. Obprnymo, axo je X excmpemna maura ckyna K, onda je K
ochosro pewerve. Cryn K uma xonauno excmpemmuxr mauaka.

Zoxas. Kama je X OCHOBHO pellierbe, OH/a je b croj m He3aBHCHEUX cTymnara Mmarpuie A, a
KoedUINjeHTH Tora CIoja Cy KoopJuHaTe BekTopa X. HoBoM HymepalujoM IMOCTHKEMO

bZZé-jaj, X=(£1,...,£m,0,...,0).
7=1

Heka cy y = (nr) u z = ({x) Bekropu u3 K Taksu na je
x=Ay+(1-N)z, (0<X<1).

Tana je & = M+ (1-N)Cp 3a k=1,...,n. 3a k>m umamo Ang + (1-N)(, = 0, mrro 3ajegHo
cang >0, (;>0,0< <1 nosraun 0 = ( = 0. IIpema Tome je

b= ma,=) &a;, b=) (a.
=1 j=1 k=1
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HezaBucHocr BekTOpa ai,...,a,, U TPHU NpHUKa3a BEKTOpa b 10 THM BEKTOpPHMAa ITOBJIAde
Ee=mp=C3ak=1,....,m. Amu tama je X =y =z, a TO 3HAYU Ja je X eKCTPEMHA TAIKa
ckyma K.

Hoxkaxkumo cajia oopuyro. Heka je x = (£1,...,&,) € K ekcrpemna Tauka ckyna K. Tpeba
JIOKa3aTH Jla Cy CTymmu ai marpuie A 3a koje je & > 0 mezaBucuu. HoBom mymepariujom
mozkemo nocruhu n1a je & > 0 3a k< p n & =0 3a k > p. Ilpernocrabumo na cy ag,...,a,
3aBHCHIL, Tj. Y.p_, Agay = 0 1 6ap jemno A, # 0. Kako je b=37_, &ray 1o je

p
b= Z(gp £ 1)y,
k=1

3a cBaku peajinu Opoj p. Yamemo ju p > 0 70BO/BHO MaJjo, Tako ma Oyme & + uA; > 0, 3a
k=1,...,p 3aK/By4dyjeMoO Jia Cy BEKTOPH:

P p

y=2 (+prp)es, z=Y (& —pip)ex
k=1 k=1

esemenTH ckyna K u ja je

1 1
x=-y+-z (y+z).

2 2
Kaxko je mocemma jemHaKOCT y KOHTPAIUKITA]H Ca TPETIIOCTABKOM 1A je X eKCTPeMHa TadKa,
IIPETIIOCTaBKa O 3aBUCHOCTH BEKTOPa afi, . . ., a, HeTadHa je, Tj. TH Cy BeKTOpH He3aBucHu. [

Kana je K oepanuuen ckyn, mocienrme aBe TeopeMe IOKa3yjy Jla je CBaKU ejleMeHaT
TOT CKyIIa KOHBEKCaH CII0j CBOjUX €KCTPEMHUX TadaKa, J1a jé CBAKO MOryhe pelembe 3arpaBo
KOHBEKCAH CII0j OCHOBHUX pelemha. Pain Tora, J0BOJ/HHO je TO3HABATU CAMO OCHOBHA PEITIEIHa.
[Tosuajyhu jemno, mpyra OCHOBHa pelleha J00ujaMo Ha ciaeaenu HAdIWH.

[Tpernocrasumo 1a je B = (ay,...,a,,) OCHOBHA MaTpHUIA U Ja je

x=B'b=(£,...,6m,0,...,0)

OCHOBHO pereme. AKo je

m
B'a, =) M\ep<0
k=1

3a HEKO p, oHza je K HeorpaHWveH CKyI, a ako TO Huje, oHja je A\ > 0 3a Heko k u Taja:

1 Aj
ap = ~—ap— ), —a,
e " Z;f Ak
s
b= z (fj —gk)\—j)aj + i—kap.
j#k k k
VYamemo s k Tako 1a je
&k &
= = =[A;>0
" mjm{Ajl i >0}
onna je &; _5’“;_2 >0, f\—i >0, ma je
s
Xp= Y (éj _fk)\_J)ej + f\—kep (1.300)
j*k k k
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OCHOBHO perieme. [Ipumaana ocHoBHa MaTpuiia j1oduja ce n3 B kaja ce crymar ag 3amMeHu
crynneMm a,. OCHOBHO pelleme X; Pa3JIMIUTO je of] X, ako je { # 0, a To je yBeK KaJa je
X HeJereHepucaHo OCHOBHO pelieibe. [Ipema Tome, mosaszehn o OCHOBHOT HEJIET€HEPUCAHOT
pelema X, T0JIa3UMO JO HOBOT OCHOBHOT PeITlerha X1 OTHOCHO ca3HajeMo Ja je K meorpannyden
CKYTI.

OnTmmanHopememe

3ajar je cucrem

n
Yoajple=8; (j=1,...,m) (1.301)
k=1
O/l M JIMHEAPHUX jeTHAYMNHA Ca 1 HEMO3HATUX W 3aJaHa je JuHeapHa (opma
n
F(x) = . (1.302)
k=1
ITpu ToMe cy cBe KOHCTaHTe g, (3 1 7 peannu 6pojesu. Tpeba nahu neneraTusna peniermna
&1,...,&, 20 koja popMy f UnHE MAKCHMAJIHOM.
Y marpnanoj dhopMynanuju To je nmpobaeM Tpaxema BekTopa X = (&1,...,&,) > 0 Koju

suHeapHy dopmy f(X) unHM MakcuMmaJHOM 3aj0BosbaBajyhin jemnaunny Ax = b. Bekrop
KOjU UCIYIhaBa 3aJaTe YCJIOBE je ONMUMAAHO Dewerbe JTHHeapHOr IporpaMupama. lIpema
TOME, OITUMAJIHO pelliee Xg je enemenar ckyna K = {x|Ax, x > 0}. IToce6uo je

f(x0) =sup f(x) (xeK), (1.303)
rJe sup S o3HadaBa Cynpemym, HajMarby TOPIY I'DAHUILy CKyma S.

Teopema 1.2.98. Axo je K= {x|Ax =b, x>0} ozparuuen ckyn u
n
F(x) = mé
k=1
300aH AUHEAPHU PYHKUUOHGA, 0HOA je
sup f(x) = f(x0),
xeK
2de je x nexa excmpemna mauxa ckyna K. Cryn ceux mauara x € K 3a xoje je f(x) = f(x0)

je KoHsexcam cKyn.

Aoxas. Heka cy x1,...,X, cBe ekcTpemue Tadke ckyna K, a xg ekcTpemMHa Tadka 3a KoOjy je

f(xx) < f(x0) (k=1,...,p). Ba upoussospy Tauky X € K, npema reopemu [1.2.93] nocroje
6pojesu A1, ..., A\, >0 Taksu Ja je

p p
X = 2: Ak)(k, E: Ak =1.
k=1 k=1

Asn Tata je
P P
F(x) =D Mef(xx) € D0 Af(x0) = f(x0),
j=1 f=1

IITO 3HAYM Ja [ JOCTHXKE CBOj MAKCHMyM y Tadku Xg. Axo je f(x') = f(x") = f(x0) onma
je Takobhe
X+ (1 =0)x"] = Af(xX') + (1= N f(x") = f(x0),

3a cBako 0 < A < 1. O
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Jlakite, Tpaxkeme ontumasHe Tauke y K ga 6u f mocruriia Hajsehy BpeIHOCT Ipesiasu
ca OECKOHAYHOI CKYyIa Ha KOHAYAH CKYIl €KCTPEMHUX TadaKa TOr CKyla, OJHOCHO Ha CKYII
ocHoBHEX perreba. Ako je K orpannten ckyt, oHma MpeTpaxKyjeMoO IHEerOBUX HAjBUIIE (TZ)
eKcTpeMa U mpoBepaBaMo BpejHocT dyukiponaaa (1.291), ma 6upamo ony (one) y kojoj f
nma HajBehy Bpemnoct. [IperpaskuBarbe 3HaTHO cKpahyje cumnaerc memoda Kojy je pasBuo
[Lammﬂ Hajaszehn onTuMaTHO 6€3 CBUX OCHOBHUX PEIlerba.

Cumnnekc metoaa

Y emandaporom npozamy, umamo cucrem (1.301) u yenos (1.302). Ako ce Tpaxku min f,
upesefemo ra y max(—f). Ako ymecro j-re jeJjHadumnHe CTOjU HejeAHAINHA (&1 +- - +jn&y <
Bj, JolajMo HeHeraTHBaH OpOj ¢j TaKo Jla MMaMO jeTHAKOCT &;1&1 + -+ + ajnéy + ¢ = B5.
O6puyTy HejemHakocT, aj1§1 + -+ + ajnéy 2 B, IPEBOAUMO y jelIHaKoCT oly3uMajyhu Taksy
HeHeraTuBHYy Bapujabiy u gobmjamo a;1&1 + -+ + ajpéy — ¢; = 3. AKo mpoMensbuBa ; UMa,
HeJI03BOJbeH NIPe/3HAK, 3AMEeHuTe je CBy/ia ca r; — 7, rie je x>0 u 7 > 0.

i~
ITpumep 1.2.99. Caredehu npoepam npesecmu y cmaHdapiHy

§1-3§+263<3
=1 +282 22,

f(x0) =min(-2& +382), &1 ==+[61], £2,8320.

Pewerve. Ypenumo HeHeratusHe Bapujabie c1,co u &) — &Y = &1 Tako na gobujamo:

51— i’—3§2+2€3+61=3
G +E 2 - =2,

f(XO) = max(2§{ - 251, - 352)7 fia i,a 52753 > 0.
O

YMecTo JIuHeapHOT IpobJieMa U3 HaBeIeHOI IIPUMEPa, IPUMEHUMO CUMNAEKC MEMOJY HA
caenehn 3aaaTaK|ﬂ Pemmuru cucrem:

2 +y+ 2 <180
T+ 3y +22<300 (1.304)
2x + 1y + 2z < 240,

Tako 1a je f = 6x + by + 4z MAKCUMAJIHO, IPU YeMy &,¥, z > 0.
Honajemo meneratusne Bapujabie u,v,w > 0 ga cucrem Hejennaumna (1.304) mocrane
CUCTEM jeJTHaYnHA:
2r+y+z+u =180
r+3y+2z+v=300
2z +y + 2z + w = 240,

a MubaHu MakcUMyM dyHKIHje ruieMo —6x — by — 4z + f = 0. Oryna cumiiekc Tabesa:

97George Dantzig (1914-2005), amMepuvIKy MaTeMaTHIap.
98Simplex Method: https://www.youtube.com/watch?v=XK26I9e¢0S18
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x y =z u v w f]| c
1 1 1 0 0 0]180
1 3 2 0 1 0 01]300
2 1 2 0 0 1 01240
5 4 0 0 0 1] 0

[Tponammm cmo HajHeraTuBHUju 6poj (-6) v J1omeM peTKy (hyHKIMje MaKCUMyMa) U 3a0KPY KUJIN
ra. Y KOJIOHH Tor 6poja M3padyHaBaMO KOJIMIHUKE OPOjeBa ¢ ca T MCTOI PETKA:

180 300 240
— =90, — =300, — =120
2 1 2
u 6upamo Hajmamwu (90), Koju npunaia peTKy duju 0poj je 3aTUM 3a0KpYZKeH.
Barum gemumo onabpanu pegak Bogelinm (3a0kpyzkenum) 6pojeM, Tako ja Ha Bojeho]
no3unuju Oyne jenwaunia. IlpBu pex Tabese ce Mema, ocTasa aBa He.

x y z u v w f| ¢
5 3 3 0 0 0] 9
13 2 0 1 0 0]300
2 1 2 0 0 1 01240
6 -5 -4 0 0 0 1] O

Uction, Bonehe jenunuiie ofy3mMarmeM pejlaka HOCTH2KeMOo HyJe. [IpBu peak MHOXKHMO
ca -1 u oxrosapajyhe pesysirtare [07ajeMo APYIOM, 3aTHUM IIPBU PEIAK MHOXKHMO Ca -2 U
onroBapajyhe momajemo Tpehem, ma mpBH MHOXKHMO ca +0 M 107ajeMO HajI0EeM.

X y z u v w f| ¢

é é 5 0 0 0] 90
0o 2 5 -1 1 0 0]210
0 0 1 -1 0 1 0]¢60
0 -1 3 0 0 11540

Tpaxkumo HajHETATUBHUJU Y JIOIEM PETKY, TO je Opoj -2, 3a0KPYKUMO ra, 118 ITOHAB/HAMO
MOCTYIIAK Ca TOM KOJIOHOM. ¥ CBaKOM DETKY Te KOJIOHE JIeJIUMO C ca Y, J00ujamo:

90 210
=180, T =84,

5
2 2
Op Ta nBa Mamu je 84, ma Taj pejak mocraje ogehu. leaumo ra ca % Tako Ja Bogehu 6poj

Oyle jeINnHUIIA.

X oy z u v w f| ¢

1 L1090 0 0] 9
% 21 2

0 2 -1 2 0 0 84

0 0 1 -1 0 1 0]60

0 -1 3 0 0 1]540

Wsnax u ucnosn Bojiehe jeInHUIE OAy3UMAEM pellaka IPaBUMO HYyJIE.

x y z u v w f]| ¢
1 0 é S 2 0 0] 48
1 2
0 S -+ 2 0 0 &4
001 -1 0 1 0]G60

1 13 4
o 0o & 2 £ 0 1]708
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Jlomu pej BUIlle HeMa HEraTHUBHUX OpojeBa, Ia M3BOAUMO pe3yiarar 3ajarka. (OcHOBHe
KOJIOHE Cy OHE KOje y JIOHeM PETKY UMAajy HyJly W OHe JIajy OCHOBHA pelliema Bapujabii,
KOje y3uMaMO CITapuBaibeM JlaTe KOJIOHE M KOJIOHE ¢ JATOT peTKa. Bapujabiama u3 ocTaamx
(HEOCHOBHUX) KOJIOHA JIOJIEJbYjEeMO HYJIE:

x=48, y=84, z=0, u=0, v=0, w=60, (1.305)

a MaKcuMaJiHa BpenHoCT dyHKImje je 708, mro Takohe y3uMaMo U3 MOC/IEIbe KOJIOHE.

Kao mrro Bumumo, oBa mMeroma mojceha na ['aycoB mMeTond euMUHAIN]e PU TPaKEILy
pelema JIMHeapHor cucreMa jeHaqdnna. MehyTum, HeheMo je moommraBaTu Ha KOMILJICKCHE
6pojese. OHa TPeHYTHO HUje 3aHUM/bUBA KBAHTHO] MEXAHUIIH, aJii Oulie peruMo ca rmopacToM
3HaYaja NPUHUUNG Hajmatbee dejcme

99The Principle of Least Action: http://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_19.html

Pacrko Bykosuh 185


http://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_19.html

KBAHTHA MEXAHUKA

1.3 KoHTrHyym

Inenajyhu ca cranoBuiita came JIoruke, 6€3 MOIMYJIAPHOCTH, KJbYIHE JIOIMPUHOCE pa3yMe-
Balby BEKTOPCKHUX IIPOCTOpA Jaje u (PyHKIMOHAIHA aHAIU3a. 10 Hac n3neHalhyje, HA HAYUH
CKOPO Kao HeKaJa muraropejmne n3 spemena Aurumdke ['puke Koju cy 6mnm BeoMa HEIIPHjaTHO
3aTedeHn OTKpuheM peajHux OpojeBa, jep HEPaJ0 IPUXBATAMO PEAJHOCT OECKOHAYHOCTH.
OHna je HeCYMILMBO Ty KaOo MaTeMaTHYKa alCTPakIyja M Kao jedHa OJ jeIHAKO TEIIKHX
MaTEMATUYKUX WMCTUHA, Ia IIpeMa TOME Kao W YWIbeHHula Ja je 2+ 2 = 4, ajgu je HEMa
HUT/IE ,,KOHKPETU30BaHE  y CBETY (PU3WIKe CyICTAHIE. 3a Pa3/NKy OJ allCTPAKTHUX 3aKOHA
npupo/ie (HaMEepHO He KarkKeM MaTeMaTHKe) MaTePUjaTHUM CBETOM YIIPABbajy U NpUuHuun
CAYHATHOCTNU T NPUHUUTL, KOHAYHOCTIU.

[Tox mpwHIUIIOM CJIyYajHOCTH OBJE IOApa3dyMeBaM OHO INTO caM y Kmbusu ,lIpocTop-
speme (B. [1]) masuBao npunyunom seposammohe (Hajuemlie ce moraljajy HajBepoBaTHUje
crBapn) yRibydyjyhn (xuno)resy o ofjexmuenoj cayuajruocmu. Kako ce Taja HEIITO MOXKe 1
JEeCUTH U He-JIECUTHU, OHJIa aHAJIOIHO MaTeMaTUYKO] JIOTUITU (Hoce6Ho I/IMHJII/IKaLu/IjI/I) cjie i
3aK/bydaK Ja je MoJIa3Ha MIPeTIOCTaBKa HeTadHa, I1a MOCTaB/haMO BaykKHO nuTame: kKoja? Ha
[IATAE ,,KOja je TO MPETIOCTaBKa KOja JOBOMM IO JIeNIaBamha Pa3IuIUTUX ITOCAEIUA”, caaa
oAroBapaMo: ,Marepuja’. MarepujagHu CBETOBU MOTY OUTH U Y NAPAAEAHUM PEAAHOCTNUMA,
Koje He Mory MehycobHO KoMyHHIIUpaTH. 3a MaTepHhjajiHe CBETOBE He BarKU allCOJLyTH3aM
MaTeMaTHIkux uctuHa. CBe y HElOCPEHO] Be3U Ca ,,KOHKPETHOM' (DUBUIKOM CYIICTAHIIOM
j€ KOHATHO.

ETo 3amTo je BasKHOCT KOHTHHYYMa TEIIKO carieaaTrn. VIHQUHATE3NMAJIHI PadyH je
Maiby JIe0 Hallle CBAKOIHEBHHUIIE, KOja je 3allpaBO MaJik JeO allCOJIyTHUX HCTHHA. Mu Koju
IIOCTOJUMO YIJIABHOM Kao MarepujajiHa Ouha, yMHIL/BAMO J1a OIlaykaMo PeaJiHOCT. [emamo
CBET OKO cebe Kpo3 BeoMa MaJId MPo30p (ppeKBeHIrja eJIEeKTPOMATHETHOI 3paderba, KOju
Ha3WBaMO BHUJ/bUBA CBETJIOCT, YyjeMO PEJaTUBHO MAJIM PACIOH 36Yk06a, jemBa ja ocehamo
MUpPUCe, & YYA0 TOAWPA HAC TOJMKO Bapa Ja CMO TE€K HEJIABHO, MOMONY HayKe, CXBATUJIN
Ja MaTepujajHe CTBapu HUCY ,,TBpAE’ WM ,MeKe", a a je OHO IITO Ha3UBAMO (PU3HMIKOM
IIpeIpeKoM 3allpaBO IIPETEKHO HEUCIIYEHheHO OHUM IIITO CMO TaMO OY€KHBaJId U Ja TOM
MIPA3HUHOM JOMUHUPA]y AICTPAKTHH 3aKOHH. MM CMO TakKO CKPOjeHH 18 MOXKEMO JIaKO
IIOBEPOBATH Y JIaK OIllazkaja, Jia je Marepuja 0b6jeKTUBHUja OJ 3aKOHA mpupoje. 2KuBumo y
WIy3nuju 1a je 6eckonauHoCm aHOMAaJIhja.

[Topes Tora, Mu (dbusmdka CyncTaniia) KOMYHUIIIPAMO Ca TIEPIENIIjaMa PeaTHOCTH. Y
CBOj TOj WJIy3Uju, UIAK, CHA)KHA JIOTHKA KOja ce KpHuje y DeCKOHATHOCTAMA Kao /18 BPUIITU
[peMa HaMa U3 Ja/biHe U Bu4e HaM: ,KKBO M MeHe U ja mocTojum‘!

Kako 6u yomimre 6eCKOHAYHOCT MKa Ia MIOCTAJIa 10 MaTeMaTuKe, /1a je Ouia HeJorndHa?
Kako 6u 6uiia jioruuna ja je Hemoryha? To je nurame Koje ce HaMmehe yBeK M3HOBA, a JaHac
OHUM ,,0cTparmheHnM* KBAHTUCTUMA IINTO y CBEMYy BHJE KOHAYHOCT, V HajIa/beM CIIydajy
JIUCKpeTHOCT (1pebpojuBy GEeCKOHAYHOCT), Win Koju momyT Max HEeKaJla, He XKeJje Jia
BEpyjy Ja aTOMH IIOCTOje MPOCTO 3aTO IITO Cy TAKBHU JIa WX HE MOXKEMO BUJIETH, IYTH,
onumnarr. Mu OBIie CIeIUMO Ha4Ye/I0 06JeKTUBHE CJIy9ajHOCTH U ITOCEOHO HErOBY ITOCICIUILY
1a je momenyTo MaxoBo cxBaTame (pU3NIKe PeajHOCTH BeOMa HAUBHO.

o ,peasnocTn’ 6€CKOHAYHOCTU CTHUIVIA je U ajaredpa myTeM CcKymoBa. bpoj ememenara
ckymna S, Koju o3HadaBamo |S|, jokasyjemo 6pojarvem u Ha3uBaMo Kapdunasnowhy. Bpojame
ce ycIocTaB/ba OMjeKImjoM ejleMeHaTa JaTOr CKyIla U PeIoM ejleMeHaTa CKyIa IPUPOTHUX
6pojesa N = {1,2,3,...}. CauuHo Kako 3ak/bydyjemo, penumo, jna ckyn S = {a,b,c,d} nma

109Ernst Mach (1838-1916), aycrpujcku dusuaap u burozod.
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qeTUPHN eJIEMEHTa, jep NMaMO IPUIPYyKUBambAa!
a—=>1, b—>2 -3, d-4, (1.306)

MIOOMIIITABAMO OMjeKInjy Ha Opojarbe OeCKOHAYHMX CKYIOBa duje OpojeBe Taja HA3UBAMO
yJkapauHasuma“. [lpemmere OGpojumo Bajsiehm ux w3 KyTwuje jefgaH 1o jejaH m3roBapajyhu:
jemaH, mBa, TpW W KOHAYHO YETHUPH, Ma ONCMO CA3HAIN Ja WX WMa TAIHO YeTUpPU. AKO
OpojameM HUKaa He OMCMO MOTJIM CTHUNU JI0 Kpaja, oHja bucMo Moryin pehu ja mpemamera y
KyTHjU UMa TaIHO OHOJIMKO KOJIMKO MMa HpupoaHux O6pojeBa. CBe cylCTaHIMjaJIHE CTBApPU
Cy KOHAaUHe ajiu HUje CBA PEAJIHOCT y CYIICTAHIM, I1a OpOjuMo U jasbe. Bpoj mpupoHux
6pojeBa o3HAUNMO ca aned-Hyaa, Ro = |N| 1 HacTaBbamo GpojaTu ancTpakTHe MOJMOBE.

Bpoj neux 6pojeBa Z jeanak je 6pojy mpupomHux OpojeBa, jep mocroju Oujekimja mMehy
wuMa. Jla To mokaxkeMo J0OBOJbHO je mpumeruTu ga Hu3 0,1,-1,2, -2, ... mpeacrasiba
npebpojasame. Ha coammu [1.46] npe6pojasamo ckyn Q.

/1 1/2-1/3 1/4-1/5 1/6-1/7 1/8—>--
2/1 2/2 2/3 2/4 2/5 2/6 2/7 2/8

v 7 v
3/1 3/2 3/3 3/4 3/5 3/6 3/7 3/8

A v ST
41 472 43 4/4 4/5 A6 47 4/8

v v
5i1 5/2 5/3 5/4 5/5 5/6 5/7 5/8

%
6/1 6/2 6/3 6/4 6/5 6/6 6/7 6/8

N

NN

e
71 7/2 7/3 7/4 7/5 7/6 7/7 7/8
4
8/1 8/2 8/3 8/4 8/5 8/6 8/7 8/8

Slika 1.46: Bpojame pasiomaka.

Jla 6u ux ,u36pojanan’, TPBO MUIIEMO MO3UTUBHE palnoHaJHEe OpOjeBe y peloBUMa Kao
mMaTpuity, y n-toM (n =1,2,3,...) peTKy numemMo 6eCKOHaYHI HI3 PA3IOMAKA T, 5, 5, -« -, 1
6pojumo nobujeHy mMarpuily pegom nparelin crpesune za cannu [1.46] npeckaayhin 6poj koju
ce MIPeTXO/IHO I0jaB/bUBa0. TAKO HAWJIA3UMO Ha CTAJHO HOBE payuoHasne bpojese cTuxKyhu
10 OmJIo Kojer yHampej 3aaTor MTO3UTHBHOI parmoHagHOr Opoja. Tume ce ycmocrasiba
bujekiuja m3Mehy MO3UTUBHUX PAIMOHAJHUX OpOjeBa W CKyIla IPUPOIHUX OpojeBa. 3aTuMm
yCIOCTaB/HaMO OnjeKInjy udMehy ckyma MO3UTUBHUX U CBUX PAITMOHAJIHUX OpPOjeBa HA HAYUH
Kako ce ycrocrapsba Oujekiuja ndmehy N u Z. Ilpema tome u panmonajiHux 6pojeBa mma
ajedp-Hys1a, Rg. CKymnoBu ca ajied-Hy/ia eleMeHaTa HA3UBajy ce npedpojust cKynosu.

Jla mokazkeMo fa peaanux bpojesa R nmva HerpedbpojuBO MHOTO, IPUMETUMO OUTHY pa3/in-
Ky BUX W paIllMoOHAJHUX OpojeBa y JienuMasiHoM 3amnucuBamy. CBaku palnoHaJHA OpOj u3a
JeIMMaJIHOT 3ape3a mMa Iepuoay nudapa Koja ce CTAJHO MOHABJ/ba. 3aTO MOXKEMO Opoj
x =0,123123... mocmarparu Kao jeqHaudnHy, moMHOKUTHU je ca 1000 u mobutu jepHadunHy
1000z = 123,123123..., a oryma 1000x = 123 + x, omaocHO 999z = 123, mTo 3HaYU J1a je T =
%, JakJje paruonajan 6poj. Bp3o ce cxBaTu fia je oBa MeTOA, IPETBAPAA, [IEPUOIMTHOT
JeruMaJIHOT Opoja y pasjioMak ca I1eo0pojHruM OPOjHMKOM U HA3WMBHUKOM, YHUBEP3AJIHA;
Jla je CBaKW MEPUOUYAH JEIUMAIaH OPOj pAIlMOHAJIAH U OOPHYTO, Ja Ce CBAKU PAIMOHAJIAH
Opoj MOXKe TIPEJICTABUTU IEPUOJAUITHUM JeIUMaIHUM 3amucoM. [Ipema Tome, ocTaiu peaHu
OpOjeBH Cy OHHU KOjU C€ IUILY HEHEPUOIUIHUM JCIUMATIAMA.
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Jla 6ucmo jokasanu j1a ce peajHu OpOjeBU HE MOTY IOPeIaTH, Y3MUMO caMo OpojeBe o
0 n0o 1 m npernocraBuMoO Jia je Ha CJIUIU jenan takaB Hu3. OBuU OpojeBU HEe MODajy
OUTH CJIOKEHUW 10 BEJMYUHM, ajqu y HHU3y MOpajy Outm cBu koju cy u3 marepsasa (0,1),
ykbyuyjyhn u panmonansne. Koncrpyucahemo cajsia 6poj n3 mcTor mHTEpBaja KOju HHje Y
JaTOM HU3Yy U THME JOKa3aTH, METOIOM KOHTPAIUKIU]je, /1a TPAXKEHU HU3 HE ITOCTOjU.

| > 0,553418...
2 0,399116...
35 (,445355...
4 (,420699...
55 0,821374...

Slika 1.47: Bpojame npannoHaHuX.

[Ipumerumo ma je mpBoM Opojy y HEM3Y mIpBa genumasia mudpa 5, ma nsabepumo OUIIO
KOjy HOBY 1udpy di # 5. Y mpyrom 6pojy je apyra jerumaria mudpa 9 u nzabepumo ds # 9,
Tpehem je Tpeha mermmaria 5, a bupajmo ds # 5, ¥ pegoM Jajbe, ako je Y n-TOM Opojy Hu3a
n-ta geruMasia udpa ¢ bupajmMo HOBY udpy d, # a. 3aTuM HOPMUPAjMO JeIUMaJHI OpOj
on HoBux 1udapa d = 0,dydads ..., Koju je 3acurypHo u3 ucror uarepsaia d € (0,1), amu
Huje y garom Hudy. Hamme, 6poj d He Mozke OUTH jeqHaK HEKOM OpoOjy U3 HU3a, jep ca IIPBUM
HEMa jeJIHaKy IPBY JAeHUMAJIy, ca IPYTUM HeMa jeJHaKy JApyry Ienmmalty, ca Tpehu Tpehy,
7 PEJIOM JIaJbe, Ca N-THUM HEMa jeTHaKY N-Ty JEIIMAJTy.

Haxue, pejame peannux 6pojesa u3 unrepsana (0,1) y nus Huje moryhie, npernocraska
Jla IMaMO TakaB HHU3 je KOHTPAIUKTOpHA, IMa OHJa MOrOTOBO HEje Moryhie pefame CBHUX
peanuux 6pojeBa. To 3madm ma je ckyn peajuux OpojeBa nenpebdpojus, a CKyI Ca TOJUKO
eJleMeHaTa KOJIMKO MMa PEAJTHUX OpojeBa HA3UBAMO KOHMUHYYM, O3HAKE C.

Jasbe ce MOXKe IIPETIoCTaBUTH JIa He IIOCTOjU CKyI OpojeBa 4mja KapIuHAIHOCT (6poj
eslemenara) je crporo mamelly Rg u c. To je xunomesa xonmumnyyma, Kojy osue nehiemo
ompapaaBaru. Camo momumeMm ja jy je nocrapuo Kamrop 1878. romuue, ja je Ouia 23.
upobsiem Xuibepra uz 1900. roauue u ja je y SepMeJIOBOjﬂ_TrI Teopuju ckymnosa 1908. rogune
y3eTa Kao axcuoma udbopa. Hbeny ucmpaBHoCT je 10Ka3a0 KoerFEI 1963. romuHe KOMILIETH-
pajyhu panuju paj FegeﬂaFEl u3 1940. romune. [lakiie, beckoHauHO Besiuku Opoj uzmehy
ajed-Hysa U1 KOHTHHYYMAa ITOCTOjU, WK He mocToju, nzabpahere, a 0ba uzbopa moserthe 10
jeJIHAKO TadHe Teopuje, ako ce u300p Jiajbe CIIPOBOJIU JTOCJIE/THO.

IToTBp/iy HEOIXOJIHOCTM KOHTMHYYMa y KBAHTHO] MeXaHWIM BujeheMo oBje, penumo,
KpO3 cagHamba Jia cy (pU3ndIKa CBOjCTBA PEMPE3CHTAINja CIIEKTPa JUHEAPHOT omepaTopa u j1a
je criekrap juckperad (KBAHTOBAH) aKO M CaMO aKo je lUXOB olepaTop Henpekujan. Takobe,
caMo JIeJIOBarheM TaKBUX HEMPEKUIHUX OMEPATOPA KBAHTHO CTaihe €BOJIYUPA Y OTPAHUYIEHE
(konaune) BpegrocTu. [lopes nmomenyTux, sujehemo jomr reopema pyHKIMOHATHE aHAJIN3E
OTKPUBEHUX TIpe KBAHTHE MEXaHNKe, KOje Kao Ja Cy YeKasie caBpeMeny (hu3nKy.

9 Ernst Zermelo (1871-1953), HeMadKu JTOrMaap # MaTeMaTHIAp.
192paul Cohen (1934-2007), aMepuuK: MaTeMaTHIAaD.
103Kurt Godel (1906-1978), aycTprjcKo-aMepHIKHA MATEMATHYAD.
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1.3.1 MeTtpu4kmu npoctop

Jlo BEKTOPCKUX IIpOCTOPa ce He MOopa cTuhu mpeko ajirebapcke neduHuImje Beh ce
MO2Ke ITONU OJ1 IPOM3BOJHHOT CKyTIa X YHjU €JIEMEHTH HE MOPAjy UMATHU JPYTUX OCOOMHA OCUM
Ja UX MOXKEMO Ha3WBATHU ,Tadkama’ ¥ j1a MeDy ’BHuMa MOXKEMO YBECTH II0jaM ,pacTojama’’ Ha
HaYWH KOjU HAC JOBOJHHO mofceha Ha yobumvajeHy yaa/beHOCT.

Hedununnmja 1.3.1 (Merpuka). Hexa je X amopdan ckyn ca esemernmuma x,y, z, . ... Axo
cearom ypehenom napy (x,y) us X xoopdunupamo pearar 6poj d(xz,y) xoju uma caedehe
ocobume, aKCUOME:

I d(z,y)=0 <= z =y, udenmummocm,
II. 0<d(z,y) < +o0 nO3UMUBHOCTN,
I d(z,y) =d(y,x) cumempuja,

IV. d(z,y) <d(xz,z)+d(z,y) nejednarocm mpoyeaa,

xaotcemo da cmo ckyn X cHabdeau mempurom d. Crxyn X crabdesen mempurxom d 308emo
METPUIKHU [IPOCTOD, HE206€E eAeMEHME 306eM0 TadKaMa, a d(,y) pacTojabeM usmehy maiaxa
T uy.

KpanTau cucrem (rpyma decturia) MoxKe ce pasyMeru U Kao ,amopdan’ ckyn. Hberosa
cTama IIpeJIcTaB/baMo (PU3MIKUM OCOOMHAMA KOje MOTY Y3UMaTH Pa3JIUnIUTe BPEIHOCTH.
Ipyna tux BpemHocTu nedUHUINE OBJE alCTPAKTHY Tadky. VcTum TadkaMa (MIeHTHIHIM
rpynama GbusnIKux 0cobuHa) IPUIPYKYjeMO HyJITO pacrojame (akcnoma I), koje je unaue
yBek HeneratuaH 6poj (akcmoma II). Tpeha u werBpTa akcrmoma peaom gaeduHAILY Mepermba
LyAa/beHOCTH u3MelDy MpOMemeHnX CTama y 00a cMepa IIpOMeHa.

N3 pmedpununmje merpuke 1006mjamo:

d(z,z) <d(z,y)+d(y,z), d(z,y)<d(z,x)+d(z,y),

d(x,z)—d(z,y)sd(x,y), d(z,y)—d(x,z)gd(x,y),

oTyia

|d(z,2) —d(z,y)| < d(z,y). (1.307)
Baro 3a mejemnakoct Tpoyriaa (IV) moxkemo pelim: cBaka cTpaHuiia Tpoyria Mama je off
36upa ocraJie jiBe a Beha oJ IUXOBE pas/iuKe.

[Tpema Tome, MeTpruku poctop je nmap (X, d) koju unne ckyn X ¥ yBejeHa MeTPHUKA d.
JejiHOCTABHM TAKBY IPOCTOPU Cy CKYII PeaTHux OpojeBa ca merpukoM d(z,y) = [ —y| u ckyn
KOMILJIEKCHIX OpojeBa ca MeTpukoM d(z1, 22) = |21 — 22| = \/(561 —29)?2+ (y1 —y2)?, v1e je 21 =
X1 +1Y1, 22 = To+iyy, CBU T-OBH U Y-OHHU Cy peaJHu 6pojesn, a i> = —1. IIpobienm norphuBama
METPHYKHIX [IPOCTOPA 3a JPYre CKYIOBa TadaKa IIpeJCcTaB/ba pesaluja Tpoyria, [V craBka
JneduHUIje, 3a 9nje ToKa3nBambe HaM Tpedajy J aHFOBaF(_ml XGH,ILGPOBBEI/I MI/IHKOBCKI/IjeBam
HejeTHAKOCT.

Jlema 1.3.2 (Jamrosa mejemnakocr). Heka cy p,q, a maxohe u a,b nosumuenu peanru
bpojesu. Tada sasrcu umniukayuja:

1 1 p b4
—+-=1 = abéa—+—. (1.308)
p q p q

Aecro, y Janeosoj nejednaxocmu, sasicu jednarocm axo u camo axo aP = bl.

104wWilliam Henry Young (1863-1942), enrieckn MareMaTudap.
150tt0 Holder (1859-1937), nemauxku Maremarundap poben y IIItyrrapry.
106 Hermann Minkowski (1864-1909), pycku maremarngap npodecop y Kennrcbepry, Hupuxy u Ietunreny.
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Jloxas. Jlorapuramcka dbyuknuja f(x) = In(x) je xonkasna (yaybspeHa 01103710), ma, Kao
IITO Ce BUJU Ha CJIAIH 3a cBe nosutusHe T,y u A € (0,1) Baxku:

In[Az + (1-A)y] > Aln(z) + (1 - X) In(y),

ca jemHakorhy ako u camo ako x =y. Ty craBumo x =aP, y=09 u A = %, Taga je 1 -\ =
118 CMEHUMO Yy €KCIIOHEHTe 00e CTpaHe.

D»QI)—'

fxe(1-A)y) [-————====;

AFO)+(1-0F(y) p——--——-

x -

ax+(1-1)y Y

Slika 1.48: Komnkasna dyukiuja.

Teopewma 1.3.3 (Holder). Jlamu cy npoussonnu 6pojesu o, 3, € C, pedom 3av =1,2,...,n,
u peanan 6poj p > 1 xoju depunuwe 6poj q ca 1/p+1/qg=1. 3a ceaxon=1,2,...

n n 1/p n 1/q
;|auﬁu|g(;|aulp) (Z_jllﬁulq) : (1.309)

To je Xeadeposa nejednarocm.

Zoxas. Ilomohy 6pojeBa oy, u 3, nedunuinemo 6pojese:

n 1/q

1/p n
arlz =,/ (Z |ay|p) ) /81’/ = 511/(2_:1 |5V|q) )

v=1

u XeJIIepoBy HEjeTHAKOCT CBOANMO Ha

2 ! A
Ylasl <1,
v=1
y3 yCJIOBE:

n n
/ !
Dlaf=1, Y8 =1.

v=1 v=1

Hasme kopucrumo JyuroBy nejepnakocr (1.174), craBmpamo a = |al| u b = |B)| pegom 3a

unpgekce v = 1,2,...,n u cabupamo nobusene HejeqHakoctu. Hamazumo:
n 1 & 1 & 1 1
I of 7p rq _ _
Z|a1161/|£_2|a1/|+_2|61/| __+__]-7
v=1 2| q.,-1 p q
IIITO je U TpebasIo JOKa3aTH. O
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Kama je p = ¢ = 2 JaHroBa HejeJJHAKOCT TIOCTaje IMO3HaTa HejeaHakocT ALY, mamehy
APUTMETHYKE U TEOMETPUjCKE CpeIiHe
a? + v?

ab< = —, (1.310)

a Taga Xejaeposa HejeqHakocT moctaje Kommu-IIIBapiosa.

Komujesa nmn HIBapHOBam HejeJIHAKOCT, IIOpeJ, JieMe , MOXKe ce J00UTH U u3
CKaJIAPHOT ITPOU3BO/IA MOOIIIITEHOT 7N~ INMEH3NOHATHOT BEKTOPCKOT IIPOCTOPA ,,0PUjeHTUCAHNX
ayxu rie (1.116) nocraje

4=0a161 + a9+ +an,én, b=0b161+boéoy+- -+ b,Ep, (1.311)

ca OpTOBHMa@ ér (k=1,2,...,n). 36or |cosv| <1, ckanapuu npoussox (1.119) naje

arby +agby + -+ + apby, < \/a%+a%+---+a%\/b%+b%+---+b%, (1.312)
a 1o je XeJmepoBa HejeIHAKOCT 3a p = q = 2.

Teopema 1.3.4 (Minkowski). Heka cy a,,8, € C 3a v =1,2,...,n u nexa je pearar 6poj
p>1. Tada 3a ceaxo n € N saoicu pesauyuja:

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z s, +ﬁl,|p) < (Z yaV\P) " (z |5V|P) , (1.313)
v=1 v=1 v=1

K0JYy Ha3uBaMO HejeTHAKOCT MUHKOBCKOT.

Zloxas. Hokas je werpusujasian 3a p > 1. Ilpumemyjemo XenmepoBy HejeIHAKOCT JIBA IIyTa:

n

n n
Slaw + Bl < 3 lawllay + BuPH+ 37 [Bullew + B! <
v=1 v=1

v=1

n l/p n 1/(] n l/p n 1/(]
(Br) (B ] (5100 (S )
v=1 v=1 v=1

v=1

n 1/q n 1/p n 1/p
s(Ernr) () (E100) ]

onakJie 36or 1/p+1/q =1 cnenu tBpheme. O

Konauno, ca nejegnaxorthy MBHKOBCKOL, MOXKEMO 3a Pa3/IMYUTE CKYIIOBE JOKA3UBATH
Jla Cy MeTpPUYKHU IpocTtopu. ¥ mpocropy ypeherHux n-topku 6pojesa, koju osnauasamo C™,
METPHUKY yBOIMMO Ha PasHe HaUHHE.

Ha mpumep, ako cy = = (£1,82,..-,6n), ¥y = (n1,m2,...,0p) 1 2 = ((1,C2,...,(n) Takse
n-topke (n € N), onza je ca

n 1/p
d(z,y)p = (Z |£u—ny\p) , 1<p<+oo, (1.314)
v=1

107Hermann Schwarz (1843-1921), HeMaukn MaTeMaTHdap.
198 6pt — BeKTOp OpTOHOPMEpAHE 6aze
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nedunncana MeTpuka y npocropy, koju osnadasamo ca Cj mim RY) kajia »kesmmo nariacutu
Jla Cy WIAHOBY HM3a KOMILIEKCHU WK peajnu 6pojesu. Kama n — oo Taj mpocTop o3HavaBaMo
ca {5, y3 ycllOB KOHBepreHIHje pelioBa. ¥ CJIydajy Ja eKCIOHEHT HEeOIDaHHYEHO DacTe,
P — 00, AJIX HE U T, METPUKA, IIOCTAjE

d(z,Y)eo = max &, — 1. (1.315)
1<v<n
To je merpwuku mpocTop Koju ce Hekaja o3nauaBa u ca CIL mmm RT |
IIOCTaje IIPoCTOP M.
Jacuo je na uspas (1.314) uma cBe ocobuHe pacrojarba u3 JedUHUIN]E Hejacna
je moxaa (IV) mejennakocr Tpoyria. Jobujamo je cmeHoM o, = &, —my u By = (o =My y
HejeIHaKoCcT MuHKOBCKOr. Tako us:

a Koju 3a m — 00

1/p

n 1/p n 1/p n
(;m-mp) s(;m—mp) +(;1<y—mp) |

d(z,y) <d(z,z)+d(z,y),

n3sas3u u [V.

3aHUMJBUBHU Cy CJIyYajeBU MPOCTOPA HEMPEKUIHUX (PYHKIMja PeasiHe WM KOMILJIEKCHE
poOMeHJbUBE U3 uHTepBasa [a,b] 3a b—a < +00, Koje MOr'y y3UMaTH KOMILIEKCHE UJIU PeajiHe
BpeAHOCTH, a Koje o3HadaBaMo ca Cpla,b] wiun Ly[a,b]. Jlako je nposepurn na uspas

1/p

b
d(x,y) = (/ lz(t) - y(t)|pdt) , 1<p<+oo, (1.316)

nMa cBe ocobuHe u3 neduHUNje pacTojama. Ha mpumep, ocobuna I, ounrieaHo je tavdna
KaJa ce T U Yy MOKJAmajy, ajan u obpHyTo, ako je d(x,y) = 0, oHZa je T UIACHTHYKH jeHAKO
y v [a,b]. Hanwme, kana 6u 3a Heko t = to 6uno x(tg) # y(to), 1j. |x(to) — y(to)| = > 0,
onya 6u Henpexuana dyuximja |z(t) —y(t)| 6una Behia o §/2 y unraBom jeJHOM HHTEPBAILY
MMO3UTHBHE Jy>KUHE, TIa JIATH UHTerpas He 6u 6uo Hysna. 13 oBe KOHTpauKIMje caeau j1a je
unrerpasioM (1.316) 106po jnedunncano pacrojame. [locebHO, Kaja p — oo, Taj HHTErPAJ Ce
CBOJIN Ha

d(,y) = max|z(t) - y(t)| (1.317)

a TaJa ce MeTpUIKU npocTop o3nadasa ca Cla,b].

Axo umamo jsa merpuuka npocropa (X',d") n (X,d) rako na je X' ¢ X u d' = d 3a
cBakHM nap Tadaka u3 X', kaxkemo Ja je X' merpuuku nomnpocmop on X. Ceakn geo Y ¢ X
METPUIKOr TPOCTOpa X MOZKE C€ CXBATHTH KAO METPHUIKH IIOTIIPOCTOP 071 X ca UHOYUUpaHom
(mpenmcanom) merpukom u3 X y Y.

Hedunnmja 1.3.5 (Usomerpuja). Jea mempuura npocmopa X u'Y cy nsomerpudna axo
usmehy rwux nocmoju bujexuyugja f: X =Y maxea da je

dy (f(z1), f(22)) = dx (21, 72), (1.318)

30 C8AKU NAP MA4aKra Ti,To € X.

JlBa m30OMETPHUYHA ITPOCTOPA MOYKEMO DPA3JIMKOBATH CAMO II0 IHUXOBUM IIOCEOHOCTUMA,
[0 TIPUPOJU HUXOBUX eJieMeHaTa. TeopeMe Koje Jajbe JIOKa3yjeMo He THYy Ce TaKBUX
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HapOYUTHX OCOOMHA, HEr0 Barke jeJIHAKO 3a CBe METpHIKe IIpocTope. Permmo, ako je Heku
MeTpudKu npoctop X' m3omerpudaHn HeKoM nornpoctopy oi X, pehim hemo ma je mpocrop
X' norupocrop ox X.

Ba cKyn KaxKeMo Jia je ypeljern ako mocToju pesaiuja noperka (nedununmja KOja
BaXKM 3 CBE TIAPOBE €JIeMEHATA, TOT CKyTa. YHyTap ypeheHor cKymna S nMa CMUCTA TPAXKUTH
MUHAMYM WU MaKCHUMYyM, peJioM min.S mwin max .S, najMarmn win HajBehu ejeMeHaT cKylia,
ako Takap nocroju. Ca inf.S u sup S o3HaUaBaMO peaoM UHPUMYM U CYnpemym CKymna S.
Nuadumym je HajBeha ropma rpanuiia, a CylnpeMyM je HajMarmba JI0bha TPAHUIA JATOT CKYyIIa
y OKBHPY Hekor muper ckyna X. Ha npumep, y okBupy peasHux Opojesa:

inf{0,-1,-2,...} = —co, inf{3,4,5} =3, inf@ = +oo,
sup@ = —o00, sup{3,4,5} =5, sup{l,2,3...} = +oo.

[Tpernusnuje, 3a okBupau ckyn X = R ckyna S = {z|a < x < b} u a,b € X, numewmo:

inf S=a, supS-=>. (1.319)
reX reX
WNudbumym nogackyna S (6ap memmmuano) ypehenor ckyna X je najpehu esemenar y X koju je
Marbi WK jeJIHAK CBAKOM OJ1 ejieMeHaTa u3 S. CympeMyM HOJCKyTa S je HajMamby eJIeMeHaT
n3 X koju je Behu miu jesHaK 0J1 CBUX ejieMeHaTa U3 S.
Pacmojare nzmely ckynosa A, B ¢ X u dujamemap ckyna S ¢ X cy pemom:
d(A,B) = inf d(z,y), d(S)= sup d(z,y). (1.320)
reA,yeB

z,yeS
Ckyn S c X je oepanuven ako nMa KOHAYAH JIHjaMeTap.
Ilpumep 1.3.6. Iloxazamu da je y ckyny X uspa3d
1 -
d(x1,m9) = ﬁ
dobpo depurucara mempura u wahu dujamemap ckyna S ¢ X, axo je:
1. X=RuS={z0<|z|]<1}; 2. X=CuS={z0<|z|<1}.

Pewerve. TlozutuBHocT u cumerpuja meTpuke, nedbununyje [1.3.1) ouuriesne cy y oba.
1. HejexnakocT Tpoyria J0Ka3yjeMo y3 HMPETHOCTaBKe x1 > Tg > x3 u M = |z — a9 >
|zo — 3|, KOje He yMarbyjy ommroct:

d(xl,l’g) +d(.’L’2,LE3) _ ’1'1 _$2| ’372 _1'3’

1+|$1—$2| 1+|.I‘2—1‘3|_

1 —a| | |ra—ws| | fwr —as| |z -
1+M 1+M ~ 1+M ~ 1+|z—ag|
d(z1,z2) +d(z2,23) > d(x1, x3).

1-(-1 2
sy =Dl 2
1+[1-(-1)] 3
cienn sa je aujamerap d(S) = %
2. Ilpmmermmo ja peamna dynkmmja f(x) = 1= uma mssox f'(r) = ﬁ > 0, mTo
sraun ja je pacryha. Crasumo jim x = d(z,0)u y3 IpeTxojiHe IPETHOCTABKE JI0KA3 CIEIN Ha
HUCTU HAYWH. Y3UMaMoO JBe Kpajibe Tauke, z1 = 1 U zo = —1 Kymie S, HAJIA3UMO OIET HCTO

d(s) = 2. ]
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Ogaj nmpuMep mokasyje J1a y METPUIKUM IIPOCTOPUMA HIje HEOIIXO/IHA IIOTIIYHa ypeheHOC T,
pesainuja moperka, 3a ojpelhuBame peruMo pacTojama, JHjaMerpa, OIDAHUYEHOCTH, Ha Y
TOM CMUCJIy HUTH 33 TPaXKeke eKCTpeMa. YIIO3HAjMO €aJia joIl HEKOJIMKO BaXKHHUX II0jMOBA
dyHKIIMOHAJIHE aHAJII3E.

Kana je ¢ € X dukcupana tadka u 7 MO3UTHUBAH peajiaH Opoj, cKyn Tadaka x € X
3a Koju Baxku HejeaHakocT d(c,z) < r ogHOCHO d(c,x) < T HA3UBAMO 0MBOPEHOM OJHOCHO
34MEOPEeHOM KYTJIOM Ca IIEHTPOM y ¢ 1 nostynipedaukom r. Cdepom ca 1eHTpoM ¢ 1 oJTyIipe-
YHUKOM 7 Has3uBaMo cKyl Tadaka = € X 3a koju Baxu d(c,x) = r. OTBOpeHy Kyriy
osuagaBamo K |e,r[, 3arBopeny K[c, 7], a ako je cejenno koja je on re ase K(c,r). Cxyn
S ¢ X je orBopen ako 3a cBako x € S mocroju Heko r > 0 Tako ma K]x,r[c S. Ckyn je
3aTBOPEH aKO MY jeé KOMILJIEMEHT OTBODEH.

Jlako ce mokazyje Jia je cBaKM OTBOPEH CKYII OeCKOHAdaH. YHHja Ma KOJUKO U IIPECceK
KOHAYHO MHOTI'O OTBOPEHUX CKYIIOBA je OTBOPEH CKyIl. Takohe, Baxke jyayiau craBosu. CBaku
KOHaYaH CKyTI je 3aTBopeH. IIpecek Ma KOJMKO U yHHUja KOHAYHO MHOI'O 3aTBOPEHUX CKYIIOBA
je 3aTBopen ckyn. Mebhyrum, mpasan cKyn M 4uTaB IPOCTOP Cy W OTBOPEHHM U 3aTBOPEHU
CKYTIOBH. AKO y TTPOCTOPY CeM TPa3HOT CKyTIa U IUTABOT IPOCTOPA HEMA JIPYTOT CKYIa KOju
jé MCTOBPEMEHO U OTBOPEH M 3aTBOPEH, KAXKEMO [1a je IPOCTOP MOBE3aH WIH KOHEKCAH.

OBu 1nojMoBH cy yBOheHH y MATEMATHUKY aHAIM3y Upe OTKpuha KBaHTHE MEXaHUKe, a
BujeheMo W 3amITo, aju OHM HUCY ,IPOM3BOJHPHU" HHU Ca CTAHOBUINTA CaBpeMeHe (busmke.
[Tocebno, mosazehin o1 OBJle MOMHUELAHOT NPUHUUNG KOHGYHOCTU, 38 KOJU CMO DPEKJIA Jia
BasKM 38 CBAKO CBOjCTBO (pU3MIKE CYICTAHILY, IPUMETHMO Ja CBe IITO je ODECKOHAYHO HUje
cyncranna. Ocamajyhu ce Ha T0jMOBe ,,KOHAYHO 1 ,HECKOHAYHO U3 MATEMATHIKE AHAJII3E
U Ha IHEHY JO0CJIETHOCT, IPUMETUMO JIaJbe Jia CYIICTAHILY YMHE CAMO 3aTBOPEHU CKYIIOBH, T€ Jia
Cy mpa3aH CKyI Kao M CaB IIPOCTOP UCTOBPEMEHO U KoHadHu u OGeckonaunu. Otyna ciemeha
HoCJIe/ A, KOjy OBJIe 0/[BajaMo Kao 1ocebHy (XUIo)Tesy.

Cpaku J1eo BakyyMa Kao U (IeJ1a) BACHOHA, Cy HCTOBPEMEHO U MATEPUjAJTHI 1 HEMATEPU]jAJTH.

Oxonuna ckyma A ¢ X je cBaku CKyI KOJU CaJp:KU jeJlaH OTBOPEH CKYII Y KOJEM je CKyIl
A. Ba e > 0 kyry Kz, e[ HasuBamo encuaon okoaunom (e-okosmHa) Tadke . Tadka x
je ynympawrba Tauka ckyna A ako je A mweHa okosmHa. CKyI CBUX YHYTPAIIBLUX TAYAKA
ckyna A osHauasamo A.

Ha npumep, ynyrpaimocT uarepsada (a,b) je orBopenu uHTEpBa |a, b[. YHyTparmocT
CKyIla panponasnux 6pojesa je npasan ckyn. Ckyn A je oTBOpeH Tajia 1 caMo Tajia aKo je
oKoJIMHa cBake cBoje Tauke. A je majsehn orBopenn ckym canpxan y A, ma je u jesiHakocT
A=A KapPAaKTEPUCTHKA OTBOPEHUX CKYIOBA. YHYTPAIIBLOCT O] Aje A. Axko je A c B onna
je Ac B. Yayrpammocr An B je An B.

Tauka = je adxepenmua mauxa ckyna A ako y CBaKOj HEHOj OKOJIMHU JIEXKHU Oap jeaHa
rauka 13 A. CKyIl CBUX aJIXePeHTHHX Tadaka CKyla A Ha3sHBaMO adTepenyujom Tor CKyHa
u oznauasamo A. IIpenusnuje, aJxepenTHa Tauka MOTCKyna A monoaowroz npocmop
je Tauka x € X Koja y CBAKOM OTBOPEHOM CKYIY KOJU CAIPXKU T MMa Oap jeJIHy TaduKy W3
A. AjxepeHTHa Tauka ce pasjuKyje of eparuvne mauke, Tadke mebe, jep ce 3a rpaHUYHY
TadKy TParyKW JIa CBAKU OTBOPEHU CKYII KOjU CAAPKU T CAIPKU HAJMAbE jeHy Tauky u3 A
pazimauTy o z. Tako je cBaka paHUTIHA TAYKA aXEPEHTHA, aji OOPHYTO HE BarKW.

Ounrseano je A ¢ A, Asnxepennuja pasmaxa (a,b) ¢ R je sarsopen pasmak [a,b].
Anxepenmmja ckyna Q je ckyn R. Ako x Huje ynyTpamnima (ajxepenTHa) Tadka ckyna A ona
je ajxepenTHa (YHyTpallmba) Tadka KoMIiuieMenTHOr ckyma A, IIpema Tome, A je Hajmamu

199 Tomonomku mpocTop ce Moxe AebUHECATH KAo CKYII TAuaKa, 3ajeIHO Ca CKYIIOM OKOJIMHA, IMOjeIHHIX
Tadaka. lIperusna gedununmja je y HaCTaBKY.
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3aTBOPEHH CKYIT KOJU caJpKu A, ma 3aTBOpeHe CKyIIoBe KapakTepuile u jegHakocT A = A.
Asxepernuja on A je A. Axo je Ac B onna je Ac B. Anxepenunja AU B je Au B.

Tauka = je rpaHMYHA TadKa, Tavdka Mmehe pyba ckyma A, ako je HCTOBPEMEHO a/IXepeHTHA
Tauka oba ckyma A u A°. 3uaun, meha on A je ncropemeno n meha kommaementa A°. Meby
unrepsaia (a,b) uune tauke a u b. Y R, meha ckyna Q je ckyn R. Meba cBakor ckyma je
3aTBOPEH CKYII.

Pesumupajyhu oBe ocHoBHe mojMoBe (DyHKIMOHAJHE aHAu3e MOKemo pehw ja ce ce
TavKe MPOCTOPA MOLY IOJEJIUTU y TPU KaTeropuje y OJHOCY Ha JATU CKYIL: YHYTPAIlibe
Tadke ckyna A, yHyTparime tauke Komiiementa A u rauke mehe (oba ta ckyna). Takobe,
ca CTAHOBUIITA IMPUHIIUAIIA KOHATHOCTH MOXKeMO pelim j1a ce cBaka (pu3MUIKa PeaiHOCT MOXKe
MIOJIEJIUTH Y TPU KATEropuje, Te Jia MaTepuja y CBAKOj CBOjOj TAUKU I'PAHUYHN Ca AlICTPAKTHUM,
OECKOHATHUM.

Tauka x je usorosara mauka CKya A ako IOCTOjU OKOJIMHA TAYKe I Y KOjoj, CeM T, HEMA,
apyrux radaka n3 A. Tadka  je mauka naecomurasara cKyia A ako y CBaxoj 1-eHOj OKOJIMHU
Jiexku Oap jemHa Tauka u3 A pasmamanta of x. llpenusHuje, Tauka HArOMUIABAba je TauKa, &
TOIOJIONIKOT TTpocTOpa X ako y OMJIO KOjO] OKOJIMHU & MTOCTOjU Tauka u3 A pasjamaura o x.
Konekiujy Tauaka HaroMuiaBama cKyia A Ha3uBaMo useedeny ckyn CKyna A u 03HAIaBAMO
ca A'.

HpI/H\IeTI/IMO Ja TadKa HaroOMWIaBalbha MO2KE aJId 1 HEe MOpa IpullaJaTi CKYILY. y CKYILYy
R, ckyny A = {%} za n = 1,2,3,..., He IPHUIAJA IHErOBa jeJIMHA TaYKa HATOMUJIABAIHA
(ayna). Ha ucrom ckymy Bugumo na (A")' auje jennaxo A’ jep je A’ = {0}, nox je (A") = @.
MebhyTrumM 3a Ipon3BO/baH CKYI BaXKU A=AuUA'. Useenenn CKYII paIlioHAJHIX OpojeBa je
ckynl peajnux 6pojesa. CKyIl je 3aTBOpPEH Tajia U CaAMO Taja aKo My IPHUIIAJIajy CBE TadKe
narommiasama, Tj. A’ ¢ A. Oryma, cBakm 3aTBOPEHH CKyII je JMCjyHKTHA YHHU]ja CBOJUX
M30/I0BAaHUX TavaKa U CBOJUX TavuaKa HATOMUJIABAA.

Ckyn A je nepexmarn axo My IPHUIIAIajy CBe TaUKe HArOMUJIABatba U aKO je CBaKa eroba
Tadyka jeJHa Tadka HaroMmmiaasama, Tj. A’ = A. TlpocTo pedyeHo, MOTCKyI TOIOJIONIKOT
pocTopa je repdeKTaH CKyIl aKO je 3aTBOPEeH U HeMa m30Ji0BaHnX Tadaka. Ckym A je ceyda
2yem v ckyly B, ako je 6uio Koja tauka u3 B auxepentna Tadka ox A, 1j. B c A.

Hpyrum peunma, ckyn A je cByZa ryct y B ako ce y ¢BaKoj OKOJHHE OUJIO KOje TadKe
u3 B Hajiasu 6ap jeaHa Tadka U3 A, Ia je CKyIl palioHAJHUX OpojeBa CBYyIa I'YCT y CKYILY
peanuux 6pojea. Ilopen Tora, 3arBopenu paszmak y R je mepdekrTan ckyi, a Takas je u
CKYII CBUX peaJinux Opojesa.

Cajsta MOKeMO JIe(PUHUCATH MONOAOWKY NPocmop Ha Apyru HadnH. Ha mpumep, xaja
METPUYIKOM IIPOCTOPY OIy3MEMO METPHUKY, J00MjaMo TOmoJomKku mpoctop. llpenusnuje,
TOIOJIONIKH ITPOCTOP, KOJU HA3UBAMO U AIllCTPAKTHHU TOIOJIOIIKH IIPOCTOP, je Kyt X 3ajeqHo
ca KOJIEKITNjOM OTBOPEHMX IMOJACKYIOoBa 1’ Koja 3a/10Bo/baBa cjejeha deTupu ycjioBa:

1. Ilpazan ckyn @ jey T'.

2. XjeyT.

3. Ilpecek komagHor 6poja ckymosa u3 I’ Takohe mpunasma 1.

4. Yuuja npou3Bo/bHO MHOTO cKytoBa u3 1" Ttakohe je y T'.

AnreprarupHo, T Moxke OUTH TeDUHUCAHO 3aTBOPEHUM CKyHOBI/IM@ a 'y TOM CIyd4ajy
yeaosu 3 u 4 mocrajy: (3) mpecek ma Koamko ckynosa u3 1T’ je takobe y T, omnocuo (4)
yHHUja KOHa4YHOr Opoja ckynosa u3 1T’ je takohe y T

Bparumo ce casa Ha ryiaBHy TeMy, Ha HACTaBaK MpPUYe O METPUYKUM IIpocTopuMa. CKyI

A c X je nuzde eyem y X, ako meroea aixepeHnuja A He caap:Ku HU jeiHy KyLULy, WIH

H0p  Wolfram Mathworld: http://mathworld.wolfram.com/
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IITO je MCTO, ako A HeMa yHyTpalllbhx Tadaka. Tlakohe, ckyn X je HUTJe T'yCT ako je
YHYTPAIIBOCT samsapmbaFEI X npasan ckyn. Ckyn Z je nurjye ryct y R. Ckyn A ¢ X je
npee xamezopuje y X, aKo je yHuja HajBuUIle npedpojuBo MHOTO HUTJIE TYCTHX CKyIoBa y X.
CBaku cKyl Koju HEje IpBe 110 jneduHUIuju je dpyze xamezopuje y X.

JacHo je ma je yHMja KOHAYHO MHOT'O HUTJE I'YCTUX CKYIIOBa U CaMa TaKBa, aJli TO HE MOPa
butu y ciaydajy npebpojuse yuuje. Ha mpumep, ckymr pannoHaHux OpojeBa je mpebpojusa
YHUja HUTJIE TYCTUX CKyNoBa (OJ1 110 jejiHe Tauke), ajid CaM HUje HUTJIE I'YCT.

To cy cBe j100po 1O3HATH TIOJMOBH METPUYKUX IIPOCTOPA, KOPUCHE aJlaTKe CBUX KOjU
ce HaBe MaTeMaTUYKOM aHAIU30M. PasyMeBare HaBEJIEHUX IPUMEPA OBJIE je MPEIyIITeHO
UHTYUIUjU 9ATA0IA, aju Tpeba 3HaTH ja y 0a3HUM YIOEHWIIMMA TO YONIITE HHUjEe TaKO.
Ma kako Jia m3rjiena ,O04dnrjiefaH” CBaKM OJf TUX CTABOBA je TOKOM pa3Boja OBe obJjacTu
MaTeMaTHKe BHUIIECTPYKO JOKA3WBaH, IIPe CBera He OU JIM ce OTKPUJIa HEKA HEJ[OCJIETHOCT Y
TOM ,,HEIIPUPOIHOM ojMy OeckoHadHOCTH. KoHadHO, M0OWIN CMO TeopHjy y Kojoj bu 6mio
TeXKe OTKPUTH HEKY HeJIO0CJIETHOCT HEro MOXK/JIa U y CaMO]j TabJIMIM MHOXKEHa 33 OCHOBIIE.
3aro dbuszmvapu, MHKEHEPU U MHOTU JIDYTH KOJU KOPUCTE OBy I'DaHy MaTeMaTHKe U He
IIOMUIILJBAJY J& MPEUCIUTY]Y HeHY TadHOCT.

EBo jor HeKoJIMKO Marhe WU BUIIE OYUTJIEHUX CTABOBA, O/ KOjUX Ny HEKMMa HABECTH U
nokaze. CBaku Hellpa3aH OTBOpeH ckyn y R je yHuja HajBuiine npebpPojuBO MHOTO JINC]YHKTHIX
oTBOpeHnX pa3maka. CBakum Hempas3aH 3aTBOpEHHW CKym y R mobuja ce ofcTpamuBameM
HajBuile TPeOpPOJjUBO MHOIO OTBOPEHUX pa3MaKa peajiHe oce. ¥ CJIydajy jeIHOCTABHUX
CKYIIOBa OBO M3IJIeJa jeJJHOCTABHO, ajIlil UHAYe HUje.

Ha npumep, neka je Fy zarsopenn unrepsasn [0,1]. Opgcrpanumo uz Fy oTBopeHu
UHTEPBAJT ]%, %[ u (3aTBOpEHN) CKyII KOju ocraHe o3HaduMo ca Fi. OjcrpaHuMo oTBopeHy
cpeamy TpehuHy n3 CBaKOr O OJIBOjeHUX MHTepBaJa F], a OHO IITO OCTaHe O3HAIUMO ca [y,
Hacrasmajyhu oBaj mocrymnak, kaja n — oo, 100mjaMo HU3 CKyIoBa F), Ol KOjUX CBaKU UMa,
2™ IMCjYHKTHHUX 3aTBOPEHUX MHTEPBaJa Jy2KuHa 110 37", ipu demy je F, c F,_1. Kanmopos
cxyn F nedunucan je ca

F =

DL

F,. (1.321)

n=1

Ckyn F je sarBopen. Tauxe 0, 1, %, %, %, g, g - KO KPajeBU OJCTPAIEHUX OTBOPEHUX

pa3Maka, OYHIJIETHO NPUIAIajy CKyly F, ajgd TO HHUCY W jeJuHEe TadKe TOI CKyIa. 30BY
ce Tavyke IpBE BPCTE, & MMa uX npebpojuBo Muoro. Mebhyrum, kapgaunaaau 6poj (6poj
esleMenara) ckymna F' je KOHTHHYyM, I1a OH MMa KOHTHHYYM Tadaka Koje HHUCY Tadke IIpPBe
BpCTe, a KOje ce Ha3MBajy Taukama Japyre Bpcre. Kako je F' 3aTBOpeH CKyII 1 HEMA U30JI0BAHNIX
Tadyaka, OH je mepgeKTaH CKYII.

Teopema 1.3.7 (Bolzano-Weierstrass). Ceaxu ozpanuven beckonavar ckyn y R uma 6ap
JeoHy mauky Ha2OMUAABATHA.

Jlokas. Heka Tauke ckyta jiexke y uaTepBaiy [a,b], b—a < oo. Tlogenmmo ra Ha npa gena u
y3MHUMO uHTEpBaJ [a1,bi] y Kojem je GeckoHauHO MHOrO Tadaka. IlojeanMo oBaj HHTEpBAJ
Ha JBa JleJia U y3MHUMO UHTepBaJ [ag,be] y Kojem mma GeCKOHAYHO MHOrO Tadaka. Hakon
n = 1,2,3,... nomena jobujamo cse Kpahe unrepsase [an,bn], by — a, — 0 Koju cramHo
caapke OeCKOHAYHO MHOIO ejemeHaTa. U3 HaunHa IOfese je jacHO Ja 3a KpajeBe OBUX
UHTEpBaJIa BaxKe HEJEJJAHKOCTU Gy, < by, Te 1a by, — a,, — 0 kaga max{m,n} — oo, a oryza,
IIOCTOjU peajiaH OPoj Koju MpUIaia CBUM OBUM HMHTEPBaJIUMA. O

111 - - .
SarBapame cKyna A je HajMamU 3aTBOPEHU CKYIl KOjU cajapxku A.
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Tlociienmu 3ak/bydaKk je MOCTEIUIA MPETXOMHO MOMHUIbAHE aKCUoOME u300pa, Ta CBAKHU
cKyTl uMa (PYHKIN]Y u3bopa. Y Marbe OmITeM O0JUKY TO je CTaB Jia CBAKU MOJICKYIl PEATHUX
6pojea X c R koju mma KOHa4Hy MajopaHTy (MHHOpaHTY) uMa cyupemyM (HHGUMYM).
Uiu, jom KoHKperHuje, Ja HU3 YMETHYTUX UHTEpBaJIa [dn,b,] ¢ R, Taksux ma je a, < by,
[an+1,bn+1] € [Qn, bn], by —an = 0, n > oo, UMa 3ajeTHUUKY TAUKY.

Bosmano-BajepmrpacoBa Teopema je moceOHOCT peasine aHaJmM3e, 18 CBaKM OeCKOHaYIaH
HU3 3aTBOpeHUX nHTepBasia y R" numa KoHBeprenTas mogaus. 1Ipeu jy je mokazao BonuaHﬂ
1817. rommue Kao JleMy 3a JI0OKa3 TeopeMe O CPeJIIboj BPEIHOCTH (aKO HEIpeKuIHa (DYHKITja
Mema 3HaK, OHa Ha TOM MHTepBajly uMa Hysy). llejgecerak rojuHa KacHUje, pe3ysrar je
posepuo BajepriTpac u o7 Taja je oHa jeaHa ol HajBaXKHUjUX TeOpeMa aHaJn3e.

Kosko Mu je o3HaTo, y 036U/bHUjUM TEKCTOBIMA (DYHKIIMOHAJIHE aHam3e 1 hbusmke (J10
dbebpyapa 2018. rogume), HeMa acolupara MOjMOBA aJIXEPEHIINje, OTBAPAIba CKYIIOBa WJIH
Tavaka HAlOMUJIABAMA Ca (DU3MYKOM CYIICTAHIOM. AKO je Tako, Ty Be3y cajia IPOMOBUIIEM
I1a je MoOpaM U IIOjJaCHUTH. 3aTO IITO HUCY OECKOHAUYHE, CBE BEJIMYHHE 3a KOje CMaTpaMo
Jla TIPeJICTaB/bajy HEKEe MaTepHujajHe BPEIHOCTH KOHAYHE Cy, YCJIOBHO PEUEHO KBAHTOBAHE
Cy, a JIOCJIEIHO TOME, CBAKY MaTepHUjajHy CTPYKTYPY MOXKEMO Pa3yMeTu Kao KOHAYAH CKYII
YEeCTHUIA U TO je OJrOBOP Ha OHO (jOII YBEK OTBOPEHO) MO3HATO MUTAIE: IITa CBE MOXKe 6UTH
KBAHNMMHO CMarbe Y KBAHTHOj MEXaHUIIN.

Marepuja yBek rpanmym, Kaxkemo mma Melhy, ca Geckomaunorihy, a Ha obe cTpaHe Te
rpaHulle Hajasu ce BacuoHa. Ha obe crTpane rpamuie cy o0jeKTuBHe (DUBMUKE IOjaBe.
QPuznyuke penpeseHTanuje OECKOHAYHNX CKYIIOBAa METPUYKHUX IIPOCTOpa aHam3e Takohe cy
objekTuBHE, MaJia, HUCY MaTepujajHe. Ty Be3y OBIe cMaTpaMO HEYIUTHOM IIa Ce IMOCTAB/bha
[IATakE TJe CY OHE Ja/be I'PaHUIle Te DECKOHAUHOCTH, Ca CTAHOBUINTA Marepuje’

""2Bernard Bolzano (1781-1848), wentkn maTemaTuyap.
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1.3.2 Komnnetupare npoctopa

Merpuuku mpocTop S je cenapabusar aKO y HeMy IOCTOjU HajBHUIe MpebpPOjUB CBYIA
TYCT CKYII Tadaka.

IIpumep 1.3.8. IIpocmop R" je cenapabunan.

O6jawmere. Tpeba nomohy merpuke (1.314) oBor pocTopa MOKa3aTH JIa y CBAKOj E-OKOJINHI
rauke x = (§,) € R™ nocroju Tauka r = (p,) ca panuoHaaHUM KoopauHaTaMa. A Ja To jecre
TAYHO MTOKa3yje n300p parmoHaJHIX OpojeBa p, Tako 1a je

g
|£I/ - pl/| < %,

Koju je moryh, a pesyarupa ca

(r=1,2,...,n),

n 1/17
d(x,r)z(Z]fl,—pV]p) <e.
v=1

Ckyn Tavaka ca palloOHAJHEM KOOpIUHATaMa je IpedpojuB, Ia je IpemMa OBOME CBY.a I'yCT
y R}, 3a cBako p € N, ma u 3a p = 2. O

Camano ce 1okasyje aa je u mpocrop C", Koju ce n3 mpeTxoqHor 1001je 3aMeHOM PEaTHUX
OpojeBa y KoopuHaTaMa KOMILJIEKCHUM, certapabusian. MehyTum, Huje cenapabuian mpocTop
m orpaHudeHux HU30Ba (£,), ca METPUKOM

d(z,y) =sup|& —ml, (1.322)

3a npoussosbhe x = (§,) u y = (1,) HU30Be GpojeBa. 3amcra, yOUnMO CKyIl OMHAPHUX HU30BA,
6pojesa 0 uium 1, koju je ounrnenno mojckyn m. Kapaunanau 6poj (6poj esemenara) Tor
CKyIIa je KOHTHHYYM, jep Ce CBAaKH JEINMAJIHU OPOj MOXKe Ha jeIMHCTBEH HAUNH 3AITHCATH
bunapuumM Hu3oM. OKO CBake Tavke OMHAPHOI' HU3a ONMINKAMO KYIJIY HMOJIYIIPEIHUKA %, KOje
he cBe Outu AUCjyHKTHE, jep je pacTojame OMJIO KOje JIBe TadKe MIPEICTAB/bEHE THM HU30BUMA
1. CBaku cByjia IyCcT CKyII y m MOpao 6u jia nMma 6ap 110 jeHy TavKy y CBaKOj O/l OBUX KYIJIH,
Te Ou 6uo Buille HEro pedpPojuB.

IIpumep 1.3.9. IIpocmop C[a,b], depurucar mempurom (1.317), cenapabunaar je.

Objawrserve. OBO ce MOXKe IOKa3aTH CJIMYHUM HM300POM KaO Yy IPHUMEPY jep ce y
IIPOM3BOJHPHO MaJIO] OKOJMHHM HPAIMOHAJHOr Opoja yBeK Moxke Hahm parmonasian 0poj, a
CKYII PaIlMOHAJHUX OpojeBa je mpedpojus. O

OgBaj npumep je CyIITHHA BeOMa BaXXHE U OHUMA KOju ce DaBe MATeMATHIKOM aHAJIM30M
BeoMa IO3HaTe TeopeMe CToy}E—Bajemepaca, 9Uju CTPOTH JI0KA3 300T ONMIMUPHOCTU OBJIE
M30CTaBIHAMO.

Teopema 1.3.10 (Croyn-Bajepmrpac). Heka je x(t) jedna na pasmary [a,b] nenpexudna
dyrruyuja u nexa je € > 0 npoussonan 6poj. Tada nocmoju noaurom ps(t) maxas da je

|z(t) —p=(t)] <, (1.323)

3a ceaxu t € (a,b).

3Marshall Harvey Stone (1903-1989), aMepidKn MaTeMaTHgapr.
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PeunukoM Merpwdkmx IpocTopa Teopema Tyacu: ,CKyI IOJHHOMA jeé CByJa TYCT y
upocropy C|a,b]“. 13 rora ciean npumep jep ce MO2Ke TIOKa3aTHu Ja je CKyI IOJUHOMA
ca paionaHuM Koedunujentuma (Koju je npebpojus) ceyga rycry Cla,b]. Y maremaTndkoj
aHaJIM3U OBa TeopeMa ce Ha3uBa u Bajepwmpacosa anpoxcumayuje nosmaomMom. OHa TBpU
Jla ce cBaka HemnpekuaHa (byHKIMja geduHUCAHA HA 3aTBOPEHOM UHTepBasly [a,b] moxke
yHUGPOPMHO aIIPOKCUMUPATH, OJIUCKO KOJUKO TOJ je moTpebHo, rmomohy mosmHOMa. 3aTo
IITO Cy TOJUHOMH jeJHOCTaBHE (DYHKIIMje U IIITO UX KOMIIjYTEPH U3PaiyHABajy HEIIOCPEIHO,
OBa TeOpeMa MMa M HPAKTUIHY U TeopujcKy BpemHocT. OpUrHHAJIHY BEP3Ujy MOCTABUO je
Bajepmrrpac 1885. rogune, a noormrruo jy je Croyn 1937. romuse.

Jpyra Bep3uja oBe TeopeMme, pyra BajepiirpacoBa Teopema, Kaxke Jia CBaKa IEPUOIMIHA,
HenpeKuIHa PYyHKIHja Mepuojie 271 MOoXKe OuT YHH(MOPMHO allPOKCUMUPaHa, OJIUCKO KOJIUKO
roJi je moTpebHO, TPUTOHOMETPHUJCKUM ITOJIMHOMIMA

1 o0
5040 + Z(ak cos kt + By sinkt). (1.324)
k=1

13 rora cieau 1a je cerapabuiat mpocrop C' [0, 27], HENIpEKUTHUX U TIEPUOIUYHUX (DYHKITH]a
x(t) nepuoge 27, ca MerpukoMm ucrom kao y C[0,27].

Hedunnnmja 1.3.11 (Basuu ckynosu). Kosexuyuja omsopernuz ckynosa npocmopa X je
baza moz MPocmopa aKo Ce CeaKu HENPa3ar omeopen ckyn u3 X MOJHCE NPUKAZAMU Ko
YHUjJa cKynosa u3 me base cKynosa.

Koneknuja cBux orBopeHnx cKymnoBa u3 X je TpuBHujasiHa 0a3a. bBaza je m kosexkimja
CBUX OTBOpPEHHX Kymm y X, a joII eKOHOMUYHHja je KOJIEKIHja CBUX OTBOPEHMX KYyTJIH
PAIMOHAHIX TOJyIpPeIHUKA. 3a IpocTop X KaxkeMo Ja je Hajeuwe npedpojuse base ako
y IeMy mocroju 6asa o HajBullle 1npebpojuBo MHOro ejieMenara. Mozke ce jokazaru ja je
IpocTOp HajBuile npebpojuse Haze ako U CaAMO aKo je cermapabusaH.

Konekrmja ckymoBa ce Ha3mBa nokpusare CKyma A ako cBaka Tadka x € A jexu y bap
jemHoM ckytmy Te Kosekmuje. IlocebHO, Kajia ce paju 0 OTBOPEHMM CKYIOBHMA, TOBOPUMO
0 omeoperom noxpusaryy. VI3 cBaKOr OTBOPEHOI IOKPHUBamba cenapaduiIHor npocropa X
MOXKE Ce M3JIBOJUTH jeJIHO HajBHINe MpebPOjuBO MOKpUBake Tor mpocropa. [locienmn nckas
je Jlurgenodon TeopeMa.

Hedbununnmja 1.3.12 (Kousepreunuja). Kaotcemo, nus (x,) us npocmopa X KOHBeprupa
MayKU T Mo2 npocmopa, axo Hus 6pojesa

d(zp,z) >0, n - oo. (1.325)
Jlpyzum pevuma, x € X je TpaHUTHA BPEIHOCT 0amMo2 HU3G.
Kana nus (x,) KoHBEprupa z, mumemo &, - x (n — o0), uin

lim x, = x. (1.326)

n—oo

Taxobe, nus (z,) KOHBEprUpa TauKH T, aKO CBAKO] OKOJUHHU V,, OAroBapa NpupoaHu 6poj ng
TaKaB Ja U3 N > Ng CJIeINn Ty € V.

Teopema 1.3.13. Csakxu xougepzerman Hu3 je 02paHuden.

14Ernst Leonard Lindelsf (1870-1946), duncku maremaruyap.
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Jloxas. N3 d(x,x,) < € 3a n > ng claeau jJa ce cBe Tadyke CKyla {Tn}, CeM MOXKJa HbUX

KOHAYHO MHOTrO, Hasiaze y Ky K |x,e[. 3a moBosbHO Benmko r jiexkahe Taja cBe Tadke
ckyna {x,} y xkyrom K|z, r[. O

Ba cBaku cTpEKTHO pacryhu HE3 HpupogHux 6pojeBa ny < ng < Ng < ..., HA3 (Ty, )
je deaumununu nus wuza (x,). Tauka x je adrepenmna epednocm uuza (x,) aKo 1MOCTOjU
JleJIIMHIYaH HU3 (T, ) KOjU KOHBEPIHpa Ka .

Teopema 1.3.14. [lompeban u dosoman ycaos da je x adrepermma epedrocm wuda (Ty)
jecme da ceaxoj okosunu V, mauke T u c8aKoM Npupodnom 6pojy m odzosapa npupodar 6poj
r>m mako da je T, € V.

Jloxas. Yo je norpebaH, jep 3a aJXepeHTHY BPEJIHOCT X Hu3a (Z,) IMOCTOJU JeJTUMUTHH
Hu3 (T, ) KOju KOHBEprupa Ka x. Y CBaKOj OKOJIMHU V, JIeXKe CBH YIAHOBH HU3a (T, ) CeM
BUX KOHauHO MHOro. Jlakje, 3a Ma Kako BEeJWKH NPHUpPOJaH Opoj m mocrojahe I0BOHHO
BEJIMKO 7, TaKO Jla je Ny > M U Ty, € V.

YciioB je 10BOJbaH, jep Tajua u3 Husa (X, ) MOXKEMO U3IBOJUTH (TOTATHOM WHJLYKI[H]OM )
Jgeaumudaan Hu3 (xp, ) ysumajyhn: ny = 1, a kajga cMo uzabpasu ng_j 6upamo 3a nj IpBH
npupofan 6poj Belin ox nyg_1 3a xoju je d(z,x,,) < 1/k. 36or limy_,o d(z, 2y, ) = 0, x je
aJ[XepeHTHA BPEJIHOCT Hu3a (Ip,). O

Ca {z,} osHauaBamo ckyn BpejaHocTH HU3a (Z,). CKYI M HU3 Cy Pa3IMIUTU [OJMOBH,
a U aIXepeHTHa Tadka CKylla HHUje MCTO INTO U aJXepeHTHa BPEJHOCT HU3a. Penumo,
peasan HU3 (1/n) uma Hysly Kao aJXepeHTHY BPEIHOCT, JIOK Cy HyJIa U CBU €JIEMEHTH CKYIIa
{1/n} werose agxepenrne tauke. MehyTumM, 06pHYTO, CBaKa aJXepEHTHA BPEJIHOCT HU3A
(z,) jecre jenHa ajxepeHTHa Tauka CKyla {x,}. CIUYHO je M ca MOJMOBUMA AXEPEHTHE
BpeJiHOCTH HU3a (I;,) U Tadaka HaroMuiaBama cKyna {r,}. CBaka Tauka HArOMUJIABAIHA
CKyIla je aJIXepeHTHa BPEJHOCT HU3a, ajJu OOPHYTO HUje TAYHO, IITO Ce BUAM U3 IIPUMEpAa
mm3a 1,1,1,... u R. Taj Hu3 mma jeauHHWIly Kao aJXepEeHTHY BPEIHOCT, a OAronapajyhu
CKYII BPEJIHOCTH MMa CaAMO je/IaH jeJIMHU eJIeMEHAT, I1a HeMa TadKy HaroMuJIaBarba. YOIIIITE,
ozHaunMo Ju ca 2A(x,) KOIeKInjy aJXepeHTHUX BPeAHOCTH Hu3a (X, ), Taaa:

(2n)" € W(zn) € {zn}, (1.327)

re obe MHKJIy3uje MOTy OUTH CTPUKTHE.

I/I3Meljy AJIXCPEHTHUX TadaKa, TavaKa HarOMHJiaBalba CKYIIa W I'DaHUIHUX BPEIHOCTU
HU3a, [IOCTOjJU YCKa Be3a 0 K0joj roBope u cienehn craBopu. CKyIl aJIXepEHTHUX BPEIHOCTU
HI3a je 3aTBOpeH cKyll. llorpebaH n 10BO/bAH yCJIOB Ja je T aJXepeHTHa TadKa cKyla S je
Jla oCTOju HU3 Tavdaka (x,) u3 S Koju KouBeprupa ka x. Ilorpeban u 10Bo/baH yCIIOB Ja je
X TauKa HArOMUJIaBama cKyna S jecre ja mocroju Husz MelycobHO pasaumunTux tadaka (X, )
u3 S KOju KOHBEpPrupa Ka .

Hedbunnimja 1.3.15 (Kommjes uus). Hus (x,) je Kowujes nus axo céaxom € > 0 odzosapa
npupodan 6poj ng maxo da u3z m >n > ng caedu d(Tpy,Ty) < €.

N3 nedbununuje ciaean na ce ceu wianou KomujeBor Hu3a, ceM mUX HAJBUIIE KOHATHO
MHOro, Hajaze y Ky K |zp,, e[, na npema tome u csu y Mano sehoj kyrmm. Tume je
JIOKa3aH IIPBH CTaB cJiejiehe TeopeMe.

Teopema 1.3.16. Csaxu Kowuges nu3 je oepanuyen. Cearu xongepeenman nu3 je Kowujes
HU3.
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Jloxas. Axo je nu3 (x,,) KOHBEpreHTaH, Taja T, — &, a TO 3HAYHM JIa 3a CBako € > () mocToju ng
Tako Jia u3 n > ng caenn d(z, ry) < e. 3arozam >n >ng je d(Ty, n) < d(xpm, ) +d(z, xy) <
2e, a To 3Haun jaa je (x,) Kommujes Hus. O

MebhyTum, 0OpHYT MCKa3 mocieameM Huje TadaH. Ha mpumep, y METPUUIKOM IPOCTOPY
paloHaIHuX OpojeBa ca yoOMdajeHOM MEeTPUKOM, YyOUuMO HU3 (¢,) e je ¢ JeluMasIHu
pazloMaK M00OHjeH Kaja ce y JEmEMAIHOM pa3Bojy (upamumoHasHor) Gpoja \/2 y3Me camo
upBux n JgenuMadia. Taga je (g,) Komujes uuz y Q, jep 3a m > n je d(gm,qn) < 1/10™ - 0
(n - o0), amu (q,) He KOHBEPrUPa HU jeJHOM DAIMOHAJIHOM GPOjy.

Hedbunnmmja 1.3.17 (Kommieran mpocrop). Mempuuku npocmop je Komnaemar axko y
rwemy ceaxu Kowujes nus xonsepaupa.

Mozxe ce mokaszaru ja je (momumana) Jle/leKuHI0Ba aKCHOMa y CKYILy peajiHuX OpojeBa
R exBuBa/jieHTHA KOMILIETHOCTH peaJjiHe IIpaBe, MOoceDHO, Ja je MpoCTOop peasHuX OpojeBa
koMmiureraH. To ce oaMax IpeHOCH Ha KOMILJIEKCHe OpojeBe, jep Cy peaJiHa U MMarnHapHa 0ca,
romiiekcHe paBHu C 1Be peasine oce. I'py6o pedeHO, TO Cy CTABOBH aHAJIU3€ KOJU Ce MHAIe
U3parkaBjy MaJlo IIpeIu3Huje.

Merpuuku mpocrop X je KOMILUIETAaH Taja M CaMO Talla aKo IIPECeK CBAKOI MOHOTOHO
onanajyher Husa 3arBopenux kyrim K, y X, 4uju HU3 HOJyIpPEYHUKA TEXKU HYIH KaJa
n — 0o, CaApXKU jeIHy jeJuHy TauKy IpocTopa. AKo je X KOMILIETaH METPUIKH IIPOCTOP U
A jemaH BEroB MOTIPOCTOP, ako je A 3arBopen ckym y X, Taga je u A, mocmarpan 3a cebe
Ka0 METPUYIKH IIPOCTOP, jeIaH KoMILIeTaH mpocTop. CBakKW KOMILJIETAH METPUIKU ITPOCTOPD
X je mpyre kareropuje y camMoMm cebu.

Hokasu oBux uckasa ce Mory Haliu y 60/buM (PUTOPO3HUjUM) YIIOEHUIIUMA AHAJIU3E 1A UX
osJie m3octasibaM. [locienmn naseaenn (Baire category theorem) je 1899. rommue mokasao
Bep@ Yy CBOjOj HOKTOPCKO] T€3M. 3a KOPHUINTEHhe Y KBaHTHO] MEeXaHUIIM, HaJaMm ce, buhe
IOBOJBHO CaMO IIO3HaBaibe OBUX TBphema, 6e3 mokasa.

ITpumep 1.3.18. Ilpocmop I, (1<p< ), ca mempurom (1.314), je xomnaeman.

OGjaunverve. Heka je (z,) jeman Kommujes uus y I,. Tama 3a cako ¢ > 0 mocroju ng € N
TaKo J1a 38 CBAKO M >N > ng Oy/e

o0 1/p
o) = (16 -nir) <o (1.329)
k=1
36or £ —np| < d(m, Tn) HE3 (§] )n=1,2,... 38 cBakn pukcupan uHuekc k = 1,2, ... je Komujes

m3 y R. Kaxo je R xommeran mpoctop, nmocroju 6poj & Taxko ma & — & Kala n — 0o
(k=1,2,...). Kako je ceaku Komujes Hu3 orpanudes, 1o je

0o 1/]?
d(xn,0)=(z|fmp) cr, 0-(0,0,...),
k=1

OJIaKJIe je 3a CBaKO 1 U CBAKO j

J
> kP <r”.
k=1

5René-Louis Baire (1874-1932), dbpaniyckn MaTeMaTmdap.
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[Iycrumo i 1a n — oo, mobujamo
J
Z |€k’ |p < rp7
k=1

3a cBako j. To smaunm ma cy genmmmudne cyme pena y.poq k[P ca mosuruBHEM udmanoBuMa
oTrpaHWYeHe, MTO 3HAYM 11 je Taj peJ KouseprenTan. OcTaje a MOKaXKeMO Ty, — T Y CMUCITY
merpuke y [,. 113 (1.328) cienn

j
Ol - &RIP <€t
k=1

3a m >n >ng u 3a cBako j. Ilyctumo jm m — oo , mobujamo
J
np o P
Z |€k - §k| <er,
k=1

3a n >ng. Hakie, d(zy,x) <€ 3a n > ng, MITO 3HAYN Ty, — £ y CMHUCILY METPHKE Y [. O

Panuje cMo Bujenm jia mpocTop m OrpaHMYeHMX Hu30Ba ca Merpukom (1.322) Huje
cenapabuian. MehyTum, oH jecTe KOMILJIETaH, IIITO ce BUIU y ciefieheM mpumepy.

IIpumep 1.3.19. IIpocmop m je xomnaeman.

OGjawmere. Heka je (zy,) jenan Komujes uuz y m. Tana je d(xmy,,z,) < € 3a m > n > ny,
a Bake HejeTHAKOCTU:

& &kl <e, (k=1,2,...) (1.329)

Hus k-tux xoopaunata (& )n-1,2,... je Kommjes mn3 y R, e mocroju 6poj & Takas ma & — &
Kajia n — oo 3a cBako k =1,2,.... Kako je (z,) kao Komujes nu3 orpanuuesn, d(zy,0) <r,
ouhe Tum npe || <7 3a cBako n u cBaxo k. Ilycrumo s ma n — oo, cremu |€x] < r 3a cBaxo
k, 1j. uu3 (&) je orpanmdveH, na tauka x = (&) npumajga npocropy m. Konadno, ako y
(1.329) mycrumo ga m — oo gobujanmo £, — & <€ 3an >ng u cBako k =1,2,..., mro 3HaUHn
za je

sip|§k -&l<e, m2>ng.

To je koHBepreunuja, T, — T, y CMUCIY METPHUKE y M. O
IIpumep 1.3.20. IIpocmop Cla,b] je xomnaeman.

OGjawmere. Tauaxe npocropa Cla,b] cy menpekunne dynkuuje z(t) momena ca uHTEpBaJIA
[a,b] u merpuxke (1.318). Heka je (x,,) jenan Komwujes uuz y Cla,b]. Tana

|zm () —zn(t)| <e, m>n>ng, Vtela,b]. (1.330)

3a dukcupano t maror jgomeHa, Hu3 6pojeBa x,(t) je, upema Tome, jenan Kommjes Hu3 y
R. To suauum sa nocroju 6poj z(t), t € [a,b], Takas ma z,(t) - z(t) kama n — co. Kaua t
npoJiasu pasMak [a, b], oum je nedunucana dyuknuja x(t) ua [a,b]. Axoy (1.330) mycrumo
1a m — oo nobuheMo

|z(t) —zn(t)| <e, m>ng, Vtela,b],

o 1o JeUHUIUU 3HAYU Ja HU3 Ty, (t) KoHBeprupa Ka x(t) yaudopmuo Ha [a,b]. Hakie,
dbyukuuja x(t) je rpanuaHA BpeIHOCT YHUGPOPMHO KOHBEPIeHTHOT HU3a HENPEKUTHUX (byHK-
1ja, & TO 3HAYM Jia je U cama HenpeknaHa. lIpema tome, x(t) nexun y Cla,b]l u x, >z y
cmuciy merpuke y Cla, b]. O
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IToceban ciywaj mpocropa ozuake Cpla,b], nnn osnake Ly[a,b], ca merpukom (1.316) je
upocrop C1[a,b] u3 cieneher npumepa. Tauke x merpuukor npocropa C1[a, b] cy HenpekuiHe
dbyukuuje z(t) (a <t <b), a pacrojame je geduHHCAHO Ca

b
d(z,y) - / 2 (t) - y(1)| dt. (1.331)

Kana y npocropy Cpa,b] mycrumo p — oo, nobujamo nperxomuu Cla,b].
IIpumep 1.3.21. IIpocmop Ci[a,b] nuje xomnaeman.

Ob6jawrere. Heka je

| n, 0<t<1/n?
T =1 2 1n2<t<l,

HU3 HenpekuaHux GyHknuja qomena pasmaka [0,1]. 3a m > n je

1 1/n? 9
d(Tm, ) :/ \xm(t)—xn(tﬂdts/ tV2q = = -0,
0 0 n
na je (z,) Kommwujes uuz y Ci[a,b]. Mehyrum, (x,) He KOHBeprupa HUjeHO] HEIPEKHUJIHO]
dbyuxuju wa [0,1]. Hauwme, ako je z(t) npoussospHa Henpekuana dbyuknuja ua [0,1] ona
je Taza Ha TOM MHTEpBaJly OrpaHUYeHa, 1a MOCToju Ipupojaan 6poj M rako ga je |x(t)| < M
3a0<t<1. Amaragasan>2M u0<t<1/(2M)? nvmamo x,(t) > 2M, 11a 3a Te BpeHOCTH
n BaxKu

1/(2M)? 1/(2M)?
d(n,) > / e (t) — ()| di > / lew (D)) — ()] d 2
0 0

1/(2M)? 1
2/ (2M - M) dt = —,
0 4M

ITo UCKJBy4yje Moryhinocr na z, - x y cmucay merpuke y Cila,b]. OJ

300r BeJIMKOT 3HAaYaja KOMILUIETHUX ITPOCTOPa MeDy METPUUKUM IIPOCTOPUMA, OJT TOCEOHOT
je mHTepeca PasMOTPUTH MOTYNHOCT Ja e HEeKOMILIETaH MPOCTOp ,Komiurerupa“. Permmo
Kao KoMiuierupame : Q - R, koMiuteTupame cKyiia panuoHaJHUX OpOjeBa y CKYIl DEAJTHUX
6pojepa. OHO je KOJ METPHUUKHUX I[IPOCTOPA YaK U jeJIHOCTABHUjE, jep HE Mopa Ja Cce BOIU
padyHa o ajredbapcKoj CTPYKTYPH HUTH O CTPYKTYPHU HOPETKA, KA0 y CJIyYajy PAIlMOHATHUX
opojeBa. Jla je To yBek moryhe roBopu cjeiehu craB, uuju J0Ka3 300T OMIMUPHOCTU HE
naBoguM (B. [35], crp. 54-56.).

Teopema 1.3.22 (Kowmmierupame mnpocropa). Heka je X nexkomnaeman mempuuku npo-
cmop. Tada nocmoju xomnaemarn mempuuku npocmop X, maxo da je jedan y rwemy ceyda
2ycm nomnpocmop X* uzomempuyar ca X .

3HaMO Ja KBaHTHA MEXaHUKa JIE?KH Ha OBUM TeMeJbUMa, jep je mheHa OCHOBa Xu.abepmos
npocmop, Koju je Tpe CBera KOMIUIETAH & 3aTHM BEKTOPCKU (PaBHU C€YKJIMJICKW) HAJ TEJIOM
KOMILJIEKCHUX OpojeBa, cHabJeBeH CKaJIapHUM MTPOU3BOIOM. Koop/mHAaTHE O0Cce TUX BEKTOPA
IIpeJICTaB/beHe CYy KOMILJIEKCHUM OpOjeBUMa, a OHU — PealHIM ocaMma. KTo 3amTo HaMm Tpeda
peasiHa aHAJIN3a Y KOMILIEKCHIM aHAJIM3aMa TeOPHUjCKe KBaHTHE (DUIUKE.

Heka je (x,) Hu3 tauaka y R. Ako cBakoM (Ma Kako BEeJMKOM) peasHoM Opojy M
oJroBapa IIPUPOLHU OPoj ng TaKas Ia

n>ny = x,>M, (1.332)
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KazkeMo Jia jgaru Hus (oapeheno) dusepeupa xa +oo (1m03uTHBHA GECKOHAYHOCT) U IHUIIEMO
Tp — +o0o. CHMETPUYHO MMaMO T, —> —oo. JlaTh HU3 MOHOMOHO pacme aKo je Tp < Tpii,
a aKo IUIIe T, < Tp.1 OHJA 3HAYM Ja OH cmeapno pacme. CumeTpudHo jJedUHUIIEMO
MOHOTOHO U cTBapHO omajajyhe nuzose. Pekam cMo ja je Tadka T aJXepeHTHa BPEIHOCT
Hu3a (x,) aKo mocroju AeuMudHu Hu3 (T, ) KOju KOHBeprupa ka z. Tome cala Jogajemo
u Tavyke +oo (oapeheHo) TMBEPreHTHUX HU30BA.

Teopema 1.3.23 (ITpunnun monoronoctu). Mowomono pacmyhu nus (x,) wiu xKonsepeupa
ka sup{z,} uau dusepaupa xa +oo, 6eh npema mome da Au je o2panuveH ¢ OECHE CMPAHE
uau Huje. Cumempunar uckas 6axcu 36 MoOHOMOHO onadajyhe Husose.

Jlokas. Tlpernocrasumo ja Hus (&, ) MOHOTOHO pacre u Ja je x, < M. Kaxko je ckyn {z,}
OrpaHuYeH ¢ jlecHe cTpaHe 1ocToju sup{x,} = x. Ha ocHoBy nedununuje cynpemyma, 3a
cBako € > () 1ocToju ejleMeHaT xy CKyna {x,} Takas ja je x — & < ry < x. 360 MOHOTOHUje
HU3a TaJIa je T > Tp > X —€ 3a cBako n = N, N +1,..., IITO 3HAYU Ja T, = X.

AKo nmaTu HU3 HHUje OrpaHMYEH, Tala 3a Ma Kako Bejauku 6poj M IocToju ejieMeHaT &y
ckyna {z,} Takas ma je xny > M, a 36or MoHOTOHUje HU3A X, > M 3a cBako n > N, mTo
sHaun na Hu3 (z,) (oapebheno) muBeprupa Ka +oo. O

Teopema 1.3.24 (Bolzano-Weierstrass). Ceaxu oepanuuenu nu3 peasnux 6pojesa (y) uma
bap jedny adxrepenmny epedHocm.

Jloxas. Vimamo nsa cayuaja. Ckyn Bpegnoctu {2, } Husa (2, ) je KoHauaH, Win je GeCKOHAYAH.
VY upBoM ciyuajy ce y nusy 6ap jefian wiaH GeCKOHAIHO MyTa MOHAB/bA U OH je aJXePEHTHA
BPEHOCT. Y JIPYTOM CJlydajy, 6eCKOHAYaH OrpaHiYeH CKYIl BPEJIHOCTH HMa Gap jeHy TauKy
HArOMUJIaBaba (IpeMa IPeTXO[HUM CTABOBUMA) U OBA j€ aJXePeHTHA BPEJIHOCT Huza.  []

[Ipermnocrapsba ce jia auTajial nMa HEKa OCHOBHA 3HAMbA U3 WHPUHUTE3NMAJHOT padyHa.
ITox TMe ce 1oj1pa3yMeBa II03HABAKE OCHOBA Pa/ia ca JIMMEeCHMa, U3BO/IMMA U MHTErDAJINMa,
Ha HUBOY CTYJIEHTa KOjU je Ipomao mMareMaTuky I, mim 6ap Oo/per 3aBpIIEHOr YUeHUKA
rumuazuje. OBO je HajIpajitba TUX 3HAKA.

Hedbununnmja 1.3.25 (Jlumec). Heka je (x,) nu3d peaanur 6pojesa u wexa je A cxyn
adrepenmnux epednocmu moe nuda. JIumec un@epuop u AuMec cynepuop nuda cy:

liminf z,, =infQA, limsupzx, =supl.
n—oeo n—oo
3a JmMec MHMEPUOP OJHOCHO JIUMEC CYIIEpHOp KOPHUCTE Ce M O3Hake lim x, OIHOCHO
lim x,. 13 came medunumnuje cirenu aa je:

liminf x,, = —oo, limsupx, = +oo,
n—oo n—oo
Taja U caMo TaJia aKo JaTHh HU3 HUje OrpaHUYeH C JieBe OJIHOCHO JiecHe cTpane. Kaja cy oBu
JINMECH KOHAYHU, 328 hUX Baxku cjejeha Teopema.

Teopema 1.3.26. Axo je aumec cynepuop peanmnoe nusda () Komauarn 6poj, mada easice
caedeha mephersa (u cumempuyuna 3a aumec ungdepuop).
1° 3a cearo € > 0 nocmoju beckonauno npupodnur bpojesa ny (k=1,2,...) maxo da

T, > lim x, —¢.
n—o00
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2° 3a ceaxo € >0 nocmoju npupodar 6poj ng maxas da

T, < lim xzg+e, Vn>ng.

n—00

3° Jlumec cynepuop 00 x, je jedunu pearnu 6poj koju uma ocobure 1° u 2°.

Jokas. Osnaunmo ca b = limsup z,, = im 2, Kaga n — co.

1° Crym (zy,) je 3aTBOpEH, Ta My NPHUIIAJA HETOB CYIPEMYM, & OTyAa je b ajxepeHTHa
BPEJIHOCT JIATOr HU3A.

2° TlpermocTaBUMO CympOTHO, Ja TOCTOju jemuo € > 0 Tako 7a 3a GECKOHAMHO MHOTO
npupoaHux 6pojesa ny Oyae xy, > b+e. Kaxo je 360r b < +oo nus (z,), a IpemMa TOMe U HU3
(zp, ), OTPaHUYEH C JIeCHE CTpaHe, Ty, < M, mocrojana 6u y unrepsaiy [b+e, M| 6ap jeana
aJIXePEHTHA BPEIHOCT Hu3a (Zy, ) a THMe U Hu3a (Zy), IITO HIPOTHBPEYH YHICHUIN 18 je b
Hajseha ajxepenTHa BpeJHOCT HU3A (Tp,).

3° IlpermocTaBuMo Ja IIOCTOje JBa pasjudnTa peajHa 6poja b < b’ xoju 3ajoBosbaBajy
1° 1 2°. Heka je npousso/ban 6poj u3 pasmaka z € [b,b']. 3aro mro je 2° umamo z, < x,
3a n > ng, aau Tajga b’ He 3am0Bo/baBa 1°, jep y JOBOJLHO MaJloj OKOJMHHU Tadke b’ Morke
JIEZKATH CAMO KOHAYHO MHOIO 4iaHoBa Husa (). 3Haum He Mory oba b u b’ ucrospemeno

3ag0BoJbaBaT 1° u 2°. O
Axo cynpemym 0fHOCHO UH(MUMYM CKYIA { Tk, Tki1, ... } KPATKO O3HAYMMO Ca, PEIOM:
SUp n, inf x,, (1.333)
n>k nxk

Tajia 3a jumec cytepuop u jumec uadepuop (lim x, u lim z, kaga n - co) Baxu ciezehin
[IO3HATH CTaB, Koju HelieMo JoKasuBaTu:

lim z,, = infsupz,, lim z, =supinf z,, (1.334)
n—oo k21 p>p n—>o00 k>1 n2k

3a HU3 peasHuX OpojeBa (zp,).

Pesumupajmo. IIpocTop je BeKTOpCKU aKo UCIyaBa ycjioBe aeduHuImje Kama my
ce JIoJ1a, CKaJapHO MHOXKEIhE BEKTOPA, IIPOCTOP IOCTaje YHUTAPAH, a aKo je jOIl U KOMILIeTaH
OH ce HasuBa Xuibepros 1npocrop. Xuibeprosu mnpocropu (peduHuImja Cy OCHOBa
KBaHTHE MeXaHUKe U 3aTO OBOJIUKO TPyJa Ja mohemo o mojma kommsernoctu. Ca gpyre
cTpaHe, JI0 UCTUX MOXKEMO CTUNU JUPEKTHO U3 METPUUIKUX, IIPEKO BaHaXOBI/IXlE IpocTopa.
Omnn cy tema caeneher macaosa.

Hasbe cMo mpernoctaBuin (Kao HOBY XUIIOTE3Y) Jia Cy Tadke perpeseHTaluje hbusmakmx
cucrema. CojcrBa Tadaka (METPUYKUX HPOCTOpA) cy dusnuka ceojcrBa. CamMo KOHATHU
CKYIIOBM TadaKa MOIY IIPEICTAB/bATH OHE OcoOmMHE Koje ce y bu3nmum OOMYIHO HA3HBAjy
CYIICTAHIIOM WJIK HEYUM MATEPUjAJTHUM, 11a CY OECKOHAYHU CKYIIOBH AIICTPAKTHU aJIi TaKohe
0b0jeKTUBHU. 3aTBOPEHU CKYIOBH Cy HajBUIIE IPeOPOjUBO OECKOHAYHU U CAMO TAKBH MOTY
OUTHU MPEJICTABHUIIA MaTepUjaJHUX CBojcTaBa. CBUM OTBOPEHU CKYIOBH Cy HEMAaTEPUjaJIHU,
CBU IbUXOBH IIPECelu Cy HeMarepujasjHu. [Ipa3zHuHa m cas MpOCTOp Cy U MATEPHjAJIHUA U
HeMaTepujaJiHu, jep cy oHu (jeJiHK) ¥ OTBOPEHU U 3aTBOPEHU CKYIIOBH UCTOBPEMEHO.

16Stefan Banach (1892-1945), mosbeku MaTemMaTHIap.
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1.3.3 banaxoB npocTop

[TpumeTrnnmo sa ,,BeKTOpE" BEKTOPCKOT IIPOCTOPA CAJIa TPETUPAMO KO ,,TAYKEe" METPUIKOT
[IPOCTOpPA, ajli HaM TO He cMeTa jep heMo y j1a/beM TeKCTY YBEK TAUHO 3HATH Ca IUME PaJINMO.
Y BEKTOPCKOM IPOCTOPY TadKaMa IPHUIPYKYjeMO BEKTOPE KOjU Cy JIMHEAPHU CI0j Oa3HMX
BEKTOpa. Y KBaHTHO] PEIPE3eHTAIINjU BEKTOPCKOI IMPOCTOPA BEKTOPHU IOCTAjy KBAHTHA
crama a 06a3Hu BekTOpu 063epBabiie. CJMYHO PajUMO U €A METPUUYKUM IIPOCTOPOM TJie
TadKa Takobhe IpeJIcTaB/ba IPYyILy 003epBadIu.

Hogsocrt je ma merpuakom npoctopy X cajia npuapykyjeMo Tejo ckajaapa F. Henpasnom
ckyry X 4Yuje eJleMeHTe T,Y, 2, ... Jla/be Ha3UBaMO TadKaMa MJI BEKTOPUMA, IIPUIPYKIMO
ckyn F uamje ejieMenTe o, 3, A, [i, . .. HA3UBAMO CKaJIAPUMA, 3a KOje Bayke aKCHOMe BEKTOPCKOT
npocTopa u Jobujamo (JIMHeapHH) BEKTOPCKU IIPOCTOP Koju o3Hadasamo napom (X, F). ¥V
HAIIUM OPBUM O3HaKaMa To je BekTopcku npocrop (V, ®).

YV BEKTOPCKOM IIPOCTOPY CHAOIEBEHUM CKAJAPHUM MHOYXKEHEM, KOjU C€ HA3UBa YHUTAPHU
npocTop, HopMy BekTopa gedunuie [1.2.48] 3a Kojy cMO I0Ka3au Teopemy Hambe
HaCTaBJ/HAMO C& TOM TEOPEMOM Kao JePUHUIIIJOM 3aje/IHUNYKE HOpMe 00a IIPOCTOPa, BEKTOP-
ckor u MeTpudkor. To pamumo ca Iu/beM J1a nmoMohy HopMme jgedunuiiemo Beh moMumany
metpuky [1.3.1] na 6ucmo dopmanHo noBesasu Ta JBa MpocTopa.

Hedunnnmja 1.3.27 (Hopma Bekropa). Bexmopcku npocmop X nad F je nopmupan axo
nocmoju Hewezamuena Gynkyujae depurucana 3a ceaxo x € X Kojy HA3UBAMO HODMOM 6ek-
mopa x u o3nauasamo |z|, ca ocobunama:

i. [0]=0wu|z|>038ax+0 noysdarocm,
it. | Az| = |M|z| sa cearo A€ C  zomozenocm,
iii. |z +y| < |z]+ |y cybadumuerocm.

Ymecmo ||| nopmy sexmopa x osnauasamo u ca |x|. Axo neneeamuena dynryuja 3a006oma6a
camo ocobune (i) u (iii) nazusa ce MOJIYHOPMA.

M3 nperxoaHor Tekcra KOPUCTUMO U3pa3 , KOMILJICTAH HpocTop’ 3a OHaj y KOjeM CBaKu
b
Kowujes nus BekTopa KoHpeprupa. 3pa3 ,BeKTOpCKH U y ajreOpu U y aHaJUM3U 3HAYU
b
na 3a npocrop Baxku gebununumja [[.1.9] a uspas ,Hopma® je 3ameHa 3a JyKUHY BEKTODA,
AHAJIOIHO JIy>KUHU ,OPUjeHTHCAHNX IyKu*‘. Tako cTUrocMo 110, y aHaJIu3d BEOMa BarKHOT,
BanmaxoBor mpocropa.

Hedunnnmja 1.3.28 (Banaxos npocrop). Hopmupar npocmop X nad F koju je Komnaemar
Y 00HOCY HG MEMPUKY KOJY Y temy undyuupa nopma, Haszusamo bBanaxos npocmop.

BanaxoBu mpocropum X m Y, Hag HCTHM CKYIOM CKajapa, Cy KOHZPYEHMHU aKO Cy
ajrebapcku n30MOp(HA U U3OMETPUUHHU, Tj. AKO IIOCTOjU OOOCTPAHO jeTHOZHATHO IIPEC/IMKA-
Bambe (Oujekmmja) f: X — Y Taksa ga je:

uzomopduzam : f(Ajx1 + Aawe) = A\ f(21) + Ao f(x2),

. 1.335
momerpuja: | £(2)lly = |zlx, (1.335)

3a CBe BEKTOpE X, X1, X2 U CBE cKaaape i, Ao. [IpecimkaBame f HazmBaMoO KoHepyeHuuja.
[TpoBepute j1a MeTpudKe 1 HOpMUPAHE IIPOCTOPE MOBe3y]jy cienehe nBe penanuje:

|z = d(0, ), d(z,y) =[x -yl. (1.336)
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Takobe je j1ako poBepuTH J1a 38 TPETXO/HE IPUMEPE IPOCTOPA BaYKMU:

A lz], = (SP_y J6P) P,

l?o : Hx”oo = maXi<p<n |§V|7

Lofab): 1= (21F@par)” .
Cla.b]: | f] = maxacia |F(D]

Kopucre ce u npyre o3nake, perumo Iy je K", rne K moxke 6utn R mm C.

Axo je X Banaxos npocrop u Y ¢ X, a cam 3a cebe je Bamaxos mpocTop ca ajrebapckoMm
U METPUIKOM CTPYKTYpOM mHIyIupaHoMm u3 X, 3a Y kKaxemo jma je Banaros nomnpocmop
om X. Mebhyrum, ako je Y BekTOpcKH moTIpocTop bamaxopor mpocropa X, oHma Y He
Mopa ja Oyze u Banaxos normpoctop oa X. To je 3aro mTo je ,,BEKTOPCKHU MIPOCTOP TUCTO
ajrebapcKu mojam, J0K je ,,Banaxos moTmpocTop” anredapcko-MeTpUIKH HojaM. 1y pasukKy
JeMOHCTpUpa cjeaenn mpumep.

(1.337)

ITpumep 1.3.29 (Hekommuteran npocrop). ¥ (C;" nocmoju ckyn V. eexmopa, ca npou3eoHo
AU KOHAYHO MHO020 KOOPOUHAMA PASAUMUMUL 00 HYAe U JedaH 6EKMOPCKU NOMNPOCMOP 00

C,°, anu xoju nuje Banaxos nomnpocmop od C

oo

p s MJ. HUJE KOMNAEMAH.

Pewere. Takap je au3 Tavaka u3 V

277 v=12,...,n-1

_ (¢ n _
xn—(éu)a 51/_{ 0, I/:n,n+1,... (1338)
KOju KOHBeprupa Tadku & = (277), ca v =1,2,... peoM y KOOpJMHATAMA, jep je
[ 1/p
ol = (33277
v=1
mehyrum, Kommjes uus (x,) us V e kouseprupa y V, jep z ¢ V. O

Y upumepy CMO BHUJIEIN Ja je IPOCTOp HEeNmpeKuHuX (PYHKIHja Ca METPUKOM
C[0,1] xomiuteran, a 3aruM, y ciaenehem, ga je nmpocrop mcrux QyHKIMja ca METPUKOM
C1[0, 1] nekomiieran. @yuknuja u3 Tor ciaegeher an/IMepa KOHBeprupa ka OyHKIIjI
cmmanoj xunepbonn (y = 1/y/x) 4mja je acummrora y-oca, ma opAuHATE y OJM3UHU JIEBE
rpanure uaTepBasa [0, 1] HeorpaHUueHO pacTy, a TAKBO IOHAIIAKE HE HJIE y3 TY METPUKY.
Oba Ta mpocTopa cy MeTpUUKH, aju caMo IpBu je BanaxoB. ExBuBajsieHTHO ToMe, 0ba Ta
IIPOCTOPA CY BEKTOPCKHU, ajid caMo IPBU je XUJIOepTOB.

Hamomumewm, yommre, pasiuka n3mehy Bamaxosor n XunabeproBor mpocropa je y ToMe
IIITO IIPBOM HUje OTpebaH cKajlapHu Ipou3Bo. Pazjnka nu3zmehy KBAHTHUX PEIPE3eHTAIN]a
Banaxosor u Xunbeprosor mpocropa je y dunohu crpykrype.

Teopema 1.3.30. Hexa je V sexmopcku nomnpocmop Banaxosoe npocmopa X. Hbezosa
adzepenyuja V' je Banaxos nomnpocmop 00 X.

Jlokas. Ja cy oba, V u V, BekTopckn normnpocropu o X mposepaBamo momohy iBa Huza
ragaka (,) u (y,) u3 V Koju KoHBeprupajy peiom ka x u y uz V', craspajyhin na n — oo:

arp+ By, €V (Vn) (Va,B e F),
ar+pyeV (Ya,BeF),

IIITO je U TpebasIo JOKa3aTH. O
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[Torrro cy meke Be3e n3Mely OBUX allCTPAKTHAX IPOCTOPA U KBAHTHUX CHCTEMA OBJIE 110
[IPBU IIyT U3JIaraHe, MOpaM OUTHU JIOCAJIAH U IIOHABJHATH TJIABHA MECTA, €BEHTYaJTHO Ha MaJjio
napyraunje Haumse. U3 nperxonue xmwure (B. [I]) je pasymspuBo 3amrTo mojpasymeBamo
3aKoHe ojipxKama uHdopmanuje. IlocebHo, y mHEpIUjaJHUM cucTeMUMa (DU3UKE JIPAKUMO
Jla BaxKU 3aKOH OJ[pKarba (KOH3epBanuja) caMe HHQOpMaIje, ajld IIHpe, Y 3aTBOPEHUM
CHUCTEMUMa, TO je 3aKOH OJIpXKarba ,Hen3pecHocTu + nndopmarmje’. Tome cMo oBJie jogaau
1 IPpUHITUIT KOHAYHOCTH.

Tperupajyhu 6eckoHauHe CKYIIOBE Ta9aKa METPUIKKUX [IPOCTOPA KA0 HEMaTEPHUjaTHe aJln
objekTuBHe dbusznuKe nojase (peryuMo Kao 3aKOHE HPUPOJIE), 3a MaTepHjajiHe IojaBe HaM
0CTajy caMo KOHAYHM CKyToBH. be3 003upa xohemo jiu mim Hehemo npedbpojuBo 6ECKOHATHUM
CKYIIOBUMA JOJIe/bUBATA MATEPHUjaJIHe perpe3eHTanuje, one he outu auckperne. lIpocruje
pedeHo, MaTepujajgHd 1eo pusmKe, Ha Kpajy, yBEK je KBaHTOBaH. 10 je jemaH acmekT
MPUHIUIIA KOHAIHOCTH. HecrmocoOHOCT 3aTBOPEHOT KBAHTHOT CUCTEMA, [1a I'yOu HHMOPMAIIH]y
U KBaHTOBalbe, JIyTOPOYHO riieaajyhu, npuayhyje ra Ha moHaBsbambe. 10 3HAYM Ja heMo y
KBaHTHO] busuim Takohe Nperno3HaTu MaTeMaTudKy TeOpHjy (IeTePMUHUCTHYKOT) Xaoca U
dopwme momyT ﬂopeH3OBor|T|_7| aTpaKTOpa MPEeJICTAB/HLEHOT CTUKOM .

Slika 1.49: Jlopenzos aTpaxTop.

Kako y meopuju raoca, Koja y3uma a MaJie PasjnKe IOUYETHAX YCJIOBA MOTY JOBECTH IO
BEJINKNX PAa3J/IMKa KOHAUHUX Pe3yJsiTara, pasyMeTH MoHaB/hatbe, arpakTope? CaMm MpUHITAIT
KOHAYHOCTU HaMa 3HAYM JUCKPETHOCT KOja BOJU JIO KBAHTOBaHA, & OHO JIaJbe BOJU JIO
JeCcTUYHEe NpUpojie Marepujaanux mojaBa. MeDhy oBuma npumehyjemo u TajiacHe Iakere.
Memame pacropeia KOHAIHOI Opoja decTuIla, Ipe W KACHHUje, JTOBOAM IO ITOHABJbaIba

"7Edward Norton Lorenz (1917-2008), aMepudku MaTeMarudap.

Pacrko Bykosuh 208



KBAHTHA MEXAHUKA

CJIMYHUX CTaIba a 3aTUM U JI0 CJUIHOT IOHAIIAA. Y3POIH KOjU 3HATHUje YTUIY HA MCXOIE
HaMa Cy Marbe BUJJbUBH, 114 Cy HAM MCXOJW HAW3IJIE] HEIPEIBUI/bUBH, AJIM je/IHAYNHE KOje
reHepHUIlly aTpakTope, HOIyT oHor Ha cyuiw [[.49] cacBuM cy JeTepMUHUCTHYUKE.

Ca gpyre cTpane, OBJie Ce JP2KUMO U IIPETIIOCTABKE 0 00jeKTUBHO] ciry4dajuoctu. locty-
Jpame 00jeKTUBHE CIy4YajHOCTH HE Meha CYIMTHHY (MHadYe JeTePMUHUCTUYKE) TEOpUje
Xa0ca, Kao IITO He Meba HUTH CYIITHHY (10 TOM ITUTamby HEM3jalllibeHe) TeopHje BepoBaTHohe.
Yuraolry TO MOXKe 3By YaTU UYJIHO, &JIU IOCTYIUPAhe 00jeKTUBHOCTH HEM3BECHOCTHU, HACIIPAM
JIeTEPMUHU3MA KOJU HaM He 61 OMo JOCTyMaH, He Meha HUTH CYIITHHY KBAaHTHE Teopuje! YV
oba ciyuaja (3amcra WM caMO HaMa HEIPEeJBH/JBUBUM) KBAHTHO CTalbe KOje MpeJCTaB/ba
HENU3BECHOCTH HEKOJIMKO MOIyNHUX MCXO0/a KOJabupa y jeIHO O] TbUX, IIPU Y€MY CBa KOJTMIHNHA
MIPETXO/IHE HEM3BECHOCTU IIOCTaje TaYHO jeJHaKa HH(MOPMAIUjU PEaM30BAHOT jJEJIHOT O/
ucxona. Illrta je Tama ca npyrum moryhHocTHMA?

ITompazymesajyhu 00jeKTHBHY CJIyYajHOCT MU HOJAPA3yMEBAMO U PeaJIH3allije OCTAJIIX
moryhuaoctu. OHe ce Taja OCTBAPY]Y YV NAPGAEAHE DEANHOCTAU, CA KOjUMa OYHUIJIETHO He
MOXKEMO KOMYHHITMPATH, jep HAM TO He J03BOJbaBajy 3aKOHU ojipxKama. Jlpyre ,mapaJesne
peastHOCTH, PA3JIMIUTe Ol peaJn30BaHe Hallle, HaMa Cy (DU3MKaJIHO HeJocTynHe (6ap Hero-
CPEJIHO), Ma WX MOXKEMO cMaTpaTu Tako-pelin memocrojehum.

Ha npumep, ako je Heku kjydbut Omo cymneprosuiiuja HenspecHoctu A m B u y HaIoj
peasHOCTH je Kosiabupao y mHdopMannjy A, oH je y HEKOj HaMa ,JIapajieslHOj pPeaHOCTH
Koj1abupao y mHpopmMmaiujy B. 30or 3akoHa oJprKamba HeMa KOMyHHKaluje usMehy Halme
U Te peasHoCcTH, jep O6m omakajyhu ,mapasiesde undopMarmje’ MU OMaXKaJ d IyILIAPAHY
penuMo Macy a 1o Ou 6UJI0 CyIIPOTHO 3aKOHY OfipKamba Mace. MehyTum, moctoju mocMaTpatd
(jesiHa MM BUIIE YECTHUIIR), YUJU e MOk 6pemena 0OpHym HaIleM a 3a KOjer Cy JIBe IOMEeHyTe
nHbOpMaIije — HEU3BECHOCTH, uneepaHoe kjybuma. Taj naBep3nn Kjyour mux spaha y obe
Hallle HeM3BECHOCTU KOje 3a TOr APYyror IocMaTpata IOCTajy o jegHa o wH(OpMAaIuja
IbETOBUX ,[IaPAJICTHIX PEaHOCTH .

IIpenusHuja aHamM3a ONMUCAHOT, PEKJIM CMO, TIOJIa3K OJ] CTaBa Ja Ce eBOJIYINja KBAHTHUX
CTamba MPEJICTAB/bA TIOMONY HopMaarux onepamopa Koju cy pesep3ubmwinu. Objarmmasajyhu
Ty Be3y, HaJaM Ce, Pa3yMeJId CMO U 3aIlTO Cy OIEePATOPU KBAHTHUX CTakba OAIll HOPMAJIHU.
Kako rom, To cy orepaTopu Koju MOI'Y BPaTUTHU HCXOJE y IMOYETHE HEM3BECHOCTH.

Hacrasumo caja ca TeopemMom 0 ajixepeHNuju y BaHaxoBoM mpocTopy. ¥ OBOM
KOHTEKCTY Ta TeopeMa Ka3yje Jla ce CBAKU MaTepUjaJiHi KBAHTHU CHUCTEM MOXKE JIONYHUTU
HeMaTepujaJHuM (AICTPaKTHUM 3aKOHUMA) TaKo Jia ce KOMILIETHPA, Ja mocraHe banaxos,
a Jabe u XuabeproB mpocrop. llpumernmo j1a ce mpu TOMe MATEpHjaJIHU U allCTPAKTHU
JIEJIOBU OJIHOCE KaO PAIMOHAJIHY U UDAIMOHAJIHY eJIeMEeHTH (J1es1a) peasiHe oce. Beposarnoha
na hemo macymmuno Gupajyhu jenny rauky u3 uarepsasia (0,1) ¢ R ussyhn panumonanan
6poj je myna. Kama bucmo morsm 6uparu, maHca Jia ce y KOMIIJIETHPAHOM IIPOCTOPY (bU3UKe
nalleMo TadHO y MaTEpUjaJHOM Jesly HUINTABHA je, ma uimak cMo mu Oarn tamo. OBo je
napadokc KOMNAEMUPGTHLG, 338 PA3IUKY 0J1 ciaeneher.

®Dopmasno riegajyhu, Heka je A meo Bekropckor pocropa X . Jluneas maj A je HajMambu
BeKTOpCKHU roTipocTop ox X Koju caapxku A. Moxke ce mokazaru ma je jymaean og A ¢ X
CKyTI cBUX (KOHAYHUX) JINHEAPHUX KOMOMHAIMja 00JINKA

)\1.7}1 +)\21‘2+---+)\n$n, (1.339)

rue je (x1,T9,...,%,) OWIO KOjuU KOHAYaH arperar BeKTOpa m3 A, a M\ Cy IIPOU3BOJHHU
ckasapu y F'.

Hauwme, ckyn cBux JsimHeaphux komOunanuja (1.339) cagpxku A, a OH je U BEKTOPCKH
norupocrop ox X. Jla je oH m HajMamu BEKTOPCKHU IOTHpoCcTOp on X Koju caapxKu A
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JIOJIa37 OTYjia IITO CBAKU BEKTOPCKHU MOTHpocTop o1 X Koju cajapxKu A mMopa cajp:kaBarTu
u cBe JimHeapHe KoMOunHanuje (1.339).

QPusnyaka WHTEPIIPETAIja OBOT cTaBa je ciereha. KBanTHOM cTamy 10/1e/byjeMO BEKTOD
nonyT (1.339). To je BekTop, y Hajbo/beM CilyUajy JIMHEA] OPTOHOPMUPAHUX OAZHUX BEKTOPA
Tk, TOJEJHEH TAYKH BEKTOPCKOT IIPOCTOPA KOjy YjEIHO MOXKEMO CMATPATH U TAYKOM METPUIKOT
npocropa. Tadka MeTpUYKOT HpOCTOpa je, Jakje, KojeKnuja ob3epsabisim. Eposyrnujom
KBAHTHOI CTarbha, MOMEHYTH BEKTOD Ce MOMepa ajii camMo 1o jeauHudHoj cdepu (ako je
HOPMHPAH BEPOBATHONOM ), IPEJICTaB/bajyin HEKM ,,yHY TPAIEbY YHIUBEP3Y M TaTUX 0063epBa-
osu. Ilpu Tome oH neduHUINE U TTO3UIKMje METPUYIKOT rTpocTopa. Homajyhu HoBe 003epBabdiie
KBAHTHOM CTalby JIO/IajeMO HOBe JUMeH3Hje ojrobapajyheM BeKTOPCKOM IIPOCTOPY U HOBE
JUMEH3HU]je MPUIPYKEHOM METPUIKOM IIPOCTOPY.

Bupajyhu apyre o63epsabiie, ca apyrum 6asauM BekTopuMa JjnHeasa (1.339), mobujamo
npyraanje jequnuane cdepe. OHe omeT IpeJCTaB/bajy TadKe HEKOr (JApyradujer) MeTpuIKor
mpocropa. CBaka TakBa cdepa-Tadka MpeICTaB/ba HEKY HAILY MAaTepUjaTHy peasHocT. Amm,
HaIINX MATEPUjAJHUX PEAJTHOCTU MMa HajBUINE MPEeOPOJUBO MHOTO, TIa CE IMOCTAB/hA THTAE:
,Ca drnMe leMo CBe TakKpBe KoMILleTHparn'? Y3uMaM Ja je, PelMO yCIIOpaBameM BpPEMEHa
peJIaTUBHUM KpeTameM, Moryhe mobujaru cBe JeTa/bHHje W JeTa/bHUjE ,CAUKe' BaKyyMa,
omHocHO cBe Behe m Behe emepruje marTor mpeamera, CBe 10 OECKOHATHOCTH, AJIM 114 je Taj
pUpaIITaj enepruje KBaHTOBAaH.

N y npsom m y apyrom ciaydajy pernpesentaiuje, BanaxoBor mpocropa obzepsabiama,
MMaMO Hau3IJIe] apaoKCcaaan mpobJjeM ca IPUHIUIOM KoHadHocTH. [Ipomene BpemHOCTH
noje/iuHe 003epBabiie JAuCKperHe cy, na juHead (1.339) Huje cByma rycr, a omer 3HaMO Jia
ce mpocTop Koju oH jgedunuine Moxke komiuieruparu. llurame je kako? Ca umme? Ilpe
HEro IITO MOKYIIAM OJIOBOPUTH Ha TaKBa MHUTalba, MPO)UMO OBO PEUECHO jOII jeTHOM, Cajia
dopmasHO.

3a jiBa JUCjyHKTHA BEKTOPCKA MOTIIpocTopa Y u Z o1 X KayKeMo J1a CY KOMNAEMEHTNADHU
aKo je JmHeas muxoBe yHHuje jemHak X. Ako ¢y Y um Z KoMILJIeMEHTApHU BEKTOPCKHU
noTipocropu ox X, Tajga cBakoM x € X oiroBapa y € Y u 2z € Z TakOo Ja je x = Y+ 2 U
Ta pernpe3eHTalyja je jeJHO3HATHA.

3ancra, 3aTo mro je X JymHeas of Y U Z, cBakd BEKTOp & € X WMMa pelpe3eHTaIujy
oMenyTor obsmka. Kaja 6u mocrojasa joIn jeaHa TakBa pelpe3eHTaInja, PeruMo T = U + v
(ueYuveZ),usy+z=y+v creauio 6u jja BEKTOp W =y —u =0 — z Jexku y oba, y Y u
v Z,Tj. weY NnZ, amm npoctopu Y u Z cy qucjyHKTHU, ma je y —u=0wnm v — 2 =0.

Jlakyie, mpuda 0 BEKTOPCKUM IIPOCTOPUMA Ca MOYETKA KIHbUTE Ce IOHABJbA, Y3 JIOIyHE
Koje OM jeHAKO MOIVIM JOJaBaTH M TaMoO. 1aMO CMO y BEKTOPCKE IIPOCTOPE YJIa3Win ca
no3uiaja aarebpe, opze ca no3uiyja pyHKIMOHAIHE aHAJIN3€E, a YHUBEP3AJIHOCT PE3Y/ITATa
TOBOPH, IIPE CBEra O JIOCEIHOCTA MaTeMATUKE YOIIIITe, & 3aTHM U O CHA3W [TOCTABKY KBaHTHE
MexXaHUKe KOja je Kao HU jeJiHa rpaHa (pU3UKe IIpe e TOJUKO ATICTPAKTHA.

BekTopu x1,x9,...,T, € X Cy AUHEAPHO 3G6UCHU aKO TIOCTOjE CKAIAPH A1, A2, ..., Ay € F
01 KOjux je 6ap jesiaH pasauduT oj Hyse, aau je uspas (1.339) jeanax Hyau. Y IPOTUBHOM,
aKO M3 jeIHAKOCTHU JIaTOr M3pas3a Ca HYJIOM CJIeau A1 = Ay = --- = A, = 0 3a momenyte
BEKTOpE KaXKeMO Jia Cy JIMTHEAPHO He3aBUCHU. 3a OECKOHAYHO MHOI'O BEKTOPA KAaXKeMO Ja CY
JINHEAPHO HE3aBUCHU, aKO Cy BEKTOPH KOjU IPHUIAJIajy OUJI0 KOjOj KOHAYHO] KOJIEKITUJU THX
BEKTODA JINHEAHO He3aBucHU. 3 oBe jnedunnnmje, imHeapHo HE3ABUCHUX BEKTOPA, MOPa ce
NCKJ/bYYINUTU HYJIa-BEKTOP.

[Ipumernmo j1a JinHeapHa HE3aBUCHOCT MPEJIACKOM Ha KBAHTHY PEIPE3EHTAIIN]Y MOCTaje
HOBH 3aKOH OJip:Kamba pusuke. Hesasucrocm ob3epabim of 063epBab/in, NN HE3aBUCHOCT
nporieca of nporeca. OHa roBopu O KOH3epBalluju 1OjMOBa (DU3MKE, IOIYT €Hepruje, o
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neMoryhiHocTH HacTaHkKa M3 HHUYera M HecTaHKa y Huira (pusmydkux cBojcrasa. Jlakoha
[IpeJICTaB/batba OBUX [I0jMOBa IOMONY ajirebpe BEKTOPA U IUXOBA BE3AHOCT 38 UCTUHUTOCHU
CMHCa0, HHCIIIPHIIIEe HAaC Ja/be Ja MaTepHjy CXBaTaMO Kao allCTPaKTHe HCKa3e.

DopmasHo, y BEKTOPCKOM IIpocTopy l, (p > 1) juHeapHO Cy He3aBHCHU BEKTOPH:

e1=(1,0,0,...), e2=1(0,1,0,...),e5=(0,0,1,...),... (1.340)

Taj BekTopcku npocrop nonekas osnadasamo u ca R° onunocno CJ°, 3aBucho of tora ja jiu
Cy CKaJIapM PEaJIHK WJIM KOMILIEKCHU OpojeBu. Y BeKTopckoM mpocropy Cla,b] BekTopu:

ro=1, x1=t, xo=t ... (1.341)

JIMHEapHO Ccy He3aBucHu. Hamme, cBaka mUXOBa JIMHEapHa KOMOWHAIM]A je ITOJUHOM 110 ¢, a
OH je UJCHTUYKU jeJIHaK HYJIM aKO CY MY CBU KOCMDUITHjEHTHU jeHAKU HYJIN.

BekTopcku mpocTop je n-IuMeH3UOHAJaH aKO Yy HeMy IIOCTOjU M JIMHEAPHO He3aBUCHUX
BEKTOpa, a CBaKU CUCTEM O M + 1 BeKTOpa je JUHEAPHO 3aBHCAH. YKOJHUKO BEKTOPCKU
MPOCTOP MMa BHUIIE OJ] KOHAYHO MHOIO JIMHEAPHO HE3aBUCHUX BEKTOPA, Taja KaxKeMo Ja je
OH 6EeCKOHAYHO QUMEHIUOHAAGH.

Ckyn B jinHeapHO HE3aBUCHUX BeKTOpa rpoctopa X obpasyje XaMeJIOByE win aszeba-
pexy 6a3y TOT pocTopa ako je smHeast o B jennak X. IIpernusnuje, uckas ,,cBaku BEKTOPCKU
pocTop uMa 06a3y’ eKBUBaJEHTAH je ,,aKCHOMHU H300pa’, a OTyJla CBAKU BEKTOPCKU IIPOCTOD
MOXKe MMaTH HEOIPAHMYeHO MHOro XaMeJoBHX 6a3a, a CBe OHe MMajy UcTU (Kap/UHAJIHNI)
6poj esremenara. [TocebHo, ako je IpocTOp n-MMEH3NOHAJAH OHJIa (CBaKa) meroba 6asa nmMa
Ta4HO N eJIEeMEeHaTa, BEKTOPA.

3HaMo JTa TUHeapHO He3aBUCHA (DU3NIKA CBOjCTBA, CA PA3TUINTIM MEPHUM JTUMEHINOHUM
jequHunaMa (MOMYT KUJIOIPaMa, MeTpa, CEKyHJE) Pasaluiby K8aHMHU NPOCMOop, OJIHOCHO
BEKTOPCKH ,[IPOCTOP" KBaHTHEe MexaHuke. lloHaBsbaM, 3a CBAKO IOCEOHO KBAHMHO CMAHE
KOje IIOCMATPaMO TOKOM JIATOT 3aJaTKa MU IOCTaB/baMO 1MOCe0aH BEKTOPCKH IIPOCTOP KOjU
ocTaje UCTHU JIOK IOJI TpeTupaMo ucTo crame (y passojy). Melyrum, 6poj 6a3a koje pasanutby
JIaTH BEKTOPCKH [POCTOP HEje OrpaHUYEH, & TO JIOBOJU JIO ,dyJHUX  OTKpuha y KBAHTHO]
dbusnny, oz Kojux je osae, HakoH Teopeme [[.2.62] o6jammasan AITP-napaokc.

Peammzanmjom ciaydajunx morahaja macraje nndopmarmja Kojy JTO2KUB/HABAMO KAO IIPO-
cTop, Bpeme, marepujy. Y BamaxoBom mpocropy cBy Ty Marepwujy, Jdakije uHMOpPMAIH]y,
MOXKEMO IIPEJICTAB/bATH TATKaMa Ca pallMoHaTHUM KoopauHaTtaMa. Kako je Banaxos mpocrop
KOMILJIETHDAH Y KOHTHHYYMYy, TO CMO MH H€IOB HHUIITABaH Jeo (BepoBaTHONA CJIydajHOD
u3bopa palpoHaaHOr Opoja y CKylly peasHux je Hyna). IIpema Tome, y ojHOCcy Ha CBY
BACUOHY IbeH MaTepHUjaJTHU JIe0 KOjU MPUIIaIa HaMa je HUAIMTaBaH. Tako OIeT JI0J1a3uMO J10
MIPETXO/IHO ITOCTABJHEHOT IMUTAA: ,IIITA Cy TO OCTAJIM, HEMaTEePUjaHU JIeJIOBU BacCHOHE !

Ca craHoBuINTa jeHOT IOCMaTpada (ca HAIler CTAHOBHINTA), HEMATEPHjaJHU JeJIOBU
BacUOHE He MOTY OuTu mHpoOpMaIyje, jep 6u y IPOTUBHOM Takohe MPUITAIAIN FeHOM MAaTe-
pujastaoM jsesty. llpema Tome, onu He MOry OUTH HPOAYKT (DUBUUKE CJIYIAjHOCTH, KOja ce
MOXKE€ OTAYKATH WU MEPUTH, I1a TaKBE HE MOXKEMO CMEIITaTH y Hall (GU3UIKH IPOCTOD
u BpeMme. 3aro HaMm je AIIP-mapajokc Tako ,dyiaan”, jep ce Tude (PU3MUKHX II0jaBa ca
KOJUMa UMaMO 4yJIHA UCKYCTBa, a O IbUMa MOPAMO PAa3MUINLJbATH AIICTPAXOBAHO O/ IIPOCTOPA,
BpeMeHa U MaTepuje.

Ca HajaB/beHUM CXBaTameM, MaTepHja je Kao JIYKOBHIA CAacTaBJbeHa OJ MCKa3a HEKe
JIOTHKE, KOjy MU PadyMeMO Kao 3aKOHE IIPUPOJIE WK OMaxKaMo Kao CHJIe U JIpyra JIejCTBa ca

"18Georg Hamel (1877-1954), HemauKku MaTeMaTHIaD.
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JIOKUBIbajuUMa (MOKPO, TBPJIO, 000jeHO) y KOjUMa TH MCKa3U 110CTajy jejsa mnpumMerHu. Ha
Taj HAYMH MOXKEMO Pa3yMeTH M OHO IITO HUje MaTepuja, Kao alCTPAKTHE UCKAa3e Koje Huje
Moryhe ormakaTu IyjauMa uin GU3NIKAM JIeTEKTOPUMA.

Haxure, dusndke KOHKPETHOCTU KA0 U allCTpakIiuje — cy 3akonu, HykHoctu. Ca jpyre
crpane, noctyiupajyhn 00jeKTUBHY CIy4YajHOCT MpHUXBATAMO CBe peajusanuje kjyoura (u
YOIIIIITE CBE ,Mtapajesne peaianoctn’). Kako takse peasmsarije HACTajy CTAJHO, & OIIHja
uma npebpojuBo MHOTO, (Ro — ased Hysa), OHJA ,IAPAIEJHIX PEAJIHOCTH UMa KOHTHHYYM
(2%0 = ¢). Taj KOHTHHYYM ,,peaJIHOCTU" je JIOBO/bAH 3a 3aTBapame MPOCTOpA.

ITpumep 1.3.31. Iloxasamu da je 2%° = c.

Pewerve. Tlozuaro je na ce cBu peannu 6pojesu u3 unrepsasia (0,1) ¢ R mory namucarn y
6unapaoM 06Ky 0,b1be...b, ..., rye cy mudpe 6mwio koje ox ase, b, € {0,1}. Ha npsoj

MO3UINjN MOYKe OMTH CBaka of Te jBe Iudpe, HA APYroj OIeT, ..., Ha N-TOj UCTE JBE, ...,
yKymno 280, V3 ciuky je TIOKa3aHo Ja je TO KOHTUHYYM C. O

Y akCHMOMAaTCKOj Teopuju CKymoBa Jjokasyjy ce jomr ommruju crasosu (B. [36]). Ha
npuMep, ako je Ry xapdunasnu 6poj ckyna Sy pemom 3a k = 0,1,2,... Taga je Ry, = 28k
Kap/IMHAJIHE OpOj eMy HapTHTHBHOI CKYTa, CKyNa CBUX HOJACKymoBa Ski1 = P(Sk), amn
HaM TaKBU OBJI€ HUCY HEOIIXOJIHU.

Axko cy X m'Y 1Ba n-auMeH3HOHAIHA BEKTOPCKA MPOCTOPA HaJ| UCTUM CKYIIOM CKaJjapa,
OHU Cy aszebapcru uzomopPru. Kako je aarebapcku nzomopdusam pesaiiija eKBUBAJIECHIIN]e,
JTIOBOJbHO je mokazaru na je X asnrebapcknm m3omopdan BeKTOpckoM mpoctopy R™ (mHas
ofroBapajyhinM ckymom ckaJjiapa), ja 6u ce 1oka3ao 6usio koju apyru usomopdusam. Nuaue,
to Beh mmamo y reopemn [1.1.56]

3a ckym BekTopa A c X KaxeMmo na je dyndamernmanar ninm 3arBopeH y X axko je
muneas (1.339) man A cyua rycr y X. Ako je ckyn A npeGpojuB, Taj CKyl BEKTODa je
dyupamenTtanan y X.

IIpumep 1.3.32. Hus sexmopa (1.340) je dyndamernmanan y l, (p>1).

O6jawnrverve. Ao je x = (§,) npousBosbHa TaduKa y [, 3a cBako € > 0 Tauka x = ).,_; {,€,,
u3 juHeasna HaJl (€, ) Jexkalie y £-OKOJMHU TauKe X, aKO N 13abepeMo Tako BEJIHMKO JIa

o0

> &l <e,

v=n+1

mro ce 36or KoHBepreuuuje peaa » oo |€, P yBex moxke mocrulin. 3auncra, tajua je

&) 1/]7
T ( 5 w)

v=n+1

a je junean Hag (€,) CByAa IycT y . O

Axo je (z,) byngamenranan Hu3 y Banaxosom npocropy X Taza je cKyil Tadaka o0JImKa
muneasa (1.339) ceyga rycr y X. A tajia je u TakaB CKyIl Tadaka [jie Cy \; PalUOHAHU
b6pojeBu, cByma ryct y X, a TakaB CKyIl je oumryienno mpebpojus. Ilpema Tome, ako y
poctopy X mnoctoju ¢dbyHIaMEHTaJaH HU3, IPOCTOp je cenapabuian. Baxku u oOpHyTO, Y
CBaKOM celrapabuIHOM BaHaxXxoBOM IpPOCTOPY MOCTOju (PyHIaMeHTaJaH HU3 BekTopa. Kao
dyHIaMeHTaIAH MOXKEMO Y3€TH Ma KOju mpebpojuB CKyIl Koju je cByda ryct y X. [lakie,
BanaxoB mpocTop je cenapabujan Tajga U CaMO TaJa aK0 y eMy MOocToju (pyHIaMeHTaIaH
HU3 BEKTODA.
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1.3.4 JluneapHun onepatop

TlonoBuhemo cajsia Heke Hama Beh mo3HaTe OCOOWHE JUHEAPHUX Olleparopa, ocBphyhu
ce Ha IbUXOBE IOCEOHOCTH Yy KOHTHHYYMY. ¥ JlaJbeM TeKCTy o3HadaBamo ca X u Y JiBa
BanaxoBa mpocropa, ca tatdkama x u y. CMmaTpamo 1a Cy OHM U BEKTOPCKU IIPOCTOPH HaJ
uctum TesoMm F' ckanapa. Hyma-BekTop m mysa-nopmy muiremo jeanako 0y oba mpocropa.
[peciukaBame A: X — Y tumemo y = A(x), uu jearocrasho y = Ax kaja je To moryhe, a
YMECTO IPECINKABAIbe KayKeMO U OIEPATOP.

Omneparop A: X - Y je adumusan axo je A(x1+x2) = Axy + Az 3a cBaKM 1ap BEKTOpa
21,09 € X. Uz Az = A(zx +0) = Ax + A0 ciemu A(0) = 0, na je A(0) nyaa-eexmop y Y.
Conuno, u3 0 = A(0) = A(z - x) = A(z) + A(—x) cneqn A(-zx) = —A(z), na ce neeamuenu
enemenm n3 X Ipec/iiKaBa y HeraTuBaH y Y.

Y uHTEepIIpeTaluju, BEKTOP je KBAHTHO CTakbe [IPEJICTAB/HEHO JIMHEAPHUM CIIojeM 003ep-
BabJM, a JIMHEAPHU OIlepaTop B eBosiynujy (IpoMmeHy) KBaHTHOD crama. Cama ajaurn-
BHOCT 3HAYM Jla J[Ba CTalba €BOJIyHUPAjy y JBa CTamba, IIPH YeMy Ce HUXOBE MOCEDHOCTU
onpxkaBajy. [Ipumernmo ma TO HaArIaIIaBa YeCTUIHY TPUPOILY KBAHTHUX CTa}baE Bakyym
je HyJIa-BEKTOD, KOjU IIpEMa OBOME MOKe €BOJIyHPAaTH caMoO y BakyyM. KBaHTHA cTarmba Koja
ce MOI'y y3ajaMHO MOHUINTABATU (AHUXUJIMPATH) MOPajy €BOJYyUPATH y KBAHTHA CTaiba Koja
ce Mory y3ajamuo monummTaatu. Creneha jleMa rOBOpPH O CHMETPHUjU TTPOMEHA ATNTUBHIM
OIIEePaTOPOM, JIa NOCMENEHOCN Y JeTHOM CJIyYajy 3HAYH ITOCTEIEHOCT y CBUM.

JIema 1.3.33. Axo je adumushu onepamop nenpexudar y jednoj maywku npocmopa, onda je
OH HENPEKUIAH HA YUMAGOM TPOCTIOPY.

/Jlokas. AKo je aJlUTUBHU OIEpATOP HENPEKUJIAH y TAYKU T(, L IPOU3BOJbHA TadKa, a ()
HU3 KOjU KOHBEPTHUPA Ka &, CBE€ Y UCTOM IIPOCTOPY, OHJIa UMAaMO:

Azg = lim A(zp -2 +20) = lim (Az,, — Az + Azg) = (lim Az, - Az) + Az,

a oTyja
lim Az, = Ax,

n—oo

ITO je u TpebaJjio J0Ka3aTH. O

" namwe 3a oneparop A koju je amgutuad u romozen, A(Ax) = NA(x), kaxkemo ja je
auneapan n mumemo A(az+5y) = aAx+[ Ay, 6e3 HenorpebHUX 3arpaja. 360r HOPMUPAHOCTH
(BepoBarHOlia) KBAHTHUX CTala, XOMOIEHOCT OU Ce MOIVIA YMHUTHU CYBUIIHA, Il OHA TO HUje
36or muper kKourekcra. Cajia hemMo BuJeTH Jia je yIpaBo XOMOIE€HOCT Ta Koja oHeMoryhasa
JUBEPreHINjy KBAHTHOI CTarba, €KCIIO3Ujy HEYer KOHAYHOT Y OECKOHATHO.

3a paszyiuky oj ajredpe y aHajm3u cy norpedbuum urdumym, Tj. Hajseha BpenHOCT KOja
je Mama WIN jeJIHaKa CBAKOj U3 JATOr CKYIla BPEIHOCTH, U AHAJIOTHO, CYNPEMYM, HajMaba
BpeaHOCT Koja je Beha miaum jemnaxa cBakoj ox marux. Ca inf.S u sup S o3HauaBaMo pemoMm
uHbUMYM U CylpeMyM cKyTa S, uin jerajbauje Kao y uspasy (1.319).

Hedununuja 1.3.34 (Hopma oneparopa). Jluneapru onepamop A: X —Y je orpanuden
axo nocmoju wewezamusar bpoj M maxas da je

|Az| < M|z|, (VzeX). (1.342)

Hngumym 6pojesa M 3a xoje sastcu (1.342), je nopma onepamopa A osnauasana ca |A|.

19y kpanTHOj busHIE je joIT YBEK HejaCHO IIITa CBe MOXKe GHTH ,KBAHTHO CTalbe", HAKO aTHTHBHOCT HaMelie
OJIFOBOP JIa je TO ,,CKYII YeCTUIA”.
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[Ipema Tome, oneparop A je orpannven ako uma KoHauny Hopmy |A|, kaaa Baxkn
|Az] <[Af]], (Vo eX). (1.343)

Kopucrumo camo siBe Bpere o3Haka 3a HopMme, | ... | ili |...|, asu npumernmo na one umajy
BUIIIE OJI J(Ba 3Hauema. Y HOCIen0] HejeqHakocru, |Az| je HopMa BeKTOpa y HpPOCTOPY
koruja Y, ||A| je mopma omeparopa, a |x| je mopma BekTopa m3 X, opuruHajga OBHX
npecsmkasama. CMECa0 HOPMe YBEK je BHJJbUB U3 JIATOI TEKCTa U 0Ty cJ1060ja yrnorpede
O3HAaKa.

Jlema 1.3.35. 3a xomozenu onepamop A sasice jednaxocmu:

A
|All = sup | Az] = sup |Az| = sup |Az|. (1.344)
sex\o} 2zl jzj<a Jo]=1

Jloxas. Tlpumerumo na (1.342) 3a x # 0 riacn

|Az]

Jz =

a 1a je nadumym 6pojeBa M ucto 1mro u cynpeMym OpojeBa Ha JIEBOj CTPAHU T€ Heje THAKOCTH.
360r XOMOTE€HOCTH ONEePaTOpa UMAMO JIaJhe:

|A| = sup HA:C”: sup HLAxH: sup HA(L)H
zeX\{0} || zeX\{0} || zeX\{0} ||

Mebyrum, 3a csako = € X\{0} je nopma Bektopa z/|z| jennaka jeman, na je

| Al = sup | Az],
J=l=1

quMe je JoKazaH Tpehn u3pas oj] TpaxkeHnux jeaHakocru. JIpyru rokasyjemo ysumajyhn camo
one Tauke x € X 3a koje je |z <1, ma u3 (1.343) umamo

sup [Az| < [|A] = sup [ Az,

ll<1 =1
a OYMIVIEJIHO BayKK U 00pHyTa HejexnakocT. Oryna cse Tpu jeanakoctu (1.344). O

Teopema 1.3.36. Jluneapru onepamop A : X =Y je nenpexudan mada u camo mada axo
je ozparuven.

oxas. Axo je omeparop orpaHudeH, ouhe:
| Azy = Azo| = |A(zn = z0) | < |A]|2n = o],

a orTyJa, 300r T, — g, HEIPEKNJIHOCT y IPOU3BOJHHO] TAYKH X().
O6puyTo, aKo oneparop A Huje orpanudeH Ha duTaBoM X, 36or (1.344) on Huje orpanuen
Hu Ha jeaunn4anoj cdepu |z| = 1. Jakie, nocroju mu3 tadaka (zp) ca |z| = 1 rakas ga
|Azy| > 0, — co. Asn Taja uus
L
Yn = (5_ - Oa

n

10K je |Ayn| > 1 3a cBako n. Ha ocuoBy sieme [1.3.33| on Tajia He MoxKe OGUTH HENPDEKUIAH HU
y jeJHOj IPYToj TAdKH. O
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Teopema 1.3.37. Jluneapru onepamop A: X — Y je oepanuuer camo ako C8aKU 02paHuveH
ckyn y X npecaurasa y o2paruder ckyn y Y .

Jlokas. Ako je oneparop orpanuves u S orpaHude ckyi, Tj. |A[ < oo u |z| < M 3a cBako
x €S, raxa je |Az| < |Al|z]| < M| A| 3a cBako x € S.

Ob6puyTo, ako je K c X jenuHumdHa 3aTBOpeHa KyIJia, Tala je meHa ciuka AK c Y
orpaHMYeH cKyI, Tj. nocroju 6poj M > 0 rakas na je |Az| < M (Vx € K). 3a cBako x # 0
je z/|z|| € K, na je

gl 0
Ed

onnocHo |Az| < M|z|. Tocaenma nejepakoct Baxku u 3a x = 0, a OTy1a TpaXkeHu cra. [

IIpumep 1.3.38. Beckonauna mampuya je onepamop xoju npecaukasa npocmop l, y npocmop
lg, npu wemy je 1/p+1/q=1.

Ob6jawnrserve. Hexa je A = (ay,,) Geckonauna maTpuiia 6pojesa, Takpa Ja je 3a HeKo ¢ > 1

NgK
8

o |? < +oo.

lv=1

<
1l

1

Ona nedunuIIe JTMHEAPHHU olepaTop y = AX ca
nM:ZaMV€V7 /1':1727"'7
v=1

rae cy X = (§,) u'y = (1,) GeckoHauHe MaTPHIIE-KOJIOHE,
Ha je oBaj oneparop orpannyen ciaemu u3 (1/p+1/q=1):

00 /4 1/p
|77,u| < (E |04/w|q) (Zl |§V|p) s

v=1

oo oo oo ) Q/p
Sl ¥ Sl (S6r)
H= v=

p=lv=1

Iyl < (Z > |aW|‘1) Izl
p=1lv=1

”AH < (Z Z |04,u1/|q) )
p=1v=1

HITO 3HAYH Ja jeé OBa MaTPHIA OrPaHUYeH OllepaTop KOju upeciukasa [, y lg. O

Ha cy konaune marpuiie (OrpaHUYeHN) JIMHEAPHH OIIEPATOpPH, Basbja je mnozHaro. To je
TpuBHjaJHO. VIHTepecaHTHU]H je Cilydaj ca uMmezpaiuma, PENIMO ca IPOCTOPOM L, HeKnx
MepsbuBUX (QYHKIMja & HA pasMaKy [a,b], Wiin cJMYHO Ha HEKOM JIDYI'OM MEDJbUBOM CKYILY
S, Tako nma je |z|[P unrerpabunna dynkumja. Tajga ako je cxopo ceyda z(t) = y(t) Ha marom
ckyny S, Kaxkemo s1a cy GYyHKIHje T ¥ Y eKBUBAJCHTHE W HUIIEMO I ~ Y, jep Cy IbUXOBH
WHTETrpau jeTHAKH.
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IIpoctop Ly[S] je MeTpudKE mMpoCTOp Kajia ce pacTojarbe JAedUHHIIe ca

d(z,y) - ( /S (%) —y(t)|pds)1/p. (1.345)

Jla Baku HejeHAKOCT TPOyIJya cienau n3 MUHKOBCKHjeBe HejeHaYnHe 33 WHTErpaJie, Koja
ce n3BO/IM U3 XeJAepoBe HejeJHAUNHE 33 UHTErpajie Ha HAUWH aHAJOTaH OHOME KaKO CMO U3
XesiepoBe HejejiHaUnHe 3a 36upoBe (Teopema n3BeJsin ojiroBapajyhy MuHKOBCKUjeByY
HejeIHaYMHY. Y HAJOIINTHjeM ODJIUKY Te JIBE HejeIHAKOCTU TJiace:

XeH,ZLep.OBaﬁ Islfalds <[ flplgllg, (1.346)
Munkosckujesa: | f+glp < | fllp + 19/ps

rie je 1/p+1/g=1,1<p<q,a f u g cy meppuse dyHKIWM]e.

Ha npumep, ako je S = [a,b] unrepsan peannux 6pojeBa, U3 peajiHe aHajM3e HaM je
o3HATO Ja je mpoctop Lp[a,b] cemapabuian, 3aTuM, Ja je CKyIl HENPEeKUIHUX (DYHKIH]ja
CByJIa TYCT ¥ HCTOM, Jia je TaMO U CKYII IOJIMHOMA CBY/Ia IYCT, Te Ja je oBaj upoctop (Ly[a,b])
komiteran. Ilocebmno, ako Hu3 (z,) KOHBeprupa kKa = y cMmuciy Mmerpuke Lp[a,b], tana
HOCTOjU JeJIUMUYIHN HU3 (Ty,) KOjU CKOpO CByJa Ha (a,b) KOHBeprupa Ka .

Hpyru npumep, ako je K(s,t) mepsbuBa dynknuja Ha kaapary Q = {(s,t)[0< s, t <1}
a MHTerpaJ fol |K(s,t)|dt <D 3a cBako s € [0,1], onza je ca

1
y(s)z/o K (s, t)z(t)dt (1.347)

nedrHECAH OrpaHWYeH JuHeapaH orneparop y = K, Koju mpecinKaBa IpoCTOP OrPAHUIEHNIX
dyuknuja y camor cebe, a HazuBa ce Ppedroamo onepamop. Oyukuja K(s,t) je meroso
jesepo.

Hedbunnimja 1.3.39 (Uusepszan oneparop). Kada sa auneapru onepamop A : X — Y
nocmoju onepamop ALY - X maxo da je

AN (Az) =2z, VYzeX, (1.348)
Kaotcemo 0a je Al uneepaar onepamop onepamopa A.

N3 pacnpase 0 cKymoBHUM (PYHKITTjaMa 3HAMO JIa 33 er3UCTEHIIN]Y NHBEP3HOT OIlepaTopa
OCHOBHH 0I1IepaTop Mopa butu Oujekiuja. 13 Teopeme cras 2, ciemn ga je A(A™ly) = v,
naxJe ga cy omeparopu A i A7 komyraTuBHN.

Teopema 1.3.40. Axo auneapnu onepamop A: X — Y uma unsepsan A1 :Y - X, onda
je A™' auneapar onepamop.

Jloxas. Axo A uma muBepsan omeparop A~l, Tana je me camo A '(Axz) = (A'A)x = = 3a
cBako r € X, Beh u A(A™ly) = (AA™1)y = y 3a cBako y € Y. 3a npomusBo/bHa J[Ba BEKTOPA
Y1,Y2 € Y 1 IpOU3BOJbHE CKajape A1, Ag, Taja 300r JuHeapHocTu A mMmamo:

AT (g + Aaya) = ATH(AAA Yy + M AAT ) =
= A_IA()\lA_lyl + )\QA_lyQ) = >\1A_1y1 + )\QA_lyQ.

IIpenma Tome, axo mocroju A~! Taj omeparop je Takohe jmHeapa. O

120Frik Tvar Fredholm (1866-1927), mBe/ickn MaTemaTuyap.
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Ca 0BUM BHANMO Jia Cy OMEPATOPH U UM WHBEP3HU ONEPATOPU Y KBAHTHUM CUCTEMIMA,
dopmanno pasaonpasuu. lorajMo oBoMe U cTaB HO3HAT U3 eJeMEHTApHE MaTeMaTHKe, Jia
je muBep3Ha byHKIUja HHBep3He dDyHKIHje nostasHa dynxmuja, osae (A 1)1 = A, Ilro ce
Tude dbU3MKaIHe MHTEPIIpeTanyje, TO 3HaYH Ja HeMa (hOPMATHUX PA3JIora 3a OCHOPABAbEe
UHBEP3HE €60AYYUje, TIPU UeMy je MHBEp3Ha WHBEP3HOj — HAIIl TOK Jorabhaja.

Teopema 1.3.41. Jla 6u suneapru onepamop A : X - Y umao uneepsan onepamop A~
nompebar, u do6onaH Ycaos je da nocmoju 6poj m > 0 maxas da je

|Az|| > m|z||, (YzeX). (1.349)
Tada je | A™Y < 1/m.

Jloxas. Hasenenu ycios je noBosbaH, jep 3a Az = 0 u3 ycosa ciaequ m|z| < 0, oryza ||z =0,
mro 3Haun x = 0. JIpyrum peunma, uz A(xq —x2) = 0 ciequ x1 — xo = 0, OJHOCHO U3 T * X9
cnean Axq # Axo, a To je nedunnnyja 6ujekiyje, MTo 3Ha49M Ja A MMa UHBEP3HU OLEPaTOP.
Tana ce ycnos (1.349) moxe mmcatn y o6JIuKY

lyl >m[A™yl,  (vyeY),

ITo 3HAYHM 12 je omeparop A~! orpammuen ma Y u ma je AL < 1/m.
Hagesenu ycios je morpeban, jep ako A nmMa orpanmden nusep3an omeparop A~!, omna
rnmoctoju KoHcTtauTa M < +00 TakBa Jia 3a CBaKO x € X BaKH:

| A7 (Ax)| < M| Az,

1
|4z] > —all
IITO Ce CBOJM Ha JaTu ycjioB ca m = 1/M. O

Teopema 1.3.42 (U3omopdusam). ITpocmopu X u'Y cy (areebapcru u monorowru) uso-
Mmopdru mada u camo mada axo nocmoju suneapru onepamop A X - Y wu axo nocmoje
nogumuene xKoncmarnme m u M maxo da je

mlz| < ||Az| < M|z],
3a ceaxo r € X.

Jlokas. Jluneapun oreparop A je 6ujexnumja u 3aTo mMa mHBep3aH oneparop A~! a oryma
msomopdusam. Iopes Tora, omeparopu A n A™' ¢y Hempekmamu, a oryna xoMeoMopdu3anm
U OTPAHUICHOCT. O

[Tpema Tome, ako cy |.|1 u |.|2 aBe Hopme Ha BekTOpCKOM 11pocTopy X, OHJA Cy HOPMHU-
paun Bekropcku npocropu Xi = (X, [.1) u Xo = (X,].|]2) (anrebapcku u Tomosomkn)
M30MOPGHHI Tala U caMO TaJla aKo II0CTOje MO3UTUBHE KoHCTaHTe m u M TakBe 1a je

m|z| < |z|2 < M|z|, VzelX. (1.350)

Kama cy ucnymeHe oBe HejeIHaUnHE KaXKeMO J1a UMaMO exksusaseHme Hopme. Jlokas oBux
HEJETHAKOCTU CJIeJIU U3 IpeTxoHe Teopeme, cMeHoM X = X1 u Y = Xo, a 3a A GupameMm
UJAEHTUYIKOT onieparopa I, Kajia je Ix = x 3a CBako .
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Pesumupajyhn npumernmo ja reopema [[.3.36] koja kaxe ja je JMHeapHH OIepaTop
HENPEKUJAH CaMO KaJla je OIPAHUYEH, NOBOPHU O IJIATKONU €BOJIYyIIMje KBAHTHUX CTAHbA.
Cneneha Teopema Kazke J1a HellpeKuIaH oreparop Hehe orpaHuyeH CKyIl IIPeCIuKaTH
y beckoHadaH U OOPHYTO, TOBOPU HaM Jia y (PU3UYKOM CBETY HEMa CIIOHTAHUX PEAKIIHja
KojuMa, OM HEHmTO KOHAYHO ecKajupaso y Oeckonauno. Ilomceham, GeckonHadnocT je 3a
MaTeMAaTUKy HEIITO HTPUPOJHO, ODjeKTHBHO, a OBa TEOPEMa T'OBOPU O yCJIOBUMa 3a0paHe
pasBoja KoHaUHUX BejanunHa y 6eckonaune (y dusunu). OHa je u3pa3 NpUHIUIIA KOHATHOCTH
MaTepwuje, Kao IITO je eBOMyInja (PU3MIKAX CTamha IpUda JUHEAPHUX OlepaTopa.

uBepsnu oneparopu cy nocebna nojasa. 113 reopeme [1.3.41] ciiesn na oneparop A koju
KBAHTHO CTare T Helie TIOHUINITUTU MMa WHBEp3aH oreparop. pyrum pednmma, ako Baxku
3aKOH 0/IpKarba HeKe (PU3MIKe BEJIUUNHE TaJIa 32 CBAKY IbEHY €BOJIYIIN]Y ITOCTOjU U UHBEPIHE
esoayyuja. a je To Takole HeKa eBOJIyIMja KBAHTHOI CTamba (JHHeapaH OrepaTop), HOTBP-
Dyje Teopema

Mukpo-cBeroMm dusuke JoMuHUPA]y ciaydajuau gorabaju. Ty ce ancTpakTHa HEM3BECHOCT
peanusyje y nudopMaliyjy, IOIyT CTaiba TOKOM Oalama HOBYNNa KOja MOCTajy jeIaH MCXO/T:
LJauemo’ win ,riaBa’. Tako Hacraje mH(bOpMaIuja Kojy, u3Mely OCTajor omnaxkKamo U Kao
[IPOCTOpP, BpeMe, MaTeprjy. AKO caMm oma3uo ja je HAKOH Oallama HOBUMNA IAJIO ,IUCMO",
OHJIA C€ Y HEKOj ,llapaJie/IHOj peaJIHOCTU Jiecuia ,iaBa’. Pa3Boj KBAaHTHOD cTama ca HaIller
CTAHOBHIIITA TeHepHITIe orepaTop A, 10K naBep3nn oreparop A~! renepurre 06prym mox, on
HAallle M3BECHOCTU IIpeTBapa y Haiile Hem3BecHocTu. Hema dhopmasine cMeTH€ IPeTHoCTaBIN
J1a TIOCTOJU UHBEP3AH NOCMAMPaY KOME HAIKA MOI'YIM MCXOMH IIpeicTaB/bajy y3POKe, a HaIllK
y3POIK — MOje/IHe [TOCJIE/IUTIE.

JNuneapHa dyHkumMoHena

[TocebHu uHEapHu orepaTopu, Koju ce y DYHKIMOHAJIHOj aHAJIU3U HA3UBAjy JIMHEapHE
PpynryuoHese, TPECTNKABA]Y BEKTOpPEe y cKajape. JacHO je j1a CBU 3aK/bydly O JTMHEAPHUM
olepaTopuMa Bake M 3a JinHeapHe (DYHKIIMOHEJE aji Ja OHE MMajy M CBOje MOCEOHOCTH.
[Tpucerumo ce yHuTapHOT BEKTOPCKOT IIpocTopa, Aedununuje(l.2.46| ma moraenajmo cienehy,
T3B. PHC—CDpemeOByITEI TeopeMy.

Teopema 1.3.43 (Riesz-Fréchet). Heka je X sexmopcru npocmop xonauwne dumensuje ca
CKANAPHUM NPOUZBOJOM U AUHEAPHOM PyHkuuoHnesom [+ X — F. ITlocmoju jeduncmeen
sexmop v € X maxas da je f(u) = (uv) 3a ceaxu eexmop u € X.

Joxas. Kako je X KOHAYHO JIUMEH3UOHAIAH BEKTOPCKU [POCTOP €A CKATAPHUM IIPOU3BOJIOM,
[IOCTOjU OpTOHOPMUpaHa 6a3a ey, e, ..., e, € X, TAKO J1a 32 IPOU3BOJHAH BEKTOP U € X BaXKu
u=(er|u)er + (e2u)es + -+ + (en|u)e,. Kako je f nuneapua dbynkumonesa, ma npema Tome u
JIMHEAPHO IPEC/INKABAE, HATA3HMO:

f(u) = f({erlu)er + (ealu)ez + -+ + (en|u)e,) =

= (e1|u) f(e1) + (ealu) f(ea) + -+ + (enfu) f(en)
= (e1]f(er)u) + (ea|f(e2)u) + -+ (en|f(en)u),

jep cy f(ex) ckamapu uz F. CraBumo v = f(e1)e; + f(e2)ea + -+ + f(en)en, na nperxoaau
uzpas nocraje f(u) = (ulv).

12 Maurice René Fréchet (1878-1973), dbpaniyckn MareMaTmIap
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Jesmnersenocr Jokasyjemo mpeTnocras/bajyhin ga mocroje jsa BekTopa v,v’ € X Taksa
na 3a cBako u € X Baxku jeguaxoct f(u) = (ulv) = (uv'). Taxa je 0 = (ulv) = —(u|v), Tj.
0= (ulv—2'), ma je v —v" =0, ogrHOCHO ¥ = V. O

O63upom Jla cy HAMa MPUOPUTETHU yHUTApHU Hpocropu X (Ha KOMILIEKCHUM TEJIOM
ckamapa F'), majsaxkuuje cy Ham dyuknmonese f : X — R. OTyma y KBAaHTHOj MEXaHUIH
unTepec 3a cienehnm Xan-BaHaxoBoM cTaBoM, HHAYE KOPUCHUM Y (DYHKITHOHAJTHO] aHAJIAZU
youire. Y 0CHOBHO] Bep3uju, Kojy Hehemo nokasusaru (B. [35], crp 222. cras 1), He 3axTeBa
ce J1a je moTIpocTop Y 3aTBOPEH.

CraB 1.3.44 (Hahn-Banach). Kada je X peanran Banaros npocmop u na rwe2o060m nomnpo-
cmopy Y ¢ X defunucana peanna ozpanuvena auneapna dyrryuonesa g nopme M = |g|y,
mj. |g(y)| < M|ly| sa ceaxo y €Y, mada na X nocmoju peasna oeparuuena gynkyuoneaa f

makea da je f(y) = g(y) kaday €Y u [ flz =gl

AureGapeku dyaanu npocmop X (osnagasa ce u ca X* wim X') BEKTOPCKOr IIPOCTOpPa
X max Testom F' je BEKTOPCKM IPOCTOP JnHEeapHUX (PYHKIIMOHE A Ha JaTOM IpocTopy. Kako
Cy JIMHeapHa MPeCIMKaBamba BEKTOPCKOI POCTOPA XOMeOMOpMU3MHU (MHjeKTUBHA), JIyaJlHH
npocTop ce nmoHekas ozHadasa u ca Hom (X, F'). Uako cy oba nmpocropa Haj, HCTUM TEJIOM,
BEKTOPH JyaJIHOI IIPOCTOPa Ce ITOHEKA [ HA3UBA]y K06EKMOpPU.

3a KOHAYHO JIMMEH3MOHAJIHE [IPOCTOPE, JTUMEH3Hje JyaJHOT U JATOT IIPOCTOPa Cy jeTHaKe
(dimXT =dimX). Kagacye',....e" e X uey,...,e, € X1 penom 6ase garor u myasmor
[IPOCTOpA, Ca TOPIUM U JOHUM MHJIEKCHMA, TaJa IOAPasyMeBaMo peJiallije:

(ejlare’ + +ane™y =aj, j=1,...,n (1.351)

3a 6us10 Koju u3dop Koedurmjenara «; € F. IIpu Tome je

k_ sk 1 j=k
eje =5j={0 ik, (1.352)

rie je 5;? KpOHeKepo nenra cum6o1. Ha mpumep, 3a 6a3ne BekTope €' = ((1)) ne’= ((1))

npocropa R?, nyasma 6aza je e; = (1,0), ez = (0,1), ma je: eje! =1, eje? =0, epe! =0 u
eze? = 1. Yommre, ako BekTOope X IHIIEMO K0 MATPHUIE-KOJIOHE, OHJA BEKTOPE yaJTHOT
npocropa X' muimemo kao KoHjyrosame MaTpHIle-BPCTE.

3a pasjuKy oJi yoOM4ajeHOI HAaYMHA I[HCarhba Yy MaTEeMATHIU, HA HAYUH yoOWdUajeH y
KBaHTHO] MEXaHWIIM, OCHOBHA MaTPUYIHA pPEIpe3eHTalllja BEKTOpa OBJIE jeé MAaTPHUIa-KOJIOHA,
a JyaJHOI BEKTOpa MaTpHIa-BpcTa (ca KOHjyroBanuM koedurmjenruma). lyaany marpuiry
A 106ujaMo KOHjyroBameM I TpaHCIoHOBameMm mare marpune AT = (A*)™. To Tpeba
pasyimkoBaTH of1 ajjyHrosane marpuie (adj A) Koja ce n06uja n3padyHaBambeM KodakTopa,
I1a 3aTUM TPAHCIIOHOBaMEM, Ja OM MPOU3BOJ, HUX JIBe OMJIa jeIMHUYTHA MATPHUIA MHOXKEHA
nerepmuHanTOM A adj A = Idet A. Mehyrum, mocebnoct Xepmumcekuxr onepamopa, KOjuMma
obujtyje KBaHTHA MEXAHUKA, jecTe Jia cy KO(aKTOPU MATPHUIE IM0JIeJbeHH JIeTEPMUHAHTOM
TAYHO je/THAKN KOHjyTOBAHUM €eJIeMeHTHMa, Kpahe pedeHo, Ja je AyasHu OlmepaTop jeIHak
agjyarosanoM. To decTo HalpaBu 30pKY y OBAKBUM TEKCTOBHMA, YMECTO Ja MI0jeTHOCTABU
CTBapH.

Kako cy ¢Bu BEKTOPCKE [IPOCTOPU UCTE JUMEH3Uje HAJ[ UCTUM [OJbeM (aHTH )u30MOopdhHH,
(arTH)n30MOpdaH je U JyaaHU IPOCTOP Ca JATUM IIPOCTOPOM. Y CIIyUajy PeaqHuX CKaaapa

1221 eopold Kronecker (1823-1891), meMauku MaTeMaTmdap.
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TO je uzomopduszam, a Kaja je F' 1mojbe KOMILIEKCHIX OpOjeBa, IPEeIu3HO PEeYUeHO, TO je aHTH-
mzomopduzam. JlyasHu IpocTOp JLyasHOr IPOCTOpa je Taja momasmam mpocrop (X1 = X).
V cayuajy 6eCKOHAYHO JUMEH3HOHAHOT IIPOCTOPA JaTH U JAyaJHH IIPOCTOP HE MOpajy OuTH
nzoMopdun (OMjeKTUBHMU), HETO Cy camMo XoMeoMOpdHHU (MHjeKTHUBHN).

EBo jom mexosmko mpuMepa, JpyTaumjux, JyaJHHX IpocTopa: ly = (lg)T, m=)t u
Ly = (Lp)T, tae je %+%
OTKPHMBEHU y KBaHTHO] (bU3HIM, IIa OBJE HEMa MHOIO CMUC/IA MOnucuBaTu ux. JloBOBHO je
3HATHU Ja IOCTOoje, Jia ce J00pO YKJAmajy y cTaBOBe KOjeé CMO HABOJWIM U Ja HEKEe OJ HhUX
Bell cajla HATa3UMO y KBAHTHO] MEXaHUIIH.

=1, ape[l,oo[. MHOrM 01 CAMIHUX HPOCTOPA jOUI yBEK HUCY

N3 nedpunumuje 3HAMO JIa je peJialgja moperka pedJieKCUBHA, aHTUCUMETPUIHA
U TpaH3UTHBHA. 3a OWJIO Koja JBa peajHa Opoja ,y € R MOXKeMO HAIUCaTH WK T < Y WA
y < x, na Kaxkemo Ja je R nomnyno ypehen ckyn. Mehyrum, ckyn musosa = (£1,...,&,),
y=01, M), ... j& deaumuuno ypehen, jep 3a HeKe UIAHOBE TOI HHU3a BayKU PeJIalyja
& < mj, MOK 3a apyre moxe ga Baxku 7 < §. Creznely, T3B. BOpHOBy@ JIeMy, OBJIEe
Y3UMAaMO Ka0 AKCHOMY.

Hedununmja 1.3.45 (Zorn). IIpemnocmasumo da napyujanro ypehen ckyn S uma ocobumy
da ceaxu aanar, y S uma 2oprwy eparuyy y S. Tada ckyn S cadporcu 6ap jedar MaAKCUMAAHU
eneMenam.

OBgne ce mompasymeBa Ja MPOM3BOLHOM E€IEMEHTY Sg € S meauMuvHO ypeheHor ckyta
S MOXKEMO TPUJAPYKUTU AaHGY -+ < S_o < §_1 < 59 < 81 < So £ ... y KOjeM ce HaJjaze
CBU ejleMeHTH W3 S KOjU Cy y peJialldju IOopeTKa ca Sg. 10 je HemocpejHa IOC/IeIuIa
axcuome u3bopa, Kojy cMo Beh MOMUIbAIN Kao MPUXBATILUBY, &JIA CJIEIN U 13 XaycaopdoBor
NPUHLUNG MCL%CUM@/MGFEI KOJU KazKe Jla je CBaK! IOTILYHO ypeheH NOJICKYII JJATOr TapIiujaaTHo
ypeheHOr cKyma cajp:KaH y MaKCUMAaJHOM IOTIYHO ypeheHOM MOJCKYILy TOI' IapIiujajiHo
ypebenor ckyra.

OBa ,curHHYapema’ n3 PYHKIMOHAJIHE aHaIu3e J00njajy Ha 3Hadajy ca JedUHHUIIjaMa
pusuure peannocmu. Ilorceham, npea on Tux JeduHUIUja je Ja Cy y3ajaMHO peajHe
TBapyW OHE KOje MOT'Y y3ajaMHO WHTEPArOBAaTH, PENUMO Pa3MEUBATH €HEPTHjy, WIN je/HA
JIPYT0j TPOMEHUTH 110J10ka]. [lobospinana neduHUIMja peaaTHOCTH je /1a CYy y3ajaMHO DEeAJTHH
00jeKTH OHU KOju MOT'Y KOMYHUITUPATH, Pa3MEbUBATA NHMOOPMAIIH]Y.

AKO roBOpHMO jOII IPEIU3HIje, TOBOPUMO O JeJIHOM CMEPY TOKa HHQOPMAIHje, O CaMo
jeJIHO] TTOJIOBUHE KOMYHHKaIuje, Kajga A npuma mHdopManujy o B, ma ,,peaJlHoCT MOXKEMO
alcTpaxoBaTd M Ha MaTeMaTUdke Teopeme. 10 TeHepasIMIleMO HA CBE UCTUHE KOje Cy HaM
JOCTYITHE, TIa OHJIa U Ha HEUCTHUHE KOje rpajie HEeKY TayTOJlorijFEI. [Ipumep oBUX mOCIEHUX
cy gesmHGOpMAaIrje 3a KOje 3HAMO J1a MOTY Ja yTUIy W Ha TOK HCTOpHje. ¥ CJIydajy OBAKO
jemHocMepHe ,peasiHoCcTH, Kaja B He npuma nadopmaiujy on A win 6ap HIKAKO HE pearyje
Ha by, PEKJIN CMO Ja je B nceydo peaaro 3a A.

PaznBajamem cmepoBa Toka nadopMmaluje u BpahamweM Ha KOMYHHUKAIH]jy, npuMehyjemo
Ja ce objekTn mH(MOpMUINY mepreniujama. Heko A wwma mepremniujy Hekor B u HuIma
pume. Mu y 0BOj KibU3M He HIAEMO Jajbe. laja akcmoma m360opa roBopu o ypehemnocTu
BPEMEHCKOI' TOKa JIaTOr IMocMaTpada, a XaycaopdoB IPUHIMI MAKCUMyMa O BPEMEHCKUM
TOKOBHUMAa pPaHUje MOMUBAHUX NaAPAACAHUL PEAAHOCTIU.

128Max August Zorn (1906-1993), HeMauky MaTeMaTHdap.
124Hausdorff maximal principle: https://en.wikipedia.org/wiki/Hausdorff_maximal_principle
125 Tayrooruja — ncka3 Koju je yBeK Tadam.
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3a cybaurneapny dynryuonesy f: X — R Ha peasHOM BeKTOpCKOM IpocTopy X 3a CBe
BeKTOpe I, T1,T2 € X u X € RT Baxe ycioBu:

{ 1° f(Ax)=Af(x) HNO3UTUBHA XOMOT'€HOCT (1.353)

2° f(xy+x2) < f(x1) + f(x2) cybaguTuBHOCT.

3a TakBy QyHKIMOHENy Baxkn ciefeha Bepamja Xan-BanaxoBor crasa, Kojy Takohe Hehemo
nokasusaru (B. [37], cTp. 32).

CraB 1.3.46. Hexa je f cybauneapna GynKyuoHesa Ha pPeaAHOM GeEKMOpcKrom npocmopy X
u mexa je Y ¢ X rezos nomnpocmop. Axo je g € YT auneapna dynryuonena 3a xojy sascu
9(y) < f(y) sa cee y € Y (f je majopanma 3a g), mada nocmoju aureapra GyHKyuoneaa
g € X1 maxea da je g'(y) = f(y) 3a ceeyeY u g'(x) < f(x) 3a cee x € X.

VY cilydajy BEKTOPCKHUX IIPOCTOPa HA TEJIy KOMILIEKCHUX OpojeBa nMmaMo ciienehy Bep3ujy
Xan-BanaxoBor craBa, koju Takohe HehemMo T0Ka3UBATH.

Cras 1.3.47. Hexa je f cybauneapra Gynkuuonena na KoOMNAEKCHOM 6EKMOPCKOM NPOCTOPY
X. Axo je dam auneapnu nomnpocmop Y ¢ X u auneapro npecaurasare ¢:Y — C, maxo
da je R[d(y)] < f(y) 3a ceey € Y, mada nocmoju auneapno npecaurasarve 1 : X - R makeo
da je Y(y) =d(y) sayeY uR[Y(x)] < f(x) 3a cee x e X.

Jleraspe 0 0BOj OOJIacTH MaTEMATHAKE MTOTPaXKUTE y yiibeHunMa hyHKIINOHATHE aHAIN3e,
wm Ha upumep [38], [39] u [40] uz 6ubsmorpaduje.
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1.3.5 HenokpeTHa Ta4ka

[IpeciukaBamwe g merpudkor mnpocropa X y camor cebe je KoHmpaxyuja ako MOCTOju
mo3UTUBAH Opoj ¢ < 1 TakaB J/ia 3a CBaKHU Hap Tadaka T1,Ts € X BaXKU HEjeITHAKOCT

d[g(z1),9(22)] < qd(1, 22). (1.354)

Usnenahyjyhe je Benukm Opoj cuTyalumja y KOjUMa Ce€ MOYKe IIPEIO3HATH OBA HAMBIJIET
HeobuvHa opMysia, Be3aHa 3a BaHAXOB CTaB O HENOKPEMHO] MAYKU.

Teopema 1.3.48 (Banach). Konmpakuyuja g xomnaemmoe mempuuroz npocmopa X y camoe
cebe uma jedny u camo jedHy HENOKPemHy masxy.

Zoxas. NzabepeMo mpou3BOJbHY TAdKy T € X, GOopMUpaMO HU3 TadaKa
z1 = g(wo), x2=9g(z1), 23=9(x2), ..., Tn=g(Tp-1), ...
u mokaxkumo Ja je To KormujeB Huz. 3aucra, 360r ommrrer
d(2n, Tp-1) = d[g(n-1), 9(Tn-2)] < qd(Tp-1,p-2)
u noHaBsbajyhu oBo n — 1 myTa HaJIA3UMO:
d(zn, 2n-1) = ¢" Yd(z1,x0) = ag" !,
d(xn, Tm) = d(Tn, Tpe1) + A(Tnet, Tns2) + o+ d(Tipe1, Tm), n<m,

a
d(xp, Tm) <aq" + aq"+1 4ot aqm—l _ Y ’

d(xp, zm) >0, m>n— .

Kako je X xommieran, nocroju Tauka T € X Kojoj Kouseprupa uu3 (I, ), Tj.

lim z, =T,
n—00

a Kako je g KOHTpakIuja, omhe:

d[2n+1,9(2)] = d[g(zn), 9(T)] < qd(xn, T),
lim 2,41 = g(),
n—oo
T=g(7),
a je T TpasKeHa HEIOKPETHa TavKa. O

3a s0Ka3 oBe Teopeme Huje 10BobHO d[g(x1),g(x2)] < d(x1,x2), ymecro (1.354), mro ce
BUJIM HA TPUMEPY HpecinkaBamba ¢ : [1,00[— [1, 00 nedunncanum ca g(x) = x + 1/z, koje
HEMa HemokpeTHy Tadky. Mehyrum, Ty mamkaBocT je moryhe 3a00myia3uTu Ha HAYUHE Ha
KOje je oBaj cTaB BPEMEHOM Pa3BHjaH. Y OBOM JOKa3y je AeMOHCTPHUPAH U METO]I TPaXKemha
pemiema jeaHadnne r = ¢(2) METOJIOM CYKUECUBHUT ANPOKCUMAULIG, TITO jé HENOCPEJIHA U
[IpBa IPUMEHA OBE TeOpeME.

IIpumep 1.3.49. Hahu pewene jednavune cosx —xe® = 0.
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Pewere. TlocmaTpajMo HU3 UTEpaNMja Tpi1 = € “" COSTy. AKO X, = T Kaja n — 0o, OHJA
CMEHOM Tpi1 = T, = T gobujamo mary jenHaduny. Ja je nm3 umrepanmja Kommujes mus
IIpoBepaBaMoO u3padyHaBameM: xg = 1, 1 = 0,199, zo = 0,803, ..., x31 = x32 = 0,518.
IIpema TOMe, peliese fare jeqHadnne 10 Tpu Jenumadte je x = (0,518. O

Apyradyuju npumep je anpokcumaruja Henpekujine ¢yuknuje y = f(z) TaHreHTOM.
Iedununuja depusayuje, OMHOCHO u3600a y TAUKH I( j&

/(o) = lim W (1.355)

a OTy/la allPOKCUMAlIHja

f(zo+h)~ f(xo) + f'(xo)h, (1.356)

KOja je yToJIMKO TadHuja 1mTo je 6poj h = x — xg - 0 Mamu.
Ha npumep, y Tauxu @ = xg menpexuane byukiuje f(z) = 22 ussox je f'(xq) = 2z, na
u3 (1.356) cuemu:
(xo + h)* ~ 22 + 2x0h,

z2 + 2xoh + h? ~ 23 + 2x0h,
IITO je YTOJIMKO TauHIje YKOJIHKO je h Mamu 6poj, jep je Tajga 6poj h? jorm mamu.

Y a

fix)

F¢8Y

S+

Slika 1.50: Mero/ Tanrenre.

Ha coumum BuMo napaboiy f(z) = 22 u weny Tanrenty (mpasy y = x — 1) y Tauku
z =1. Kaga ancrucy = = 1 nosehamo 3a h = 0,1 Ha TanrenTn m0aa3uMo J0 opjaunare y = 1,1
am Ha mmapabosn crukemo jorr Bunube. Popmyna (1.356) maje f(1,1) ~»1+2-0,1=1,2 a
TavHa BpeaHocT je 1,12 =1,21.

Tpehu npumep je pemasame jeanaunne HbyTHOBOM mTepaimjoM. 3HAMO Ja je KOPEH
6poja mer 6poj usmehy msa u Tpu (2 < /5 < 3). [a 6ucMo HOMLIH 10 TadMHUje HPOIEHE,
nocmarpajmo byukimjy f(z) = 22 - 5, omrocno jeamaunmy f(z) = 0. W3Box ose dynkiuje
je f(x) = 2z, na nperxosHa METO/A y TAYKU T( = 2 3a IPBY APOKCUMAIA]Y 1 Jaje:

f(Io) + f’(ﬂjo)(l‘l - a:o) ~ 07
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f@2)+f(2)(z1-2) ~ 0,
-1+4(x1-2)~0,
41 ~ 9,
rje je r1 ~ /5, na je \/gw%=2,25. MNnaue \/5=2,236....

Slika 1.51: HbyTHOB MeTOI TaHTEHTE.

To je npsu kopak HbyrHoBor npubamkaor pemasawa jennadune f(x) = 0 HenpekuHe
dyukmuje. Ilonasm ce om Hy/aTe apOKCUMAIMje Tg W IPBY AIPOKCHMAIN]y T{ HAJIA3UMO
MOMONY MPeTXo/iHe MeTO/Ie TAHTEHTE:

f(xo) + f'(2o) (21 — o) ~ 0,

 [f(zo)
o f'(wo)’
a oryzaa
2y = zg - L0 (1.357)

f'(zo)
OBo je ommra dopmyna Fbyraose urepanuje. Hawmme, kaja mspadynamo xi cMermbyjeMo
T| = Xg U TParKMMO HOBO ] KOje MOXKEMO O3HAYUTH ca To. llocTymak MoHaB/baMoO JIOK
(ako) HAM ce KeJbeHH Opoj Jennumalia MOIHe TOHABIHATH.

[Tocebno, y cayuajy KBajparhe jennaunse f(x) = 22 —a =0 oBa MeTO/A Ce CBOJIN Ha HII3
uTepalmja

1
xn+1=—(:vn+i), n=0,1,2,..., (1.358)
2 T,

nosHaTux u y Meconoramuju npe Buiie ojf 3,5 MUJIEHU]yMa.

VYciioBe KOHBepTreHIHje uTepalnja Kao U uTepalinje, HeMPeKuTHuX (QyHKIWja jeqHe
IIPOMEHJBUBE, MOXKEMO TpakKuTu u 1nmomohy passoja dpyukmnuja y Tejmopose penose. Heka je
Z pelieme jeTHaunHe

x =g(x), (1.359)
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a MU NOKyImaBamo jolin 1o Tor pemema urepanmjama Ini1 = g(x,), n=0,1,2,.... Tejaoposa
TeopeMa U IIOMEHYTH YCJIOBHU 1ajy:

g(x) =g(z) + (x-3)g'(T) +...,

9(x) -7~ ¢'(7)(z - 7),
Tl — T~ g () () - T).
Jpyrum pedmma, pacrojame usmely y3acTONHUX MPOIEHA M KOpeHa MHOxkKeHo je ca g'(T)
npubJInKHO, y cBakoj urepaimju. Ilpema tome, urepanumje (1.359) komBeprupajy kaja
1¢/(2)| < 1, & useprupajy xaza |g' ()] > 1
Ha npumep, dyukimja f(z) = 22 - 5 ce moxe cecru ma o6k (1.359) Ha najMare asa
HaunHa x = g1(x) u x = go(x), pegom:

z+5 322 -5
= s 1‘: s
rz+1 2z
2
Tp +H 3x;, — 9
Tn+l = ) n+l = )
Ty +1 2Ty,

z+5)/ 4 4
91(2) = (53) = @z 91(0) =~ 55 = 0,38

22-5\ _ 322 3(v5)%+5
gh(a) = (4552) =452, gh(a) = 20BL2 o,

e je * = V5. Buammo na camo IPBU OJ] OBa JBa pacraBa 00e30ehyje KoHBEpreHImjy
uTepalyje, Tn+l = gi (mn)

Teopema 1.3.50. Hexa je g:[a,b] - [a,b] dudepenyujaburna dyrryuja maxea da

(Va € [a,b]) |g'(z)| <q<1.

Tada g uma mauno jedny durcny mauky T € [a,b] a nus umepauuja xn1 = g(xn) ca
nowemmom epednowhy g € [a,b] xonsepeupa xa T.

oxas. Kouseprennuja x,, — T cjeju U3 HU3a HEjeIHAKOCTU:
Al premuuja rp ot e
20 = 2| = [9(2n-1) = 9(T)| € qlTn-1 — T| < ¢*|Tn2 - T < < ¢"|mo - T > 0,

jep ¢" — 0. Kayia 6u y natum yciosuMa mnocrojaje jise dpukche Tauke ' u ', Taga 6u 6mio
7" = 2"| = |g(2") - g(2")] < ql2" - 2"| <[z’ - 2.

Oryna z' =z" = 7. O

Ha npumep, ky6uy jemnaumny z° — 7x + 2 = 0 pemapajy HTepaimje Tnii = %(mi +2)
dbyukuumje g : [0,1] - [0,1], ca 6mwro kojom novyerHom Taukom xq € [0,1], jep uz z = g(x)
nobujamo g(x) = %(av3 +2) u ussox ¢'(x) = %a:Q KOJU je MamHu OJ JeaH 3a CBAKY IIOYETHY
BpeIHOCT Tg U3 gomeHa. lloderHa BpemaocT xg = 0 maje x1 ~ 0,286 ma zo ~ 0,289 a 1o cy
IIpBe TPHU JenumMajie permrema. lloderna BpemuocT xg = 1 maje x1 ~ 0,429 3arum x9 ~ 0,297
ma g ~ 0,289. Osa 6p3uHa KoHBepreuiyje T, — T ~ 0,297 mociennra je Maje BpeIHOCTH
6poja ¢'(Z) ~ 0,036. 13 mokasza Teopeme ce Buam jna Mambu 6poj g € [0, 1] renepure Gpky
KOHBEPIeHIjy nTepaluje.

Y npakcu je gecto Temko nuposeputu ycios g([a,b]) € [a,b] Teopeme, na Ham Ty MOXKe
nomohn 1o3HaTa Mmeopema cpedrve 8pedHOCMY MaTeMaTUIKe aHaInu3e, UIN EbeHA jeTHOCTa-
BHHja Bep3uja Koja ce Ha3uBa Poaosa meopema, kojux hemo ce camo mozcerutu mnomohy
ciaenehe nse ciuke.
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Ha cuiu m je rpad menpexkune dynkumje y = f(x), ncnpekuana KpuBa Koja n3parba
U3HAJ AICIUCE Y TAYKU & = G, JOCTUKE MAKCUMYM Y TA4KH & = ¢ U MIOHOBO HECTAje MCIIOL
arciuce n3a Tadke x = b. Y Tauku MakcHMyMa TaHT'€HTa Ha KPUBY IapaJjesiHa je alcIucH Ia
je ussog f'(¢) = 0. PosioBa Teopema kaxe jia peasna dbyHKiuja f Ha 3aTBOPEHOM UHTEPBAJLY
[a,b] n nudepennujabuna Ha OTBOpEHOM UHTEPBAY |a, b[, 3a kojy Baxku f(a) = f(b), mopa
uMaTu Tauky c €la,b[ raksy na je f'(c) = 0.

Ay

L
.......
" .

Slika 1.52: PosioBa Teopema.

Ha ciumm je rpad menpekmane dyukuuje y = f(r) Koja KpUBYyIa U3HAJ T-OCe.
Cekanra je Jy»K Koja cuaja JiBe Tadke Te KPUBE ca alclucaMa £ = a U & = b, a IapaJieiHo ca
BOM IIOBYU€HA je TaHI'eHTa KOja JOJNpYje KPUBY y TaUKHU AIICIHCE T = C.

cCKanra

e,
. .

TaHrenra yc

o /

a C b
Slika 1.53: Teopema cpeirbe BpeIHOCTH.

Teopema cpeiibe BPeJHOCTH Kaxke na 3a cBaky (yHkumjy y = f(x) mHenpekugny Ha
uHTepBay [a,b] u audepennujabunny Ha uHTEpBaNLy |a,b[ mocroju Tauka ¢ €]a,b] TakBa
Jla je TaHI'€HTa y TOj TAdKU IlapaJiejiHa CEKAHTHU KOja Claja Kpajie Tadke QPYHKIIMje JaTor
UHTEpBaJA.
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Jlakje, y 1aTuM yCJa0BHUMA, ITOCTOjU AIICIIHCA ¢ TAKBA 1 je
f(b) - f(a)
b-a

To y ycnosuma nperxosne, Teopeme [1.3.50] 3Haun na 3a 10BosbHO Maso € > 0 MOpa Ja BaXKu
unkiysuja g([Z —e,Z +¢]) € [T —¢,Z + ¢]. IIpema Tome Baxku ciezehe TBpheme.

f(c) = (1.360)

CraB 1.3.51. Hexka je T dpuxcna mavwka g(x). Hexa je g(x) dudepenyujabunra na unmepsany
[T - e, +¢] 3a neko € > 0, a g 3adosomasa ycaos |g'(x)] < ¢ < 1 3a cee © us moe
unmepsaaa. Tada nuz () dedpunucan ca Tpi1 = g(zy), ca novemmom epednowhy o y
damom urmepeany, KoHeepaupa Ka I.

Kana je g uaBepTubmina, taga je & dpukcHa Tadka PYHKIHjE g aKO U CaMO aKo je T
duxcna rauka dyukimje ¢!, Kopucrehn oo, monekas pukciy Tauky dyHKIHjE § TPAZKIMO
nomohy dukcue Tauke dbyukiuje g~'. Ha upumep, ako je g(z) = 3z + 4, taga je ¢'(x) = 3
3a cBe x, a uTeparuje muBeprupajy. Mebyrum, g7 (z) = %x - % u(gl) = % IIa UTepanmje
KOHBEPIUpajy.

CreneHoBarse MaTpuua

Hmepauyuje mampuya MOXKEMO MOCMATPATH MPEKO HBUXOBOT CHEKTPa. & ITPETXOIHIM
CeKIInjaMa CMO BUJIETU JIa CY COICTBEHE BPEIHOCTH Al, ..., A, Marpuie A pera n perema
MaTpudHe jeaHadnHe AX = AX KOja BOJM JI0 TOJMHOMHE jeTHATINHE

N4 et A ey N2 4 4 g = 0. (1.361)

3a Besiuke OpojeBe n, 3001 rperiaka 3a0KPYyKUBamba, [MOJMHOMHE jeJIHAYNHE IOCTajy TEIKe
3a METOJIe UTepallije, ma MOpaMo TPaXKUTH aJTepHATUBHE IyTeBe. 10 HADOYUTO aKo HaM He
Tpebajy cBa perieba, Beh camMo domunanmma coricTBeHa BpegHOCT, HajBeha o armcoryTHUX
BPEJIHOCTH o = max |\g|, Koja je gecro ox Hajseher npakTudHOr 3HAYAjA.

Hema cBaka mMaTpuiia JOMUHAHTHY COTICTBEHY BpemaHOCT. Ha anMeﬂ MaTpHIIE:

2 0 0
((1) _01), 020 (1.362)
00 1

ca COIICTBEHUM BpPEIHOCTHMA A] = 1 1 Ao = —1, omaocHO A1 = 1, A\| = 2 m A\1 = 2 pesioM, HEMAjy
JIOMUHaHTHE colcTBeHe BpegHocTu. Mehyrum, mHOre marpune je mmajy. Pajwm sakiner
pasyMeBaba MEeTO/Ie MATPUIHE UTEpaIlje IPBO IeMOo IMOCMAaTPaTH je/IaH jeJHOCTABAH CIyYaj
ca JIBa HaYMHA pelllaBarba.

IIpumep 1.3.52. Hahu domunarmmuy concmeeny epednocm u odzosapajyhu concmeeni

8EKMOD MAMPUUE
2 -12

Pewerve. Kapaxrepucrmann mommaoM je A2 + 3\ +2 = (A + 1)(\ + 2), ma cy concrsene
BpemHocT A1 = —1 m Ao = -2, a gomumHAHTHa A9 = Ay = —2. Opxrosapajyhm comncrBeHun
BeKTOD je xg =t(3,1)7, ¢t # 0. O

KAGCUYHOM MEMOJOM.

126pisica computacional: http://ergodic.ugr.es/cphys/
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Tpakemwe JOMUHAHTHE COICTBEHE BPEIHOCTH MAMpPuuHom umepayujom (power met-
hod) cBoju ce Ha creneHoBame jaTe MaTpHile, Koparuma. [IpBu Kopak MpernocTaBruMO
MPUOJIXKHO COIICTBEHOM BEKTOPY, PEIUMO X1. 3aTUM HMAaMo:

X9 = Ax1, X3=Axy=A%Xy, ..., Xps1=Ax,=A"x1, ... (1.363)

a aKo ce pe3y/ITaT IIo4YHe HoHaB/baT, To je To. Kasa mahemo concrsenn sekTop oarosapajyha
concrBena BpeaHoCT je 138, Pejmujed 21| kommunnk u3 ciemeher crapa.

Teopema 1.3.53 (Rayleigh). Axo je x concmsenu eexmop mampuue A, onda je concmeena

epedrocm dama u3pasom
Ax-x
A= .
X X

Tay 6poj ce nazusa Pejaujes xoruwnux.

Zoxas. Kaxo je x comcrBern BekTop o1 A, a 3HaMo 1a je AX = Ax, ma je:

Ax-x_ /\x-x_

A,
XX XX
a To je TpebaJjio I0Ka3aTH. O

IIpumep 1.3.54. Hahu domunanmy concmeeny epedrnocm u odzosapajyhu concmeenu 6exmop
MaMPUYE
2 -12
A =
MAMPUYHOM UMEPGUUTOM, 3amum Hahu concmeeny spedrnocm xao Pejaujes xoauvnuk.

Pewerve. TlounmemMo ca MHUIMJATHOM HEHYJITOM arnpokcumanmjom X1 = (1,1)7:

2 -12\(1 2,50
X2 = Ax) = (1 -5 ) (1) - _4(1,00)

2 -12)(-10 2,80
A= —4)‘10 1,00
2 -12) (28 2,91
Xe=Axz=|, g 10) =220 0o
2 12\ (-64 2,96
X=Ax=(y —22) =4011,00

2 -12) (136 2,98
XG‘AX5‘(1 —5)(46)__94(1,00)
2 -12)\(-280 2,99
X7‘AXG‘(1 —5)(—94)‘190(1,00)
u npumehyjemo jia ce Hu3 npub/MzKaBa BpeJHOCTH BeKTOpa Xo = (3,1)7, 3a koju Beh 3HaMO
J1a je COIICTBEHU BEKTOP JaTe MATPHUIE. 3aTUM HAJIAZUIMO

et 2

a oryza je concrsena spegaocT (Pejiujes kommunuk) Ao = —2. OJ

12"The Lord Rayleigh (1842-1919), enrsecku cbusmuap.
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W3 oBor mpumepa ce BHJIM KaKO CTEIIEHOBAEM MATPHIE PACTy KOeUIMJEHTH pe3y/ITaTa
Koje c¢cMo MopaJu ckpahmBatu jenehum ux cBe ca jejguum, obwuno najpehumm. Taj meron
yMambUBambha pe3yaTaTa JeIemheM HajBehuM KoepUInjeHTOM HA3UBa CE CKAAUPGTbE.

ITpumep 1.3.55. Uspauynamu oMUHAGHMHU CONCMEENHY, 6EKTNOP CTNENEHOGATEM U CKAAUDA-
ThEM, MAMPULE
1 20
A=]-2 1 2
1 31
Yaemu xg = (1,1,1)7 3a nouemmny anpokcumaugy.

Pewerve. TlpBa ureparuja naje BeKTOp

1 2 0\/1\ /3
Axo=|-2 1 2||1]=]1],
1 3 1/\1) \s

ITa CKaJIMpamkbEeM JOJIa3UMO IO IIPBE aHpOKCI/IMaHI/Ije

L(3) (060
xi=2|1]=[0,20
5] \1,00

Hpyra ureparuja gaje:

1 2 0)/0,60\ (1,00
Ax;=|-2 1 2|]o,20]=]1,00],
1)\1,00/ \2,20

a OTyJla Jpyra alpoKCUMAaIlu]ja

1 1,00 0,45
X9 = m 1,00 = 0,45
29 \2.20/ \1,00

Hacrasspajyhu oBaj mporec, y ceJiMOM KOpaky J00MjaMo BEKTOD:

0,50
x =10,50
1,00

KOjU ce Jlajbe MOHAaB/ba. PejinjeB KOMMYIHUK Jaje onrosapajyhy (IoMUHAHTHY) COICTBEHY
BPEIHOCT A = 3. O

Craemeha TeopemMa OTKpHUBa Ja je JOBOJ/bAH yCJIOB KOHBEPTEHIHje OBE METO/IE Ja Ce 1aTa
MaTpHIA MOXKE JIUjaroHaju3upaTu (U Jja uMa JIOMUHAHTHY COIICTBEHY BDPEJIHOCT).

Teopema 1.3.56. Axo je A xsadpamna mampuuya peda n ca JOMUHAHMHOM CONCMEEHOM
epednowhy, onda nOCmoju HeHYAMU GEKMOP Xg Makas 0a Hu3 8eKmopa

Axg, A’xy, A%xq, ..., AFxq, ... (1.364)

KOHGEP2Uupa KG CONCMBEHOM GEKMOPY KoMme 00206apa JOMUHAGHMMHG CONCMEENHA BPEJHOCT,
dame mampuue.
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oxas. Kako ce A MoxKe qujaroHaJIn3uPaTH, TO TOCTOjU 7 IMHEAPHO HE3ABUCHUX COIICTBEHUX
BEKTOpA X1, .. . , X, €& 0JIrOBapajynuM COICTBEHUM BPEIHOCTUMA A{, . . . , Ap. lIpeTmocraBumo
Jla Cy Te COIICTBEHE BPEeIHOCTH (M BEKTODH) IOpeJaHe Tako /@ je A1 JOMHHAHTHa. 360r
HE3aBUCHOCTU OBUX BeKTOpa, oHU dopmupajy 6a3y y R™. 3a mHuumjaany ampoKCHUMAIU]y
OupajMo HEHY/JITH BeKTOp unju Bomehu koedunumjent nuje mysa

Xg =C1X1 + -+ CpXp.

Axo je ¢; = 0, meToma MoxkIa Helie KOHBEPIUpaTH, aJii OHOA 3aMEHHMO Xg. MHOXKemeM
nobujamo:
Axg=A(c1X1 + -+ + cpXy)

=c1(Axy) +-+cp(Axy)

=c1(A1x1) + -+ e (AnXp).

[TonapspameM MHOXKEHA MATPUIIOM, 00€ CTpaHe jeTHAKOCTH, T00UjaMo
k k k
A X0 = cl()\lxl) +-e+ cn(/\nxn),

oJaKJje

k k Az \* A )
Axg =X |axi+ca|— | x2+--+cn | — ) xn
)\1 )\1
Cama, 300T TpeTmocTaBKe ja A] UMa Belly allCoJyTHY BPEIHOCT OJI OCTAJJIUX COIICTBEHHUX
BDEJIHOCTH, clle fa cy cei pasaomin |\ /A1] < 13a j=2,...,n, Te ma (A\j/A\1)F - 0 kazna
k — co. OTyma, Ta4HOCT aPOKCHMAIH]E

k k
A%xg =~ )\101X1, c1 #0,

pacre ca nopacroMm k. Kako je X; JOMMHAHTHH COIICTBEHU BEKTOp, CJIeAH Jia OWJIO KOju
cKaJiap IMMOMHOXKEH Ca X1, Jaje Takohe JOMUHAHTAH COIICTBEHU BEKTOD. O

Jloka3 oBe Teopeme INpyxkKa yBHUJ y Op3uHy KOoHBepreuiuje mMeroje. Kaja concrsene
BPEHOCTH A TIOpEeJIaMO TaKo Jia je

A1) > [A2] > Az > 2 [An),

OHJIa BUJIMMO JIa CTeleHOBahe Opyke Hampeyje J0 MU/baHe BPETHOCTH, HEMOKPETHe TadkKe,
aKo je KOJUIHUK |A2/\1| Mamwu 6poj, a cnopuje ako je Taj KomuaHuk Osmzke jenuaniu. Ca
JpyTe CTpaHe, BUJBUBO je Ja Ce UCTHU JIOKa3 JIaKO MPOIpYje M Ha KOMILIeKCHe OpojeBe, 1a
HCTa TeopeMa BaXXHU U 38 MATPHUIE €4 KOMILJIEKCHUM KOePUIIIjeHTUMA.

Marpuma A HaBeleHe TeopeMe MOXKe OUTH pelpeseHTalja omeparopa A KBaHTHOD
cucTeMa, jep IUMa WHadYe OJrOBapajy HOPMAJIHU OMEPATOPH Ca JIUjarOHATHIM MaTPHUIAMA.
Cama Teopema Taja Kaxe Ja eBOJIynuja A 3axBaheHOr KBAHTHOI CTamba Xg, BUIIECTPYKO
MMOHABJ/baHA, T€UE Ka JOMUHAHTHOM COIMCTBEHOM BeKTOpY, pehin fieMo domunanmmom xearm-
HOM cmary, ako TakBo moctoju. OHO je ampaxmop, Iujy er3uCTEHIN]y ¥ KBAHTHOM CBETY
CMO JIOKa3UBaJIH pacipasoM y3 ciauky [L.49]
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1.3.6 MoHoTOHUN HU30BNU

Hus () takas 1a je Tpi1 < Tn (T < Tpe1) 3a cBako 1 € N, HA3MBa ce MOHOMOH HUS.
[Tocebno, masmBa ce monorono pacryhm (omamajyhu) mms. Kama ymecro mejemnakoctu <
CTOjU HejeJJHAKOCT < OHJIa KAXKEMO Jla je HU3 CTBApHO wjm crporo pacryhu (onasgajyhu).
Beli cmo mokasasm NpUHIMI MOHOTOHMX HHU30Ba, Teopemy [1.3.23] a name hemo noruemarn
HEKOJIMKO MAJIO CJIOXKEHUJUX OCODMHA OBMX HHU30Ba, KOj€ MOYXKEMO IOCMATPATH U Kao HeKe
rocebHOCTH nTeparyje pyHKIMja BUITE BapujadJIn.

Heka je E ypebhen ckym ejieMeHaTa ca peJiallijoM HMOpeTKa < U HeKa je ® MpOu3BOJhHA
omepalija Ha TOM CKyIy €& HHBEp3HOM omepanujoM @. Omepanuje © U @ Mory OuTH
OUJI0 KOjU Tap IOIYT CabUPame-0y3UMAae, MHOXKEHE-IIEICHHE, CTEIIEHOBAE-KOPEHOBALE,
€KCIIOHEHT-JIOTApUTaM, WU HENITO CJAWYHO, MOJ, YCJIOBOM Jla je T ® Yy = 2 eKBUBAJIEHTHO Ca
r=z0QYy, 33 x,Y,2 € FE. Heka npousBo/bHE ejleMeHTH T, %, 2 € I/ nmajy cieneha cBojcrsa:

1°z2<20y = 2z0y<z; 2°x<y = 20x<204Y. (1.365)

Y cayuajy Ja je ® cabupame nian MHOXKeme, 3axreBu (1.365) cy yobuuajeHe asrebapcke
TpaHchOpMaliije TP PENIaBaby jeTHOCTABHUX jeTHAINHA.

Monomono pacmyha dyaknmja ¢ : E" - E ca n € N Bapujabiu xy,yr € F 1 o <y 3a
cBako k =1,...,n, mMa CBOjCTBO

(X1, 2n) oY1y -3 Yn)- (1.366)

Monomono onadajyha dbyukuumja ¢ : E" — E, TakBa jia u3 T,y € £ 1 x> yp pensom, nMa
CBOjCTBO

O(Y1y--sYn) < (21, .. Tp). (1.367)
Momnotono pacryhy u omamajyhy dyHKIN]y IMOHEKa, 1 HarIallaBaMo o3HadaBajyhu nx pemom

ca ¢y u ¢|. Ha npumep, or(z,y) =z +y, ¢ (v,y) = -z - y.
HpeCJH/IK&Ba,H)e 2 : En g E HasuBaMO XoOMmozeHUM, OTHOCHO CEMUTOMOEHUM aAKO:

(1.368)

P AOT1,..., A0 xy) = A0 (x1,...,2Tn),
PAOT1,..., A0 x,) S ANOO(x1,...,20),

rze je A € E. Ha npumep, xomorena je dyukmmja ¢o(z,y) = ax + by, rae je © yobmaajeHo
MHOKeme, jep je p(Ax,\y) = a(Ax) + b(A\y) = A(ax + by) = Ap(x,y). Cemuxomorena je
byuximja (z,y) = ay/x + b\/y Ha ckyny E = (1,00).

[Mospasymesamo, Ha30BUMO Ta c60jcmeo-M, na caka nsa esementa ypebenor ckyma
umajy majoparmy (TOprby TPaHMILY, MAKCUMYM, CYIIpeMyM), Kojy NeMo o3HauuTu ca fi.

Teopema 1.3.57. Hexa je E # @ ypehen cxyn ca peaqyujom nopemxa <, a NPecAuKas8aioe
o1 E" > E (n € N) monomono pacmyhe u cemuzomozeno. Hexa cy (zx) u (yx) Husosu
K0ju 3000606084y pesayuje:

Ll+n S‘PT(iﬁka---,!Ekm—l)’ @T(yka---yykﬁn—l) < Yk+n, (kEN) (1369)

Tada nocmoju esemenam L € E ca ocoburom da je xp < L ® yp, 2de je © onepayuja ca
ceojemeuma (1.365) na cxyny E.

Jlokas. Hokaxkumo na majopanra L = pu(x1 @ y1,. .., 2Ty @ Yy ) UCIYHABaA JaTe YCJIOBE.
Ba k=1,2,...,n TBpheme je TauHO jep je

zj<Loy; < zjoy; <L (j=1,2,...,n).
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[TpernocraBumo j1a je TBpheme Tauno 3a k, k+1,....k+n—1, 1j. na je
Thtj-1 Sm@yk&jfla j:1727"'7n'
Otyna u 36or pamrherma GyHKIHje @ Bayke HejeHAKOCTH

Lh+n < QDT(.Tk, cee 7xk+n—1) < SOT(L O} Yiey o+ JL © yk+n—1)7

ma 300r CeMUXOMOI'€HOCTH opecimKaBamba, CJIeae Heje,D;Ha.KOCTI/I

Tpn < L O @T(ylm cee 7yk+n—1) < L O Ygsn,

MTO TpeMa TPUHIAIY MATEMATHIKe WHAYKINje 3HAYM Ja je TBpheme Teopeme TaqHO 3a
CBaKWU pUpoaHu 6poj k. O

Ha npumep, kaza je ® yobuaajeHo MHOXKebe, a dyHKImja ¢(z,y) = z+y Ha ckyny E =N,
HajMamba BpeJHOCT 3a L je jenununa. OHa ce mocTmzke y Ciaydajy WICHTHIHUX HU30Ba (T )
u (yx) ca BpeanocTuma pegom: 1, 1, 3,5, 8 13, ..., ITO je JIaKO IPOBEPUTH.

[TomenyTo cBojcTBO-M MajopaHTe Hu3a MOXKe ce npeHeTu Ha dyHKuje n = 1,2,...
Bapujab/M JOMeHa IMO3UTHBHUX peajHnx Opojesa ' = R* kao cBojcTBo:

(IM e E)(Vag € E) p(x1,...,2y) < M max{z1,..., 2}, (1.370)

KOje aKo BaxkKu, Has3mBaMmo ceojcmeo M-max mare dpyukiuje. IlocebHO, mpumernMo j1a 3a
qomer E =R ={z:2 >0} u n =2 upeciukasame

T

QO(.'L' y):{ x_er7 1’7y€[1700[

0, wy¢[L, o0, (1.371)

HUje HU pacTylie, HUTH CEMUXOMOTEHO, aJli UMa CBOjCTBO M-max.

OBa Teopema, ce MOXKe IIPOIIUPUTH €& HEKOJIUKO CTABOBA, TaCKOBI/Iha@ (8. [41]), ox kojux
HaBOJMM caMo TIpBU u3 1979. rojauHe, o mapoBUMa HejeJHAYNHA WK HA [TAPOBUMA CHCTEMA
HejeqHavunHa, u Apyru u3 1974. romume.

Cras 1.3.58. Hexa je E + @ ypehen ckyn ca pesavyujom nopemxa <, ¢a MOHOMOHO pacmyhom
u cemuzomozenom dynryujom o : E*"? - E (n € N), a nusosu (x1), (z}), (yr), (yi)
3a0060.5a607Y pesavyuje:

Ty Q1,0 T, @ 2 1), Pl e e Yne 1y Yl - e s Y1) S Yy Y (1.372)
Tada nocmoje enemenmu L, G € E ca ocoburom
n<LOy,, z,<Goy, (VneN)
2de je ® onepayuja na ckyny E ca ocobunama (1.365).

Hokas osor tephema Bumern y pagy Tackosuha [42]. Creznehia je merosa reopema Kojy
hieMo oBJie 0Ka3aTH, aju IPBO MOTJIEIAJMO JE/IHY JIEMY.

128 Munan Tackosuli, polj. 1945, cpicku maremaruyap.
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JIema 1.3.59. Heka je E =R* u npecaurasarve ¢ : E™ - E (n € N) monomoro pacmyhe u
cemuxomozeno. Tada 3a npoudsomme ai,as, ... ,0, Peaire 6pojese HejedHaUUHG

n—-1 n
@(a17a2l‘a---aan$ )SI’ ’
3a urcuparo n, uma bap jedHo pewerse.

Jloxas. Medbunummmo npeciukasamwe f: E - E Callzgl f(x) = o(Jar|zt™, |ag|z®™, ... |an]).
W3 npermnocTaBKu ciiein J1a je mpecinKaBatmbe f MOHOTOHO orajajyhe, mma oTyia nocTojun HeKOo
6 >0, tako 1a je f(#) < 6. 360r ceMUXOMOI€HOCTH ¥ MOHOTOHUjE BaxKe HejeHAKOCTH:

(a1, a20, ... and" ™) < f(lar], lazld, ... an|6"™") <6771 f(8) <67,
quMe je JieMa, JJoKa3aHa. 0

Teopema 1.3.60 (Tackosuh). Hexa je E = R*, n € N, a npecauxasarwe ¢ : E" - E uma
ceojemeo M-maz (1.370) ca xonemarwmom M. Hexa nu3 (zr) nosumuenuz peasnus bpojesa
3a0060.606a0, HejedHaKoCmU:

Tren € P(Th, Thi1y - -5 Than-1), (VheN), (1.373)
2de je n gurcan 6poj. Tada nocmoje nodumusru 6pojesu L u 6 maxsu da je:
v <L, Vk=1,2,... (1.374)

ITocebno, axo je M € (0,1), onda je u 6 € (0,1). Unaue, xada je M =1, mada je 8 =1 u npu
mome nu3 (Ty) Koneepaupa.

Jloxas. Hexa je 0 € E nnexa je L = max{z107',...,2,0"}. Onnajesak=1,...,n rBpheme
(1.374) rauno. Heka je ono Tauno n 3a k, k+1, ..., k+n—1 (k> n), onjga npemMa IpeTHoOCTaBIN
U JIeMH:

Than < P(Tp, s Tham—1) < -~ < LO®max{1,0,...,0" '} M < LO*™.

Kaza je xomcranta M € (0,1), momro je dbyuxmmja gi(x) = r"max{l,z,..., 2" '} M
HenpekugHa y Tadkn © = 1 u g1(1) < 1, mo nocroju 6 € (0,1) rako ma je g1(60) < 1, Tj.
max{1,6,...,0" '} < 0", onakie (1.374).

Ba cayuaj M =1, Heka je tg = max{Tg,...,Tkin-1} > tn+1, TO 3HAUU Ja je HU3 (tf)
nedbuHICaH MAaKCUMYMOM T-OBa M3 JIATOT CKyTIa Te J1a je MOHOTOHO onaajyhu. Heka je t € F
rparnvHa BpeaHoct Huza (t;). Ako je € > 0 onma nocroju m(e) Tako na je t —e <tp <t+e
3a k > m(e). Hejenmakocr (1.373) nosmaun Baxkerse cieehe nejeguakoctn, 3a p +q = 1:

Tpan <t = pr + qmax{Tr 1, -, Thin_1}- (1.375)
Hame, Tpeba nokasaru ja je 3a ce k > m(e) tauna u ciaeneha mejegnakoct
By = max{xk;+17 s axk+n—l} 2t-e.

[IpermocTaBuMoO 72 OBa HEjeIHAKOCT HUje TadHa, IITO 3HA4UM Ja 3a HeKo kg € N mmamo
Br, <t—e. Taga, nmpema IpeTX0/HO] HejeHAKOCTH, BazkKe U HejeHAKOCTH:

Thgan < DTk + qMAX{Tpoi1, .. Thoan-1) SP(E+e) +q(t—€) =t +(p-q)e.

12 -
9 A:= B“ 3uaun , A je nedpunucano ca B
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AKo je p < ¢ OBJIe IMAMO Ty, 4y, < t, IITO je KOHTpaWKIMja. AKO je p > ¢, Taja upema (1.375)
BaKI:

$k0+n+1 S pkuJrl + qmax{xk0+27 e ,xk0+n,1, $k0+n} S
<p(t-e)+q(t+e)=t+(q-pe,

a OTyJIa OIleT KOHTPAJUKIINja /1a rpaHndHa BpeaHocT (t) auje t. Te KoHTpauKIHje J0Ka3y]y
na un3 (tg) KouBeprupa. Tume je Teopema J0Ka3aHa. [l

Teopema 1.3.61. Hexa je E = R* u n € N, a npecauxasarwe ¢ : E™ - E uma ceojcmeo
M-max ca konemarnmom M € (0,1), u nexa 3a nusose x, yx € E 6asrcu

Thin < P(Th, Tht1s -+ Than-1) + Yk, (VE eN).

Tada: 1° axo ped Y. yr xonsepaupa, onda u ped Y., T KOHGEP2UPa;
2° axo je nus (yn) oeparunen, onda je u nus (xy) oeparuuen;
3° axo je limyg =0, onda je u limzxy = 0.

Jlokas. Hexka je t = max{xk,...,Tpin-1}. Caga je 3a k € N tauna nejeagaaxoct

the1 = MAX{Thi1, .., Than ) < MAX{L, Tpin )
Oryna, BaXKi 1 HEjJETHAKOCT
tht1 Smax{tk,Mthryn}, VkeN.

Kana je (tx) onamajyhu Hu3, 10Ka3 uje UCTO Kao M Y MPETXOJAHO] TEOPEMH, IIa OCTaje Ja
JIOKaXKeMO HejeTHAKOCT
tea1 S Mty +y,, VYkeN.

A, raga je (uHyKIMjOM)
k-1
tlﬁlﬁMktl-i-ZMlyn_l, Vk e N.
1=0
Ca marom Hejepnakornhy 3a auzose (xx) u (Yx), Caele CBU 3aKJbyUIlN TEOPEME. O

[Tocieaurie oBux TBphema Cy 1 HEKH CIyUajeBU MIPECINKABAIba KOja HUCY KOHTPAKIIHje,
amm uMajy (GUKCHY TauKy KOjoj KOoHBeprumpajy. Ha npuwmep, un3 peanuux dynkumja (vy)
nedunucan ca y1(z) = x(1 +22)™t u v,(x) = v (yw(x). Hdpyrn npumep, ako je (x,)
OrpaHIYEH HU3 PeaIHuX OPojeBa 3a KOju BaXKH:

Tpeo S PTppr +qTE, D,q>0, p+g=1, (1.376)

ongia je (xp) xouBeprenran nus. Ormmruje mocieauie cy ciejelie HpemnheB@ oTkpuhe
u3 1965. roaumue, TBpheme KypendTEI n3 1972. romuHe, 3aTUM CTaBOBU MaTKOBCKOF@ u
[Tona Bubuja uz 1975. rogumne.

130Crapmma Ipemmh (1933-2008), cprickn MaTemaTuyap.
131 ypo Kypena (1907-1993), cprcku MareMaTmyap.
132 Janusz Matkowski, polj. 1942, nosbcKu MaTeMaTHuap.
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Cras 1.3.62 (Ilpemuh). Heka je (xy) Hus nenezamusnux 6pojesa koju ucnyrasa yYcios
Tp+k £ A1Tp + -+ A Trik-1, (n:1)27"')7

2de ¢y ai,...,a, nenezamuene xoncmarwme. Tada nocmoje nosumuenu bpojesu L u 6 ca
ceojemeom xn, < LO™, 3a ceen=1,2,....

Cras 1.3.63 (Kypena). Heka nus (zy) y mempuurom npocmopy (X, d) sadosowasa
d(ﬂ?n+1, xn) < ald(xna -Tn—l) toee and($n—k+17 xn—k)a
ede je ay +---+ay €[0,1], a; > 0. Tada je (x,) Kowujes nusz y (X,d).

[Mopceham, Komujes nmm gyndamernmanar nus (x,) y merpuaxkom npocropy (X, d) je
oHaj Ko/ Kojer 3a cBako € > 0 nocroju kg € {1,2,3,...} ca cBojctBoM n1a je d(xm,,Ty) < € 3a
cse m,n > kg, Tj.

(Ve>0)(Fko e N) myn>ky = d(xm,z,) <e. (1.377)
Takas je Ha npumep Hu3 =, = 1/(n+1),3aneN, X =(0,1) u d(z,y) = |z - y|.

CraB 1.3.64 (Markoscku). Hexa je 5; > 0 (i = 1,2,...,n) u HeKa c6€ HYAE NOAUHOMA
p(2) = 2" = B12"E — - = By, seorce ynymap jedununne xpyorcrnuve. Axo nusoeu ay, by > 0
(k=1,2,...) 3adosomasajy jednarocm

Afsn < P1apsk—1 + -+ Ppag + by, k=0,1,...,

mada:
1° axo je nus (by) oepanuven, onda je u nu3 (ar) ozparuven;
2° axo je limbg =0, onda je u limag = 0.

Jokas oBor craBa cjieu u3 ycjoBa ja HyJie nojanHoma p(z) jexe y Kpyry |z| < 1, mro je
ekBuBasieHTHO KoImujesoj Teopemu 3a mojinHome, yeaoBy [1+ P2+ -+ By < 1, Koja npuMeHOM
OBJIe TI0CJIe/ (b€ TIPETXO/HE TeopeMe Ha npecinkaBambe @(ty,...,tn) = fit1+---+ Ppty (L 2 0),
Kao CBOj CHENMjaJIHU CIy4aj Jlaje HaBeJeHU CTaB.

BanaxoBa Teopema me Ou Owmia TeMa MaTeMaTHYKe aHajn3e Kaja He Om Owmira
necdrancana n momohy okxoauna, a HajBaXKHHja TaKBa OKOJMHA je 3aTBOPEHA jeINHUTHA
kyria. Heka je To

K" = {z eR": || <1}. (1.378)

Haxie, K™ je ckyll Tadaka jeIMHAYHE KYIJIEe Ca [EHTPOM Y UCXOIUIITY Y 1 JIUMEH3UOHAJHOM
npocropy R"™. Tlomckyn R c K" masuBa ce pempaxm, akKO TamMO IOCTOjU HEIPEKUIHO
npecsimkaBame 1 : K" — R, Koje ce HasuBa pempaxuyuja (noBIauerhe), TakBo na je r(x) = x
3a CBaKo T € R.

Baxxmno je npumernTu na cdepa momMeHyTe Kyrie HEje peTpakT. Ilpenusauje, ckym

S" = {z eR™: |z| =1} (1.379)

Huje perpakT y K". Haume, perpakinuja r uHaynupa xoMmomopdusam 7. [IpupogHo uHjek-
THBHO mpecimKaBame s : S”1 - K" raxolje mmmymupa xoMoMopduzan s.. Kommosuimja rs
je MIEHTHYKO MpecinKaBame Ha S” 1, ma je U 7,5, HIEHTHYKO IIPECIHKABAE, & TO BOIH Y
kouTpanuknujy. Oryma cieneha, BpayBepOBalTI TeopeMaFiz‘l Bep3Huja Teopeme KOjy
caMoO HaBOIUM, Oe3 JT0Ka3a.

1331,. E. J. Brouwer (1881-1966), XomasIckn MaTeMaTudap.
134Brouwer fixed-point theorem: https://en.wikipedia.org/wiki/Brouwer_fixed-point_theorem
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CraB 1.3.65 (Bbpaysep). Hexa je f : K" - K" wnenpexudna dynryuja. Tada f uma
nenoxpemmny mauky T € K",

Teopema dukcHe Tavuke IHay;LepalTEI je mporupemmke TeopeMe (puKcHe Tauke Bpaysepa Ha
TOIOJIONIKE BeKTOpCcKe mpocrope (Xmiabeprose n Bamaxose), koju Mory 6utn GecKOHATHE
muMensuje. OnHa TBpAM Ja 38 HeEIpa3aH KOHBEKCAH 3aTBOPEH IOJACKYIl XaycaopdoBor
TOIOJIOMIKOI BeKTOopcKkor mpocropa u 1 : K — K HempekuaHO NpecinKaBame TaKBO 2
je T(K) canpxkano y kommakTHOM nojckyny u3 K, npeciukaBame T muma (DUKCHY TauKy.
Hpyrum pqu/IMalTEL oHa 3a 1" HEeIIPeKNTHO 1 KOMIIAKTHO IIpecanKaBabe baHaxoBor mpocTopa
X Ha camor cebe, TakBo Ja je 3a Heko 0 < A <1 ckyn

{reX:x=\Tz} (1.380)

orpanndeH, TBpau a1 uma dpukcHy taduky. [Ipema Tome, [laymneposa Teopema je JuHEaApHO
orepaTopcKa Bep3uja jeJHaunHe HeloKpeTHe Tadke T = g(T).

Bpaysepos cTas ce j1ajbe mporupyje Ha CBAKU HEITPpa3aH KOMIIAKTAH KOHBEKCAH IOJICKYII
K Banaxopor mpocropa, Kaja oIeT, cBaka HenpekugHa dyuknuja f : K - K nma dukcHy
Tauky T € K. Jla cy (dukcHe Tauyke W MOHOTOHU HHU30BHU 3aMCTa BaXKHU y PA3JIHIUTUM
obJjlacTuMa ¥ IIpUMEHaMa MaTeMaTHKe IOrJIeajMoO Ha IIPUMEPHMa, [IPBO (13p06eHijc0Be{TE|
TeopeMe U y UCTOj IPaHH, ajiredpu, Ha JIOKA3y HHEHE 0CHOBHE MEOPEME.

Teopema 1.3.66 (Frobenius). Axo xeadpamna mampuya uma cmpozo nosumueHe esemenme,
0Hda OHA UMG CMPO20 NO3UMUBHE CONCMEEHE SPEIHOCTIU.

oxas. KeajgparHy marpuily A MOKeMO IIOCMATPATH Kao JIMHEAPHO IpecinkaBame ca R™
na R". YBeanMoO KOMIAKTHU KOHBEKCHU CKYII

n
K={zeR":Y z;=1,2;20, j=1,...,n}
J=1

—_ 3 — n .
u jebunnmmno f(x) = Ax/|Az|y, tae je |x[1 = X7, |z;| eykrmacka 1-nopma. Ipumermvo,
ako x € K, onZla cy cBe KOMIIOHEHTE BEKTOPa T HEHeraTUBHE U 6ap jelHa je CTPOro HO3UTHBHA.
Oty/a cy n cBe KoMIOHeHTe BekTopa Ax crporo nosutusre. Taja je f HeIpeKuIHO IPeCcu-
kaBame ca K na K, u nupema tome nocroju x’' € K takso na je Az’ = |Ax'||12". O

n

Teopema 1.3.67 (Ocuosna asrebpe). Hexa je p(z) = ag + a1z + -+ + apz" Komnaexcru

noaunom cmenena n > 1. Tada nocmoju zy € C maxeo da je p(zp) = 0.

Zoxas. He ymamyje ommrrocr 3amena C ca R"™, kao mu mpermocraBka a, = 1. Heka je
r=2+|ag|+ -+ |an-1]. Hedunumunmo uenpexkunny byukuujy g:C - C ca

= P2 gi(1-n)d |z| <1

z- pTz)zl_" |z| > 1,

9(z) =

e je z = pe’’ ca 9 € [0, 27[. PasmorpuMo ca/ia KOMIAKTHE U KOHBEKCHH CKyTI

S={z:]z| <r}.

135 Juliusz Schauder (1899-1943), mo/bCKI MaTeMaTHIAp jEBPEjCKOT TOPEKIIA.
136K opucriM pasimunre o3Hake Jia YATAONA YIIO3HAM Ca YOOHYIAjeHHM TEPMHHIMA OBe OGJIACTH.
137Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), HemMauku MareMaTHUap.
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a 6ucmo npumenusn Bpaysepos cras Tpeba nokasatu ga g(S) ¢ S. Oso je Tauno, jep us
|z] <1 coemm:

A<l PN, Trlaol+ +lana| o
g
r r
O6pHyTo, ako je 1< |z| < r umamo:
p(2) Z ap+aiz -+t ap 12"t
lg()l < |z =g = 12 - - T
Sr—1+|a0|+m+|an_l|Sr—1+g§r.
r r

Kako je S unBapujanTho 3a g, 1ma ¢ uma (GUKCHY Ta4Ky 2o € S, & OHA je OYUIJIETHO KOpPEH
JlaTor IIOJIMHOMA P. O

OBo je ocHOBHA TeopeMa ajrebpe Koja ce, Kao IIITO BUAUTE JOKa3yje IOMONy MaTeMaTHIKe
anasmze. Kako mosmaoM py,(2) crenena n uma 6ap jeiHy KOMILIEKCHY HyJy 21, OH C€ MOKE
MOJIETITH TTOJMHOMOM Z — 21, TakKo Ja je pn(2) = pp-1(2) - (2 — z1). Kommunuk oBor jebema
je nosmHoM py,-1(2) crenena n — 1 koju omer uMa 6ap jeJHy KOMILIEKCHY HYyJly 22, TAKO JIa
je pn-1(2) = pn-2(2) - (2 — z2). Hacrasmajyhu, nomasumo 10 3akibydka ja ce IaTH TOJHHOM
MOzKe HanucaT y o0uky pn(z) = an(z—21)...(2 — 2z,,), JaKe Jla OH UMa N HyJa, OJHOCHO
JIa ce MOKe PACTaBUTH HA 7 JUHEAPHUX KOMILIEKCHUX (PaKTOpa.

Kana cy xoedunujentu a; gaTor moaMHOMa peajHu OPOjeBH, KOHjyroBameM jeJHaduHe
pn(2) = 0 nobujanmo p,(z*) = 0, oak/Ie HOBU 3aK/bydaK: aKO je z Hysa (KOPEH) HOJHMHOMA
pn(2) =0, orga je u z* Hysna ucror nosuHoMa. IIpema Tome, ako je n = 2k napan 6poj, oHzIa
JIaTH TIOJIMHOM UMa k KOHjyroBaHO KOMILIEKCHUX HyJIa, I1apoBa z; U z]’-‘ (j=1,...,k), a ako
je n HenapaH 6poj, oHa UMa bap jeIHy YUCTO peasiHy Hy/y. Kao mro cMo BUIEIN, OBO aJin
¥ IIYHO TOTA JPYTOT, IOCJIEIHUIE CY TeOpeMa O HEITOKPETHO] TaIKH.

leHepanucaHa nHdopmaumja

Tlocienmwa tBphema, a Hapounto cras [1.3.62| u [1.3.64] moBe3yjy KBaHTHY MEXaHUKY
Ca 2EHEPAAUCAHOM UHPOPMAUUJOM U EEHUM IOCEOHUM CJIydajeM, OBIe Takohe IMOMUEbAHOM
Llenonosom ungopmavujom. Ilomceham, kKosmdmua HemsBecHocTw L, mim uHAOPMAIN]ja,
OJIHOCHO c0600a, 1uja je ommra dopmyia (npema [2]) ckasapan npousso

L=ar+by+cz+...,

Bektopa (a,b,c,...) u (z,9,2,...), ca KOHAYHUM OBJIe HEHABEJIEHUM OpPOjeM KOMIIOHEHTH.
QakTopu 0BUX cabupaka IMPEJICTaB/bajy IO JIBE BPEIHOCTU JATUX OIIuja, adpupMaTuBHEe U
0] CyIPOTCTaBJHEHE.

Knacuuna undopmaruja je lllenonosa u oHa je cuenujasinu ciydaj ucre popmyse. Tana
cy KOMIIOHEHTe IIPBOI' BeKTOpa BeposarHolie morahaja (pacmomese BepoBaraoha), a ipyror
nndopmarmje j100njeHe HAKOH €BeHTYAJIHE peasu3aliije ofropapajyhux ciaydajaoctu. Behoj
BepoBaTHOhU o/roBapa Mama umHOpMaIyja, mna je 30up L je MUHUMAJIAH y OJHOCY Ha CBE
Moryhe nepmyTaliuje JaTuX KOMIIOHEHTH.

Y cBakOM caOUpKY Taja je CaIpiKaH npunuun ur@opmayuje, 1a TPUPOIA TKPTAPHU Ca
naMOPMAIHjOM, jep je Caap:KaH npuHyun eeposamuohe, na NMPUPOIA peausyje Hajpaluje
ono mTo je HajsepoaTHuje. lllenomnos 36up, mpema TOMe, M3parKaBa NPUHUUN HAJMAIHER
dejcmea dpusuke, jep crapyje Mame OpojeBe u3 mpBor Hu3a, MHOXKehn nx, ca Behnm OpojeBuMa
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apyror mm3a. Jloka3 muHmMyMa je cTBap ejemeHTapHe maremaruke. Jla je madopmarumja
dbusnuko nejerBo pasmarpano je y kwusu [1], 3ajesHo ca moMeHyTHM IPUHIUIMMA.

[Toommreme Kiracutane popmysie nHpOpMaIrje 1odujamMmo Kaga Mame OpojeBe IPBOT HU3A,
IIPBOT BEKTOPa, He MHOXKIUMO 00aBe3HO ca BehuM jpyrora. Tajga L Huje MUHIMAJIHO, J00HjeHa,
Hem3BEeCHOCT oJHOCHO mHpopmMaruja Beha je o ,HajMamer jejcTa’, ma ce Hocuorl ysehane
cmobone L ne xpehe TpajekTopujama Koje meduHUINy jeaHadnte (pusnke. TakBa Cy 2CUGG
6uha, Koja mpeMa ToMe ancopOyjy Buile uHbOPMaIUje HEro MmTO UM ,IpUpOJHO" (Ipema
3aKOHUMA (DU3NKE) MPUIIATIA.

VY ciobonm xkuBux 6uha Kpuje ce Buiiak nadopMalje, a lbbUX0OBO HACTO]albe J1a TPajy je
ApyTaduju u3pas3 moMeHyTor npunimuna nadopmanuje. Harmamasam jomr jeauom, mpupogaa
je Texma 3a HeoJaBambeM HHMOpMAIlUje, ajli BEHO CTBAPHO CAKPUBAIbE, HETUPAhe — HUje
moryhe. OBo mociemme 3aT0 IMITO je peajn3aliija KakKBe-TaKBe HEM3BECHOCTH Hen30erKHa,
Kao MITO je Hen30e:kHa U (MOHeKa) 00JeKTHBHA CJIy9ajHOCT.

[Ipema Tome, y jase moje momenyte kibure (,Judopmanuja neprenmuje’ u ,IIpocrop-
BpeMe') Ha JBa caryacHa HaumHa JedunucaHo je ,kuo ouhe‘. IIpBo, To je oHO Koje
MOXKe JIa JIOHOCH OJJIYKE, & 3aTHM TO jé OHO KOje MMa BHUIIe T'eHepajmcaHe nHbOopMaIuje
on onrosapajyhe aexxkuse TBapu. JlocaeaHo oBuM JeduHANMjaMa, 38 PA3/IUKy O HEXKHUBOT,
»KuBO bulie ce MOXKe OJIpUIIATU JIUIHE CJI0D0/E y UMe KOJIEKTUBHE, IITO je OOJINK CKPUBAhA
undopmarje, Takohe CIIOHTAH IpeMa MPUHIUIY HH(OpMaInje. ﬂapBHHOBa@ €80AYUUIA
Tajla WMa OBaj CIIOHTAHU JOJaTaK Koju je yopsasa. /JlomaTHo, camy opeanu3auujy scueux
6uha Tpeba mocMaTpaTn Kao nocebuo (ciaoxkenuje) xkuso Guhe.

3a pasyMKy 0J1 )KUBUX, He2KNBa Onha HeMajy MOMeHyTH BUITAK HHGOPMAIIHje, Ta ITPUHITIIT
nadopMaImje Koj BuxX usHyhyje crnonTaHu pact ewmponuje. MoJsekyie raca ce y cobu
HacToje pacropehuBaTH jeIHOMNYHO, y3uMajyhu amMopdHa CTama, pajad oJaBamba IITO je
Moryhe mMame nHdopMalmje.

[Mpunnun nadopmanuje HajlaXKe U 1@ KBAHTHU CUCTEM €BOJIyUPa Y Marbe (MU jeJIHAKO)
nHbOpPMATUBHA CTamba HpeTxogHuMa. Jlpyrum peduma, jia je Marmbe Hojaraka moTpebHO 3a
onpehuBame OyayhaocTH Hero mporraocTu. JlocaeaHo MojeM TyMademy CalalllbOCTH, Kao
pou3sBojia uHMOpMaIje y HACTajamby, OJHOCHO CIIOPHjeM TOKY BpeMeHa 300I' pesIaTUBHO
Marbe MMPOU3BO/he nH(POPMAIje, Hallle BpeMe y BACHOHH yCIIOPABA.

To cy Heke oj TeMa KOje caM y OBOj KIbU3U Kejieo M30eraBaTu ajii Ha TPaKermhe KOoJiera
neke nomumeM. Umiukaruje Ha [llenonoBy Teopemy mu je obehiao HammcaTn Kao J0/1aTak
KIbU3M jeJlaH OJ] pelleH3eHaTa, na ce TuMme He OGaBum. OHe cy Takolje y Be3snu ca roOpmHUM
TeopeMaMma.

KeaHTHa KoMnakTnbmnaHocT

3a pasnuky oj1 anrebpe, KBAHTHA MEXaHWKA TEK OJT HEJIABHO OTKPUBa MOTYNHOCTH OBUX
AlCTPAKTHUX aJaTKU. JeIaH OJl HajpaHUjuX pajoBa HA Ty TeMy Ouo je ﬂﬂ,nepcmﬂ u3 1951.
rojune (B. [43]) unju npesox Ha enrsecku ce nojasuo tek 2006. roguue (B. [44]). Owno us
Tor pajia mTo jaHac Hasuamo Jludepcoso npasuso (Liiders rule) ommcyje npomene crama
KBAHTHOT CHCTE€Ma TOKOM CEJIEKTUBHOT MEPEH Kana vHeky 063epBabity A ca COICTBEHOM
BPEIHONINY @; ¥ NPUJIPYKEHOM COIICTBEHOM ITPOjEKIIHjOM, O3HAYEHOM Y CKJIAJIy Ca O3HAKOM
npojexropa (1.108) ca P;, i = 1,2, ..., Mepumo Ha cucreMy y cratby T’ ¥ IIOCTUTHEMO pe3yJIrar

138 Charles Darwin (1809-1882), eHryiecKu IPUPOEHLAK, TEOJION U GHOJIOL.
139 Gerhart Liiders (1920-1995), Hemauku Teopujcku puznIap.
140Busch, Paul and Lahti, Pekka (2008) Lueders Rule (Compendium Entry).
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ag, oHga ce To crame Tpanchopmumme y 1" := PyT P/ Tr(TPy). To je u3Bos u3 ymesa Tekcra
KOJU CJIEJIH.

lepxapr Jluaepc je cBoje npasuiio dopmysmucao Ha HojMaHOBOM omucy mporieca Meperma
(B. [29]) pasmarpajyhin npunnun wiu nocmyaam npojexyuje, OJHOCHO KOJIAIC TAJACHE
dyuknuje. OH mOoCMaTpa UHCMPYMeHm yIoTped/beH 3a OIUC IIPOMEHe CTamba CucTeMa 300r
Meperba, OIIO 4 je OHO CeJIeKTHBHO min He. Jlmmepcos macrpyment, U, cacroju ce ox
orepariuje obnKa I)L((T) = Ya,ex BT P;, 3a npaheme mOHOB/LUBOT, UJIEATHOT, HEJIeTeHepHrca-
HOI' Mepema. TakBUM MepemeM, 0e3 CeJIEKTHBHOI UNUTarba pPe3yJiTaTa, CTale CUCTEMA Ce
rpancdopmuite y T — Iﬂé(T) =Y, PBTP, =Y, Tr(TP,)T/, a nocryiar upojexknuje Kaxe Jja
TO cTambe Kosabupa y T}, aKo je aj CTBAPHH PE3YJITAT MEPErba.

3 Teopuje BEKTOPCKUX MIPOCTOPa 3HAMO Ja Cy JIMHEaPHU OIepaTOpu Ha BEKTOpe Takohe
HEKU BEKTODH, & aHAJOTHO TOME, JIa CY €BOJIyIHje KBAHTHUX CTamba TakoDe HeKa KBAHTHA
cTama, Ja cy IpoMeHe ob3epBabyin — Heke 0063epBabdse. I[locebHO, caMe ITpoMeHe Cy YeCTUIHO-
TajacHe IPHUPOJIE CJIMYHE ocTajuM oO3epBabiama. Jlpyro, dpusmyuku nporecu pearyjy Ha
OKOJINHY, U OOPHYTO, aHAJIOTHO ocTaJiuM ob3epBabiama. Ha oBaj mauuwn je moryhe roBoputu
u o komyHukaimju. Ha mnpumep, n3 reopeme [[.1.47] ciremu na cocoGHOCT KOMYyHMKAIuje
peJICTaB/ba BPCTY 3aBUCHOCTH, a u3 Kbure ,IIpocrop-speme’ (B. [I]), ma 3aBucHocT BOIM
Ka ,JeHePaJINCaHO] HH(POPMAIUjU, WJIK TaIHHU]e ,,KOTUINHA CJI0001€", 1 HEKOMYTATHBHOCTH.
To orBapa HOBY TeMmy y KOjy He ujemo, 3a caja. Haryacuhemo camo y dusuiu Beh mosnare
OJIHOCE U3MeDy KOMYMamusHOCmu onepamopa U Heaasucrocmu seposammoha norahaja koje
OHHU IIPEJICTABIBA]Y.

Jlenepcos onuc Mepema OTKPUBa Ty 0COOMHY HE3aBUCHOCTH, HA3BAHY KOMNAKMUOUAHOCITY
063epBabiin A u B JUCKpETHOr CIIEKTpa: OHE KOMYTHPAajy aKo W CaMO aKO Ce OYeKHBaHa
BpeIHOCT B He Mema I10j HeceJleKTUBHUM JIuaepcoBuM omeparopoM A y 6mjI0 KojeM cramby
T. OBaj pe3yJsiTaT je OCHOBA 38 GKCUOMY AOKAAHE KOMYMAMUEHOCTU U Y PEJATUBUCTUIKO]
KBAHTHOj TEOPUjU 110/ba. ¥3ajaMHA KOMYTATUBHOCT 003epBab/IN, IPUAPYIKEHUX PASTHIATHM
obJyracTMa IMPOCTOP-BpeMeHa, 3HAYN HEMOT'YNHOCT yTHUIlaja MCXOa MEPEmha y jeJHO] peruju
Ha MUCXOJe y JApyroj. AJm moMeHyTa CIOCOOHOCT came IIpoMeHe Jia Oyle 063epBabiia, OBOM
paBuIy mnpaBu usyserke. Jla 6mcmo 60/be pasyMesn n3yserke, MOHOBUNY OBO HA jOIII je/IaH
HAYMH U CAMO MaJIo MpEeIu3Huje.

Yorrre, y KOMIIIEKCHOM CelapabuaIHoM XUJI0epTOBOM IIPpOCTOPY H ca ceOn-IpuapyKe-
HUM 0IIepaToOpoM A JUCKPETHOT CIIEKTPa U CIIeKTpaJine jekoMmmosurimje A = Y, a; B; penanuja
B = Y, E;BE; Baxku 3a cebu-ipuipyzkeH oreparop B ako m camo ako B KomyTupa ca
ceum F;. Jlpyrum pedmma, ako omeparopu A u B KoMyTHpajy, Taja UCXOJIHU Mepera
Jipyre 003epBabiie — perpe3eHTalrje oneparopa B, He 3aBuce oJ IPETXOIHOr MEPEha IIPBe
obzepBabiie — penpesentanuje oneparopa A. Osaj cras je 1998. romunHe mpolupeH Ha
LHeomTpe” 0b63epBabiie MpeCcTaB/beHe ,CEMUCIIEKTPAJHOM  MEpOM U Ha, jOII HEeKe mocebHe
o63epsadsie (B. [45]). Uspas ,uucTpyment” je yBenen y paiy [46] 3a onuc npomene crama
CucTeMa TOKOM KBaHTHOI' Me€peiba.

Crpora MOHOBJBUBOCT Mepema y3uMa ce y cMuciy HojmanoBe zunomese noHossueocmuy
KOja KazKke: ako (pU3WIKYy BEJIMIUHY JIaTOr CHCTEMa MEPUMO y3aCTOITHO, J00ujaheMo jeTHaKe
BPEJHOCTU. 3a MEpemhe ce Kaxke Jia je caabo MoHo8sU80 ako, napadpasupaM, y3acTOIHA
IpUMeHa WHCTPYMeHAaTa Ha, eJIeMeHTe I0Jha JOI YBEK Jlaje je/IHaKe pe3yJsiTaTe Kao KaJja ce
jeJlaH MHCTPYMEHT HPUMEHU Ha MPECEK THX eJIeMeHaTa.

O dukcHuM Taukama KBaAHTHHUX ollepaluja MoxkeTe Hahu y pajy rpyie ayropa, [48], uz
2002. roguue. Tamo ce pasmarpa cKyI orpaHnYeHuX JnHeapHux orneparopa (bounded linear
operators) osHauen ca B u £ ckyn kBanTHux ederara (quantum effects), na Xunbeprosom
npocropy H. Kpautau edbektn onrorapajy KBaHTHUM MEPEHUMa THUIIA ,,Jla-HE", KOja MOTY
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6utu ,meomrpa‘. Ckyn onepamopa e2ycmune p (density operator) KBaHTHHX cucTeMa (CBU
Ha npocropy H) je
D={peT:Tr(p) =1}, (1.381)

rze je T ckym omeparopa Tparosa, kKojum ce jedunuiie Hojmanosa enmponuga (1.267).

Y paxay ce mocmarpajy auckpernu Huzosu Ey € £ (k= 1,2,...,) ,Heomrpux" edekara
Mepema (J1a-He) unju 30up KoHBeprupa. BeposarHoha Hanmaxema k-Tor nucxoja y cramy p je
P,(E}), a HaKOH Meperba je E;/ QpE;/ 2 [ Tr(pE})). Pesynrupajyhe crame HaKOH Mepera ajiu
6e3 ob3epBarmje JaTO je ca

o(p) = X B, pE,, (1.382)
k

Koje je aduHO npecimKaBame (UyBa Taduke, IpaBe U paBHUHE) ca cKyma D Ha camor cebe.
Yumennna /1a ce MepemeM He HapylllaBa p n3pakasa ce ca ¢(p) = p, Jak/ie jeTHATNHOM
dbukcue Tauke, Koja BaXKu ako M camMo ako p Komyrtupa ca csakuMm Ej (B. [49]). Tana
ce Kake J1a je p KOMIIAKTUOM/IHO ca CBakKuM Fj, a caMm Taj cTaB ce Ha3WBa T'e€HEPAJHCAHO
JTudepcoso npasuso (Liiders rule). Ca tum Hasazom nocraje BUJJbUBHUjE J1a 32 B CTaba 32
KOja KaXKeMo Ja Cy ,,KOMIIaKTHOmIHA  MokeMO pehu u ,He y3HemMupanajy ce'.

Y nyamHoj cauiu, BepoBarHoha jia hie edpekar A OUTH U3MEPEH Yy CTalby ) U3HOCU

Pyp)(A) = Tr (A Ek: B pE,! 2) =Tr (; B2 AR,/ 2) : (1.383)

Ako A y 6msio KOjeM 0OJ] CBOjUX CTakba HUje HapyIIeHO MepemeM, ouhe

zkj EPAE)” - A, (1.384)

koje ce, nedunumyhn ¢p(A) = ¥, E;/2AE;/2, ceomu Ha ¢(A) = A. Mebhyrum, oo A caza
He Mopa Gutu y ckymy T (mpocropa H), a joka3 nomenyTor JIuaepcoBor mpaBuiia He
pagu. Yeinos ¢(A) = A cana He 3HaYM 0OaBE3HY KOMIAKTHOMIHOCT A ca CBUM CrambuMa
Ej.. Mehyrum, HeKOMyTaTUBHOCT oliepaTopa A ca HeKuM Fj, HEje IpempeKa Ja ce U3 3aKOHa
nomnyne eeposamnohe, Teopeme [1.1.41] cra 3°, mobuje:

Tr(pA) = Py(A) = pr(Ek)Pp(A’Ek)

(B, pE A)
Tr(pEy)

= S Te(pEy) =T (p Y B2 AE?).
Kako oBo pasymeru, ma Kaja ce paju O pacrojeiu BepoBaTHOha, Kajla 3aKOH IOTIIYHE
BepoBaTHOle Baxku 3a cBe p € D, na onga oner pobujamo ¢p(A) = A?

Ha npumep, kaga je mMepeme Ej, U3BpPIINEHO Y jeJIHOj OrpAHUYEHO] O0JIACTH, & MEPEHE
A W3BPIIEHO y JAPYToj, IPOCTOPHO OIBOjEHO], IPBO Meperme Hehie yTunaTu Ha Jpyro, Ia je
¢(A) = A. YV ayanHoj caunu To HEje JOBOJBHO, jep by PElPEe3eHTyjy MPOIect Koju (o3uBam
HAa [IPETXO/THO 3allaKarbe) Takohe HHTeparyjy ca OKOJMHOM, Al He 06aBe3HO Ha NCTH HAYNH.
Tana ce JIugepcoBo mpaBuio Mopa 3aMeHUTH HeKUM ciabujuMm. Ta 3ameHa je pazMaTpaHa y
IIOMEHYTOM DPaJly O (DUKCHUM Taukama KBaHTHHX onepanuja (B.[48]).

3BannvHa, (puU3MKa ce joIl YBeK HUje OIpee/inia OKO UHTYUTUBHAX TyMaderha KBAHTHE
MeXaHWKe, aJli HaC TO He OrpaHmYaBa ja ux rnomuibemo. lllTapumre, To 6m TpebdaJio j1a HAC
mokpehe 7a UX UCTparKyjeMo?
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Ha mpumep, pasymeBame HEKOMYTATHBHOCTH OIEpATOpa KAaO 3aBUCHOCTH BepoBaTHONA
caydajuaux jgorahaja KOju MX Permpe3eHTyjy, 3aTUM U 3aBUCHOCTH CAMUX (DU3UYKUX BEJTMUNHA
koje mepumo. Taksa je ymorpeba Xaj3enbeprose HeoiapeheHOCTH, UMITYJICA U II0JIOXKaja,
y kwusn ,JIpocrop-speme (B. [I], npumep 1.1.2). Oneparopu ummysica p U mojoxKaja
UMajy UCTY pelpe3eHTalln]y, PeruMo IpOCTOpHO-BpeMeHcKy. Heonpehenoctu mepema j1y»k
k-Te KoopamHATE MPOCTOP-BpeMeHa cy pemoMm App n Azxp. 3HAMO Ja 3a TPOU3BOJE OBUX
neoapehenoctu Bazke nHejennakoctu Ap;Axy > %h(sjk, IIITO 3HAYM JIa Ce YK MCTUX IIPABAIA
oBe HeoapeherocTu MehycobHO ,,y3HeMHupaBajy", na He KaykeM KOMIIAKTUOWIHE Cy — V AyXY
rOpHer TEeKCTa, a Ja Ce ,,MTHOPHIINY" y MpaBIUMa pa3juduTux jguMmensuja. Moxkemo pehu
Ja oxrosapajyhn nmaposu umajy npeo MmunuMagHe £y = App Az a 3aTUM YKyIIHE , KOJUIIHE
cnobone’ £ = Y £, Koje MOXKeMO Ha3UBaTHU U ,reHepaucanoMm nadopmarmjom™ . To ce mako
ITOOIIIITaBa HA CJAMIHE HEKOMYTATHBHE OllepaTope.

Jpyrun npumep je KBaHTHA CIPErHYTOCT, O KOjoj he ce Tek pachnpabibaru. 3a caja
[IPUMETHUMO JIa je OHa I10jaBa MeIllaiba U3BECHOCTH Y CIYYajHOCT, /1a jeé TO CYIITHHA 3aBUCHUX
BepoBarHOoha, Xaj3eHOeproBux peJanuja, ma ,Kogundune caobomne”. lakie ma nema ,,caoboe”
0e3 ,3aBUCHOCTU U /2, OapeM Ha IPBU IOIJIe, TO 3BYyYHU UYIHO.
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1.3.7 OpToroHanHocT

[Tonpasymeamo ga je V yHuTapaH BEKTOPCKH IPOCTOP U Ja je L BEKTOPCKH IIPOCTOP
JIMHeapHUX oneparopa ca jgomenoM V. ITomohy ckamapror nponssoga moryhe je nedpunucarn
yriioBe m3Mehy BekTopa, a Mely TakBuMma HajBaykKHUjU cy npasu yriou. OBje mpe cBera
pasMaTpaMo y3ajaMHO OKOMHUTE WM opmozonaane éekmope. Kagna 3a BekTope x1,T9 € V
Baxku jejHakocT (x1]|re) = 0 KazkeMo Jia Cy y3ajaMHO OKOMHUTHU MJIM OPTOIOHAJIHU, & KaJla je
[z1] =1 u ||z2] = 1 xaxkemo nma cy jeuHUYHE iy KUHE, jeJUHUYHO HOPMHUPAHU, UJIA CAMO
nopmupanu. Kana cy u jeHo u Ipyro, onga cy opmonopmuparu. Kopuctumo aedpuHunmjy
[I.2.55] opronopMEpaHOr CKyIla BEKTODA.

Hdedununmja 1.3.68 (Opronopmupana 6asa). 3a ckyn basnux sexmopa {e,} 3a xoju easice
jednakxocmu:

L, p=v,
(eulev) =0 = d Ly,
Kaotcemo 0a “YUHU OPMOHOPMUPAHY 6a3Yy.

®ynxrumja d,,, je Kponexepos deama cumbona. Bpoj BekTopa 6ase Moxke OUTH KOHaYaH
wim OecKoHadaH, a MU CMO ce Beh OaBuyim npBuM ciydajeM. Jlokazaam cMO J1a CBaKH
BEKTOPCKH MPOCTOP MMa OPTOHOpMEpaHy 0a3y (Teopema u Bugenu ['pam-IlImuros
nocrynak (1.210) dopmupama Takee 6aze. [Hokasamu cmo Becenosy jennakoct (Teopema
u [TapceBaJsioBy je/IHAKOCT, H€H CIIEIUjaJHU CJIy4daj. Y HACTABKY lleMO IIPBO IOHOBUTHU
Imap OCHOBHHX II0jMOBA, IOTJIEIaTH HEKOJIUKO jeJTHOCTABHUX IIPUMEPA, & 3aTHUM Pa3MOTPUTU
nocebHocTH BanaxoBux mpocTopa.

[Tomohy opToHOpMuUpane 6a3e MUIIEMO JIMHEAPHY CYIEPIIO3UIN]y DA3HUX CTAIbA:

n

x =) ey, (1.385)
p=1
so how is:
(€H|.T> = (e,u| Zal/eu> = Zau<€u|eu) = Oy, (1386)
MOZKEMO ITHCATH
z =Y (euz)e,. (1.387)
pn=1

Kama cy pernpesentanuje 6asaux BekTOpa 063epgab.ae, pu3ndke BeIUIHHE KOje MEPUMO, Ta1a
je KeanmHo cmare perpes3eHTalja BeKTOpa &, & PElpe3eHTalja BEeKTOPCKOr MIPOCTOpa je
KSAHMHU CUCTNEM.

Kako kBaHTHHU cECTeM TpeCcTaB/ba HEKHU OIIITH €0 MPUPOJE, TPOCTO 0bjekTe Moryher
mocMaTparma, WIH JIeJI0OBe HAIer eKCIePUMEHTa, TO y CBAKOM IOCEOHOM CJIydajy UMaMmo
nocebaH BEKTOPCKHU IIPOCTOP. Y CBaKOM CiIydajy, KoedHIHUjeHT CBOjCTBa €, BEKTOpa I,
KOMILTEKCHI 6poj (e,|x), HasmBamo amnaumydom naror ceojcrBa (o63epabie). Ksagpar
HOpME aMILTATY/IE, |(eu|:n)|2, npescTaB/ba 6eposammolly HajlaXKera CBOjcTBa. HeszaBuche
dusnuke BeJIUIUHE, KOje MEPUMO PA3JIMIUTUM jeInHUIaMa (PUINIKAX MepPa, YBEK MOKEMO
[IPEJICTAB/bATH OPTOHOPMUPAHUM BEKTOPUMa HeKe b6a3e. 3aTo je MareMaTndka (bopMa KBaH-
THE MeXaHNKe TOJMKO BayKHa W 3aTO Ce TOJMKO 3aIpyKaBaMoO Ha OBUM ,0aHAJTHUM CTBApUMAa,
yKJbyuyjyhu u ciemehe ,mpeBuiie jeTHOCTaBHE IpUMeEpe.
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3
IIpBu mpumep. Peanan Tpu-gumMeHn3noHa aH IpOCTOP, YecTo o3nadaBan R, nma 6a3y
BEKTOPA IIPEJICTAB/bEHY OPTOHOPMUPAHUM MaTpHUIlaMa-KOJIOHAMA:

1 0 0
el=0], e=|1], &*=]0]. (1.388)
0 0 1

Kako 3HaMO Jia cy oBU BekTopu opronopmupanu? Ila 36or nedbununuje YHUTAPHUX
pocTopa y KojuMa ce jedbuHHUITe CKaJIapHO MHOMKeme ca e; - et. MHade ce MaTpuie-KoIoHe
HUINY ca FOPHUM, a MaTpulle-BpeTe ca JOHUM HHIEKCHMa, IITO je Mpelu3Huje U y CKIaLy
je ca o3HaUaBamEM Kowmpasapujanmnuxr u rKosapujanmnuxr tensopa (B. [50]), amm ce y
KBaHTHO] MEXaHUIIM Te pas3jinKe OOMYHO caMo IIoJpasyMeBajy W He uctudy. Tako, 3a IIpBU
BEKTOD, MATPUYHUM MHOKEHHEM HaJIa3lMO

1
eice'=(1 0 0)]0]=1,
0

a CJIMYHO M 3a JAPyI'd OZHOCHO Tpehu, OCHM IITO je jeduHHuIla y HAIlUCaHUM BEKTOPHMa Ha
npyrom ofaocHO Tpehem mecty. Muoxkehn BeKTOpe pasimumyuTux HHIEKCA (KOBAPHjaHTHU
ca KOHTpaBapHUjaHTHUM) Jo6ujaMo HyJse. Y JabeM TeKcTy fiemo uzberaBaru mocebHOCTH 1
TEH30pCKa O3HadYaBama, rnoapasymeBalieMo ux, Kkaja roja je To moryhe.

IIpousBosbaH BEKTOP JATOr MPOCTOPA X = (551 To 333) UMa, HOPMY':

3 3
jof? = 3 Halew)” = 3 i, (1.389)
k=1 k=1

mTo je mpuMmep Beceaose nejednarocmu Koja je moctana Ilapcesanosa jednarocm. Canmdma
0BOMeE, ajI CaMO MAJIO OIMINTHja, cy ciejgeha jBa mpuMepa.
Apyru npumep. Peasnan n-puMmensnonasian npoctop R™ nma HOpMy

n n
jof? = 3 Kalew) = 3 i, (1.390)
k=1 k=1

ca 6a3HUM BEKTOpUMAa HU30BUMA HYJIa U IO jeJTHOM jJeJIMHUIIOM Y CBAKOM cjiejieheM BeKTOpy
na cienehem mecry. Hammcana Hopma je 3ampaso [lapceBasioBa jemnakoct.
Tpehu npumep. Oxaropapajyhu komiiekcan npocrop C" uma HOpMY

n n
2 = 3 Nalew)” = 3 |oil?, (1.391)
k=1 k=1
e je x = (x1,x2,...,2,) € C", a:
1 0 0
1+¢] 0 1+2] 1 1+:2]1 0
e = —— , €e9=—— N . 1.392
0 0 1
je oproHopMmupana 6aza y C". Ilpumerumo, Ha npuMep, 1a je %(1, 0,...,0) KoBapujanTHU

BEKTOD 0/iroBapajyhier KOHTpaBapujaHTHOT BEKTOPA.
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Mmuore ocobuHe KOHAYMHO IMMEH3NOHAJTHIX BEKTOPCKUX IIPOCTOPA Ce IIPEHOCE Ha CIyvajeBe
Kaja je Opoj aumeHswja beckonauan, n — oo. Tama Kaxkemo ja je 6a3a OpTOHOPMHPAaHA,
aKO je OPTOHOPMUPAH CBAKHU IbEH KOHAYAH IOJACKYI. BecKOHavaH CKyIl BEKTOPA je JIMHeapHO
HE3aBHCaH, aKO je JUHeapHO He3aBUCAH CBAKM IberoB KOHaYaH MoACcKyIl. IIpu ToMme, BeKTOpruMa,
peIMo T M Y, CMarpamMo caMo OHe umje HopMme, pexobu (1.391), komBeprupajy, a rakobe
KOHBEpIrupajy u ckajgaphu (yHyTpamimbu) npoussoau (z|y).

Ilpumep 1.3.69. Iloxasamu da beckonauar Hu3 MPU2OHOMEMPUCKUT GYHKUU]Q

1 1
1. ex(t) = —=coskt, 2. ex(t) = —sinkt, 1.393
{0 = {0 = (1.393)
s3a k = 1,2,3,..., wunu opmonopmupany 6asy peasnoz (A, € R) eexmopcroz npocmopa
Pynryuja obauka x = Aei(t) + Agea(t) + ... ma domeny t € [-m, 7], ca ynympawrsum

npoussodom obauka
T
(z|y) = / xydt, (1.394)
—Tr

3a npousdsomre m,n € N,

Pewerve. IIpoBepaBaMo HOpMUPAHOCT:

1. (enlen) =1 [ (cosnt)?dt =

% fww(l +cos2nt) dt = %(t + %sin2nt)|:r =1,
2. (enlen) = %f_ﬁ(sinnt)%lt = %f -

" (1 -cos?2nt)dt = %(t - % si1r12nt)|7_r7r =1
[TpoBepaBaMoO OPTOrOHATHOCT (M # n):

J7 [cos(m —n)t + cos(m +n)t]dt =0,
J7 [cos(m - n)t - cos(m +n)t]dt =0,

1. (emlen) =121 f:r cosmtcosntdt =
2. (emlen) = = [ sinmtsinntdt =

[ 3] )
|=||H

s

JEP Cy BPEJIHOCTU MHTErpaJia:

™ 1 s
/cosztdtz—sinzt =0, zeZ.

77 z -

Y oba ciyuaja, 1 u 2, dyukuumje eg(t) ce nHasusajy Qypujeosu koeduyujenmau. O

Yorrire, y KOMILIEKCHOM YHUTAPHOM IIPOCTOPY C[,ﬂ’ﬁ] HEMPEeKUIHUX (PYHKIHja HA Cer-
MeHTy [—7, 7] ca cKaJapHUM POU3BOIOM

(z]y) = /7r x* (t)y(t) dt, (1.395)

¥

dbynxuuje
coskt +isinkt B ikt

Var o 2r

YKMHE OPTOHOPMHpDAH OECKOHAYAH CKYIl BEKTOpa. 3a Npou3BosbHY (yHKmjy = = x(t) us
HaBeJIEHOT IIPOCTOPa OPO]

en(t) = k=0,+1,42,..., (1.396)

_ _ 1 ﬂm ikt
{k—(xlek)—\/%/_ﬂ ()e * 1 (1.397)
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nazusa ce Takohe Oypujeon koedunujent GyHKIM]E X Y OMHOCY HA DYHKIIN]Y €k, a POPMATHO
carpaben pej

S &e™, e=2,71828... (1.398)
k=—o00

HasuBa ce Pypujeos ped dyHKIMjE T.

Pexkyin cmo ma ¢pusmyke ocobure, MONYT KOJUIUHE KPETarba (I/IMHyJIca quTI/Iue) W
[I0JI0XKAaja, MOYKEMO CMATPATH eJIeMeHTHMa BEKTOPCKOT pocTopa V Ha  Tejiom ckajapa C,
jep 3a BUX Bayke aKCHOMe BEKTOPCKHUX mpocropa. OCHOBHO KO THX (PU3MIKHX OCOOUHA je
n3oMopdu3aM ca CBAKUM JIPYTHM CKYIIOM jeJHAKor O6poja (Takohe HezaBucHuX) Gusmakmux
ocobuHa, OJHOCHO ojrosapajyfinx (amcTpakTHUX) BEKTOPCKHUX IIPOCTOpa. 3aro ce Heliemo
W3HEHAINTHU Kala KBAaHTHA CTarba OymeMo Hasmazuan y popmu OPypujeoBux peaoBa.

Ha npumep, 3a 6a3He BeKTOpe MOKeMO y3eru TpuroHomerpujcke dyukimje (1.393), ma
nary (mpomsBosbHy) dyuknujy passuru y Pypujeose pemoBe. AHajornja ca MEpUOINTHAM
rmojaBaMa W TaJlacuMa je omiTa mojaBa y npupomu. a mu je Jlyj me Bpoﬂ yopaBo TO
nMmao y Bugy 1923. romumue KaJia je M3HEO 3aMHUCAO Jla Ha HUBOY aTOMa YECTHIE MaTepuje
y KpeTamy OCHM YeCTUIHUX MMAajy U TajacHa CBOjCTBa, 3a caja Huje butHo. OH je OTKPHUO
TaJIACHO-IEeCTUYHY MPUPOY CYIICTAHIE Koja je moTBphenHa ekcrepumentom 1927. romume
360r 4era je 1929. mobmo HobesoBy narpajy 3a dbusmky.

Slika 1.54: 2Kosed Dypuje

(DypI/IjePl?I je y MaTeMaTuKy yBeOo HJIejy Jia ce cBaka InepuognvHa pyHKIUja MOXKE IPe/l-
CTABUTHU IIOMONY peJia KOCUHYCa U CUHYCA, KOjU Cy Ha 1ocebaH HAYNH HOoBe3aHu. 3a PyHKIN]Y
f(x) ce kaxe 5a je nepuoduuna ca nepuogom T’ axko je f(x+T) = f(x) 3a cBe x. Y HaCTABKYy
pagumMo ca nepuognaHuM pyHKIHjaMma mepuoga 1’ = 27w. IlpernocraBmamo ma je dyHKIHT]a
f(z) ca nepuomom 27 ancoyiyTHO MHTErpabWIHA HA UHTEpBaLy [—7, 7] Tako ga je cienehn
T3B. ﬂupuwﬂeoelllgl UHMe2PaL KOHAIAH:

/_W ()| dz < oo. (1.399)

Takobe npernocraB/baMo Ja je Ta QyHKIMja JeJUMUIHO KOHTHHYa Ha (MMa KOHAYaH Opoj
JIICKOHTUHYUTETA) U JeJMMUYHO MOHOTOHA (MMa KOHAuaH OpOj MaKCUMyMa U MUHHMYyMA).

1417 ouis de Broglie (1892-1987), dbpanuycku dusnaap.
142 7oseph Fourier (1768-1830), dppanmyckn maTeMaTuyIap.
143Ppeter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), Hemauxu Maremarudap.
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Kana cy ncnymenn oBu ycmoBu, Taja nmocroju Pypujeos pea dyukimje f 1 OH KOHBEPTUPA
AaToj PyHKINjH.

Hesuas/buea matepuja

OBa orkpuha kopucre ce y dwusunu, ajgu jorr yBek camo dopmasno. Hajgam ce ja
here paszymMeTn KOJIUKO je TO HEJOBOJHHO U3 Cjenehux yBOAHUX ODjallliberba, Uhja 1asba
pa3pajia 6u Hac oiBesa JAJIeKO M3BaH OKBHpPa KBaHTHe MexaHuke. l[Ipumermmo, 1pso, na
300r' IPUHIIAITA, KOHAYHOCTH MaTepUje MOXKEMO CMATPATH Jla CBaKa TPajeKTopuja (pUu3ndKor
Teja ca JOBOJBHOM TadHomrhy ucmymasa dgopmanne Pypujeose yciose. Jlomarwo, ma cy
cBa (bU3MUKa KpeTarba YjeJIHO U TajlacHa, IIPU YeMy allCTPAKTHUM TaJacuMa (CHHYCOUIaMa.)
MOKEMO MPUIPYKUBATH PA3InInTa (PUUIKA CBOjCTBA.

Hocnemso ToMe, oproapajyhe cyrncramiie y KpeTamy MOI'Y UCIIO/baBaTH jOIT HEKe ocoOuHe,
perumo unTepdepeHIiyje, aau u 3aJIpKaBaTi cTape 0COOUHE, PEIUMO KOH3EPBAINjy €HEPIHje.
YV rakBoM Tpermany nahu hemo, Ha mpumep, j1a UHTEPGMEPEHIINjOM MOXKEMO NOHUWMUMU
nBe 3pake (7Ba HOTOHA) CBETIOCTH, ATl HE U IbUXOBY YKYIIHY €HEPIrujy U JOOUTH 3Py IKEHY
qecTuily Hegudnuge ceemaocmu. LllraBuine, MokeMO CMATPATH A CAUIHO HHTepdEPUpPaHe,
3/IpyZKeHe ,HeBUIJ/bUBE MaTepHje MMa CBYa OKO HAC.

AwmmnTyna Tasmaca 3apyKene  HeBHJbIBE" decTHIle je (IpubmKHo) Hy1a, na je Boprosa
BepoBaTHONa Hajlaxkemwa (Mepemwa) Takse yecruie Hysa. Ca apyre crpaHe, camMo CyICTaHIA
uctux (CAMYHUX) cBOjcTaBa MHTepdepHupa y 3/1pPy’KeHY ,HeBUJUbUBY® decTully, 300r uera
je (ckopo) memorylie meno pasisajame. Melyrum, TakBa yecTuria uMa eHeprujy, mna MoxKe
MMaTH Macy Koja IPDABUTAIIOHO pearyje u Moxke 6uru cactojak mamre mamepuje (enr. dark
matter), 36or Koje rajakcuje porupajy 6p:ke HEro 1mro 6u TpedasIo.

Slika 1.55: Ilapasiesino nmomepae.

Tpancaanujom BekTopa T — &' 110 3aTBOpeHoj nyrtamu N - A - B — N yuyTtap cdepHo
3aKpHUBJbEHE IMOBPIINHE, HA CJIMIA m neculie ce (jezBa mpuMeTHa) pasJ/idKa IMOYETHE U
3aBpIHE BPEIHOCTH JaTor BekTopa. TemeHa tpoyria NAB pemoMm cy ceBepHH TOJ U
IBe TadKe Ha €KBaTOpYy, a CJMKa ce OOMYHO KOPUCTH Jia Ce IOKake 1a je 30up yIyioBa
cpepre 2eomempuge Behu oj ucnpyzxenor (180°). OBje je KOPUCTUMO Jia HOKAXKEMO Jia
y CIydajy 3aTBOPEHOI KpeTarba Tejla Y PEJATHBUCTUIKOM I'DABHTAIMOHOM II0JbY, HOYETHU
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U Kpajibu UMIYJIC (JaTH BEKTOP) BUIle HUCY jeJIHAKH, IITO yKasyje Ha uyypere eHnepauje.
Taxobe, oBa cimka ykKasyje Ha jon jegry MOryliHOCT pa3jiBajarba ,HeBUJJbUBE  UECTUIIE, 34
DPA3/INKy O/l MHTEPAKIHja ca APYTUM UeCTUIAMA, CAIa KPETArheM M0 3aTBOPEHO] MyTarh

y 3aKPUBJHEHOM IIPOCTODY.

Y pazmarpamuMa UHTEPGEPEHIje 3aHUM/BUBO j€ W HOBO O0jalllIbehe eKCIePUMEHTA
dsocmpyku 0meop, y3 CIUKY YKpaTKo, CaJallboCcT JATOT MECTa je MHTepdepeHImja
CBUX Tajiaca OJf HaCTaHKa BacuoHe 70 jaHac. OHO MITO MM CaJla BUIUMO je TOIyT Tajiaca
Ha MODPY Ha KOjUMa ce JbyJ/ba Opojinh He Mapehu o Kom4uHM BOJjie uclof mwera. Jlose moxe
OUTH caMo JieceT MeTapa, aJid U JeceT KWJIOMeTapa OkKeaHa [0 jHa. ako je meMmy duHU Ja
je TO CBejeTHO, OHO 3aITpaBO U HUJE.

To Tanacame Bojie Ha MOBPIIUHU KOj€ BUIUMO ITOPEIAM Ca HAIIIOM CAIAIMEL0IINY HOIIIEHOM
yKymHoM Hamiom nporwiornhy. Cako o Hac (cBaka decturia) je usrpaljen HU30M TpeHyTaka
CBOI' 2KMBOTA; HAIA IMPOIIJIOCT U HAIlla »KUBOTHA MCKyCTBa jedununty wac. llojemuuaqnu
CMO ¥ jeJIMHCTBEHHW, jep je jeJIMHCTBEH ITyT CBAKOI OJ HAC OJ] HACTAHKa BaCHUOHE JIO JIaHAaC.
Ta BpcTa HEOHOB/AUBOCTH Y CKJIAIY je CA NPUHUUNOM CAYydajHocmu, jep je oymyhuocT u
onpehena nponutonihy u 06jeKTUBHO HenpeaBubuBa. Ilpumernhy jorn camo ma 360r ncror
Baxku u nogHatu llaynujeB npunyun ucknyuerba: IBa WIN BUIIE UACHTHUIHUX (HEPMHUOHA
(1ecTura ca MoJIy-1eIMM CIITHOM ) He MOT'Y 3ay3UMaTH HCTO KBAHTHO CTAIbe YHYTap KBAHTHOT
cucrema ucroppemeno. Ha mpumep, He nmocroje 1Ba eJIeKTPOHA Y UCTOM aTOMY Ca CBa YeTHPH
KBaHTHaA Opoja jegHaxa.

DypurjeoBn pefosu

Dypujeos ped bykuuje f(x) nar je ca

f(zx) = % + > (apcosnz + b, sinnx), (1.400)

n=1

rie cy OypujeoBu KoeUINjeHTH:

1 /7 1 /7 1 (7
ag = —/ f(x)dz, ap= —/ f(x)cosnxdz, by = —/ f(x)sinnx dz. (1.401)
) nJ . nJ_p

Aamepramusnu Pypujeos pen
agp ) ) ap [
flz)= 5 7 Yodpsin(nz+¢,) v f(x)= 5 > dp cos(nx - 6y,). (1.402)
n=1 n=1

rZ[O6I/I‘]'EL C€ U3 OCHOBHOI' CME€HaMa.:

dy =2 T2, teion = 20 10, (1.403)
an
Y cBUM Tadukama JIOMeHa je
1
f(x):lir%g[f(q:—s)+f(x+5)], (1.404)
E—

ITa Cce y TadKaMa JUCKOHTHUHYUTETa TO Yy3MMa 3a BPEIAHOCT yMECTO IIPETXOJHUX.

144
To Tpeba pa3IMKOBATH, PEIIMO, Ol OTBOPEHE IyTalbe KPeTarha CBETIOCTH.
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Ba napne dynryuje, 3a koje Baxku f(—x) = f(x) 3a cBako x n 360r Yera cy oHe CHMETPUYIHE
y OJIHOCY Ha Yy ocy, cunychu 1ian OypujeoBor pejla UIIde3aBa, 1a beH pa3Boj y Mepuoje 27
rocTaje

flz) = a0, Z ap COSNI, (1.405)
2 n=1
ca QypujeoBum KoeduIijeHTIMA:
2 (7 2 [T
= —/ flx)dz, an= —/ f(z)cosnxdx. (1.406)
™Jo ™ Jo

Ba nenapre gynryuje, 3a koje Baxku f(—x) = —f(x) 3a cBako = 360r Yera cy OHe IEHTPATHO
cUMEeTpUYHE y oiHocy Ha ucxomumre O, KocuHycHu 4ian PypujeoBor peia HUIIIe3aBa U
UMaMO

[oe] 2 s
flx)= Z bpsinnz, by, = —/ f(z)sinnzdz. (1.407)
n=1 T™Jo

V macTaBKy HOTJI€1ajMO HEKOJNKO KaPpAKTEPUCTUIHAX IIpuMepa pa3soja y Pypujeose peose
ca IEepUOJIOM 27, KaJla TU Pa3Boju IMIOCTOje U KaJia KOHBEPIUpajy.
Dypujeosu KoeuumjeHTH

ITpumep 1.3.70 (Koedunujerrn). IIpemnocmasumo da je pynruuja f(x) 2w-nepuodusna u
npemnocmasumo da je npedcmasmena Dypujeosum pedom. HUszpauynaimo Pypujeose koedu-
yujeHme.

Pewerve. Ba xoedunujent ag, uarerpupamo Oypujeos pej Ha UHTEPBAILY [—T, T ]:

: F(z) da = map + ni [an/

=T

s s

cosnx dx + by, /

sin nx da:] =
vy

o i::[an(smnxﬂ +bn( cosnfv)|;]:7m0+ i[0+0],

n n n=1

/ f(z)dx,

3a u3padyHaBaibe [0jeJINHOI KOeUIjeHTa, ay,, MHOXKUMO 00e crpane Pypujeosor peja
. ™
ca COS I W MHTErPUPAJMO 9JIaH II0 UJIAH: f_ﬂ f(z)cosmndzx =

IIITO je TagHO.

v (e} i v
ap .
= ?/ cosmx dx + Z (an/ cosnxcosmmd:z:+bn/ smn:r:cosm:ndx).
- - -

n=1 ™

[Tpeu wian (Ha Apyroj crpaHu jejHakocru) je Hysa. Jlasbe, kopucrelin TpuroHomerpujcke
UJIEHTUTETE 33 IIPOU3BOJIE, J100UjaMo:

J7cosna cosmz da = 1% J7 [cos(n+m)x + cos(n —m)x]dz =0,
J7 sinnazcosmadr = 5 [T [sin(n +m)x +sin(n - m)x]dx = 0,

Kaja je m = n. ¥ Caydajy m = n UMamo:

2m _r

s
[” sinnazcosmadr =5 [7 (sin2ma +sin0) do = § (- <520L) ‘ =0,
[7 cosnzcosmzdr = ["_cos® ma dx = % J7 (1 +cos2ma) du = .
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Oryna
1 ™
am:—/ f(x)cosmzdr, m=1,2,3,...,
T J-m

IITO je Takohe TavHo.

3a pobujame Dypujeosor koeduiujenTa b, CJIMIHO IPETXOIHOM, MHOXKUMO DPypujeon
) )
pel ca sinmx, HHTErpupaMo WIAH II0 WiaH U J00HjaMO IO3HATH Pe3yJITar

s
bm :/ f(x)sinmzdzr, m=1,2,3,...
-7
Ha taj naunn jokasyjemo dopmysie 3a rope HaBejieHe KOeUIUJEHTE Gy, U by,. O
TunnyHmn paseojmn

IIpumep 1.3.71 (Kpagparuu tanac). Passumu y 2m-nepuoduuan Pypujeos ped dymruugy

0, wzel[-m0],
f() :{ 1, ze(0,7],

Ha unmepsany [—m,].

Hara dbynknuja je T3B. k6adpamnu mansac (eHT. square wave), a IbeHH Pa3BOju y IPBUX
n =5, 3atum n = 15 unanosa OypujeoBor peja npukaszaHu cy Ha cuauiu [1.56]

5 T T T T T T T T
o — W E
1y s et HAeroohi
|| m=15 - i | | \i ]
.‘ f T
3 [ ‘l' Hi ill J {l 1
| 1 ‘ ' ]
2| 1
B ; i\l ! \__
1| : - j :
3 i \ } i.»;
ol Ha o e il oA A 1
BV W TN )
_1 i |
T | [ [ [ [ | [ [ | T
- 0 T 27 X 37

Slika 1.56: Ksajparuu TaJjac.

Pewerve. VzpatynaBamMo peaoMm:

1 (7 1 (7 1
aoz—/ f(a:)d:zz—/ lde=—-7=1,
- 7 Jo T
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1 (7 1 (" 1 si ™ 1
an:—/ f(:c)cosn:cdx:—/ 1-cosna:dx:—smnx| =—-0=0,
oy - )

x ™ n lo nr
1 /7 1 /(7 1 7T
by, = —/ f(z)sinnxdr = —/ 1-sinnzdx = — (_cosnm)| =
T ) T Jo v n 0
1 1-cosn
= ——/(cosnm —cos0) = —Tr,
nm nm
a Kako je cosnm = (-1)", 1o je
1-(-1)"
L 1oL
nm
IIpema Tome, 306up
1 & 1-(-1)"
flx)==+ 1=CED" sinnz, (1.408)
2 /4 nw
je pasBoj y @ypujeos pes ,KBaIpaTHOr Tajgaca’. O

ITpumep 1.3.72 (Tecrepacru Tanac). Passumu y Qypujes ped Tecrepactu Tanac, Ha UHmMe-
peaay [-m, 7] ca nepuodom 27.

Ha coumm je (mraBa) uzgOMJbeHA JIMHUja KOja HPEJICTAB/bA ,,TECTEPACTH Tajaac”,
f(t) =t—[t], vue je [t] ,majsehe neso ox t*, oko Kojer ce yBujajy (IpHe) riaTke JuHUje, 361Mp
IPBHUX HEKOJUKO wianoBa OypujeoBor pega. 3a TpaskKeHd HHTEPBAJ j€ JOBOJHHO MOHAB/LATH
IIpaBy JIMHUJY, Y = L.

Slika 1.57: TecrepacTtu Tasac.

Pewere. Tecrepacrta dyHKIHT]ja je HENapHa, ma je ag = a, = 0. Tpaxxumo koedbunujenre by,
MMapIUjaTHOM UHTETPAIIA]OM:

1 (7 1 (7 1 m T
bnz—/ f(x)sinnxchz—/ $sinna:dx=—[(—cosnx)‘ —/ (_cosnx)dx]:
Zy - - T n - Jox n
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1 s
= — [—27rsinn7r + ( ‘

sinnx )
nm

1 1
] = [—277 cosnm + —(sinnm — sin(—mr))]
n nm n

=T

QSinmr) 2 (sinnﬂ'
nmw

1
:—(—27rcosn7r+ —mcosnm].

n nm n

Cwmenom sinn =0 u cosnm = (—1)" pesom 3a cBe 1esie n, 106ujaMo
2 2 2
by = —[-m(-1)"]= == (-1)" = = (-1)"*".
nm n n

[Tpema Tome je

(-1)"sinnz

S

r=y
n=1
®ypujeoB pa3Boj ,recrepacre QyHKIIHje" . O

IIpumep 1.3.73 (Ilapabosmunu tanac). Pazeumu y Qypujes ped mapaboJMIHU TajAac,
y = 2%, na unmepsary [, 7] ca nepuodom 2.

Slika 1.58: ITapabosinanu Tajac.

Pewerve. Tlomrro je dynkiuja mapua, b, = 0. Hasbe:

I I L3 272
aoz—/ f(x)dxz—/ :c2dx=—x—‘ =i,
T J_r T ) _r T3 l-x 3

17 2 [, 4
an=— [ f(z)cosnzdr=— [ z"cosnzdr=---=—(-1)"
™ J_n T™Jo n

[Tpumenuu cMo mapiujaiHy HHTErpanujy asa mnyta. Konauno, Tpaxkenu Oypujeos pem Tor
MapaboIUIHOT TaJIaca je

2 )
9 T 4 n
r°=—+ E —(-1)"cosnz.
3 n:1n2( )

Ha commnu [[.5§] je pemerse 3a n = 2 — upseHo, u n = 5 — IIIABO. O
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Ha kommutekcue @ypujeose pesose npesiazumo nomoly Ojinepose dopmyste (1.201) 3arum
Tpancdopmanmjama, OJjJIEPOBUM U MPULOHOMEMPUICKUM PEJOM:

cosf = 5619"' € “0 ginf = —§Z€9+ éie‘ie,
ei(9+¢’) = eei?, cos(0 + @) = cos@cos - sin@sin o, (1.409)
O¢it = i (0+9) cos@cosqb s cos(9 +¢)+ 5 cos(¢9 ?), )
deew ie'?, % d cosf = —sinb.
Cmenom 6 = nx 3aTum:
1 inx 1 —inT . . inT 1. —inT
cosnr = —e"" + —e """ sinnx = ——ie"" + —ie ",
2 2 2
y ocuoBau Dypujeos pei, mobujamo:
i 1 . 1., 1.
f(x) = a0, M1 an( —eM 4 Zem Ty 4 b, (—=ie™T + Zie )] =
2 & "3 2 2
> -1 1 1 .
=40 Z —(an - —zb )emw + ( an + —iby e,
2 &b 2
nim kpahe, y obsuky (1.400), mumemo:
oo ‘ Lan %ibn, n>1
f@)= > e™, ¢ =1 a0, n=0 (1.410)
o0 ajp| + ;wa n < -1.

Koedunmjenr ¢, je yriiaBHOM KOMILIEKCaH (OCUM Cp) M BaXKU ¢, = C°,,

Bparuhemo ce cajia orer Ha pazMaTpama Tajaca MaTepuje, ajl He OHAKO CIIEKYJIATUBHO
KaKO je TO OBJie HArOBENITABAHO Ha HEKNM IIPETXOJHUM CTpaHUIlaMa, HETO Ha YIJIABHOM Y
dusuIm 1mo3HaTe u NpoBepeHe CTBAPH.
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1.3.8 Tanacu matepuje

3HaMO Jla eJIeKTPOH KPY2KH OKO je3rpa aroMa ajid Ja He maja y To jearpo. To Oum
ce morahaJio y Makpo-cBeTy 300r MOryhHOCTH mOcTeneHor IryOuTKa IMOTEeHIUjajiHe eHepruje
aa He U Yy MHUKDPO-CBETY, jep Cy IPOMEHe eHepruje eJIeKTpOoHa KBaHToBaHe. ['yburm (mim
JIOOUIM) eHepruje y MUKDPO-CBeTy Mory 6utu camo ckokoButu. To ce npso Haciayhyje us
TpeTupama 003epBabdJie Kao ImakKeTa BepoBaTHohe, 3aTUM CMO Ce MOTJIU TIO3UBATU HA IPUHITUIL
KOHAYHOCTU MaTepuje, a cajia MPElo3HajeMo Ja UCTO CJeJM U U3 TeopeMe O pasJiaramy
(upousBosbHe) dyHKIiwmje y nepuoguane Pypujeose pemose. OBo mocientbe, GU3NKATIHO
pEeUeHO, 3HAYHU J[a Ce CBaKa YECTHUIA MOYKE IIPEJICTABUTH KAo TaJjac.

Slika 1.59: Esexrpomaruernu taJac.

Ha caumnm je maaac ceemaocmu, OJHOCHO IIUPET EAEKMPOMAZHEMHO2 3PAYUENE, KOje
ce KPO3 BAaKyyM IIpocTHpe Op3mHOM mpubmmxkno ¢ = 3 x 108 m/s. Enexrpuuno mosse ce
[IPOCTUPE TAPAJIEJIHO 2-0CU ¥ MHJIYKYje MAarHeTHO I0Jbe MapaJsiesHO Y-OcH a Tajac ce Kpehe
JIy2K x-0ce. 3a Tajiace yOIIIITe BaXKW Jia je MPOU3BOJL masache dystcune A U dpexseryuje v
jenHak Op3WHHU TaJIaca, 114 je 38 CBETJIOCT

A= c. (1.411)

TasracHO Kperame je nepuoduuHo ca NMepuojiamMa Koje ce MOHABJbajy Ha CBaKOj II0jeINHO]
TaJACHO] JyKuHU A ca TpajameM T’ Koje Hazuamo mpenmaj. Ppeksennyja v = 1/T je 6poj
TpenTaja y jeIMHUIN BpEMeHA.

OB0j KJIaCHTHO]j TIPE/ICTABH €JIEKTPOMATHETHOT 3paderba MOKEMO J0TATH U HOBE KBAHTHE
ommce, IIOMeHyTe Topes Kjyoura u Xamamapaosor Beraruia (1.43). U3 crama HensBecHocTH,
CyIEepIIO3UIIIje, CBETIOCT Ce peain3yje, Koaadupa y jeian o1 Moryhux mcxo/ia, mpersapajyhu
CBY KOJIMYUHY HEM3BeCHOCTH y umHMOpManujy (cBake oj] HapaJsieJIHUX PEATHOCTH). 3aThM
ce me-peanusyje, m3 mHbopmarmje y Hem3BecHOCT. (Ca CTAHOBUINTA HEKOT MMATHMHAPHOT
rmocMaTpada, ca CyIpOTHIM TOKOM BpeMeHa OJT HAIIET, CBe Ca HAIlel CTAHOBUINITA PEAJTI30BaHe
uHpOpMAaIje ’eMy Cy UMarnHapHe HEM3BECHOCTH, U3 KOJUX My HacTaje uHdopMmanuja. Cee
3a TaKBOI' [IOCMAaTpava HacTaje HHPOPMAIHje, 38 HAC Cy CYIepIO3UInja HEU3BECHOCTH.
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JemmnaxocT oBUX KoUIHHA Tponsniaadn u3 aedunnrmje lenonose ungopmayuje. Hanme,
nadopMaluja ciaydajuor gorahaja koju uma n € N jensako BepoBaTHHX mcxoaa je S = Inn,
a 1o je Xapmaujesa ungopmayuja (1.267). Y ciyuajy pacrnojese BepoarHoha, Ha mpumep
(1.79), Xapraujese nadopMmalyje mojeMHAX UCX0a BepoBarHohe py = 1/ng usHoCE

Se=-Inpr, Dpr=1, (Vk)pi 20, (1.412)
k

Ia je ’UXOBO MATEMATHIKO OYeKUBarbe (Cpe/iba BPEIHOCT)

S = Zkak, (1.413)
k

a 1o je Illenonosa uudopmanuja. Ha npumep, kaga bamamMo KONKY IMaMO mecT MOryhHoCTH
(k = 1,2,...,6) cBaka ca ucrom BepoBarHohoMm (p; = 1/6), ca yKymHOM HemsBecHOIINy
jennaxom Illenonosoj undopmariuju

61 1
S=> - (-In=)=In6~1,79
=16 6

y jenuHMAIaAMA TPUPOJHUX JorapuTama (nat). YKyIHa KOJMINHA HEM3BECHOCTH Ipe Oarammba
KOIIKEe jeTHaKa je nHMOPMAIUj1 jeJHOT OJ1 UCXoda barama.

[Tprua ca peanmsarujama HeU3BeCHOCTH (DOTOHA (CBETJIOCTH) Ca OBUM TEK 3AMOTHILE.
[Iperxomuu omnuc, peanusalinje HEM3BECHOCTU Y WHGMOPMAIINA]Y 38 HAC U HEKOT OJf MMATHHAD-
HUX ITOCMaTpada, BaykKd 3a CBAKO KBAHTHO cTatbe. (CBHM MMarmHApHHU [TOCMATPadd, KOjU
JIOKUBJ/bABAjy ITpeTBaparbe Halle uHdopMalyje y jeJHo of (HaMa) CTamba CyIepIO3UIuje
3a HAC Cy paBHONPABHU, ajin OHU MeDycoBHO (y HAIIO] MIPONIIOCTH) He MOI'Y KOMYHUIUPATH,
Kao IITO MU HE MOXKEMO KOMYHHUIIMPATH Ca CBOjUM IapaJieTHUM peaiHocTuMa. Ilpu Tome,
doronu nmajy u cBoje mocedOHOCTH.

domon, KBAHT eJIeKTPOMarHeTHOr 3paderha, Kpehe ce OP3MHOM CBETJIOCTH, I1a MY Ca
HAIIIET CTAHOBHUIIITA JIyTOPOYHO Iuiesajyhiu (crernujaina Teopuja peJaTHBHOCTH) BPEMe CTOjU.
Mebhyrum, kparkopouso ruegajyhin To je Hemoryhe (npunnun konadnocTn), 360r dera Tpeba
MPETIOCTABUTH J1a BpeMe (POTOHA OCIHIIYje, Jla OHO Ca CTAHOBMIITA HAIIEr TOKA BpeMeHa
HAIIPABU ,,KBAHTHHU CKOK' Hampes na Hasag. OBO je 3aHUMJBUBO 3allaykalbe 3a HEKY JPYTY
pacipaBy, aJd OBJe HACTAB/HAMO Ca KJIACHIHUM, IMUPE MO3HATUM CTBapHUMA.

Enepruja dorona je

E = hy, (1.414)

e je (mpubmmxno) h = 6,626 x 1073* m? kg/s [Irankosa wonemanma. CeeTiocT Hema
Macy MUpoBama, all KaJa 6u je mmasa Onita OM y CKiIajay ca IIO3HATOM AjHLHTajHOBOMiEEI
jeTHAIIMTHOM

E =md. (1.415)
CaeryiocT HEeMa Macy MHPOBarba aJll MMa UMILYJIC D = MU, IPOU3BOJ Mace U Op3uHe, IIa je
oBJIe

P= (1.416)
jep je p = me. OBy dopmyny je Jlyj me Bpoj moommmtno y c¢Bojoj mokTopckoj Tesu 1924.
roguue Ha cBy Mmarepujy. Cama, xajga je Jlyj me BpojeBa xumoreza Beoma moTBpheHa,

145 Albert Einstein (1879-1955), reopujcku dbusmaap poben y Hemaukoj.
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moxkeMo pehu jia je cBaka decrura (Tesio) MOIYT OPKeCTpa PasHUX Tajlaca-decTHIa Ca
pesysnrupajyhom rasacHoM gyuHoMm A = h/p, y ckiany ca (1.416).

Jlajbe ce MOXKEMO OIleT HaJOBe3aTH Ha OO0jallliberbe eKCIEePUMEHTa Jd80CmpyKu 0meop,
npukazanor Ha cjwunum [1.26] I[lorceham, na 3actopy C, HaKOH IpoJiacKa YECTHUIA-TAIACA
KpO3 OTBOpe 3acTopa B, rommiajy ce muxoBe MHTepdEpeHIje YaK U Kaja Cy JYeCTHUlle-
Tajacu IMPOIYIITaHE jeJiHa 3a JPYIOM y JIYTUM M HEXOTUYHUM BPEMEHCKUM Da3MaIliMa.
Tamo je mpenmoxkeHO objallliberme TOr ,ayaHor gorahama moMohy mHTepdepeHIije — Kao
HE3aBHCHE CJIydajHe Tojase (3a pasimKy o1 MojiepHe Pu3uKe), a caja CMO y IPIIAIHN 1A Ty
HOBY (XHIIO)Te3y OIeT IIPOBEPABAMO.

Hakste, y npusmnu na 6y/y y okBupy garor jgorabhaja (MHTepBasa MpocTopa U BpeMeHa )
CBe YECTHIEe-TAJACH BACHOHE, Koje OM MHade MOTJIe KOMYHUIIMPATUA AJU CY Y 3aT€ICHUM
OKOJTHOCTHMA HE3AaBUCHU ciydajuu gorahaju, nartepdepupajy. Mehyrum, 3a BeJTMKO MHOIIITBO
PABHOIIPABHUX CUHYCOW/Ia HA WHTEPBAJY jeJIHE IIEePUOEe UMaMO

00 27
> / sinnxdr =0, (1.417)
0

n=1

IIITO 3HAYM Jia MHTEPQEPEHIIN]ja UITIe3aBa, I1a YeCTUIle-TajIaca HeMa. ¥ yCJIOBUMA CUMETpHUje
(XOMOIeHOCTH ¥ M30TPOIHOCTH ), HEMa TI0jaBe sudsuse mamepuje. Y CYIPOTHOM CIIyHajy, ¥
yCJIOBUMA HECUMETPHje Ta Ce HyJITa PABHOTEXKA HE OJIPKABA.

Oro objarmerse je JOMyHa U TOPH0] HAIIOMEHH O eJIEKTPOMArHeTHOM 3patery. PoToH
je Takohe gecTHIa-TaIac, ajld TaKBa Koja ce Kpehe OP3MHOM CBETJIOCTH, OCHHUIyjyhu TaMo-
0BaMO U3 HEU3BECHOCTU y M3BECHOCT U OOPHYTO (y HAINO] peajiHOCTH) U crarHupajyhm y
Bpemeny. To Huje ,Taslacame BaKyyma'', Hero nopemehaj cumerpuje Bacuone, 30upa MHOIIITBA
CHUHYCOU/JIA, KOJU C€ IIPEHOCH ,,[TPA3HUM IIPOCTOPOM' OP3MHOM CBETJIOCTH & KOjU JO0YKUBJ/bABAMO
Kao ¢doron. HamomumeM, 0BO je jOII jeIHO MOje IPUBATHO 0Ojalllbehe U Hilje 3BAHNIHU CTaB
HayKe, 3a Pa3/uKy O/ OCTaTKa TEKCTA.

VY ckiagy ca pasBojeM dyHKInja y Oypujeose penose, pesyarupajyhy masachy gynruyujy
MaTepujajHe YeCTHUIE TUIIEMO

o = elkz=wt) (1.418)

orpanndasajyhu ce camo na amcrucy (z-ocy) u Bpeme (t).

Y Tymademy CyICTaHIE KAa0 M3pa3a alCTPAKTHUX UCTHHA, KOje OBJI€ 3aCTyIliaM, OBAKBa
dbopma marepujanne wecrune nuje nsHenabemwe. Hakon zanaxkama ja je gecruna (1.418)
HerocpeiHa mocseuna passoja dyukimje y Oypujeos pen (1.410), marepujanna gectuia
KpHje joIl jeHy MaTeMaTHudKy HCTHUHY, JIa MHOXKEH-e KOMILIEKCHUM OpOjeBUMa, IIPEICTaBIba
poraruje y KOMILJIEKCHO] paBHH, a Jia ce IOMONY KOITO3UIlNje POTaIlja MOXKe ITOCTUNN CBaKa
usomMeTpujcka Tpancdopmarmja (Koja dyBa yjasbeHOCT u3Meljy Tauaka), KakBe Cy IeHTpaIHa
U OrJIeJIAJICKE CUMeTpuje min TpaHcaanuja. Muoxeme KOMILIEKCHIM OpojeBUMa HejeInHU-
YHOT MO/LyJIa YKJby4dyje U XOMOTeTHj@ Ca gpyre crpane, JyaJjiaH [IPOCTOPY BEKTOPa je
BEKTOPCKHU IIPOCTOP JIMHEAPHUX OIE€PATOPA, & JIyaJaH JyajHOM je IOJIa3HU IPOCTOP, Ia Cy
U caMa KBaHTHA CTalba, Ka0 U €BOJIyIHje KBAHTHUX CTarba, je/IHAKO TpaHcdopMalimje.

Bparumo ce caja Ha dasne yriiose ¢ = kx — wt u npumerumo jga y Ojrepooj dopmysn
nobujamo (jemume) peasie BpeaHocTn €9 = £1, HAN3MEHUYHO TIO3UTHBHY 118, HETATHBHY JIOK
y u3pasy ¢ = nw neau 6poj n pacre. Ilocebno, kana je ¢ = 0 u exp(i¢) = 1, Tana je kx = wt,
IITO 3HAYA 1A je

T
Y_Z_y, 1.419
il (1.419)

146X omoTeTnja je KoHTpakimja win qunaTanuja durype.
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Opsuna tasaca. [/lakie, Hau3ries Mpou3BO/bHU apaMeTpH, k KOju ce Ha3uBa maaacHu 6poj
U w KOjU ce Ha3mBa Yyzaona @pexsenyuja, oapehyjy ce anamusom (k = 2w/, w = 27v) u
MEpEmEM. 38 UMG2UHAPHY JeOUHUYY ©, KAO IIITO 3HAMO, BayKN i?=-1.

OBo ce J1aKo mpoImpyje Ha ocTaje KoOpAuHATHE oce (OpAMHATY U AIlLJIUKATY):

p=hk, E=hw, (1.420)

riie je h= h/27 ~ 1,055 x 1073 Js pedyrosana Ilnankosa xomcranta. Tanacmu 6poj caja je
MAAACHYU BEKMOP
k=kgzép +kyéy+ k€. (1.421)

OptoBe ¢, j u k 49ecTo O3HAYaBaMO ca €, €, u €,. Kana je (1.418) jeman (Pypujeos
KoebUINjeHT) y HU3y cabupaka, KOMIOHEHTH CJIOYKEHOI BEKTODA CTakba, MUIIEMO

b = ael R (1.422)

rue je ¥ = x€; + Y€y + 2€, BEKTOP I0JIOXKaja 4YecTUle-Tajlaca y TPEeHyTKy t. Y ciydajy
ca0600He wecmuye, aMIIIITATY/a @ je KOHCTaHTaH peajaH 6poj. Ysumajyhu y o6zup (1.420)
oBa dopMyJIa 1mocTaje

Y = ae!PTEDN (1.423)

OJIaKJIe Ce BUJIM Jia ce TajlacHa (PYHKIIMja jOIIl yBEK MOXKE PACTABUTU Ha (DAKTOPE, IPOCTOPHU
exp(ip - 7/h) u Bpemencku exp(—iEt/h).

Y HactaBKy, 3a usBoheme Illpedunzepose jednanure, 300r jeJHOCTABHOCTH, IOJIA3MMO
omer ox dopmysie (1.418). Vkynna eHepruja tajaca jeJHaka je 30upy Kuneruuke Fj u
HoTeHIyjanne [y

E=FE,+ E,, (1.424)

_1 2 : :
mTo 00n4HOo numemo F = §mv + Ep, re NOTEHINja/JTHa €HeEPTU]a J0J/J1a31u O I'PaBUTAIIMOHOT

1107ba, €JIEKTPUYIHOT T10Jba, Wi GiI0 wera apyror. Taxobe, moxkenmo mucarn E = p? [2m+ E,,
jep je mMmmyJic p = mv a KHUHeTU4IKa enepruja By = m2v2/2m. Haswe, u3 (1.418), nepusupamem
obujamo:

Z_f = ke Remt) = kg, (1.425)
R i
a_;é’ = (ik)2p = _%w, (1.426)

2
Kaxko je Ei = g—mw + Ept), nonazumo J0

B2 9%
EYy=-——+F 1.42
¢ 2m 8.’1}2 + pd}a ( 7)

a To je epemencru Hezasucra lpeamHrepoBa jeTHATUHA.
Bpewmencku 3asucuy IlIpesunreposy jennaunuy nahu hemo, oner, nepusuparsem (1.418):

oY

bk 1.428
o = Y, (1.428)
36or E = hw, B = hwip, —+ B = —iwyp = 3¢, nobujanmo
O
E = ih—. 1.429
Y=ihg, (1.429)
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Kom6unyjyhu oy ca nperxognom (1.427), npousmiasu pesargmja

2 92
iha—d) = —h—8—¢ + Ep), (1.430)
ot 2m Ox?
KOjy HasuBaMo epemencku 3asucHa [IpenuHreposa jeiHadnHa.

Ipenunrep je oy jennaumny usBeo 1925. a objaBmo 1926. rojune, 3a mra je 10010
HobesoBy narpajy 1933. roaune. HberoBo opurunnaHo nsBobheme je JAJIEKO CJIOXKEHHUje
Ol OBJIE IIPUKA3aHOT, aJIi je Uieja WCTa, Ja ce Johe N0 jeHavunHA MATEPUjATHUX Tajaca
KBaHTHe Mexanuke. ,Muoru dbusndapu, a MOXK1a 1 BehnHa HUX, YOIIITE U HE PA3MUIILIBA]Y
o Hacranky lllpenuHrepoBe jenHadmHe OHAKO Kako je oH TO pajuo” — kaxe O. Ckyun,
mpodecop Ha A& M Yuusepsurery y Tekcacy. Permema Te jeqaaunne Buiie Hac e usnexahyjy
Ka0 HeroBe CaBPEeMEHUKEe U MU y3UMaMO 3J/IpaBO-3a-TOTOBO Jia fie TO 3a jare yCJIOBE yBeK
6utu tanacHe dyukuuje nonyr (1.422); Koje TyMaunMO KAo COICTBEHE BEKTODE U HUXOBE
COIICTBEHE BPEHOCTH.

Bpemencku He3aBucHy 1 BpeMeHcku 3aBucHy LlIpenHrepoBy jeiHaunny 3a je/IHy 9eCTHILY-
Tajac y TpPU AUMEH3Hje IPOCTOpa JIaHaC MMHUIIIEeMO [TOMONyY omepaTopa:

Hiy(r)=Ey(r), HY(r,t)= ih%\ll(r,t), (1.431)

ca Xamuamorujarom, TUHEAPHUM XEPMUTCKUM OIIEPAaTOPOM Koju je y oba ciydaja

2
H--Tv v, (1.432)
2m

. 2 2 2 . .

Osge je V2 = % + g—yQ + % oneparop audepennupama, a V(r) morennujaiHa eHepruja
gecTuie-Tajiaca Ha Mecty r. Hesasucuo oxn Illpegunrepa Herse y ucro speme je XajseHobepr
pa3BHO MATPUIHY KBAHTHY MEXAHUKY, /1a O ce BPEMEHOM CXBATHUJIO JIa CY TAKBU IIPUCTYIIN

caMo 1oceOHe perpe3eHTalrje allCTPAKTHOT BEKTOPCKOI' IIPOCTOPA.

OcHoBHa peluersa

ITpumep 1.3.74 (Hectuna y KyTuju). Paszmompumo Kpemarve wecmue-manaca no ancyuc
nod ymuuyagem nomenyujana V(x)=03a 0<z<a uV(x) =00 3a x ¢ [0,a].

Pewere. Mpenunreposa jennaunna 3a z € [0,a]

R ()
2m  dz?

= E(z),

Jlaje corncrBeHe BekTope (eigenvectors) m corcrsere BpegHocTH (eigenvalues):

2 . (nnx h2n?
Y (x) = —sm(—), n = 5
a a 8ma
san=1,2,3,..., a u3BaH uHTEpBaJa, 3a x ¢ [0,a], oBe BpemHOCTH Cy HyJITE. OJ

OpTOroHAJIHOCT pellemha CAeIu U3

/0 (@) (@) i = Sy,
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Slika 1.60: Yecruna y ,Kyrujn‘.

IITO je JIAKO IIPOBEPUTH M3padyHaBambeM nHTerpaia. Pemema cy crojehu tasacu npuka3anu
Ha CJII/IL[I/Im Yecruma-rasac ocraje 3apodsbera usmely suyosa (x =0 u x = a), kpehyhu ce
ca KOHCTaHTHUM HMITYJICOM P = £V/2mF TaM0-0BaMO Kao Pe3y/ITaT IMOHOB/HLEHUX O/I0Hjarba
0J1, 3UJIOBA.

[Ipumerumo 1ga Hema HYJATOT CTalba €HEPruje Kaja OM YecTHila MUPOBajIa y KyTHjU a
e T0J102Kaj 610 Tadno onpeben. Ilpermsmuje, u3 p? = 2mFE cileqn Ja UMILYJIC P pacTe
ca ckpahuBameMm MHTEpBaJa a U Ja ce Tajma dectuna kpehe 6pxke. Ta mocnenuna, ma u y
HajHIKEM CTalby eHepruje JecTulla WMa Behy eHeprujy ol HajMamhe MOTEHIHjajIHe, Koja je
Yy 3HAYAjHOM KOHTPACTY Ca KJIACUIHOM MEXaHUKOM, CaJia MOMAaXKe Jia PAa3yMeMO, PEIuMO,
3aIlTO je aToM CTabWIaH U eJIeKTPOHN He TaJajy y je3rpo.

Jpyra BpcTa cwiia jgeyje Ha JIBa TeJa Maca mj U Mg CIOjeHa €JIACTUYIHOM OIIPYTOM.
XapMmoHujcKa cpejuHa OBUX Maca f = mima/(mi + my) HasuBa ce pedykosana Maca a
IIO3HATO je Jja oHA H0Jbe MpeJICTaB/ba Macy oBakBor cucreMa. Cujte Taja neiyjy mo X ynoeo@
3aKOHY: CUJIa 338 CTUCKAIHE UJIN UCTE3aIhe OMPYTe MPOIOPINOHAIHA j€ YIa/beHOCTH.

ITpumep 1.3.75 (Xapmonujcku ocnmiaarop). Pazmompumo kpemaroe wecmuue-manaca no
ancyucu nod ymuyajem cuse F = —kx.

Pewere. To cy cune Xykosor 3akona. [loTenrujaa oBe onpyre m3HOCH
*® 1
V(z) = / (-kx)dx = Vo + 5’“2’

na craspajyhu Vp =0, ¥ = ¢(x), p je peaykoBana maca, u3padyHaBaMo:
h? d%q N 1
2u dx? 2
Yn () = Nan(al/zm)e_O‘IQ/Q, n=0,1,2,...
e je H, Xepmumcku nmuno@ crernenHa n, a mapamerpu o u N, J1edUHUCAHHA Cy CA:
ku N - 1 (a)1/4
h?’ " Va2rp! \ T ‘

147Robert Hooke (1635-1703), enrseckn dpuao3od, apxUTeKTa U IPUMEHEHE MATEMATHYIAD.
148Hermite polynomials: https://en.wikipedia.org/wiki/Hermite_polynomials

ka*y = Ev,

o=
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CoricTBeHe BPETHOCTH CY

1
En = h(,U(TL+ 5),

ca w=+\/k/p. O

Ciuka[l.61| npukasyje concrseHe BpeHOCTH XapMOHU]CKOT ociiaropa 3an = 1,2,3,4,5.
[Tapa6ona je morernujan V(x) Tor ocrimimaropa. Kama ce gecturna yaambaBa 0/ HCXO/IHIINTA,
ca TIOPacTOM N HeHa IIOTEHIMjaHa eHEPruja pacTe, ajd ce Meba M aMILIUTYIa ([a TuMe
u BepoBarnoha). Pesymrar cy omer (kao Kox decruiie y Kyruju) crojehu tanacu, ca Behinm
Opoje mepuona kaja je seha enepruja.

L

Slika 1.61: XapMOHUjCKH OCIIHIIATOP.

ITpumep 1.3.76 (Kpyra poraiyja). Hahu [lpedunzeposa pewersa 3a Kpyry poTaiujy 06a
meaaq.

Pewere. . Kpyru porop” je jeHOCTaBHE MO POTHPAba IBO-ATOMCKE MOJIEKYJIE, TPUKA3AH
Ha CJNIN m (http://slideplayer.com/slide/5127174/). Jla 6u taj npobiem apa Teja
Maca mq U Mo CBEJU Ha jeJIHYy AUMEH3Hjy mocMaTpaleMo BUXOBY PEIYKOBAHY Macy [b =
myma/(m1+msg) y ucxopumry, ca yaamsenonthy r. IIpeaunreposa jeanaqaunna (8. [51]) cama

e
h? 1 0 o 1 92
PR - : 9_ - = :E
2I[sin989 (Sm 89)+sm298¢2]¢(” Wb(r),

Pemema 3a corcrBene pyHKIMjE Cy chHepHu TapMOHUUYU YJM (0, ), nedbunucanu ca

2J+1) (J - |M))!

1/2
[M] iMé
im (J+|M\)!] Py (cos6)e™,

(0.0~

rjie cy P}M‘(x) J0/leJbeHe ﬂe}KaH,Z[pOB dyuknuje. CorcTBeHe BPEJIHOCTHU Cy j€IHOCTaBHE

h2
Ey=— 1).
J 2IJ(J+ )

149 Adrien-Marie Legendre (1752-1833), dbpamiycku MareMaTmyap.
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Csaxku eneprercku HuBO 'y je 2J+1 myra nerenepucan y M, jep M MoxKe ©MATH BPEIHOCTH
-J,-J+1,....J-1,J. O

Potanmonn CIICKTap

Hajnpocmuju coyuaj: JIBoaToOMcKa WIH JIMHEAPHA TTOIHATOMCKA MOJIEKYJIa

Mooen kpymoz pomopa: JIpa jesrpa criojeHa ITaroM 0e3 TeKHHE

HT+1
1(+1)

J = poraimionu KeaHTHH Opoj (J =0, 1, 2, ...) @
I = MoMeHT HHepIHje (L) /

L = peayKopaHa Maca (m,m,/(m, +m,))

r = pactojame u3Mehy Maca

Slika 1.62: KpyTtu porop.

ITpumep 1.3.77 (Arom Bosonuka). Hahu Ilpedunzeposa pewerba 36 BOJOHUKOB ATOM.
Pewerve. Y BOTOHUKOBOM aToMy UMaMO (PUKCHPAH MPOTOH y UCXOMAUINTY OKO KOjer KpPyKu
jeJlaH eJeKTPOH pejiyKoBaHe Mace . lloTeHIujas 3601 eJIeKTPUYHOI [IPUBJIAYEHHA je

e2

V == )
(r) dmeor

y SI jenununama. M3pa3 3a KuHETHYUKY eHEPTH]Y ¥ XaMUITOHUJAHY je

h2
T=-—V
24

a llpeaunrepoBa jeanaunna y chepHUM MOJAPHUM KOODIUHATAMA je

B2[1 0 (500 1 0 (. o 1 0% e?
S e 9 (singZ” - - E
20 [r2 or (T or ) r2sinf 06 (81110 00 ) ’ r2sin? 0 O¢? 47T60Tw ¥

rue je tanacHa dyukuja ¥ = (r,0,¢). UVcnocrasma ce na ce tanacHa GyHKIMja caja
Mozke pactasuTn Ha (axTope R(r)y u Y, (0, ¢), rie je oaj npyru omer cdepHn XapMOHHUK.
Moke ce mokazaTu Jia 3a paaujajHn (GpakTop BayKU jeTHAUYNHA

R d ( 2dR) R2(1+1)
2ur? dr dr 2ur?

+V(r)- E] R(r) =0,
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KOja ce HasmBa padujasna jednayuura BOTOHUKOBOT aToMa. Hbena perrema cy

1/2
(n—1-1)! ]/ ( 2 )“3/27,,6””%2”1(&)
3 M

B (r) = = [2n[(n +0)!] nao "\ nag

rne 0 <1 <n-1,aag je Bopos padujyc, eoh?|mue®. Oynkumja L2 (2r/nag) je nomemena
Jlazeposa éyn%‘uuya@ Enepruje

e2

Ep=-—"— n=12 ...

8megagn?’

O

Cy COIICTBEHE BPEIHOCTH aTOMa, BOIOHUKA.

Ha ciaumnu m (XﬂnepcbI/ISI/IKaFEI) BHIMMO jOII HEeKe JeTasbe BopoBor mozmena aToma ca
cranopuinta [Ilpeaunrepose jemHadnte, J0CIEIHO pelleby u3 npumepa (1.3.

P L LT T

"

- . n= 3

BO,I[OI—[P[KOB dTOM:

Huro pezoHaHCe eJIeKTPOHA O

n=1
A, =2nr, =6.28a,
n=2 "
/\/\/ 2A, =21,
A, =12.57a,

A, =18.85q, 3\, =2nr, P y
TanacHe Jy>KHHE CTabha Nt et
a, = 0.0529nm = Bopoe panujyc

Slika 1.63: Arom BOsOHUKA.

3a paznuky on Ilpenunreposor, BopoB Mmomesr atroma He ycreBa ja 00jacHU 3allTo
Cy HEKe CIEeKTpaJ/iHe JIMHHUje CjajHuje ol Apyrux. DopoB Mojen TpeTupa eJIeKTPOH Kao
MaJy IUIaHeTy Koja KPYXKH OKO je3rpa ca jJaCHHM DaJdjycoM M HMILYJICOM, ITO ce (3a
pazsiuky oj IIIpeaunarepoBor Mojie/ia) IMPEKTHO CYIPOTCTaB/ba Xaj3eHOEPrOBOM NpUHUUNY
Heodpehenocmu, KOju Kaxke Ja MO3UIlMja ¥ UMITYJIC He MOr'y OUTH oiapeleHe HCTOBPEMEHO.

Pemema [pegunrepose jenHadnne Ha3uBaMO CIIEKTPOM, jep oHa TO u jecy. M3 3ammca
[Ipeauurepose jemnadmie BUJJBUBO je Ja je onepamop enepauje

-~ 0
E=ih— 1.433
i, (1.433)

rze je h Ilnankosa peykoBaHa KOHCTAHTa, | je UMaruHapHa jeIMHAIA, a MapIijaJ i H3BOII
(osHavenu ca J) ce KOpUCTe yMeCTo TOTaJHUX JepuBanuja (d/dt) jep je Tanacua dyHKIHjA

159 aguerre polynomials: https://en.wikipedia.org/wiki/Laguerre_polynomials
Y51Hyperphysics: http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/Bohr.html
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Y (r,t) Takobhe dynkmja nonoxkaja r = r(x,y, z). Onepamop umnyaca PeJOM JyK aIcCIuce,
OpJMHATE U aIlIuKaTe, je:

By =—ih2 (1.434)

z = —ih .
b ’ 0z

. " 0
) Dy =—tN7,
Ox Y oy
YV aHAJOTUjU ca KJIACKIHOM MEXAHUKOM, IJie je XaMUJITOHU]aH 30Up KHHETUYIKE U [TOTEHITH]ja-
JIHE eHepruje CUcTeMa, OBIIe UMaMO onepamop XamuimoHujaH

H=T+V, (1.435)
rJe je
~2 2
A h
y A (1.436)
2m 2m

OIIepaTop KuHemuwke enepeuje, na je p = —ihV oneparop umiryJica (CBe Tpu KOOpAUHATE), a
V =V =V(r,t) je oneparop nomenyujasre enepauje.
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1.3.9 CnekTap

Y 0BOj cekIuju Ny HaABECTU jOII HEKOJMKO 3aBPIIHUX OIINTHX U IIO3HATHX TBPhema o
COIICTBEHUM BPEJIHOCTHMA \ JIMHEAPHUX orepaTopa A, Jakje OHUX 3a KOje BarKM jeHaunHa
Aty = \p, anu HapouuTo OHUX Koje pehe cpehemo y simreparypu. Ilpe cera, moacerumo ce
Ja je cnexmap oneparopa A CKyIl CBUX peIllerba MOMEHYTe jeTHAYNHE, IO A.

Teopema 1.3.78. Cnexmap O'(A) HeNperUuIHOe AUHEAPHO2 ONEPAMOPa A Je ogparurder HOPMOM
onepamopa | A].

Zoxas. IlpermocraBuMo CyIIpOTHO, 18 3a HEKO A U COICTBEHU BEKTOD 1), pellleibe jeIHaInHe
A = \p 6yze |\ > |Al. Tana 3a pesoasenm rJie PaJiu jeJIJHOCTABHOCTHU MUIIEMO CAMO A
YMECTO TMOTIIyHOT Al, BaxKu:

1[4 (4)
Ry(A)=(A-NTt=-x1. -2t =1+ + = +...
A(A) = (A a-a iyt 2 (D) 4|
a pell y yrJIacTo] 3arpaju KOHBeprupa 300r |fl/ Al <1, na je
A (A
A-N) (A Hf1+=+(=) ... =1
(-2 fe(5) |1
ITO 3HAYM Ja A HHUje y CHEKTPY, A ¢ J(A). O

HapasHo ma mMa u Ipyrux JoKas3a OBe TeopeMe, Ha IPUMep HEelOoCpPeIHO U3 /lw =\
yamvamem zHopme, ||A| [ = |A|¥], ma 3a || = 1 cremm TBpheme. Yocramom o Tome roBopu
u jema Jlokas nomoliy pesosisenTe, Ha IIpEMep, IPUMEIbeH Ha oreparop A” mokasyje
1a je cexrap o(A™) yryrap kyrie nonynpednuka | A%, To caean us:

AP AT = (A= N) - (A" A2 04 AN 2 2,

Un  Amm omo 360r uera

HaM je OBaj J0Ka3 HAPOYUTO 3aHUMJ/BbUB, je HMOMON y pa3yMeBaimby yCIOBa 3a IUCKPETaH

ma (A - \)~! mocroju 3a |\"| > |A"||, ommocHo xama je |A| > A"

CIeKTap omeparopa. PeruMo, crekTap omepaTropa je JUCKpeTaH KaJa Ce OIepaTop MOyKe
peICTaBUTh (KOHAYHOM WJIM OECKOHAYHOM) MATPHIIOM, YMjU KapaKTEePUCTUUHU IOJUHOM
“Ma HajBUIIIE TPeOPOjUBO MHOTO HyJIa. A JUCKpETaH CleKTap 3HaUM KBAHTOBarhe 003epBabn
IpeJICTaB/bEHNUX JATUM OIIEPATOPOM.

Hedunnnmja 1.3.79 (Komnakruocr). Mempuuwku npocmop X je xomnaxman axo:

1° ceaxu mwezo6 beckonaunu deo uma b6ap jedHy MauKy HaA2OMUAGEAHA;

2° ceaxu Hu3 Yy rwemy uma 6ap jedny adrepenmmny epednocm, myj. cadpoicu bap jedar
KOHBEP2EHMAH JEAUMUNHY HUS.

Jlako je Bujiern ma cy ose jBe jiecpununmje ekuajieaTae. Hanme, ako je (2,,) 6eckonauan
Hu3 y X, oHza je omrosapajylin CKym mHeroBux BPeJIHOCTH {Ty} uin GecKOHAYaH WU Ce
HEeKa O TUX BPEIHOCTU, PEIUMO T, OECKOHAYHO IOHABJ/hA, aJUd TaJa Taj CKyl uma bap
jeHy Tadky HaroMmmiaaBama (Koja je aJXepeHTHa BPEIHOCT) WM je TadKa I AJXCPEHTHA
BpegrocT. OO6pHYTO, ako cBaku Hu3 y X uMa 0ap jeJHy aJXepeHTHY BPEIHOCT, [a U aKo

152
52enr. resolvent — oHO 1ITO pernasa.
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je To OeckoHaYaH HU3 PA3JIUINTHX Tadaka, OHJA je aJIXePEHTHA BPEIHOCT FHEroBa TAYUKA
HarOMUJIABAbA.

Ba ckyn X' ¢ X kaxkemo Jia je Komnaxmar ako je, mocMaTpaH caM 3a cebe Kao IIPoCcTop,
jemaH KoMmIakTaH npocTtop. 3a ckyn X' ¢ X KaxKeMo Ja je pesamueHo KOMNAKMaH aKo
je meroBa aJIXepeHIuja KoMiakTaH ckyln. Kama je ped o guTaBom mpocTtopy X II0jMOBU
KOMIIAKTAaH U PeJaTUBHO KOMIAKTAaH ce momylapajy. JImmeapHum omepatop A: X >Y je
noMNYHo Henpexudar aKo CBAKKM OTpaHUYEH CKYI U3 X IpEec/ImKaBa y PeJaTuBHO KOMIIAKTAH
cKynmy Y.

Y 6eCKOHAYHO AUMEH3MOHAJTHOM IIPOCTOPY OTPAHUYEH OIEPaTOp HEe MOpa OUTU MOTIIYHO
nenpekugan. Ha mpumep, ako je dim X = oo, Ta/ia HACHTHYIKI OIIEpATOP I: XX (koju je
OUNIJIETHO HEIIPEKUJIAH) HUje TIOTILYHO HEelPEeKWJIaH.

3aucra, 1o IpeTIocTapy y X 1MocToju 6eCKOHAYHO MHOTO JIMHEAPHO HE3ABUCHUX BEKTOPA;
HEeKa Cy TaKBU X1,XT2,..., & 03HaUUMO ca X, (n = 1,2,...) mOTIPOCTOP KOjU TEHEPHUIILY
BEKTOPU X1,Z%2,...,Tn. Llaga je X, mpaBu mOTIPOCTOP O X,+1 W X, je 3aTBOpEH, Ia
nocToju Hu3 BeKTopa (Y,) Tako Ja je

1

HynH = 17 Yn € Xnv d(yn,anl) > 5

Ckyn {yn} je orpannuen y X. Kaja 6u ugentuaku oneparop 6uo HOTILYHO HEIPEKUIAH, OH

6u u ckyn {y,} MOpao ja npecjauka y pejaaTusHO KomrakTan ckyn. Mehyrum, I{y,} = {yn},

a u3 nusza (y,) ce He MOXKe M3JIBOJUTH KOHBEPIeHTaH JIeJIUMUYIAH HU3, jep je |Ym — Yn| > %
3a CBaKO M % N.

Teopema 1.3.80. Axo je A:X 5 X noOMNYHo Henpexudar onepamop u B:X > X
oeparuner onepamop, mada ¢y AB u BA nomnyno nenpexudnu onepamopu.

Jloxas. Axo je M orpaHWYeH CKyIl, TaKaB Ja je u BM, na je A(fiM ) peJIaTUBHO KOMITAKTaH
CKyIl 300r TOTIIyHE HENPEKUIHOCTU OIepaTopa A. Buaun u olepaTop AB je TOTIyHO
Henpekugan. IllTo ce Twye Jpyror mckasza, ako je M orpaHdYeH CKyII, AM Te 6urn
PeIaTUBHO KOMIIAKTAH, I he 360r HENPEKUIHOCTU OIEPATOpPa BuB (AM ) 6uTH TaKas.
3uaum, BA je TIOTIIYHO HempeKuIaH OIepaTop. O

113 0BOT CTaBa HEIIOCPEIHO CJICIH Ja OTILYHO HempeKnian onepatop A : X — X He Moke
MMaTU OTpAHUYeH WHBEP3aH omepaTop. J3amcra, Kaja OM TMOCTOja0 OTpaHWYeH WHBEP3aH
oeparop A~!, 6uno 6u AA™! = I, na 6u Ha OCHOBY OBOT CTaBa U jeuHUIHH omepaTop I 61o
MOTIIYHO HEMPEKUIAH OMEPaTOP, IITO HUje TATHO.

Caneneha Teopema TBp/iu Ja NOTILYHO HEIPEKUJAH OIEPATOP MOXKE UMATH HAJBUIIE IIPe-
O6pojuBo MHOTO comcTBeHuX BpeanocTu. Hyma um je jequmua moryha Tadka HArOMUIABAHA.
[Topej Tora TBp/Iu, y CBAKOM 3aTBOPEHOM Pa3MaKky KOjU He CaJIpXKU HyJly, JIeXKU (AIcosryTHa
BPEJIHOCT) CaMO KOHAYHO MHOI'O COIICTBEHUX BPEJIHOCTHU IIOTIIYHO HENPEKH/IHOT OIIePAaTOpA.
3aruM Jla CBAKO] COIICTBEHO] BPEIHOCTU IOTIIYHO HEIPEKHJIHOT OIEPATOpa, PA3JIMIUTO] O]
HyJIe, MOXKE OJIPOBapaTh caMO KOHAYHO MHOIO JIMHEApHO HE3aBUCHUX COIICTBEHWX BEKTOPA,
Tj. OHA MMa KOHAYAH MYAMUNAULUIIEN.

Teopema 1.3.81. Hexa je p > 0 u nexa je A : X - X nomnyno menpexudan onepamop.
A uma camo KOHAYWHO MMHO20 AUMHEAPHO HE3ABUCHUL CONCMBEHUT 8EKMOPL KOju 00208apajy

OHUM CONCMBEHUM BPEIHOCTNUMA A KOJU CY MO ANCOAYMHO] epedrocmu eehu 0d p.
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Zoxas. IlpermocraBuMo CympoTHO, 1a orepaTop A mMa OGECKOHAYHO MHOTO JIMHEapHO He3a-
BUCHUX COIICTBEHUX BEKTOpa Tp (n=1,2,...) TakBux sa je

Axp = Ann, | An|>p>0. (1.437)

Younmo y X morupocrop Xi Koju obpasyjy BekTopu x,. llokazahemo na ma X omeparop
A uMa orpaHMYeH MHBEP3aH OLEpaTop.
3ancTa, BEKTOPH 00JTHKA

T=Q1T] + Qoo+ + QRTE (1.438)
o6pasyjy cByua rycr ckyn y Xi. Ilpema (1.437), 3a oBe BeKTOpe BaxKu:

Ax = 041)\1.%1 + 042)\2.12 R o Ctk)\kxk,

A_lgj = %l’l + %:EZ 4+ e+ %xkv
A1 A2 Ak
jep je /l_l(/lx) =1, a oTyzga
A 1
-1
A7 2] < =[]
p

~

Tume cvo A~ nedunmcanm 3a ce BekTope obsmka (1.438), a A™' Mokemo HempekuHo
npomuputn Ha X7, jep je ckym (1.438) cByma rycr y Xi, a ma Tume ne nosehamo merosy
HOPMY.

Kako je A ITOTIIYHO HENpeKuIaH omeparop Ha X, oH je TakaB m Ha Xi. Mehyrum,
MTOTITYHO HEIPEKUJAH OIepaTOP HE MOXKE MMATH HEOTPAHUUIEH MHBEP3aH OIepaTop y OecKo-
HAYHO JMMEH3MOHAJIHOM IIPOCTOPY (Teopema . To je KOHTpaauKIIMja Ca IOJAZHOM
[IPETIIOCTABKOM, U3 KOje CJIeIu TBpherme TeopeMe. O

Koneknuja Tauaka M. je e-mpesica ckyna X' ¢ X ako KOJIEKIIUja OTBOPEHHUX KYIJIH Ca
HEeHTPpUMa y Tadkama u3 M, u mojynpedHuka € MOKpuBa CKyl Y, Tj. akKo je

X'c U Klz,el. (1.439)
xeM,

Ckyn X' c X je momanano ozpanusen ako 3a cBako € > () MMa KOHAUHY £-MPEKY.
CBaku TOTAIHO OrpaHmveH ckymn S je m orpannden. 3aucra, ako je d(S) npednuk ckya,
Taja je

d(S) <d(M.) + 2 < +o0, (1.440)

jer je d( M) xonauan 6poj o63upom ga M, canpxku camo KoHadaH 6poj Tadaka. Jla o6pHyTO
HHje TaqHO, IPHMEDP je CKYII {e,} y mpocTopy Ip.

YV R* orpammgenocr n ToTasHa OrpaHIHYEHOCT Cy €KBUBAJEHTHH MOJMOBH. 3ancTa, ako
je S ¢ R* orpannuen ckym, oH jexkn y HeKoj Korku. Jemehn Ty KOIKy Ha MBHIIE Mame OJf
e/Vk, Temena oBux mociemmux obpasosalie jeJHY KOHAYHY £-MPEXKy KOja MOKDPUBA KOIKY,
I1a, TUMe M CKYyII S.

Moryhe je mokazaTu yomirTe, y KOMILUIETHOM METPHUIKOM mpocTtopy X, ckym S ¢ X
je pesaTMBHO KOMIIAKTaH aKKO (aKO M CaMO akKo) je TOTajiHO orpaHudeH. llorpeGan u
JIOBOJbAH YCJIOB JIa jé METPUYIKHU ITPOCTOP KOMITAKTAH jeCTe JIa jé NCTOBPEMEHO KOMILIETaH 1
TOTAJHO OTpaHWYeH. Takobe, cBaKM KOMIAKTAH MpocTop je cemapabuaan. OTyaa mo3HaTa
Xajne-Bopeaosa meopema (TBpau Ja normnpocrop u3 R™, ca yobudajeHOM TOIOJIOTHjOM, je
KOMITAKTaH AKKO je 32TBOPEH 1 OTPAHIYEH ), KOja IeCTO CJIy KU 3a JeDUHUII]Y KOMIIAKTHOCTH.
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Metrpuuku npocrop X je KOMIAKTaH Taja u camo Taja (ako nma Xajue-BopesoBy ocobuty)
KaJla, Ce M3 CBAKOI OTBOPEHOI' MOKPWBamka IPOcTOpa X MOXKE W3JIBOJUTH jeJJHO KOHAYTHO
IIOKPUBAE.

Y ajbeM TEKCTY MOoJIpa3yMeBaMo Ja je MmpocTop Xujabepros, o3Hake H, He 00aBE3HO
KoHauHe juMmensuje. O3HAYMMO JIM ca T' CKyIl BeKTOpa OPTOrOHAJHUX Ha T € X U Heka je
Y BexkTopcku nornpocrop ox X, ouga cy zt u Y+ Xunbeprosu nornpocropu o, X .

Ha 6u TO moKazajm, MPUMETHMO Jia Cy OHH OYHUIVIEHO BEKTOPCKH MOTIPOCTOPH (W3
y1 Lx my; L x cueau B1y1 + Boye L o) u ma tpeba jgokasaru camo ja Kommjesn HuzoBu
KOHBEpPIUpajy y muMa. 3a Hu3 Yy, — y u3 ckyna z' Baxku (x|y,) = 0 3a cBako n, na je
(z]y) = 0, re je x* zarBopen ckymn. M3 Y+ = N,y 2t je u Y* 3arBopen ckym, Kao mpecek
3aTBOPEHUX CKYIIOBa, 1A je TuMe XUJI0ePTOB MOTIIPOCTOP O X .

Taj craB omoryhasa pazjarame XujabepToOBOT IPOCTOpa Ha 0063epBabiie. 300r mera Mu
MOKEMO H3BOjUTH OMJIO KOjy T'PYIly HE3ABUCHUX 003epBab/i U TPETUPATH je Kao PErpe3eH-
Tarujy XujabepToBOr IPOCTOPA, KOja je Y OJHOCY Ha OKPY2KEHe eKCIIEPUMEHTA, [TOJICKY T HEKOT
muper Xu1bepToBor IPOCTOPA.

Kazna je Y Xunbepros nornpocrop on X n z € X, a ¢ = d(z,Y) = infyey |2 - y|,
Taga y Y 1OCTOjU je/HA jejuHa Tavyka y Taksa Ja je 0 = |z —y|. pyrum peumma, y
XwibepToBOM MOTIPOCTOPY Y IMOCTOjU jeJIHA jeINHA TadKa Y KOja je HajosmKa Tauku T, a 0
je yIa/beHOCT Tauke & J10 Xuadbepropor normpocropa Y. OBoO HaM MOBOPU O HOCTEIEHOCTH
npomene 063epBabiin. Yak M Kaja Ccy KBaAaHTOBAHUX BPEJHOCTH (CIIEKTAp je JIMCKPeTaH),
MOy T KyIJIM Ha OMINjapCKOM CTOJIY, YBEK MOXKEMO NOBOPUTH O OJIMKUM U JAJHUM.

36or cueneher, Takohe m06po mo3HATOr CcTaBa (DYHKIMOHAJHE aHAJM3E, MPOjEeKIrje Ha
oce HazmBaMmo opmozonasrum. Kama je Y Xumbepros mormpoctop ox X a Tadku x € X
HajO/IMKa TadKa y € Y, TaJla je BEKTOp & — Y OPTOrOHaJIaH Ha Y.

3a OpTOHOpMHUpAH CHCTEM BEKTOpa KaykeMo Ja je nomnyn (Makcumasnan) y X ako Huje
opaBy JIe0 HEKOD' JPYror OPTOHOPMHPAHOI cucreMa. ¥ cBakoM ocuM mpasuor (X # @)
XuabepTOBOM MPOCTOPY IIOCTOjU MOTIIYH OpTOHOpMHUpaH cucteMm. IIpm Tome, HapaBHO, J1Be
oproHopmupase 6aze (ucror XuabepToBor mpocTopa) uMajy jeJHaKe KapjuHajHe Opojese.
[Topen oBux mosHATUX CTaBOBa, HojcehaMm ma je opmozonasna Jumensuja XuIOEpPTOBOD
[IPpOCTOpa je/iHaKa Kap/uHaJHOM OpOjy HEKe eroBe oproHopMmupane Oaze. Ha mpumep,
R( je opToroHajiHa JUMeH3uja mpocTopa lo u Lo.

Teopema 1.3.82. Xuabepmos npocmop je ceEnapabuah Ko U CaMO aKo MY je OPMO2OHAAHG
Jumensuja rajeuwe Rg.

Hoxas. Axo je Xunbepros mpoctop X cenapabusiaH, OHJIA je OH MPeOPOJUB CBYJIA TYCT CKYII
Tadaka {r1,x2,... } KOju ce MOXKe HalmcaTn y ob/auky Hu3a. Kaja us Tor Hu3a 0JCTPAHIMO
PEJIOM CBe BEKTOPE JIMHEapPHO 3aBUCHE 0/ CBOjUX ITPETXO/IHUKA, JI00MjaMo HajBHIle IpedpojuB
CKYII JINTHEAPHO HE3aBUCHUX BeKTOpa Koju je dynjgamenTtasan y X. IlIMuroBum mnocrynkom
OPTOTOHAJIN3AIIN]E 3AMEHUMO Taj €KBUBAJEHTHUM HAjBUIIE TPEOPOJUBUM OPTOHOPMHUPAHUM
cucremoM. Pesynrar je dpynmamenTasan u notnyn y X, ca OPTOrOHAJHOM JIUMEH3UjOM
MambOM O R(.

O6pHYTO, IPETIIOCTABUMO Ja Y JATOM IpocTopy X IIOCTOjU HajBUIIE IPEeOPOjUB MTOTIIYH
OPTOHOPMHDAH CHCTEM {X1,T2,...} . O3HaunMo ca L cKyl JrHeapHUX KOMOUHAIIM]a

)\1371 + )\2%2 + -+ )\n.’rn,

rje je Ay =, + 10, 3a v =1,2,..., ca panmoHaJiHUM OpojeBuMa oy, 8, € Q. Ckym BexkTopa
L je najsuriie mpebpojuB U CBya I'yCT, Ia je mpocTop X cemnapabuiaH. O
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Jlaspe ce y1ako moKasyje jga cy XujabepTOBU HPOCTOPHU KOHZPYEHMHU, UMA]y OCODWHE
(1.335), ako 1 camMO aKo Cy UCTe OPTOTOHAJIHE JIUMEH3HU]eE.

Y KBaHTHO] pelpeseHTaIUju, KaJa cy 6a3Hu BeKTopHu 0063epBabiie (busndku mMepibuse
ocobune), Kaja 300 IPUHIUIA KOHAYHOCTH MaTepuje 6poj Oa3HUX BEKTOpa HU HE JOCTUKE
Rg a KaMoJIi J1a r'a HaJIMAIIN, Tajla Cy HaM JOBOJHHU CENMapabuIHu XUJIOEPTOBU IIPOCTOPU.
MebhyTum, Hucy c¢Bu XuadepToBU MIPOCTOPU CeltapabuJIHK, jep e CBEeT O0jeKTUBHUX MCTHUHA
He CACTOjU CaMO OJI OHOTA IITO HA3MBAMO MATEPUjOM.

Crekrap 6€CKOHAYHO JTUMEH3UOHATHOT OIIEPATOPA j€ HEIIITO HAU3TJIE/ [IOTIIYHO PA3JINIUTO
0J1 CKYyIIa COIICTBEHUX BPEJHOCTU Ca KOjUMa PAIUMO Ca MaTepI/IJaJIHI/IM crBapuma. 3a ouc
TaKBUX KOPUCTUMO MAJIO JpyTradnje n3pase. P€30/L6€Hm 3| onmepaTopa A je ckyn p(A) CBUX
KOMILJIEKCHUX OpojeBa A TakBUX Ja je

Ry(A):= (A=), (1.441)

bujekiuja ca orpaHuvdeHuM uHBep3oM. Omer 360r jeJHOCTABHOCTH MUIIEMO A yMecTo Al.
Cnexmap oneparopa A je ckyn

o(A) =C\p(A). (1.442)

Vormire, ClieKTap JXHEAPHOr OIEpaTopa A cacToju ce oJ1 JBe JUCjyHKTHE KOMIOHCHTE (enr.
point & continuous spectrum):

1. CKyII COIICTBEHUX BPEJIHOCTU KOjU Ce HA3WBA MAYKACMU CNEXMAp;

2. ocTaTak, KOju ce Ha3UBa HEnpexudHu cnexmap.
CrekTap 3aTBOPEHOT JIMHEAPHOT OllepaTopa je 3aTBopeH u orpanuteH noackyn C, Tagnuje

c(A)c{z:zeCnlz| <|A|}, (1.443)

mro ciean u3 (1.442) n coeneher.

Ha je ckym O'(A) 3aTBOPEH, OBOJBHO je JOKA3aTH Ja je CKyIl p(A) OoTBOpeH. 3amncra, 360r
konpeprenmuje, axo je |A| < 1, Tana je (A - I) uuBepTubMIAH OLEPATOD & IHEMY HHBEP3AH
oreparop je

(A-D)t=-3% Ak, (1.444)
k=0

Hexa je A € p(A). 3a 6uno koje p € C,
A-p=(A-N)"(p-NA-N)"-1]

nocroju axo | — Al (A - X)) < 1.

Ia nokazeno ja je ckym o(A) orpamnyet, ysmumo A € C raxso na je [A| > |A|. Taza
nocroju peaan 6poj 8, Taxas ga je |\ > 6 > || A]. To suaun xa 3a csaxu exrop z € H Basxe
HejeTHaAKOCTHU

| Az < | AJ < [62] < |Az].
ITa kako 3a cBaxo 2 Baxu 0 < (A - X) "'z < [(A-0)"z| < oo 10 je A€ p(A).

Ipumep 1.3.83. Onepamop A dedurucan na npocmopy C[0,1] nenpexudnuzr dyrryuja
x(t) unmepsasa t € [0,1], ca
Ax(t) = tx(t),

UMG Henpexudar cnexmap.

153 opmanmsaM pe3o/IBeHTe je TeXHWKA 33 OPEMEHY KOHIEINTA M3 KOMILIEKCHE aHAIM3€ 3a MPOyJIaBAIbE
CIIEKTPAa OIepaTropa Ha BaHAXOBUM IPOCTOPUMA U jOIII OMIIITHjUM IPOCTOPUMA.
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O6jawsserve. Taga je concrsena jeanaduna (A — X)z(t) = (t - N)z(t) n

(A-N)"a(t) =

(- /\)x(t)

Huje moryha jegmaxocr tx(t) = Az(t), na oBaj onmepaTop HeMa COICTBeHE BpeaHOoCcTH. AJn,
CIIeKTap My je GOm0 Koja BPeJHOCT A 3a KOjy t — A\ HIId4e3aBa, Tako Ja je IeJd HHTepBaJl
[0, 1] criekrap omneparopa A. O

Buauneapra pynxyuonena A Ha XuidepropoMm npocropy X je JUHEAPHO MPECIHKABAE
napoBa BekTopa I,y € X y KOMILJIEKCHe HpojeBe, TaKBoO Jia je:

1. Aloqzy + aexe,y) = afA(z1,y) + a5 A(z2,y),

2. Az, Brys + Boy2) = Bil(z,y1) + BoA(z, y2).
Ckasapuu npousso/ (x|y) je jenna 6unmueapua dbyHkImoHe a Ha X, 1a je TaKBa U 2eHePal-
cana urgopmavuja L.

Bunmunaeapua dyHuknnonensa A je ozparuuera axo mocroju 6poj M Takap na je

(Va,y € X) Az, )| < Mallyl. (1.445)

Nudpumym 6pojeBa M 3a Koje Bayku OBa HejeqHAUUHA je HOpMa OusuHeapHe PyHryuoHese,
kojy ozuaunMo ca |A[. Kao kox orpanntene dpyHKIHOHEIE MOXKE Ce IOKA3aTH Ja je

[Al= sup  [A(z,y)[= sup |A(z,y)]- (1.446)
=<1, <1 =1, Jy1=1

Orpanuuena GuimneapHa (pyHKIMOHEA je HenpekuaHa (pyHKIHja CBOJUX apryMeHaTa, jep:
|A(x7 y) - A(x()’ Z/O)| = ‘A(x —Z0,Y — yO) + A(I’ - Zo, yO) + A(.%'(), Y- y0)| <

< Az = 2ol lly = ol + ll= = zollllyo| + llzo |l = yol),

a TO TEeXKU HYJIU, KaJIa & — Xg U Y = Yg-
Axo 3a orpannveny Guinneapny dbyukuuoneny saxu |A(z,y)| = [A(y, x)|, kaxemo ga je
OHA CUMEMPUYHA U OHJIA je:
[A(z, )|

|A] =" sup = sup [A(z,z)]. (1.447)
vexvioy 2] e

Hokas norsegajre y [35]. Tamo je u nokas crasa jia orpaHnyeHa 6I/IJII/IHeapHa dyHKITHOHE A,
A (osuaxe Q) ma X nma penpesentanujy A(x,y) = (x|Ay), rae je A: X - X orpanuden
JIMHEApHM OIlepaTop jedHO3HaYHO ojpeheH maroM OuanHeapHOM (PYHKIIMOHEIOM. 3a IbHXOBE
Hopme Bazku jexmakoct |Af = || A].

Cebu-npudpyotcen (enr. self-adjoint) omeparop A:X>Y je orpaHUYeH JHHeapaH
oIepaTop ca OCOODMHOM CKaJIapHOT MPOU3BOJIA

(Vxl,ﬂfg € X) (Aﬂfl‘l‘g) = (xﬂflxg) (1.448)

Ba HOPMy TaKBOT oleparopa Baxu || Al = SUD| 2|1 (x| Az)].
Hus (x,) caabo xonsepzupa ka xoy X, ako je

(Ve X) wh_glo(xbzn) = (z|zo)- (1.449)
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Hus ravaka (x,) je ciab Kommjer uusz y X ako je (z|r,) Kommjes vus 3a csako z € X,
OJIHOCHO aKO IIOCTOjH

(VzeX) T}Lrglo(x]xn) (1.450)

Y Tom cMmuciy je XuabepToB MPOCTOp caabo-komnaieman. IlTapuine, cBaku OrpaHHYCHU
cKkym y XujabepToOBOM IPOCTOPY je ¢/1abo peaTuBHO KOMIIAKTAH.

Cebu npusipy»keH OIepaTop y OJHOCY Ha OPTOHOPMHUpPaHY 0a3y KOjy UMHE HeroBU COII-
CTBEHM BEKTODH UMa MaTPHILy AUjaroHaJHOr objuKa. IIpeHoc ocobuHa KOHAUHO JUMEH3UO-
HaJIHOT IIPOCTOpa Ha cernapaburne XuibepToBe MpocTope ce MoKas3yje MoTIyHo Moryh ako je
cebu MpUAPY>KEH OlepaTop IOTIIYHO HEIPEKUIAH, all TO je Moryhe u 3a HeKe JApyre THIIOBEe
oreparopa.

ITpe cBera, y cemapadbuiHoM (6ECKOHATHO-MMEH3NOHATHOM ) XMJI6ePTOBOM IPOCTOPY X
orpanmven juHeapHn omepatop A : X — X Moxke ce IPUKA3aTH GECKOHAMHOM MATPHIIOM.
Hexa je (xj) opronopmupana 6asa y X u Heka cy «j, Pypujeosn Koedunujentn BeKTOpa
Az, y onnocy Ha Ty 6a3y:

(zjlAzy) = ape (G=1,2,...). (1.451)
Sarum je
Azy, = Y ajpry, (1.452)
j=1
ma, 3007 KOHBEPTreHIIHje
Mlaj> <+oo  (k=1,2,...). (1.453)
j=1

Y oxHOCY Ha OpTOHOPMUpaHy 6a3y (X)) OrpaHMYeHOM JIMHEAPHOM OIlepaTopy A KOOpJnHUpaHa,
je, maxje, beCKOHaTHA MaTPHUIA

Q11 Q12 (13

Ao |@2t Q22 azs ... ’ (1.454)
Q31 Q32 033 ...

GHjU eJIEMEHTH (vj, 38/10B0/baBajy (1.453).

O6puyTo, nosazehu o marpurie (1.454), Koja ofroBapa OrpaHUIeHOM JIMHEAPHOM OIlepa-
Topy A, Taj omepaTop MOKEMO Ha jeJIHO3HAYAH HAMHH DEKOHCTpymcarn. Hamme, merose
BPEJIHOCTH y Tadykama x1,T2,... ojapebene cy ca (1.452), 36or xouseprenmuje. Ha ocnoBy
JINHEAPHOCTH NedUHUCAHE CY U HEroBe BPEIHOCTH Ha juHea sy L Tux Tadaka, a Kako je L
cByna ryct y X, HenpekuaHothy cy jgeduHucaHe BPEIHOCTU OMEPATOpPa HA 9uTaBoM X .

JacHo je a ©CTOM omepaTopy OATOBapajy pa3indnTe MATPUIE Y OJHOCY HA Pa3He OPTO-
HOpMUupaHe 6a3e u j1a, OOPHYTO, jeTHOj UCTO] MATPUIUA OJITOBAPAjy PA3IUUUTHA OIEPATOPH Y
OJIOHOCY Ha pa3He oproHopMmupane 6aze. Haperrhy jorr HEKOJIMKO IO3HATUX CTABOBA Y BE3U
ca OBUM OIIEPATOPUMA..

Kana je X komiutekcan XuibepToB MpocTop u A: X > X OI'PaHUYEH JIMHEeapaH OllepaTop,
rorpebaH U JOBOJHAH YCJIOB JIa je Taj orepaTop cebu ajjyHroBaH je /1a oarosapajyha KBaapa-
THA dopma <x|flaz) ysuma peasnne speanoctn Ha X. Comcreenn Bektopu x' um x” Taxsor
oleparopa, KOju OJroBapajy pasiumuuTuM concTsenuM Bpeanocruma X u A yzajammo cy
oproroHamHm. Y3 To, MOCTOjH BeKTOp o Ha ||z| = 1 3a xoju je |(zo|Axo)| = |A| = |Azol,
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IIpU YeMy je BEKTOD X( COIICTBEHM BEKTOD HMCTOI' OIlepaTopa ca ojroBapajyfiom corcreeHoM
spenomhy \g koja 3amoBosmasa jeamaxoct |Ao| = | Al.

BHauaj mocsie/iber craBa je y TOMe IITO OH He CaMo Jia TBP/U Jia [OTILYHO HENPeKUIaH
CHMETpPUYAH OlepaToOp MMa CONCTBEHEe BeKTope, Bell jaje n HAUMH KAKO Ja UX OJPE/IMO —
Ka0 pelliera jeJIHOr npobaema excmpema. [Ipumernmo j1a MoKe IoCTojaTy BUILE BEKTOPA T
y kojuma dyukiuje [(x|Az)|, ommocto |A| nocruky exkcrpem ma |z = 1, anu mux nva camo
KOHAYHO MHOTO, jep Cy OHH COIICTBEHN BeKTOPH KOjH 0JIrOBApajy HCTO]j CONCTBEHO] BPEIHOCTH
(+||A|) mornyno menpekumnor oneparopa A. ITo3HATO je [a CONCTBEHE BPEIHOCTH IIOTIIYHO
HEIPEKHTHOT OIIEPATOPa UMAajy KOHAYAH MYJITUILIHI[ATET.

Kama ompenmMo comcTBEeHH BEKTOD I OIEpaToOpa A: X > X , permaBajyhu amajoran
npobsem ekcrpema JobulieMo um cBe ocrajie COICTBEHe BPEJHOCTU. Paju Tora, youmMo
Xuibepros nornpocrop X = zj ¢ X u pecrpuxuujy omneparopa A: X, > X Ha us
x € X1 ciean Az € X1 BUAUMO U3:

(zo|Az) = (Axolz) = (Noxolz) = N (zo|x) =

Kaxo je Ta pecTpukiiija IOTIIYHO HEIIPEKUIAH ceOU ajjyHIOBaH OIepaToOp, CJIEIH J1a TIOCTOjU
BEKTOP X1 € X] Tako Jia je
(21| Az1)] = A1 = Az ],

rie |A|; osmasasa mopmy pecrpuxije ox A Ha X, Ipu ey je ] COICTBEHH BEKTOD TOL
oreparopa ca ojrosapajyliom corcrsenom Bpejnoihy Aj ca [A| = ||121||1

Hacrasmpajyhu na Taj Hauunn, oapelyjy ce concTBeHU BEKTOPH X(, L1, - - - , Lp—1 OLEPATOPA
A. Osmaumno ca X,, Xui6epros nornpocrop {xg, &1, .. ., Zn-1+* ¢ X. Omner pecrpukumja A
Ha X, IIPEeC/INKABA X, Ha X, Ia HA UCTH HAYMH 3aKJ/by4yjeMO JIa IIOCTOJU BEKTOD Ty € Xn
taxo 1a je [(znAzn)| = |Alln = | Az, |, ka0 1 Jia je Xy, CONCTBEHN BEKTOP OlepaTopa A xome
OJIrOBapa COLCTBEHA BPEAHOCT Ay ca [An| = | Al.

Kasa mpoctop X Huje KOHATHO-IUMEH3MOHAIAH, OBUM ITOCTYIIKOM JI00MjamMo OeCKOHaYaH
HU3 CONCTBEHHX BeKTOpa (2,) omeparopa A Koju 06pasyjy oproHopMupan cucreM y X. 3a
IbUMa OroBapajylie concrBeHe BPEHOCTH OYUTIIETHO BAYKU:

[Xo| = A1 > [ Aol > .., (1.455)

jep (J\n|) npescraBba HU3 HOpME pecTPUKITja OlIepaTopa A na nornpocrope X, (Xo=X).
Wnaue, rpyme oj] KOHAYHO MHOTO WIaHOBA y HU3Y (A,) MOI'Y Ce TOKJIONUTH.

Cawmo HyJ1a MOYKe OUTH aJIXepeHTHA BPEIHOCT GeCKOHAYHOT Hu3a (Ty, ), na T, - 0. Hanwme,
Hu3 (2n/Ap) je orpannten, a uus Az, [\, caapsKu KOHBEPreHTAH JC/MMITHN HII3 Axnk [Angs
na je u Hu3 (%, ) KOHBEPIeHTaH.

Hexa je x € X npousBosbaH BEKTOD, a J0JIATHO CTABUMO

n—1
Zn=x =Y, Gy, & = (T]ag).

k=0

Kaxko je BekTOp 2, OpTOroHAJIAH HA CBE BEKTOpE I, Omhe
| Azn | < [[Allnlzn] = [Anll2n ]
3aro mTo je

n-1
2 2 2
l2nl? = |22 = 3 16kl <
k=0
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u 300r A\, — 0, mmamo:

n—-1
Azp = Ax - kaAxkeO, n — 0o.
k=0
OBO MOXKEMO HAIMCATH U OBAKO:
Az = Z A zg|x)x Z Azy|z)z Z zpAz)x (1.456)

k=0

Metomom ekcTpema ¢MO JIOOUIH HU3 COIICTBEHUX BPEJHOCTH (A, ) OlEpaTropa, KOju CaIp:Ku
CB€ COIICTBEHE BPEIHOCTH O A pasjianTe Of] Hyje. 3anucra, Kajia Oum 1ocrojaja U Heka
COIICTBEHA BPEIHOCT A0 pasmauTa 0Ji CBUX JOOUjEHUX A,, B0j OU 0JIrOBapao COICTBEHU
BEKTOpP & OPTOrOHAJIAH Ha CBE BEKTOPE X, TAKO Ja 6u O6miIo Az = 0, mTo je y cympoTHOCTH
ca IIPETIOCTaBKOM Az =Xz (5\ #0, 2 #0). Oryua cienehin cras.

CraB 1.3.84. Hexa je A:X > X nomnyno Henpexudar cebu adjyne08aH Onepamop.
Memodom excmpema mozy ce dobumu cee twe206e concmeene 8pedHOCTU Ay Koje CY pasiu-
yume od HYyse U MO C8AKG 00 WUL OHOAUKO NYME KOAUKY jo je myamunauyumem. Myamu-
nAuYUMEM ceake concmeene spednocmu je konavwar. Concmeenur 8pednocmu uma KonawHo
UAU OECKONAUWHO MHO20; Y NOCAEIHEM CAYYGTY OHE 00pa3yjy Hyaa-wu3d. 3a ceaxo r € X
8eKmMop Az ce mooice PA3BUMU 1O OPMOHOPMUPAHOM CUCTNEMY CONCMBERUL 6exmopa (Ty)
onepamopa A Koju odzosapajy concmeenum epednocmuma nomohy (1.456).

Oryna ciiesin J1a je OpTOHOPMEpPAH cucTeM (I, ) COINCTBEHUX BEKTOPA OIlepaTopa A HOTIYH
y A(X ), amu jay X OH y OIIITEM CJIydajy HUje MOTIYH. AKO MOMEHYTH COIICTBEHH BEKTOPU
0JIroBapajy OJi Hyjle PasIuduTHM COICTBEHMM BpemHocTuMa (A,), Takohe o A, rana ce
CcBaKU BEKTOD T € X MOXKe HAIUCATU y ODJIUKY

=2+ &, (1.457)
k=0

rJie je BEKTOP 2 OPTOrOHAJAH Ha CBe BeKTope () ¥ 3a/10BOJbaBa jeHATHHY Az=0.

To cy 3aBpIiHu cTaBOBU U3 AJLaHtH/IheBorlTEI yibeHnKa 3a QyHKIMOHATHY aHamu3y (B
[35]). Hasemthy u spa mocsiesiiba craBa oTy/Ia KOjU jOII YBEK HUCY MOCTAJM JIOBOJLHO BazKHU
3a (PUBUKY KOJIMKO CYy MHTEPECAHTHU MATEMATUIM KOHTHHYYMA.

Jla 61 HE3 CONCTBEHNX BEKTOPA OlepaTopa A, KOJU OJI'OBAapajy HEroBUM O/ HyJIe Pa3JIu-
YUTHM COIICTBEHUM BPEJHOCTUMA, 00PAa30Ba0 MOTIIYH OPTOHOPMUpaH cucteM y X, moTpebHO
je m JOBOJbHO Jla HyJIa HUje COICTBEHA BPEIHOCT TOT OIllepaTopa, Tj. Ja je Az =0 jemmHO
kaja je x = 0. Ksanparna dopma (x|f1:v) y3uMa 00JIuK

(z]|Az) = Z Nel(z|2)]?, (1.458)

rze je (x,) OPTOHOPMUPAH CHCTEM COICTBEHUX BEKTOPA MOTIYHO HENPEKUIHOI cebu aJijyH-
FOBAHOT OIIEPATOpa A KOjU 0roBapajy HBeroBuM O HyJle Pas/IMIUTHM COICTBEHHM BPEHO-
cruma (k).

MNnave, xaga 6u Hysia Omaa COICTBEHA BPEIHOCT, IPUMEH-EHO y KBAHTHOj MEXAHUIIH,
“MaJI OECMO HyJITy 003epBabily, a MU 3HAMO Ja TakBe Hemamo. Hyia je mocebHOCT came
MaTeMaTuke 6e3 husnke.

154 CnoGonan Amaranh (1922-1993), cpricku mMaremaTudap, Moj npod. OYHKIUOHAIHE AHATIHA3E.
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1.4 ®uznka

I'maBHe Teme y HACTABKY Cy HeKe OCeOHOCTHU (U3UKE KOje ce He OJIparkaBajy v hopMaJIu-
3MUMa BEKTOPCKUX u banaxoBux mpocropa. buhe To BaxKHU JIeJIOBH KBAHTHE MEXaHUKE aJIU
JOIIT YBeK, 3aje/IHO ca MPeTXOMHUM, OBa KILUTA je caMo je/laH meH 1aeo. OMINToj, alcTPpaKkTHO]
MICEYIO-PEATHOCTH JIO/IajeEMO HEIITO MAJIO OJI PEAJTHOCTH, IOIYT JeTa/ba KOjU TOCTOje U Y
CBaKOj JIPyroj MPUMEHU MaTeMaTHUKe.

BekTopcku pocTop JleduHuIry qeTupu ocodbuHe orepariuje cabupama BeKTOPa, 1 CKaJia-
pH, IITO MOXKe OUTHU MOJIesI pa3HUM TI0jaBaMa, He caMo y KBaHTHOj dusuru. Kaa kaxkemo ja
JIBa, KUJIOTPaMa ILUIyC TPHU KUJIOTpPaMa M3HOCEe HeT KUIorpaMa, cabupamMo BEeKTOpe, a OpojHa
oca THX BeKTopa Mepu Mmacy. Jlpyra oca Moxke Outu pernpeseHTaluja OUJIO KOje Jpyre
dusrUKe BeJMYNHE KOja Ce HAa MCTH Hadu cabupa. 3a TaKBe JBe KarXKeMO Jia ,pas3aluimby’
JIBO-JIMMEH3NOHAJIHN BEKTOPCKU ITpocTop. To je mocTymnak mpeno3HaBamba jeTHOT 10 jeTHOT
HE3aBUCHOT (DUBUUKOT CBOjCTBA U IPUJIPYKUBAHA CBAKOM II0 jeJHE TUMEH3Hje BEKTOPCKOT
npocropa. CIudHO ,pa3anumbarmke’ CBOjcTaBa MOTIN OMCMO MOHTHPATH U Ha KUBU CBET, KaIa
OUCMO YTBP/IMJIN IITA CY Y TOM CJIy4ajy He3aBUCHE ,,003epBade”.

IIpunyun seposammohe 3a 00a, KUBU U YKUBHU CBET, jeIHAKO IJIACU: HAjBEPOBATHU)U
norabaju cy Hajuermhu. Ty moapasyMeBaMo U 00jexmMueu3auujy CAYHaJHOCTU, KOja y IIPBOM
CJIyUajy 3HAYU er3UCTEHIN]Y MapaJieTHUX PEasIHOCTH, y APYTroM — cjaoOomHy Boby. Y 00a
caydaja madopManuja Ou Omira KOJMYInHA HEU3BECHOCTH, Koja Ou, rpybo pedeHo, pacia ca
OpojeM u yjemHadeHONINy oIIuja, a omajaja ca muxoBoM BepoaTHohowm. Ilocnemuna je
Ha4eJIo JIyaJIHO BEPOBATHONM, OBJIe HA3BAHO NPUHUUN UH@OpMmayuje, a IPUPOJIa IIKPTapu
ca nmapameMm nHpopmaruje. Ha mpumep, Texke je JeKoauparu Hero koguparu. Jlakiie je
[MIAPUTH JIaKA HEro WCTUHY (JIa’K Cce NPYIITBEHHM MpeykaMma IIPEHOCH OprKe O] MCTHUHE).
CroHTaHN pacT eHTPOIMje HEXKUBE TBAPHU U CKJIOHOCT KWBUX Ouha opranmsoBamy, Takohe
Cy TIOCJIEJIATIE UCTOT IPUHITUIIA.

Ob6jekTuBU3aInja CIydajHOCTH cajapKu napadokc. Ca CTAaHOBUINTA MATEMATHIKE JIOTHUKE,
Jla U3 TAYHOT, TATHOM JEIyKIUjOM MOYKEMO JOOUTH CAMO TAYHO, & U3 HETAYHOI U TATHO
U HeTa4YHO, jeUHUIIEMO KOHTPAJIUKIN]Y: ,aKO je IMOCeIula U Ta4yHa ¥ HEeTadHa, OHJA je
npernocraBka Heradra'. Kako ce joruuke popme mpeciimkasajy y hopmMe Teopuje CKyIoBa, a
3aTUM U JIaJbe, TAKO Ce IIPUHITUIT KOHTPAJIUKIINA]e TPAHCHOPMHUIIE, PEIIUMO CBE JI0 EKCTPEMHOT:
»AKO je caJia 1o0po U OBO M OHO, OHJIa je Omyto jomme” . Herme y Tum obuiuMa mperno3HajemMo
U TapaIOKCAJIHO pa3Bajaibe CAIAIILOCTU Y ,JIapajie/iHe PeaJHOCTH , 300r IOCTOjama IBa
HCXO0/Ia KOJU ce y3ajaMHO HCKJbYUY]y.

[Ipu4a o HaBegeHOM MyaAMuUEeP3yYMYy OUIa OM MPOTUBpPEUHA Jla HeMa 3abpaHe pusndke
KOMYHHKaIje n3Mely merosux ,ceeropa’. AKo u3a maror jgorahaja HacTaje n HHMOPMAIH]ja
A u wmeranmja Te mHbopMaryje, uHdopManuja B, onma usMehy mUX JBe HE MOXKe OUTH
KOMYHHUKaIje, jep OM Tako JIONLIO W JO CIO3HAja O (PUIUIKUM BUIIKOBUMA, OIHOCHO 10
HapyIliaBamba 3aKoHa ojpxKama. Kaja Ja (decruna) dbusmuku KOMYHUIIIPAM Ca MOJUM
apyruM Ja, KojeMm ce Jecuja Apyra OIIffja, OHJA OllakaM YIBOCTYUEH-€ MOjUX €HEpruja,
Tj. HapyIlIaBambe 3aKOHA OJIpyKarba eHepruje.

Hauun nmacranmka mcxoma A u B Hekor ciydajoor goraljaja ykasyje ma OHU, CBaKHU 3a
cebe Mory OUTH OOjeKTHBHHU, /18 ¥ OKBUPY CBAKOT BaykKe MCTH 3aKOHU (DUIUKE, AN /18 TAKBE
peasmzaiuje e Mory MelycobHo (Henocpeino) komyHuimparu. Kako A u B umajy KOHTaKT
ca MCTOM IIpOIIomiy, OHa 3aTO MOpa OUTH Iceymo-peajHa /g Ou meHe Mocjaeaure Oume
y3ajaMHO Ticeyao-peasiHe. Jlakje, 103BOJ/hABAMO IOCTOjAIb€ PEAJHUX U ICEYI0-DeaaHIX
MPOIIJIOCTHU, aJU Ty NpUIy oBie Hehemo muputu. [IpuMeTrMo camMo TOIUKO J1a IOC/ICTHUIEe
A u B ¢dopmanno mpunagajy UCTOM MYJTHBEp3yMy MPOCTOP-BPEMEHA, MCTOj BACHOHU, Y
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OKBHUPY KOje Cy OHe CHMETPHIHO, Ha je/laH HAYMH peajiHe a Ha Ha JAPYTI'W HAYNH HepeasHe.
To mocMaTpaHO U3 IIUPEr U OMIITHjer KOHTEKCTa KOJUM ,,CBeT UCTUHA JEJIUMO Ha y3ajaMHO
peaJiHe U IICeyI0-peaJTHe.

WMako cy KoMyHUKAIMOHO HECIIOJUBH, Jorahaju y mapaJieJIJHIM PeaiHOCTUMAa €y (hOPMAJTHO
jennaxu (pasHonpaBru). CBU 3aKOHU OJpKarba NMO3HATH (DU3NIM je/[HAKO BaxKe YHyTap
CBaKe 071 [I0jeIMHUX PEAJTHOCTHU, aJIU j€ ’bIUXOBO BUDEHE PEJIATUBHO, 3aBUCHO je OJ] IIPUIIaIatba
OJTHOCHO HENPHUIIaJarha JIaTOM CBETYy JIATOr IocMaTpada. Pas3jguduTocTu ce JOonymyjy v
OTIIIITEM.

Tlojacuuhy oBo mocienme. Pedeno je, ceem ucmuna je MHOTO IIUPU O MaTEPHjaTHOT.
OH je GeckoHauyaH y OKBHUDY Kojer je cBa du3mdka cyrcrania, marepuja. CBa cymcrania
U CBAKO HEHO (MEPJbUBO) CBOJCTBO je KOHAYHO, OMJIO JIa HAM je II03HATO WJIM HHUje, OHO
jeé YBEK KOHA4YaH CKYIl MaTephjaJHuX ejieMeHaTa. 1o je npuHuun xoxaurocmu MaTepuje,
Tpehu oJi NpUHIMIIA OBJIe IIOMEHYTHX, HAaKOH BepoBaTHOhe n nndopmanuje. OHU Cy IJIaBHE
MOCeOHOCTH O KOjUMa TOBOPHUMO, &I TO HHUjE CBE.

Pasmarpajyhu exkcrepuMeHT ,,IBOCTPYKH OTBOD", Ha CJIUAIM [PUMETIIN CMO JIa
ce CaJIAIbOCT MOIYT KPUIIKE Ha KPHUIIKY T'OMUJIA Ha IPOILIOCT, YUHENW CBAKOI O HAC
jemuucrBenuM. Harma meoBarma M HAC came cTBapa U Haima mponuiocT. Hempecrano asm
JINCKPETHO Tpajare CBaKor of Hac (KOMyHHMKaTOpa) je Hu3 m3bopa jgorahaja n3 KOHTHHYyMa
moryhHoCcTH; cBako OJ1 HAC je jeqaHa Tpajekropuja jorahaja Bacuone. Ca Jpyre crpaHe, y CBOj
CBOj0O] PA3HOJIMKOCTH, IPUpOoIa BoJIu U cuMeTpuje. OHa IOHABJ/ba UCTO Y pasamauToM. Kaa
IbEHA, CKJIOHOCT CHUMeTpujaMa He Ou Omira orpaHudeHa 3aDPaHOM JIyILINPAa UICHTHIHUX
UCTOPHja jeIMHKHU, Ono O HAPYIIIEH MPUHITAI KOHATHOCTH. TaKo pa3yMemMo, TATHHje PEIeHO
marahamo, 7@ He TOCTOje MOTHYHO HUJACHTUYHE HUCTOpPHje, Tpajekropuje mgorahama. OBo
OTKpHhEe MOXKEMO HA3BATU NPUHUUNOM JEOUHCMBEHOCTU MATEpU]e.

Cuenujasian ciiy4aj ,HenoHoB/buBocTH je Ilaysujes npunyun ucknsyueroa. Y HCTOM
aToOMy JBa eJeKTpOHA He MOT'y MMaTH CBe KBaHTHe Opojese jemnaxe. IIpumernmo 3atum ma
[IPUPOJIA JIO T€ Mepe He TPIU jeJTHAKOCTH Y MATEPHjaJTHOM CBETY, 38 PAa3JIUKY O] je/IHAKOCTU
y aIlCTPAKTHOM, Ja II0jMOBE ,[I0jeIMHAYMHO U ,OIIITe" MOXKEMO Pa3BPCTaBATH 110 TOj HETPIIe-
JBUBOCTH. Y CBAKOj OJI JiB€ KOpIIe MOYXKEMO UMaTH 110 1eT jabyka, a jabyke cy yBeK 6ap MaJjo
pasnmunTe jep Cy MaTepujajiHe, KaxkeMO II0jeJIMHaYHe Cy, JOK OpojeBHu MOry OWTH TadIHO
jeTHAKW jep HUCY MaTepHujaJIHU, I1a KayKeMO JIa Cy OIIITH.

IIpucycrBo omimnrer y mojequHavdHoM Moryhe je OTKpuUBaTH Ha CBaKOM KOpaky, jep je
MaTepuja Kao JIYKOBUIA CJIO2KEHA OJ alcTpakTHOr. MoJjieKyse raca He TPeTHpaMo Kao
rojeIMHAYHE T0jaBe Ja OMCMO MPUMETUIN bUXOBY TEXKIbY 32 jeIHOJTUKOM pacrnopehuBamy
y mpoctopy. Ome Hactoje ma y aMopdHOM OOJUKY cakpujy mHpOpMAIHjy, UCTo/baBajyhn
ancTpakTHy ocobuny ewmponuje (Hepena). To BUXOBO yjeHAYABAIE Y OJHOCY HA HEKOD
OIIIIITEr TIOCMATPaYa [T03HAjEMO KaO ,,CIIOHTAHN PACT €HTPOIHje", 0JIHOCHO KAO ,,IPYTU 3aKOH
TEPMOJIMHAMUKE", KA0 ,KpeTarme MosieKyaa’ u fgasbe. O ommrer npuniuna (nHdopmarmje)
CITYIIITAMO C€ JIO TIOjeIMHAYHUX 110jaBa, JIO caMe CYIICTAHIIE.

Wcte Mosiekyiie, omeT, MOXKEMO IMOCMAaTPATH U Kao ocebHe eHTuTeTe. Taga mpumehyjemo,
pPenuMo, mUXO0Ba PA3JININTa IIOBE3NBaba Y KPUCTAJIHE CTPYKTYpeE, NI KpeTalba KOjI/IMa OHE
KOHJIeH3yjy TomioTy. CHara KpUCTaJHUX Be3a, WIN €HEPruja OCIIMIOBaha, (PU3NKAJIHE CY
nojase. PU3MKAIHO HE MOKEMO pasyMeTH 6e3 ancrpakTHor (00pHyTO je Morylie), a 3anpaso
Hutu 6e3 mupe cimke oba. 3aTo je KBaHTHA MEXaHHUKA y KOjOjoj PaJIO3HAJIOM CTYJIEHTY
npodecop mopa pehm hyru m padynaj’ — menormyna. Kao mro 6u Ouia HEmoTIyHA U
dusnka InmbeHnIa 6e3 TEOPHjCKe MOIJIOTE.

MebhyTum, oBzie ce MopamMo OaBUTH JeTaj/buMa, 11a heMo IpUMETHUTH Ja je pa3inKa u3mehy
,KABOT' U ,,He2KUBOI™ Ouha y CrrocOOHOCTH MPBOT 18, JOHOCH OJJIYKE, J1a MOYKE JIa CKJIaIUIITH
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Buiite nudopmariije u puire enepruje. Mudopmalmjy Kao u eHeprujy Mu cMaTpamo (pusmakum
rojaBaMa, Ca CBOJUM ITOCEOHMM 3aKOHHMa OJprKaiba M KOHKPETHHM Be3aMa Ca BPEMEHOM,
na Hac He m3HeHalhyje moryhHOCT HBUXOBOr (DU3UKAJIHOI IIOBE3UBAIbA. HEXKWBU CBET mMa
ca0600y (nadopMalmjy) Koja je MUHIMaJHA, cpa3MepHy Jlaepanorcujary (MpousBojL eHepruje
U Tpajama), [1a e 3aT0 U MOHAIIA Y CKIIALY Ca NPUHYUNOM Hajmarbez dejcmea pusuke.
2Kueu cer mma caobomy (opMaHO eKBUBAJEHTHY HEXKHUBOM, aju Behy, Tako ja ra
(o1, MUKPOCKOIIOM, HEIIOCPEIHO UJIH TEJIECKOIIOM) MOXKEMO JIOKA3aTU [0 KpeTHhaMma M3BaH
dusnuknx Tpajekropuja. BekTopcke mpejicTaBe HEXKUBOI U YKHBOT CBETA MOTY H3IJIEIATH
can4dHe, Yy O0JeKTHBHOM IIOCTOjaiby OIIIMja IIa IIpeMa ToMe W HHMOpMaIdje, aal ce OHe
OUTHO pa3JIMKY]y IO CIIOCOOHOCTHU JOHOMEHma otyKa. Ciioboma, ungopmayuja nepuenyuje,
JIOHOINEha OJIyKa »KuBor Omha, rpybo pedenHo, pacrte ca OpojeM OIMIHja W Ca HUXOBOM
yjenHadenoriny, a omaja ca BepoBarHohom. Ca Jpyre crpaHe, BHUINAK CJIODOIE, JaKjie
nadopMalje, Koju moceayje KuBo Omhe omoryhyje My ma Jeo Te cJIoboie IIpeHece Ha
opaaru3ayujy, IuHeNN TaKo U caMy OpPTaHM3alldjy >KUBUX Onha HEKUM >KUBUM OuheM.

[Ipema Tome, HajBehy 6u c1000/1y KUBE jeIUHKE, TOCACTHO U HajBehy KPEATUBHOCT AJIA U
KOH(JIIMKTHOCT, MOIJIM TPAXKUTHU KOJI OHE HEOPraHU30BaHe, PEIUMO, dnje Ou CBe Jare OIluje
6usie paBHompasHe. OBako rieajyhn, Mu BUIlle He BUJIMMO [IPOMEHY allCTPakTHE eHTPOIIH]e,
HEro TojeJIMHaYHe OpraHu3alldje, a CIIOHTAHW PACT W jeTHOT U JIPYTOr MOCJEIUTA je UCTOT
IIPpUHITHUIIa I/IHd)OpMaIlI/Ije.

300r MIKPTOCTH MIPUPOJIe y JaBarky WHMOpMalije KuBe jenHKe ce crenujanusyjy. One
CTUYy MHCTUHKTE, MOPaJIHA HadeJIa, I'paJie PyTUHE, MoKyIraBajyhu mobehu oj1 BUIKa orumja,
Cﬂeﬂehﬂ OIIIITU IIPUHITUII BaCHUOHEe Saje,H‘HI/ILIKI/I " tbuMa 1 MOJIEKYJ/IaMa raca y HpOCTOpI/IjI/I.
Opranuzyjyhu ce xkuBa Ouha cMmarmyjy CTeleH CBOjuUX cj0007a Ha YyIITPO CUTYPHOCTU WU
ebukacnoctu. Kama mpumernMo 1a je cBaka YKHBa jeJIMHKA YjeJIHO U KOJIOHUja CBOjUX
JKUBHUX JieJioBa, Hamele ce 3ak/bydak Jia je W CBAKO HMOJIE OPraHM30BAHO JPYIITBO MaKap
Heko kuBo 6uhe. [la je paBHOIIPABHOCT HAJHUKU OOJIUK OPTaHU30BaIba MOXKE Ce€ JTOKA3aTU
HOMohyITingLaHHHF—prrepOBor edeKTa, ajld U aHAJIU30M eferma nocmampcma@.

Kana nmamo mpesutiie c10060/1e, Kajga MOYKEMO PAJIATH [ITa XONEMO, MU Ta 18 H3MUIIL/BAMO
npaBmia. TpaxKuMo BUIlle PeJa, BUIINE CUTYPHOCTH, BUIE e(PUKACHOCTHU, IITO 3HAYUUA MAIHE
caobojie. YjemaHo, To 3HAYHU Jia Ce Y JAPYIITBY PABHOIIPABHUX JIAKO UHCTAJIMPA]Y XUjepapxuje.
3aro je cj0001HA JeMOKpaTHja 3aIPaBo HeCTabuIaH ApymTBeHu cucreMm. OTya cy aMepudaKy
MMOJINTHYKY JEMOKPATHU]Y TaKO JIAaKO y3yplupaJe mheHe KOpIopaliije, Koje OreT HHCUCTUPA]Y
Ha IUPEy JEMOKPATH]je IMUPOM CBETA, MUJIOM WJIU CUJIOM, jep Cce y APYIITBY PABHOIPABHUX
ocehajy kao ajkyisie y Mmopy cuTHe pube. Mcru pasnior koju je modetHy gemokparcky CAJl
6p30 BOJAMO y OJIUTapXuja HOBIA, KOMYHU3MU CY KJU3UIU y JUKTATYPE CBOJUX JIUJEPA,
dpaniycka peBosyiuja mornaJia je mox HamomeoHoB ayTopuTet, je JHAKOCT XPUIThaHa IpeJT
Borom mzmenpuia je MHKBU3UIIN]Y.

[IpaBHu cucrem Tpeba AeMOKpaTHjH, jep jeIHAKOCT reHepwuine cykobe. 3axrerajyhu ja
KOH(QJIMKTE pelraBaMoO PaBHOIPABHOIINY, OoTBapaMo HOBe (PpOHTOBe 3a Koje HaM Tpebajy
HOBA IPaBHA ONpaHWveka. BaTpy racumo yibeM, pajin ¢1o0o/ie oapuieMo ce ciaobome. Mieja
Jmbepaan3Ma, Ja Jap2Kasa Tpeba ga MITUTH CJI000/e U MpaBa JIUIa, JaKjae Ja Ce [10jeIMHAIL
Tpeba ojipehu cBoje cI000/1€e U IIPeIaTh je JAP>KABHU 3aPaJl CBOje CJI00071e, TOCTaje PEKETHPALE.

Jlakje, KBaHTHa MeXaHUKa Ipepaliie U y TEOPUjCKy OCHOBY OMOJIOTH]E, IIa APYIITBEHUX
HayKa, aJli ceé MU THMe OBJe Hehiemo GaBuTH.

1555, 2], comka 2.1
156Bystander effect: https://en.wikipedia.org/wiki/Bystander_effect
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1.4.1 lHuBep3nja BpemeHa

Hrmeparxyuje mamely GU3MIKAX IECTUTIA MOTY ONTH KOMIIMKOBaHE U TEIlIKe 3a mpahemne,
300r 4era je teopujcku dusuuap Puuapn Pejuman 1948. roawmHe m3yMeo jgujarpame pajn
BbUXOBOr JlakImmer pasymeBama. Ha commm [I.14] je jenan takas @ejnmanos dujaepam, Koju
HaM je IoMorao 3a o0jallliberbe BUPTYEJHOr (OTOHA M IIPOIeca OJI0Njarba JBa €JIeKTPOHA.
HeouekuBano jegnocraBHa, METO/A OBUX JiMjarpaMa ce 1oKa3aja HeOOUIHO JKUJIaBa JIa/buM
pa3BojeM (U3UKe YECTHUIIA.

Ha ®ejumanoBum aujarpaMuMa je MpPOCTOPHA KOOPJAWHATHA OCA OOMYIHO XOPU3OHTAIHA
a BpeMeHCKa BepTukajHa. 1o HUCY BEeKTOpCKHU Jaujarpamu Beh o3Hake PU3NUIKUX CBOjCTABA
qecruna y Meljycobunm pasmenama. IlyHe jinHuje 0OMYIHO MPeICTaB/bajy (PepMUOHE, TeCTULE
ca MOJIOBUYHUM CIIMHOM, OHE Ha KOje JIeJIyjy HOCHUOIM CHUJIa, & OCTaJIe BPCTe JInHUja — 6030He.
TamacacTum smHEjaMa praMo GOoToHE (eJEKTPOMAIHETHUX 3PAterha), KOHIACTUM [UIYOHE
(HOCHOIIE jaKMX HHTEpaKIMja), ucupekuganum 6ozone W u Z (Hocuolne ciabux MHTepaKIuja).
Crpenurie y cMepy BpEMEHCKe Oce 3HaYMe MATEPHjy, & y CYyIPOTHOM — AHTHUMATEPH]Y.

IIPOCTOP —

Slika 1.64: Anuxuiaiuja eJeKTPOH-IO3UTPOH.

Ha caumm npukasas je PejHMAHOB jujarpam cyuapa ejgeKTpoHa (e”) U HO3UTPOHA
(e*) u3 kojer macraje map ¢dorona (). Ilpsa je wectuna marepuje, Ipyra aHTHMAaTEpHje,
a OBaKaB CyJap Ce Ha3WBa GHUTUAGUUJA, HAKOH KOje ce IOHUINITaBa eJeKTPUIHN HaDO]
eJleKTpoHa (HeraTwBaH) ¥ HO3UTPOHA ([TO3UTHBAH) M HACTA]y JBa (€JEKTPUIHO HEYTPAJIHA)
¢oToHA HETPOMEHmEHe YKYITHEe eHEepruje YIa3HUX YeCTUIa U yKYITHOT MMIIYJICa [Ipe WHTepa-
KIIFje jeHakor 30upy WMILYJICA HAKOH WHTEPAKIIH]e.

EjiekTpoH u 1MO3UTPOH Cy YeCTUla U aHTUIECTHUIA (cbepMI/IOHI/I) Ca CIMHOM KOJU MOXKE

1

Y3UMAaTH jeJlHy O]l JiBe BPeIHOCTH +35, a ¢oTon (6030H) ca menodbpojumm crmrom +1. Kako

3a yKyIHU CIIUH IIpe U II0CJIe MHTePaKInje Takohe BayKu 3aKOH OJIp:Karba, TO jé OBaKBa
uHTepakimja Moryha, Ha IpUMeEp, ca yJIa3HUM YeCTHIaMa CIINHA, % u —% a W3JIa3HAM CIIMHA
+1 u —1. Pa3smena cnuna ce He BUIU HA JUjarpamy.

JlaTn mmjarpaMm cyrepuilie CyIpoTaH TOK BpeMeHa decTurle u anTudecturie. l[Ipmkas u
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TyMademe CyIPOTHOI TOKA BPEMEHA GHIMUMGMEPUJE ¥ OJHOCY HA MATEPU]Y IPEJIOKHUO je
LHTI/IKeJI6ep[FE| (B. [52]), amu ce To uecro morpemno npunucyje Pejumany Koju ux je
nosnaBao u kopuctuo (B. [53]). Mueja cynporHOr TOKa BpeMeHa aHTHUMATEPUje Y OIHOCY
HA TOK BpEMEHa MaTepHje joIll yBeK ce CMaTpa KOPEKTHOM XUIIOTE€30M Y 3BAHUYHO] (DUBHUIH,
moceOHO 300r pelreba IpodiieMa Kpenparmba 9eCTUIA Y PEIATUBUCTUIKOM (hDOPMAJII3MY, HAKO
OHA 3axTeBa Ja TPajeKTOpHUje HUCY Kays3aJiHe, 3a BHIIEe HHUBOE eHepruje. A Kao IITO CMO
BUJIEJIN, OHA je Takohe KOPEKTHA U y OBJie M3JI0YKEHO] MHTEPIPEeTAINji KBAaHTHE MEXaHUKE.
YV nabeM TEKCTY MPETIIOCTAB/hAMO JIa je Ta Hhjieja TauHa U U3BOJUMO HEKE ITOCJIEe/IHIIE.

JlomaTHO, TPETIIOCTaB/BAMO J1a Cy 3aKOHU (DU3NKE WHBAPUJAHTHH 3a PA3/JUUNTE CMEPOBE
BpeMeHa, y CMHUCJY Jla CY OHH UCTU KaKO y OJHOCY Ha YeCTHUIle MATEPHje TAKO U y OJIHOCY
Ha anTudecturie. Kparko kaxkemo ja je ¢usuka jemHaka 3a cBe Te ,mocmarpade’. Omamax
ce TIOCTaB/ba IHTae, Kako je moryh sorabaj ammxmianumje (ciuka ca CTaHOBUIIITA
AHTUIECTUIIE, KaJda CMO pekyu ja horoHu mehycobHO He ureparyjy?

Unyhu wu3 (mame) 6ymyhuoctn y uporwiocrt, jaBa ¢oroHa ce ,cyjapajy’ HaKOH dera
HacTaje nap ejaeKTpoH-ro3uTpor. Poronu naTepdepupajy, a To HHje CyJapare, [a IMUIeM
naBogHo. IIpema Tome, Kpealnja mapa UeCcTHUIA-AHTUYECTUIA HUje PE3YITAT UHTEPAKIIje
n3mehy camux dorona, Beh je To peakiuja BaKyyMa, CJIydajHH OJFOBOP y JATOM TPEHYTKY
JATOT MeCTa y IpocTopy 3acuheHor hoToHUMA.

Bakyywm HEje BCTO 1IITO U Ipa3HUHA (AIICOIyTHO OZCYCTBO cBera), Beh je To meo dusmakor
IIPOCTOP-BPEMEHA y KOjeM MMa HEeM3BECHOCTH a Hema mHdopmaruje. ['pybo pedeno, Bakyym
je MecTo TJie UMa HepeaJn30BaHe, a HeMa, peajn30BaHe MaTepuje. Y OKBUDY 3aKOHA OJ[PXKAIba
3aTBOPEHOr CHCTEMa, KOJU YKJ/bYUY]y U OJIpXKame YKyIHe nH(pOpMAaIje, HeKy BepoBaTHONY
nMa CBaka TpaHcopMalija JecTHIla TaKO Ja IMPOCTUM CBOJUM IIPHUCYCTBOM Iap (oToHA
MO2Ke ITOKPEHYTHU TPaHCGhOPMAIH]Y Y I1ap eJIEKTPOH-IO3UTPOH, & JIa TO HE 3HAYHN HHTEPAKITH]Y
camux ¢orona. [Ilance 3a TakBe TpancdopMmalje Cy yTOJIUKO Maibe IITO je cucTeM Behw,
ope/i, ocraJor, 300r 3aKoHa BEJIMKUX OpojeBa Teopuje BepoBaTHONE.

WNHBep3uja npoctopa

Cnenehe mrra TpebamMo Jia IPUMETHMO KOJI MHBEP3Uje BPEMeHa je Jia ce Taja Jeniasa u
HMHBEP3Hja MpocTopa. 300r MPETIIOCTABKE J1a CY 3aKOHU (PU3MKE WHBAPUjAHTHU, IIOCMATPAIN
JIBa cMepa BpeMeHa BHJIE M CYIIPOTHE CMepoBe mpocTopa. HakoH cMeHa CBUX KOOpIMHATA,
BpeMena At — —At u npocropa Ax — —Ax, onaxkame Op3uHa,

Az
At
je ucro. Popmyiia BazKu 38 KOHCTAHTHY Op3uHY wiad 3a maJjo At. Mueprujasno xperamwe u
JaJbe je MHEePIUjasIHo, aan yOp3aHo mpeia3u y yCIOPeHO U OOPHYTO, jep 3a yOp3aibe
_Av

At

BaXKW CMeHa a — —a. lIpema Tome, 000jHE cmie MOCTajy MPUBIadHE W OOPHYTO, & TO je
clIydaj U ca WHEPIjoM, oHOCHO FhyTHOBUM 3aKOHOM akKIlnje W peakiinje.

Ha npumep, 1Be decTuiie HaeJIeKTPHCAba ¢ U G2 Ha YAA/EHOCTH 1 puBade (010ujajy)
ce KyJIOHOBOM@ CHJIOM

[

(1.459)

a (1.460)

F=k22 (1.461)
T

157Ernst Stueckelberg (1911-1984), mBajunapcku MaTeMarndap ¥ Gu3nIap.
158 Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806), dbpamycku Bojun mHKemep 1 busmgap.
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e je ke = 8,9875 x 10° N m? C~2? Kynonosa koucranra. Kaja 0By hopMyiIy IpeBOIIMO
y CKJIAJy Ca TPETXOJHUM 3aK/bydlliMa, aKO je HeKa OJ YeCTUId AHTUMATEpHUja a HAaIlle
CTAHOBHINITE HEITPOMEILEHO, TAJla MEHAMO IheH Haboj y cymporan, ¢ — —q. Onpbojua cmra
n3Mely JiBa eIeKTpOHa MocTaje MpuBIadHa n3Mely eleKTpoHa U MO3UTPOHA, a OTeT 0J00jHA
n3mely nBa mosurTpoHa. 1o je 3aT0 IMITO JBa IyTa MEHmaH HPEI3HAK YIa/beHOCTH YUHU
KBaJ[PaT YIa/bEHOCTH MAPHOM (DYHKIIHJOM, 72 — 12, KOHCTAHTHOM y IIPOMEHAMA, IPEI3HAKA
apryMenTa.

Jlpyru npumep cy JiBa TeJia M U Mg HA yIaJbEHOCTH I Ha Koja Jiesyje FbyTHoBa rpaBuTta-

[MOHA CUJIa
mimsa

F=-G™32,

(1.462)

r
e je G = 6,674x1071 N-(m/ kg)2 rpaBuTaIona Koucranta. OmeT, y ciydajy aHTUMaTepuje,
MMaMO aHAJIOTHE 3aKJbyYKe TPETXOIHIM, OBJIE /1A 33 AaHTUMATEPHjy BaXKW IIPOMEHa ITPeI3HaAKa,
mace (m — —m). docaemso Tome, nBa MaTepmjaHa Tesa ce TPABUTAIMOHO MPHUBJIAYE, KAO
U JIBa aHTUMATEPUjaJIHA TeJla, ajll ce MATepUja U aHTUMATEPHUja OJI01jajy.

WNHeep3nja Haboja

Hanomumem Ja y 0BOM TpeHYTKY y Gusniy KoJuko Mu je nosnaro (mmcaxo 2017.
rojiuHe) jOIl yBEeK He MOCTOje Meperba Koja OM MOTBP/UIA WU OCIOPUJIa 3aK/bydaK Jia ce
aHTUMAaTEPHja IPABUTAIMOHO onbduja ox mMarepuje. Kaga 6u To 6mao nmorBpheno moxia 6u
MOTJIO O0jaCHUTHU JIaHAC HECXBAT/HUBO yOP3aHO MINPEH€ BACUOHE, WJIN UYIHY HECHMETPU]Y
JIBa OlaXKarba — KOJIMYnHe MaTepuje u antumarepuje. Kamga 6u To 6m1o ocriopeHo, Bepyjem,
yKa3uBaJjo 6U Ha Hallle HEIIO3HABAILE CBUX YMHUJIAIA IPABUTAIINOHE CUJIE.

ﬂopeuuoe@ mpanchopmayuge

t’ﬂ(t_z_f)v =z -vt), Y=y, =z v=—x, (1.463)

rie je ¢ Op3uHa CBETJIOCTH Y BaKyyMy, CMEHOM t — —t, & — —x, Yy = —Y, Z = —2 DPEeHEePHIILY
emeny t' - —t', ' - -2,y - -y, 2/ - -2/, amm we v - —v. To 3Haum jga u ome
noApzkaBajy ropmwy uuejy. IIpoMenom mnpensnaka BpeMeHa U oaprKaBajylin MHBapUjaHTHOCT
3akoHa (usnke, 06a nocMarpada (MarTepujaJHU U aHTUMATEPUJAJTHU) CBET OHOIA JIPYror
BHJIe Ha ucTU HaunH. HapaBHo, 00/IMK 1 0COOHHE TaJIaCHOr BEKTOPA, CYIIEPIO3UINje KBAHTHIX
cTama M YHUTAPHUX OllepaTopa KBaHTHE MEXaHUKE U Ja/be Cy TJIABHU Pa3Jjio3u pa3Marpamba
XHUIIOTE3€ O UHBEP3UjU BPEMEHA.

W3 meopuje peaamusHocmu je TO3HATO J1a ce 3a jeIHa'NHe KpeTamba Ha OCHOBY JIopeHIoBe
cuie, U3 JUHAMUKE YecTulle Haboja ¢ y eJIeKTpoMarieTHoM 1mojby FH*Y Haboja ¢, Mory mucaTu
(cabupa ce 10 MOHOBJ/LEHOM T'OPH-EM U JIOHEM HHJIEKCY ):

d>z*  q dz? ~d?z* - —dzP
4, perdt o A (- F) — 1.464
dr? mgﬁ)‘ dr ~ dr? m 95:( ) dr ’ ( )

The je m Maca decTuie, a T je comcTBeHo Bpeme. OBO 3HaYM Jla HAKOH TIPETacka Ha
AHTUMATEPHUjy jeJHauYnHe Kperama octajy ucre. llomceham, GpusmyukuMm eKcrnepuMeHTUMa
je Beh mpoBepeHo Ja ce MO3UTPOH Y AHTUIIPOTOHCKOM I10/bYy AHTHBOJOHUKA ITOHAINA, TaIHO
Kao €JIEKTPOH Y II0Jby IIPOTOHA y aTOMY BOJIOHUKA.

159Hendrik Lorentz (1853-1928), xomanncku dusmaap.
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NHeep3nja Haboja-npocTopa-BpemeHa

Oga ujeja, j1a ce 3aKOHN (PU3UKE He MeHbajy UCTOBPEMEHOM ITPOMEHOM Ipej3HaKa Haboja,
[O3WIMje W BpeMeHa, JOKasaHa je W3 jeJHadnna KpanTHe Mmexanuke (B. [564]) w nasusa
ce cumerpujom uju meopemom HIIB (eur. CPT theorem). Ilosnaro je ja Ta Teopema
BaxkKd U y HEXOMoreHnM MaKCBeJIOBUM jeqHadnHaMa, PENUMO 3a eJIEKTPOMArHeTHa I0/ba
Koja mpomusBoje rycruHe T3B. 4-crpyje. Owne Takohe ocrajy maBapujanTaHe Haxon HIIB-
cumerpuje. Mehyrum, kaga 6u ce npumenmie camo [IB-cumerpuje (6e3 nuBepsuje naboja),
OBe jeJHAYNHE BUIE He OU BaJbaJie.

Ca AjuITajHOBUM jeJHAUYMHAMA 110Jba, OJIHOCHO I'pABUTAIje, MHOTE (DU3UUIKE BEJIUINHE
cy neduHmICaHe U3HOBa Kao TeHzopcke. Ibume cy norennujanmm g,g, momba Fgﬁ u crpyje T8
MIOCTAJIM TEH30PU JAPYTOr pefa, a Haboj HUje 0cTao ckaJyiap Beh je mocTao 4-BeKTOp eHepruje-
nmvaysca p® = mdz®/dr. Tako, npumemyjyhu HIIB-cumerpujy na rpasuranujy, Hecraje
unaboj H, xoju ce npenocu na I[IB. To ce jacuuje Bumm Kaja Ha CTPY]y €HEPrUje-UMITYJICa
puMeHnMo cMene dzx® — —dz®, peaoM 3a KoopawHaTe MpocTop-Bpemena. Jlobujamo:

1 dz® dz? oy
—g;mn/54(:n—:nn %%dm - —Emn/54 T - a:n) a: dry,. (1.465)

dr, d,

36or naprocru oBux tenzopa, HakoH (H)IIB-cumerpuje, oBaj m3pa3 ocraje HEIPOMEHEH.
: A
Comruno ce poraha ca norenuujamma (gog) u ca nomuma (I'ys).
Y AjuHmTajHOBUM jeTHATHHAMA TO/bA

1
Rap = 5905 R = ~87GTup, (1.466)

obe cTpaHe cy napau rensopu, 1a rakobhe saxku (H)IIB-cumerpuja. V jeaaunnama Kperama
AjHIITAjHOBUM ITOJBEM, IIO T'eOAE3MjCKUM JIMHHjaMa, Maca Hilde3aBa. 10 je y CKIaly ca
MIPUHIIUIIOM €KBUBAJIEHITI]€e (je,ZLHaKOCT IpaBUTAIMOHE Mg U UHEPIMOHE Mace mz) Oerze je
Taj IPHUHIMAI 3TOJHO MUCATH Kao KOIMIHUK, Mg/m; = 1, Tako Ja obe Mace Oyiy BHAJBHBE Y

reoe3uIIMa.;:
d?a? B mgr)\ dz® dz 1467
arz ~ my “Pdr dr (1.467)
Ceejenno, Buam ce Ja u 3a ope jeauadnse Baxku ucra (H)IIB-cumerpuja. Ilpema Tome,
Yy TPaBUTAIMOHOM IIOJbY KOjer ITPOM3BOMIM aHTUMATEpPUja 33 aHTUMATEPHjy BaKU ITO3HATU
3aKOH I'PABUTAIIMOHOI IIPUBJIAYEHHA.
YV rpaBUTAITIOHOM II0JbY KOjU ITPOM3BOIM AaHTUMATEPHja 38 MaTePH]jy, WK OOPHYTO MaTe-
puja 3a aHTHMATEPHU]y, rpaBuTalnja mocraje ogoojua. To ce Buam cajia n3 OBUX 33 PKAHUX
Maca YMju KOJUIHUK BuIlie Huje +1 Beh je —1:

d?a? o mmgy dx® da”

(1.468)

dr? mi P dr dr
Marepuja rpasutanuono ojgdouja anrumarepujy! laxie, Ha Mayo JApyraduju TEOPUjCKH
HaYWH, J00UjaMO OIeT WCTU PE3yJITAT 33 KOjU eKCIEePUMEHTAJIHA (DU3UKA jOII yBEK TParKu
npBe MOTBp/e (M OCIIOpaBamba).

Caneneha nocnenuia ropme uieje je degurunyuja peasrocmu. To je 3ampaBo camo jorr
jeHa mpomonuja riefama Ha UMUKy peasHOCT u3 Kibure ,IIpocrop-speme’ (B. [I]).
ObocTpany pasMeny HHGOPMAIja HA3UBAMO KOMYyHUKayujom. Tako, ako MOCTOju KOMYHU-
Kauuja usmely decrtune A u B, oHja IocToju W KOMyHHKanuja uaMmehy dectune B u A.
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[Ta ako 6u mHOpMaILje HILIE Yy caMO jeIHOM cMepy, uiau 6m Ouse Heoaromapajyhe mum
HEJIOBOJbHE Jla Ou Oumjie KOMyHHUKAlldja, HA3UBAMO UX nceydo-komynukrayujom. JlomaTHo,
pau IPEeru3HOCT UK CTUJIA, YeCTUIle Koje IMa/by nH(OopMaInje MOXKEeMO HA3UBATUH eMUTE-
puMa, a OHe Koje WX TMPUMajy — PElenTopuMa, WA TOCMATPadInMA.

HeduHnymnja peanHoctn

WNudopmanujy pasmemyje camo ¢dusndka cyncranmna!l Hanme, kajga Hema ciydajHOCTH,
Tajia Hema dbusmdke mHMOpPMAIje, ajid TaJa HeMa HUTU HACTajalba BPEMEHa, [IPOCTopa U
marepuje. OBJie TOBOPUMO O NeHEPaJINCaHO] HHPOPMAIM)U Koje HeMa 0e3 MHTepaKIiuje, Wil
obpHyTO, jep je Ta mHMOpMAaIHja cpasMepHa JejCTBY (IIPOM3BOJ UMILYJICA ¥ IIyTa, OJHOCHO
enepruje u Tpajama). To je cranosuinTe npeysero u3 kmure ,lIpocrop-speme’ [1].

CaanmsmocT 1 mpoMeHe Koje BuljamMo pesysrar cy HacTajama nHGOpMalmje (13 HensBe-
CHOCTH) KOja Ce TOMIJIA ,KPUIIKa [0 KPHUINKA“ y OOJIMKY IIPOCTOpa OKO HAC M MaTepuje
yomrre. Ilpema npunyuny eeposamnohe (HajsepoBaTHuje ce joraha Hajuenthe), apBo win
KJIyTIa y TAPKY KOje Cy Y IIPETXO/IHOM TPEHYTKY OUJIe Ty ca JaTUM MaTePHUjaJIHIM CBOjCTBUMA,
HajBepoOBaTHUje Cy peasu3aliuje, a he BepoBaTHO OuTn Takse u 'y ciejgehem. OHO MITO Mema
BepoBaTHONE CiIy4YajHUX MCXO/a Cy CHJIe, IIOIYyT MOje PYyKe KOja [IOMePH Yallly Ha CTOJIY, TaKO
Jia ce y caefeluM TpeHyImMa Jalla [MojaBjbyje Ha JIPYTOM MECTY.

Jlakite, ako HeMa 00jeKmusHe CAYHAJHOCTIU, OHIA HEMa HUTU 00jeKTUBHE MHMOpMAIIT]e,
I1a je U caM [IPUHIIUII BepoBaTHOhe orpaHntveH, IPUBPEMEH WK [IPUBUJIAH, & TAKBE Cy U CaMe
SIIAHCE KOje MOXKEMO Has3uBaTu nceydo-eeposammohama. Hacympor Tome, ako je ciydajHoCT
objekTUBHA, OHIA HH(POPMAIIA]Yy CMAaTPaMO peaTHoOM, (PU3UKATHOM, MaTEPHUjATHOM I10jaBOM.
Omnya je BepoBarHoha pematusHa! Ja cam ,0Bje" u HECAM ,TaMO” jep MU je BepOBATHH]jE Ja
caM Ty TJe caM, 3a pa3JjinKy OJ Bac KOjuMa je HajBepoBaTHHje ja cTe ,ramo’. To je merabHO
pasMaTpaHo y MOMEHYTO] KIU3H, & CaJjia MOPaMO Uhu j1asbe.

ITojam peaarocmu hemo nedunucaru nomolhy dpusuuke nadopmanuje. Kaga A u B mory
y3ajaMHO KOMYHHIIMDATH OHU Cy y3ajaMHO peasiHu. To Mory 6utu decture, busmdka Teja,
CBEjEJIHO JIa JIM UX HA3UBaMO ,,00jeKTuMa’ min ,cy0jeKTuMa’, OHU MOPajy OUTU MaTepujaHu
npeameTn, cyrcranna. [loper Tora, kao mTo ne moxkeMo pehu ma Mecer Hectaje n3 pusuakor
CBeTa CBaKM IYyT KaJia ra HE BUIMMO, jep OM Taja Moipa3yMeBaJii HapyllaBarbe 3aKOHA
oJip’Katba, TAKO OH MOpa TpajaTh W HaMa aKO I'a BUJM HEKO JIPYTH — 3a KOra, CMaTpaMo Ja
je peanan. llpema Tome, ako A moxke KomyHunuparu ca C' Koje MOXKe KOMYHHUIUPATH Ca
B, ouna cy A u B yzajamuo peasau. Yormrrre, dectuiie A u B cy y3ajaMHO peajiHe ako
nocroju ypehena n-topka decruna Ci,Cs,...,C, 9uju CBAKH CYCEIHU Iap MOXKE y3ajaMHO
koMmyHuIpaTn, a Cq Moxke komyHurmpatn ca A u C, Moxke KomyHuimparu ca B. Bpoj
qectunia n € N je KOHaUYaH, jep 3a MATEPU]y BaXKWU MPUHIIATT KOHATHOCTH.

Kao mro cmo panuje mpumerniiv, oBakBa JedUHUINN]a PEATHOCTH OJHOCH CE CAMO Ha,
neprernije. JIpyro, HemoTiyHy pa3mMeHy HH(MOPMAIHja HA3BaIU CMO [ICEYI0-KOMYHUKAIIA]OM,
oy T npujeMa mHpopMalnje 6e3 MoryhHocTH ofroBopa. ¥ CKJIady ca TuMme, ako A mmasbe
nndopmarjy ka C' ajqu He MOXKe Ja j100uje ToBpaTHY MOPYKY, ajau C' MOXKe Jla KOMYHHUIIPa
ca B, maga xaxemo ja cy A u B ysajamHO nceydo-peasnu. llceymo-peasina je pemnmumo
[Muraropuna Teopema Koja MOXKe Jla yTUYe Ha HaIlle OJJIYKE U Ja IIPOU3BEJE MPOMEHE Y
HaIlleM PeAJIHOM CBETY, aJii OOPHYTO HUje Moryhe, MU He MOXKEMO IIPOMEHUTH TEOPEMY.

U3 nedunnmje nceyo-peajHoCTu CJAEIU Ja Cy ,IapajeHl yHuBep3yMu® (yriaBHOM)
[ICEYJI0-PEAJIHA, aKO CYOjeKT M3 jeJIHOT He MOXKE KOMYHUIUPATH Ca CYOjeKTOM 3 JIPYTOr.
Tako, y TpeHyTKy CBakor rpaHamba W HACTAHKA ,Iapasie/IJHIX YHUBEp3yMa' mHpopMaImja
ujie Ka HOBUM ,VHUBEP3yMHMa U He O] IbUX Ha3aJ, Bell caMo M3 MPOILIOCTH OHA OJIa3u
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ka Oymyhuoctu. JlociemnHo, aHTuMaTepuja Koja IMOPET HAIIE CAIAIIHOCTH OJIA3W y HAITy
MPOIIJIOCT HEMA ca HaMa KOMILIeTHy KomyHukarujy! JlBa cyGjekTa KojuMa Bpeme uje y
CYIIPOTHMM CMEPOBHMA HE MOTY y IPABOM CMUCJY KOMYyHUIIUPATH, jep IIUTambe Koje Ou IpBu
[IOCTABUO, JIDYTOME CTUXKE TEK HAKOH HerOBOT' OJIFOBOpaA. Y HAjIPOCTHjEM CJIy4ajy deCTHIa
»jelaH-Ha-jeJal" je ’bUX0Ba UHTEPAKIIU]ja, [IOIYT ,IyTamka Ha IPBY JOUTY", 8 cAMO HAU3TJIET
TO je HeKa KOMYHHUKAaIlja, KOja MOKe OUTH ,paCKpUHKAHA' Y CJIOKEHUjUM CJIydajeBuMa.

[MapanenHe peanHocTu

Nzpasz napaseare peanrocmu 3a  apasiesiHe YHUBEP3yMe" U Jiajbeé KOPUCTUMO, jeP CY y
CBaKOM OJI TUX , VHABEP3yMa' PeajHOCTH jeJIHAKO BajujHe. Tako HaryamaBaBaMo Jjia Cy CBe
OHe ,CKOpO peaJiHe®, jep je BacmoHa (YHHUBEP3yM) 3ajeJIHUYKA CBUM ,YHUBEP3yMUMA', KOje
3aTO MHUINEM I10J1 3HAIUMa HaBojia. 1lope Tora, nHCHCTUPAabE HA TAPAJIETHIM PEATHOCTIMA
HAIJIamaBa cMucao 00jeKTUBHE CJIYUIAJHOCTH U Jlaje 3HaYaj IPUHIUIY BepoBaTHONe. 3arTum,
OHe Takohe MmoMaky pa3yMeBamy cynepnosuuyije.

Ha unpumep, kjybur (1.41) je cyunepnosunuja ase Hemssecnoctu |0) u |1) koje mory
KoJstabupaTn y nH(GOpPMAIIU]y jeTHe o BbuX. JeJaHa je Hallla peasHOCT, ApyTa je ,apaJjeHa’.
[TperxosHa yKyllHA KOJMYMHA HEU3BECHOCTH KjybuTa [1)) TadHo je jenHaka (110 KOJUYUHN)
CBaKOj 10jeIMHOj HH(MOPMAIII)U TAPAJIETHUX PEAJTHOCTU. A 1 0OpHYTO, peaju3aliije I1Bejy
HaIIUX apaJIeITHIX PEaHOCTH 38 AaHTUMATEPHjY Cy JIBe HEU3BECHOCTH, CyIIEPIIO3UIIUj€ IOy T
|1}, xoje he komabuparu y camo jemny og [0) wim [1). Kaga 6ucmo cacBum uropucaju
napaJiejiHe PeaJTHOCTH, OBO Ou objalnmere OUI0 HEeMOTIIYHO, PEBEP3UOMITHOCT YHUTAPHUX
oreparopa HeoOjallbUBa, & KBAHTHA MEXaHUKA [TOMAJIO MUCTHIHA.

Kana Beh nedunuiremo mapasiesine peajHOCTH, TY MOYXKEMO JIOIATH U [IOHEIIITO O] TI0jMOBa
uctuHuTOoCTH. Beh cMo moMumbam TeopeMe MaTeMaTHIKe aHAJIIM3E U TEOPUje CKYIIOBa Koje ce
b6aBe 6HeCKOHAYHOCTUMA, YHja TAYHOCT je EKBUBAJIEHTHA TAYHOCTH PEIUMO TabJINIIE MHOYXKEhA,
KOje HaM 3aTo ,Jopy4yjy" za u oue mocroje. Mopamo nmpusHaTu ga MMaMO Ca3Hamba U O
TUM alCTPAKTHUM HCTHHAMA MAKO OHE HUCY MaTepHjaJiHe u Ja TpedaMo U HUX CMaTpaTu
HEKOM BpcTOM ,mHMopmanuje”. CazHama MoJeIuMOo Ha MaTepujaaHa u Hemarepujaiasa. Opa
JIpyTa, KaJta 1oJ1a3e ol Iceya0-BepoBaTHONa HA30BUMO Ticeyao-Mareprjasnnma. OHna HACTajy
Ha CEYI0-CIyIajHOCTUMA KaKBa Cy IojaBjpuBama Iudapa opoja m = 3,14159... pemom y
[PBOM YHTay. 3HAMO Jia HU3 JeluMaJia Opoja 7 TadHO OITOHAIA CBe OCOOMHE CJIy9ajHOCTH,
aau 1a y APYTOM YHUTAIby MOXKEMO CXBATHUTH He-CJIy9IajHOCT HUXOBOT I10jaBJHUBAIHA.

N3 oBora 6ucMO MOTJIM HACIYTHUTHU Jla O TPETXOTHO MOMEHYTO HAYEO jeJMHCTBEHOCTH
MaTepuje, TaKje HEIIOHOB/bUBOCTUA MATEPUjAJHUX II0jaBa, MOIVIO O0jaCHUTH Pa3IUIUTOCT
rojaBa CJIy9ajHOCTH Y ,CBETY MOjeInHAIHOr U OHe V ,cBery ommrer'. MehyTum, To je Tema
Koja 6u DoJbe ojiroBapaJia HEKOj KEU3M Jpyradujer KapakTepa, I1a je OBJe CaMO ITOMHUELEM
Kao HajaBy.

[Ipumerumo ma 3a caja HaMa jOII YBEK HHUje CACBUM jACHO INTA je TO IMPaBa CJIYIajHOCT
a IITa je MCeyI0-CAyIajHOCT. 3aTo JepUHHUIMjaMa OBUX IIOjMOBa IPUJIA3UMO Ca PE3EPBOM.
PasymeBame ancTpakTHHX MaTeMAaTHIKAX TBphema je jeaHocMepaH mporiec ma hemo pehn
Jia je m TO BpcTa nceydo-ungopmavuje. Kamga 6u ucrtune Ouje y cramy J1a KOMYyHHUIUPA]Y,
MOy T MHTEPAKIIAja decTuria PuU3NIKOr CBeTa, Ta1a OMCMO UCTUHE KOje Ce PA3MEIbyjy MOIJIN
CMATPATH [IpABUM UHGOPMAIIjaMa, OTHOCHO peajn3alijaMa 00jeKTUBHUX ciaydajaoctu. One
Ou ce OHJIA MOTJIE IPUJIATOIUTH HAIITUM rmoTpedbama, Mu 6ucMo Ouin 3HAYAJHU]U, &I OU HAM
CBeT yoIITe OUo jOIl TeXKU 3a Pa3yMeBaibe.
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EHTponuja

Pazmpajame nmapaJjielHUX PeaJIHOCTH, HAPABHO, HUje KPaj OBAKBUX IIpUYa, HUTH j¢ TaKaB
Kpaj y Haylu yorrmire Moryh. 3aro ce He BPEJU HCHPIJHUBATU IOIMUCUBAIHLEM IIOCIEIUIA,
ajad MopaM HaBecTHu jorn jemany. lIpumerure ma ,Halll TOK BpeMeHa HUTE He AePUHUAIIEM
Kao ,,0Haj ca pacryhoMm eHTpornmjom®, Kao INTO je TO yoOWIajeHO y CABPEMEHO] (bU3UIIM.
To je 3aTo mITO je eHTpoIKja CIOHTAHO pacTyha IojaBa KaKO y CBETY MaTepuje, TaKo U
y ceery antumarepuje! Jla Huje Tako, y CBeTy aHTHMAaTepuje He OM BaxkKuo Jpyau 3aKoH
mepmodunamuke, 1ma OH He Ou 6Mo (PU3UKAJHO WHBAPUjAHTAH Ca CBETOM Marepuje. A oHIa
MTOKYIIajMO Pa3yMeTH IITa Ce Ty JIellaBa.

YumbeHnura a 3BaHUYHA (DU3UKA CMaTpa Jia je 3a Pas3juKy O CBeTa aHTUMAaTepuje,
E@HTPOIINja CBEeTa MaTepHuje CIOHTAHO pacTyha, 3HAYN Ja 3BAHWYHA (PU3NKA jOIl YBEK He
cXBaTa WM He MPUXBATa PEBEP3UOMIIHOCT oleparopa KBaHTHe MexaHuke. (CaMo 3aTO OBO
objarmerhe IMa, CMUCTIA IMoHaB/bhaTu. Kama 6u ce mHBEp3UjoM BpeMeHa nHMOpPMAaIija caMo
jeJiHe oJ1 TapaJieJITHIX peajHOCTH Bpahasa Ha3a/l, loMe ce He Ou MOTJIO JeUHUCATH MHOIIITBO
Moryhux ucxoma. MehyTuMm, yaumamemM 10 jesiHe of ojarosapajyhux nadopmaliija U3 cBake
0l IOTPEOHUX TapaJeTHUX peasiHocTu Moryhe je neduHHCATH pPa3IMIUTE HEM3BECHOCTU
KOje ce MOBPATKOM y Hallly IPOILIOCT MOTY, Y CBETY aHTHMaTepuje, peaju3oBaru y (camo
no) jenny madopmarmjy. Henmsecroctn cBera maTepmje Cy TapaJiesiHe PEajHOCTH CBETa
antTumarepuje. Oaroapajyhe nadopmaliuje mojeuHIX MapaieIHUX PEATHOCTH aHTUMATE-
puje Hallle Cy HEeM3BECHOCTHU KOje (hOPMUPAjy CYIIEPIO3UINje KBAHTHUX CTarba.

[Tpumernmo sa oBaj mporec Hail cBer (MaTepuje) CTAJHO IOjeJHOCTaBJbyje, Al Ja
CJMYaH TPOIEC IOjeHOCTAB/bUBAbA Te€Ue U Yy CBETY aHTUMarepuje. DBupamewm 1o jemqHe
OJ1 BUIIIE OMIHja yCuTHmaBajy ce moryhuoctu. To cmamuBame KoJndnHe n300pa aHAJIOTHO je
IIpeJIacKy MOJIEKYJIa raca y yjegHadeHo aMopdHO CTambe, y CTalbe cakpuBama HHMOpMaIje,
Jakie y crame Behe enrponuje. CHUMETPUYHO BaxKM U HAKOH IIPOMEHE TOKA BPEMEHa, jep
Opoj mapaJieIJHuX PEAJTHOCTH Ka KOjuMa MU UJIeMO je/iHak je Opojy MoryhHoCTH peasu3aiiyje.
Hamre moryhmocTn peanusariuje cy mapaJjesiHe peajJHOCTH aHTHMaTepuje. Tako ce MoxKe
JIOKA3aTHU jeJHAKOCT PACTa eHTPOINWje Y JBa CYNPOTHA TOKA BPEMEHA, IPENU3Huje, TOMOhy
YHUTAPHUX OIIEPATOPA U CyIEePIO3UIIUje.

Pasmarpama npunmuna nadopMalyje HaI0Be3yjy ce Ha TpeTxonHo. Peammsyjyhu mrro
je moryhe mame madopMaImje, BpeMe Tede y IMPaBIy Marbe IbeHe KOJUYWHE, IITO 3HAYH
Ja je (momohy HEeKOr 3aMUII/BEHOI KOMILjyTepa) Makbe Mojaraka norpebHo 3a jieduHuCcae
OynyhnocTu Hero mponuiocT. Taj HeOUeKMBAHU 3aK/bydaK, OUUIJIEIHO, BPEIN Ky/1a IOl HAC
Bpeme Hocu. IIpema Tome, CBeTOBM MaTepuje W aHTHUMATEDPHje PABHOIIPABHU Cy y CMUCIY
BazKkerma 3akoHa (pus3nke, yKbydyjyhu U Apyru 3akOH TEPMOIMHAMUKE, OJTHOCHO CIIOHTAHUI
pacT eHTponuje.
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1.4.2 Mepere cyncTaHue

Mepewe je onpehusarmme BenuumHe HEKOT 0bOjekTa, morahaja wiam mojase. Taj uuH je
MaTepujajHa [0jaBa U, IIPpeMa TOMe, OH IOJJIeYKe IPUHITUIINMa, BepoBaTHohe, nHbopMaliuje u
koHadHoCTU. MepemeM ce JelaBajy nurepakiyje u npeHoc nudopmaimje uamehy mpeamera
U Cpe/ICTaBa Mepema OTHOCHO OllepaTepa. ¥ IIPEM CMUCILY, Mepelhe 3aXTeBa U pa3yMeBarmbe
3aKOHA MPUPOJIE, A T'a YNHE U MPOIECH KOjUMa Ce TECTUPAjy HMPHUPOJHE HayKe. 3aTo je U
caM eKCIIepUMEHT (IIpoBepa) BPCTa Meperba.

ITonnaszehn ca cranoBuINTa JIa je Mepeme IpeHoc nHdopMalmje, 1a cy uHboOpMalmje
Yy y2KeM CMHCIY OHO IITO YUWHW MaTepHjajHU CBET U Yy IIUPEM CMUCIY CBET NPUPOTHUX
3aKOHa, & Jla Cy CBE OHE CAMO JIeJIOBU WCTUHA YOIIIITE, PAa3yMeMO Jia Ce MPUPOJIHE HayKe
OaBe OHMM MCTHHaMa KOje ce JIOKa3yjy ekcriepumMenToM. Jlocsenso, MaTeMaTudke UCTUHE
ce He MOI'Y HUTH JOKA3WBATH HUTHU OCIOPABATU MepPeHmeM, (DU3UIKUM EKCIEPUMEHTOM, IIa
UItaK, nmpuMehyjeMo ga pa3zMaTparbeM Mepema MOXKEMO TeCTHPATH MPEeTXO/HA CTAHOBUIIITA.
Yymu cMo ja je ,Teopuja Ta Koja Jaje CMUCAO YUELEHUIAMa JOOMjEHUM EKCIIEPUMEHTOM",
a oBa mo3HaTa dpasa TeopeTmyapa cajga uje y MPUJIOT CXBaTaiby Ja Cy IIpaBa U IICEYIIO
uHOpMAaIja CPOJIHE, PA3IUIUTE aJIi HEOJIBOjUBE I0jaBe.
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v
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Slika 1.65: Boji-Mapuoros 3akoH.

Pazmorpumo to na mpumepy Boja-MapuoroBor 3akoHa Ha Cauiu VY nmaroj mocyu
crunthemMo rac, mopehaBaMo My nputucak P u cMamyjeMo 3ampeMuHy V, Tako Jia je CTaJHO

PV =k, (1.469)

rre je k Heka KoHcTaHTa Kojy Tpeba ompemutu. Heka cmo obasuin n € N mepema u 1006mmu
pesyJrare:

PVi=k, PVa=ky, ... P\V,=k,.

[MIra ce Ty mecmiio, ca mosuiije MPETXOJHUX pasMarpama’ Mepeme je dMH KOMyHHUKAIH]je
MaTepuje U IIpeMa ToOMe MOCIeINIa CIyIajHnx gorahaja, mTo Jabe 3Ha9n Ja OHO HUKaIa He
MOXKe OUTU CACBUM TadHO, ajiu ja ce noBehaBamem Opoja omura Moxke moBehaTu TadHOCT, y
CKJIaJIy Ca 3aKOHOM BeJIMKHX OpojeBa Teopuje BepoBaTHOhe. 3aTO MOHAB/HAMO MEpPEHa, J1a
bucMo 106man 6poj

(=PVi+PVo+---+ PV, (1.470)

Pacrko Bykosuh 282



KBAHTHA MEXAHUKA

a 3aTuM u 6poj £/n Koju NpescTaB/ba CPEEby BPEJHOCT TpaykeHe KOHCTaHTe k.

Jpyru mpuMep je Meperbe UMITYJICa U IT0JI0XKaja eJIEKTPOHa e~ moMohy cymapa ca pOTOHOM
7 MPUKA3aHOM HA CJIUIIH Tako cy orkpusBene Xajsenbeprose peasauuje neodpeherocmu
KOje Cy OCHOBa KBAHTHE MEXaHUKE.

e 7 TTocMaTpay

Lll -
C 1
Slika 1.66: Heompehenoct nmirysica u mojoxkaja.

Y npBOOUTHUM EKCIIEPUMEHTHMa OBE BPCTE U HUXOBUM pa3MaTpamuMa npuMmeheHo je
Jla [IOCTOje TPAHUIE OHOI'a IITO MOXKEMO BUJETU O ejeKTpony. U3 enemenrtapue dhopmyiie
Komnronosor edekra“ Xajzenbepr je 1927. roaune npouyeruo na ,HEIPEIIN3HOCTA X Mepermbha
nMmIyca Ap eleKTpOHA U HEeroBor mosiokaja Ax Mopajy 6utn pema

ApAx ~ h, (1.471)

rme je h IlmankoBa kKoHcTamTa. VMIysic eJIeKTpoHa je p a meroB mojioxkaj x. llozummja
dborona je ,pasmazana’ Ha HEroBOj TAJACHO] JIyKUHU A a UMILYJIC My je KOJIUIHUK h/A.
Omnaxkame ejieKTpoHa je cyzap ca oTOHOM, HAKOH UYera UMITYJIC U [10JI0YKAa] eJIEKTPOHA 0CTaje
spazmazan” 3a Ap = h/\ u Ax = A\, mro cMeHoM ca nperxogHum naje Ap = h/Ax, Te
ApAx = h, a T0O je moMeHyTa Xaj3eHOEPTroBa MPOIIEHA.

Ucta ce mporeHa MoxKe J100UTH KOPUCTEhW YecTUIe ca MacoM m u Op3uHOM v, momohy
Jlyj de Bpojesoe m3pasa 3a ranacuy jayxuny A = h/p. Tana je Ap = mv u Ax = h/mwv, na
cMeHoM gobujamo omer ApAx = h.

W3 oBux Meroma Hacayhyjemo ja HeompeDeHOCTH Mepema UMITYJIca U MOJI0XKaja J10J1a3e
W3 pacullalba y OKBUPY TajacHe JIyXKWHe, KOja HaM He Jlaje TadaH I0JI0XKa] OHOTa JhMe
MEpUMO, T1a TUME€ U OHOra IIITa MepuMo. Tako HAM ce MOXKe YUMHHUTHU Ja TO HEMa MHOI'O
Be3e ca CTBApHOM ciydajHornny, Beh ma je mociennia camMo HAIMAX ,JI0MMAXS ajaTKu. Ajm
kako JIyj ne BpojeB 3akoH 0 TajacHO] NPUPOIH CYICTAHIIE BaXKW 3a CBaKy BPCTY MaTepuje,
3aKJ/byIyjeMO a U He I0CcToje ,0osbe ajarke. Jlakijie He MOCTOju HUINTA Yy OBOj BACUOHU
qnmMe 6ucmo morym ocrioputn Xajzenbeprosy mporeny (1.471), ma mpeoctaje jomr camo ga
BUJIMMO I JIA CE OHA CJIayKe Ca 3aKOHMMa BEepOBaTHONE.

a je To 3amcra tako Jokasusao je 1927. roxmne KeHap)J@ (B. [56]) a crenche ronune
u BejnFiTI (B. [57]) orkpusnm dopmyiLy 3a AUCIEP3Uje UMILYIICA 0 U HOJIOXKAja 0y UECTUIIE:

0pOy 2 g (1.472)

160Farle Hesse Kennard (1885-1968), Teopujcku dbusmuap u npodecop YHusepsurera Kopues.
161 Hermann Weyl (1885-1955), HemMaukn MareMaTmdap, TeOpujckn dbusmdap 1 Guiozod.
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rie je h = h/(27) peaykosana [TnankoBa KOHCTAHTA.

Hokas (1.472) u3 cauune ujeje Moxe ce Bujietu u'y Kwusu Judopmarmja nepuennuje’
(B. 2], crp. 57), ca masio apyraunuM uMILIMKanujama. YKpaTKo, Tparajyhu 3a cpojHuM
aJIi CYIPOTHUM CJIy4ajHUM BeJUIUHAMA, jeJHOM adpUpPMATUBHOM a JPYTI'OM PECTPUKTUBHOM,
MIPBOM, YHYTPAIIIEHOM CIIOCOOHOMINY orcugoe buha ma KOpUCTU MOTYNHOCTH CBOjUX TIEPIIEIIIIN]a,
a JIpyroM, BarbCKOM crocobHOIIhy Xujepapxuja Koje 6u ja ra y Tome onemoryhe. Ilomazehn
OJ1 er3UCTEHINje 00jeKTUBHE CyYIajHOCTH, IIPBa je Moh c10001He BOJbe, IPYTa je MOh mopeTKa.
Cpakoj mojeaunaunoj mojaBu wy (kK = 1,2,...,7m) KOjOM jeJMHKA ¥ IHEHa OKOJIWHA MOLY
YIIPAB/bATHU TPUAPYKUMO PEJOM BPEIHOCTH i, = ix(wy) u hy = hi(wg) 1 HOCMaTpaMo HBUXOB
pousBof ¢y = ighy, a 3aTuM u 36up oBuX npousBoga £1 + fo + -+ £, =L, Tj.

£=1i-h, (1.473)
KOjU je CKaJlapHu Ipou3Boj, BekTopa. lIpse Bemwunue i = (i1,49,...,4,) cy adbupmaruBhe,
apyre h = (hy,ha, ..., hy,) Cy pecTpukTHBHE — ca craHoBuinTa kupor 6ulia. Hazao cam ux

Pe/IoM KOMIIOHEHTaMa BEKTOpa unmeauzeryuje n xujepapruje. CKaJlapHU IPOU3BOJL HA3BAO
caM caob60dom (¢ — mmbeprac). ITokasyje ce na je dopmyna (1.473) nmoommreme Illenonose
nndopmarmje, ma Beauduny £ HazuBaM U uH@opmayuje nepuenyuje Kusor duha.

Hasus ,ciioboma“ 3a 6poj ¢ MHCIUpPUCAH je ,CJI0D0JHOM BOJBOM" KOja, IPETIIOCTABHO
caM, pacre ca KOeUIUjeHTUMAa ,MHTEJUreHInje" i, KOjUu Kao Ja MpPKOoce ojroBapajyhum
KoedunujeHTUMa , Xujepapxuje hg, a Koju Cy II0 CBOjOj IPHUPOJN U3BaH MONU II0je/IMHIIA.
CrocobHoCT omarkama CBake HOBE KOMIIOHEHTE XUjepapXuje PacTe ca KOJUINHOM IEPIIEIIn]ja
jenmHKke, a Takohe M ca crocoOHOIINy NPKOINeHa TOj KOMIIOHEHTH, YTOJIUKO BHUIIE INTO je
KomroHenTa xujepapxuje Beha. Oryna uneja ma je ¢ uradopmalinja meprienimje.

Y caenehoj kwuzu (8. [1] npumep 1.1.2) dopmysa (1.473) je npernosHara y pesialijama
neosipehenocTn u3 Koje cy nmorom ussejieHe Jlopenose Tpancdopmaliuje crerujaite Teopuje
peJIATUBHOCTH, YMMe je YTBphHeHo 1a je oHa mponopliuonana Jlarpanxujany, uin (Gu3anaIKoM
dejcmey, a na 3a ,,ca0001y" HEKUBUX OWMha BaykKW ,[IPUHITAIN HajMaiber JAejcTBa’ MO3HAT Y
Teopujckoj dusurm. Ilpema Tome, ,ciaoboma” xupux 6mha ysek je Behia oj oxrosapajyhe
HEKUBUX, TIa UCTO £ cajia MOXKEMO CMATPATH U MEPOM HCUBOMHOCTMAU.

Hasus ,zkuBoTHOCT cajia uma cmuciaa on kKajaa je (1.473) npumeheno kao Mepa jejcTsa
KOje IpeJiCTaB/hba CBEYKYIIHO KpeTambe (u3mdkor cucrema. JlejcTBo je mpocedan mmirysic
cUCTEMa MHOXKEH J[y>KUHOM IpeljeHor 1yTa, UJIu IITO je UCTO, IPOCEYHa eHepruja MHOYXKEHA
Tpajamem. OTy/la 3aK/by1aK Jia je ,arpecuBHOCT (IIpaBHU [10jaM) KUBUX Oulia M3pa3 muxoBe
,ZKUBOTHOCTH (KOja Omajia ca crapolily), a oBa IBUXOBE ,cj1000/1e" (MOIUTUIKA TEPMUH ),
wi OMOJIONIKK peveHo ,mHdopmanuje nepiemniuje’. To HamoMumeM caMo Jla yKaXkeM KyJia
he cBe Oyayha KBaHTHa MeXaHUKa BOJATH CBOje MCTParKUBade.

Y moMeHyTHM KIbUTaMa, TOIOJIOIIKK Ce JIOKa3yje Jda TPUMa IMPOCTOPHUM IUMEH3UjaMa
Tpeba noaTn (HajMarbe) TPH JIUMEH3Uje BpEMEHa U Jia TaKo J00HjeHO IecT-IUMEH3HOHATHO
IIPOCTOP-BPEME IIPEJICTaB/ba EIUHY, jeHy (PU3UUKY peasHoCT. TaMo caM IMOMHIHAO Jia TO
HUje prda O JOJATHUM JUMEH3MjaMa IIPOCTOpa TeopHje CTPYHA, KOje Cy MHUKPOCKOIICKE Y
OJIHOCY Ha yobudvajene u 1osHare (JyKUHY, IIMPUHY, BUCUHY ), I1a Cy HAM 3aTO HEIO3HATE,
OJTHOCHO HeBHUJbUBE. AKO Teopwuja CTpyHa MKaJa CBOjUM IIPOCTOPHUM JWMEH3HWjaMa 08 1
onrosapajyhe nuMeH3uje BpeMeHa, Ha MOMEHYTH HAYWH, OHJ@ Ne TO MHOTrO-IUMEH3UOHATHO
MIPOCTOP-BPEMe Takohe MpeicTaB/baTH jeIHy IeJuHy, jeaHy (Gu3ndky peasnnocT. 1o he
6uTH caMo jelaH ,,VHUBEP3yM" y MHOIITBY MApPaJIETHUX PEAJHOCTUA KOj€ OBJIE OIUCYjeM.
[Tpema Tome ,MynaTUBEP3yM” Teopuje cTpyHa Omhe, aKO ce eKCIIEPUMEHTAIHO TOTBP/IN, je/IHa,
KOMITAKTHA CUMETPUYHO PEaJIHa U MEPJbUBA MATEPH]ja.
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Caza ce omer BpaTHMO Ha MMILYJIC U I0JI0KA] KBAHTHE MEXaHUKe. Bujennm cMo ja ce
oneparopu umiyJica (1.434) u enepruje (1.433) mory nmcaru y ob/IuKYy

0
ﬁk = _ih_a gk € {[E, Y, z, _t}v (1474)
Oqx,

rie p—y = E. JIBoCTPYKOM IMPUMEHOM HAJIA3UMO KBaJIPAT UMILYJICA ATICITUCE

0 0 2
~2 ~ ~ . . 2

=Pz Pz = | —th— || -th— | = -h"—,
Py = PxP (Zﬁx)(laa:) 0z?

a CIMYHO MMaMO U 3a octajie Koopaunate. OmepaTop BeKTOpa MMITyIca je P = Y1 Dr€k, aKo
Cy € OPTOBH KOODJMHATHUX OCA. 3a IIPBE TPHU KOOPIAMHATE MMAMO

82 82 82
~ 2 2 22
P =-h (@+8_y2+@):_h Ve, (1475)

a oTyJa m3pas 3a Xamuaronnjad (1.435), oxmocHo

. p? -
H=—+V, (1.476)
2m
rJie je m Maca dectuile (Jaror umiysca), a V' oleparop MOTeHIjaJHe eHeprije.
IpenuurepoBa jeqnaunna ce g00Mja U U3 jeIHAYMHA KJIACUIHE (DUIUKE, KaJla Ha MECTO
buU3NIKUX BeJINYNHA IOCTaBUMO ojroBapajyhe omeparope. To je BakHa 0coOMHA KBAaHTHE

Mexanmke. Ha mpuMmep, Ha OCHOBY KJIaCHYHE jeJHAUNHE 33 YKYIIHY €HEePrh]jy

p2
_+V:E7 (1477)

2m

MOYKEMO O/IMaX HAIMCATU M TAJACHY jeTHATIMHY

A~ .
(p +V)¢:E¢. (1.478)

2m

Amnajioruja je ounrsiesHa, rye kiaacudno H = E nocraje Xamuamonos onepamop H.
CBojcTBEHE BPEIHOCTH Cy pellleha JIMHeapHe jeTHaUYNHe, PEIIMO

I_ihvbn = Endjna (1.479)

rze je E, cBojcrBena Bpegnoct (enepruje), v, oarosapajyha csojcrsena dbyHKImja, 06€ 1aTor
oreparopa H , PEJIOM 3a MHJIEKCEe M. 300T TPUHIUIA KOHAYHOCTH MaTepuje, WHIEKCA MOI'Y
npurajaT HajBuine npedbpojuBo OeckonayHoM ckyiy. llopem Tora, corcrBeHe BpemHOCTU
peaJIHuX eHepruja MOry OUTH caMo peaJiHe, 1a KoHjyrosamweM (1.479), uau npujapyKuBambemM
ca osnakoM ¥ = 1", 106UjaMo HPUAPYIKEHY jeHATMIY

H! = By (1.480)

Enepruje F,, cy BeJmduHe Koje ce MOTY MEPHUTH, KOje MHade HAa3UBaMO 003epsadie.
3 oBux jemgnatinna qobujaMo WHTErpaJie:

/_:thbdq:E/_:w*wdq, /_:wﬁ%*dq:E/_:q/,qu’
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na u3 Y = YY* craenm - .
/_ v Hedg = /_ vHY* dg. (1.481)

Ha je To mosuara medunuiuja Xepmumcros onepamopa BUIAMO U3:
| wrtayda= | v yda= [ i

Te penamnuje nedunurry XepMUTOBE OIIEPATOPE, OJIHOCHO OHE KOJU MMA]jy PeaJsiHe COICTBEHE
Bpexanoctu. Jenyjyhu Ha KBaHTHA CTamba, OBIE Ha TaJacHy (DYHKIH]y 1), OHH 3a COIICTBEHE
BPEIHOCTHU J1ajy 0b3epBabiie.

IIpumep 1.4.1. Ilokaostcumo da je onepamop umnyaca Xepmumos onepamop.

Pewere. 360r jeTHOCTABHOCTH PAIUMO Y jeJIHO] JTUMEH3U)U

/w P de = / w*(—ih%)dm

Ca zpyre crpane, qudepenimpajyhu HopMy TajacHe (pyHKIHje HAJIa3uMO:

d L d
[ (Gor) o
[ v - [ “wra.
a OTy/a Ca IMPETXOTHUM:
—m/ w*dw:z‘h/ =/ Yp*Y* de,
IIITO 3HAYU JIa je TparkeHa pesalija 3a/0BOJbeHA. O

Kopucrunu cmo BopHoB 3aK0H 0 BepoBaTHOhaMa aMILUIUTYA, IIPEMa, KOJUMAa je HHTerpaJl
KBaJpaTa HOpMe |1/J\2 = ™) 1O 1EeJIOM MPOCTOPY je/IHAK je uHUIM. 10 Ha3HBAMO OCOOMHOM
HOpME KBaHTHOI cTamba. ¥ ciaemeheM mpumepy ca () o3HAIaBaMO IIPOCTOP KOOPAWHATA Ca
CUT'YPHHUM HUCXOJIOM. Y CJIy4ajy jeiHe KOOPJUHATE, PEIUMO T-0Ce Kao Y MPETXOTHOM IIPUMEDY,
TO je MHTEPBAJ O] —00 JIO 00.

Ilpumep 1.4.2. Uzsecmu gopmyay 3a Xepmumose onepamope u3 HOPME.

Pewerve. JludepennuparmeM HOpME I0 BPEMEHY J1001jaMo:

0
— “wdg =0
at/Q@/)@bq ;

fo e+ v aao

Samenama u3 llpenuHrepoBe jeqHadmHe, UMaMO JAJbe:

O _ L O L
ot ih Hy, ot ihH¢’

L / “(B) - (Ep)] dg =

/Q T dg = /Q B dg,

a 1o je jennaumnna (1.481) kojy je Tpebasio jpodburn. O
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KpanTHa MexaHUKa MO3Haje U GHMUTEPMUMCKe onepamope, nedruHICAHe ca
AQwAwdq=—A;Awﬂwdq (1.482)

3a pasnuky o7 XepMUTCKHUX OMepaTopa, Koje KapaKTEepHINe jeTHAKOCT At = A, ose anru-
XEePMUTCKe KapaKTepHIle jeIHAKOCT At = —A. O6e BPCTE CMO IOMUIbAIN pasMaTpajyhu
HOPDMAaJIHE OIlepaTope, KaJla CMO OBe JIpyre Ha3WBaJUd U KOCO-XEPMUTCKHUM, Ia M KOCO-
[IPUJIPY KEHIM.

Ha npumep, XepMmurcku orepaTop je MaTpuia

0 —i 0
A=|i 0 -il, (1.483)
0 i 0

jep je At = A, 1j. TpaHCIOHOBamEM M KOHjyroBameM Jobuja ce mcra Marpuiia. llpumep
AHTH- XEPMUTCKOI' OIl€PATOpa je MMarnHapHa jeJUHUIA, jep

/_: i da = _/_: O (=i) da = _/_: e, (1,480

To 3HauM Ha ce CBaKM aHTU-XEPMUTCKU OIIEPATOP IMOMHOXKEH Ca ¢ IIPeTBapa y XepMUTCKHU
u obpuyTo. Ilopen Tora, Kako je wHave TPUJIPYKEHU OIEPATOP MPUJIPYKEHOI OllepaTropa
jenmax mogerrom oneparopy, (AN = A, 1o je

%(AT +A) (1.485)

XepMHUTCKH oIepaTop 4ak U Kaja je jmHeapuu oneparop A me-XepMurcku.
Cpedrwa epedrocm mosioxKaja JedUHUIIE ce Kao y TEOPUjU BepoBaTHOLe:

(x) = / zpdr = / xp Y de, (1.486)
IIpH 9IeMy je 3a/I0BOJbeH YCJIOB HOPDMUDPAHOCTH BepoBaTHONA:

/:pdw:/zwwdm:/w [Y? dz = 1. (1.487)

o0

Y cayuajy peannux monoxaja uarerpas (1.486) je yeek komBeprenrtan. Oryja, JTOCIETHO,
nedUHIIIIEMO Cpeiiby BPeIHOCT (DYHKIIMje KOOPIMHATA

(@) = /Q F(@)lfdg. (1.488)

To je ekBuBasienTHO u3pasy (1.274), oBJie KOHTUHYAJHUX OlIEPATOPA Ca JUCKPETHUM COIICTBEHIM
BPEIHOCTUMA.
Cpeiby BpeIHOCT OllepaTopa UMITYJICA MOXKEMO TPaXKUTHu 1moMohy 6p3une:

(pe) _dlz) 0 [*

sy \Px) _ _9 2
(i) = et = O = 2 [ afup
and hence g fo
(Pe) = ma/ zy? da. (1.489)
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Hudepennupamem u 3amernom u3 [1Ipeaunrepose jegHatdnie Kao y IPOILIOM 33IaTKY, HAKOH
U3padyHaBama HAJA3MMO

/ VPt da. (1.490)

Cpe/itba BpeJIHOCT YKYIHOD (IIPOCTOPHOT) UMITYJICA je
. /Q Vb da, (1.491)

gde je p oneparop BekTopa nmiryica (1.475).
JlejcTBo aBa omepaTopa UMILYJICA PA3JIMYUTUX KOOPAUHATA, [1aje:
0 0? 0? 0
¢) _p2 Yo 2 ¥

‘ (W) o
- — i (—inY) < b p.
y Dz 0y Dyoz ay( hoe ) = Pube?

5 _h__
DaPyth = —i o (

To nummemo
ﬁzﬁy = ﬁyﬁxv (1.492)

IITO 3HAYMU JIa je TPOW3BOJ, OBUX oleparopa KomyTaTuBaH. [IpomsBoj omeparopa mMmirysaca
7 TI0JIOXKaja UCTUX KOOP/MHATa HUje KOMYTATUBaH, jep:

1° ppitp = ~ih2 (a) = ~ilnp — ik
o an ol U\ _ 00 (1.493)
2° TpgY = m( zh%) = —ihy ,

rje je craBbeHo O,z = 1. Pazmuka (2° — 1°) oBux uspasa je

(&Pe — P )V = i), (1.494)
ITomohy xomymamopa oneparopa
[A,B]=AB - BA, (1.495)
OBO IINIIIEMO
[2,Dz] = ih. (1.496)

OrnepaTopu UMITyJICa U TIOJIOXKAja Cy XEPMUTCKU, ajIu je lbUXOB KOMYTaTOP aHTH-XEPMUTCKU
JIMHEAPHU OIIEPATOP.

YV KOOpAMHATHO] pelpe3eHTallnj , TaJlacHa PYHKIIM]ja je corcTBeHa (DYHKIHja oreparopa
KOOpJIMHATE T, T1a je T = x1), T1e je x moyoxkaj. OmepaTop He Merba IIpaBall BEKTOpa CTaba
1), HErO My CaMoO JIOJEJIU COIICTBEHY BPEIHOCT T KOja je peajaH Opoj, jep je omeparop &
XepMuTCKH, Ia je mpemMa ToMe T o03epBabia. Kama ce y mcToj penpe3eHTaInju HaIOBEXKe
U JIeJIOBaIbe OIepaTopa UMIIYJICA Py, KOME OJroBapajyiu cOlCTBEHH BEKTOD BHUIE HUje HA
UCTOM TIpaBIly, HUje ucto 1, mobujamo 1° y (1.493). VY wucroj penpeseHTanuju, BEKTOD
Pz Takobe je cOICTBEHH BEKTOp oleparopa &, ma oryia 2°. Pasimka Koja ce mojaBumia y
(1.494) je medbekT HaCTAO yTUIAjeM UMITy/ICa Ha nojoxKaj. Mehyrum, rom gedexry ogrosapa
komyTaTop (1.496), koju je Takohe HEKM JIMHEADHW ajld aHTH-XEPMUTCKU OIEPATOp, UHja
MaTpUIla je Y KOOPJIMHATHO] PENPE3eHTAIIN]U JIijarOHAJIHA.

[Topes Tora, u3 pesyarara (1.496) BuIuMO J1a HABEJIEHU ONIEPATOPH IOJI0XKAja U UMILYJICA
npejcTaB/bajy 3aBucHe ciaydajue jgorabaje! Pemocnen memoBama & ma p, Ha P, He maje
UCTH Pe3yJITaT Kao obpuyTu pemocies. To ma/be 3HAYU J1a OBA HEKOMYTATUBHOCT y3POKYje
Xajsenbeprose penaruje nHeogpehernocru. Mepehu 1mosoxkaj M UMITYJIC YECTHIIE YK HCTE
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KOODJIMHATE OHU CE MEhajy JMEJUMUYIHO HEIPeIBU//bUBO, TAKO Ja UX Huje Moryhe mobujatu
ucrospemeno u rtadno. Mebhyrum, uz (1.492) ciaeau na je moryhe TadyHO Mepere uUMILyJIca
JIy?K PA3JIMIUTUX OCA, OJHOCHO JIa CYy MMILYJICU KBAHTHOT CTaba (UeCTUIA) YK Pa3InIuTHX
KOODJIMHATHUX Oca He3aBUCHU (ciiydajun) gorahaju.

BasucuoctT nosioxkaja u umiyca (1.496) je onuc nonamarba pusnakor gejcrsa. [lnankosa
KOHCTaHTa JieHHINE KBAHT JI€jCTBA, I1a OHa osipelyje u KBaHT reHepaJimcane nHdopMaliuje.
KsanToBame oBe mudopmMmaiiuje, mak, 3HaYM HEMOIYNHOCT KOMYHUKaIje 06e3 UMITyJIca U
npocropa (6e3 enepruje u Bpemena). CxofHo AedUHAII]E PEAJTHOCTH, HEMa MaTepHje Koja
HEMa eHeprujy u koja He Tpaje. Cpaku, Ia M HajMamu JeJuh MaTepuje uMa HHGOOPMAIU]Y
1, IpeMa TOMe, JI0Ja31 U3 Makap MaJjor (KBaHTa) HEM3BECHOCTH.

Ca gpyre crpane, Tajacu uHTepdEpUpajy 3aTO IITO Cy HE3aBUCHU, a 3aTO IITO CYy
HE3aBHCHU OHU HMajy Heke jorabaje 3ajeanmuke (Teopema . 3ajeIHIUKA UM je Ha
[pUMep TPOILIOCT, KA0 IITO CMO TO HNPUMETH/IN pasMarpajynu eKCHEepUMEHT ,, JIBOCTYKU
orsop® Ha ciunu [[.26l Ha nospumun D doro-miioue Ha MecTy HeHOr m3jarama ,cajua’
uaTepdepUpajy cBu oJroBapajyiu mporim Taaacu.

Osnaunmo ca () garu npocTop u3aarama miode, a ca f(q) 36upHy mHTepdepeHnujy
ranaca. Kaza mema nopemehaja, ykymnna narepdepeniuja gorabaja @ ,cama“ je f(q) =0,
na je HyJia u cpejiba BpejHoct 36upuux dpexsennuja (f(q)), mocaenno (1.488). Iopemehiaj
MIOPU3BOJIE CAMO OHH TaJIach KOje I0aMo IIpocTopy (), Koju cy Bumak. HebuTHO Ka1a 1 Kako
UX MyIITaMo U3 U3Bopa A, ako nMajy IpUJINKY, OHU JIOJATHO HHTepdepupajy Hapyiasajyhu
YKYIHY PaBHOTEXKY.

Yuopehupate TOr pazMaTparma caja ca HEKOMYTaATUBHOIINY [TOJI0XKAaja U UMITYJICA YKa3yje
oner Jja u3mely (HEeKHX) HPOIIJIOCTU U CaJallHoCTH HeMa (Tipase, pU3ntke) KOMYHUKAIUje,
HEMa pasMeHe mMmIyJica u eHepruje. Hacympor Tome, moryhe je jia 1mocroje m HEKU APYTHU
sorahaju mpoInuIoCTy KOJU jecy 3aBUCHU OJ1 CAJIANIOCTH (OOPHYTO jé TPUBUJAIHO) U JIa TAKBH
KOMYHHUIIUPAjy ca cajantmorihy. Kanauaar 3a oBakse jjorahaje je KBaHTHA CIIPETHYTOCT KoOja
HacTaje KaJla CJIy9ajHOCTH JBa jorahaja, rpejcraB/beHa omeparopuMa A u B, Be3yje 3aKoH
onpxkama. To je Tema cieneher nacaoBa.
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1.4.3 [duHamuyka 3aBUCHOCT

Ksanwmua cnpeenymocm (enr. quantum entanglement) je dbusuuku denomen koju ce
jaB/ba KaJia ce map WU I'PyIle YECTHUIA [OHAIIA]Y WU MHTEParyjy Ha HAYUH Ja Ce KBAHTHO
CTame MojeJINHE YeCTUIe He MOXKEe OIMCATH HE3ABUCHO O] CTaMa JIPYIUX, YaK U aKO Cy OHE
Ha BeJIUKUM MehycoOHUM yaa/beHOCTHMA. Y MECTO OJBOjeHUX IMOCMaTpPaba, KBAHTHO CTAHE
Tajia MOpa OUTH OIMCAHO 3a CUCTEM Y IEJIUHU.

Beh CMO IIOMUIbaJIX KBAaHTHO CIPETHYT CHUCTEM Ilapa YeCTHIla YKYIIHOI' HYJTOI' CIIMHa
KOjUMa je Mepeme CIIMHA Ha IPBOj CACBUM CJIyuajaH norahaj a Mepeme CIUHA HA JPYTOj
cacBUM He-cjiydajaH. AKO je m3MepeHU CIIUH IpBe Ouo ,rope’; oHjia he u3MepeHu CIuH JIpyre
burn ,,;m071€" 663 003Mpa KAKO Te JecTulle buje yaabeHe jefgHa ol Apyre Y TPeHYTKY Meperba.
To je zaTo 1mTO je ucxon ,rope’ miu , 10 CIMHA YeCTUIle ciaydajaH norahaj, y3 aomarTax,
Jla 38 YKYIHU CIIMH 33TBOPEHOI KBAHTHOI CHCTEMAa BarKU 3aKOH OJIPIKAbA.

Y wmenasuoj cryauju (B. [58]), Ilan u merose Kojere msBemraBajy Jia Cy MOLIIH Jid
npoussey crnperuyre gorone Ha careauTy oko 300 Mumba u3Haz mwianere (483 km) koju cy
U3JIETEJIN Y JIBE pasjntauTe Jaboparopuje Ha 3eMbl, oBojere 750 kumomerapa, 6e3 ryouTka
Bese m3MmeDhy decturia. To je nmpBu myT Jia je HEKO MKa/Ja CTBOPHO CHPETHYTE YECTHIE Y
CcBEMUpY U npejicTaB/ba 10-ocTpyKo moBehame MPeTXOIHO U3BEIEHUX YIAJBEHOCTH Y CAUNTHUM
CEKCIIepuMeHTHMa.

, I'pebasio Ham je ckopo 14 roguua 3a oo mocrurnyhe®, pekao je Ilan (Jian-Wei Pan)
npodecop YHuBep3uTera Hayke u TexHojoruje u3 Kune. OHu cy npBo MopaJiu 0be30e uTn
Jla, M3BOP CHPErHyTUX (DOTOHA IMPEXKUBHU JIAHCUpale, J1a OHU He Oymy yHuUiTeHun Kpo3 10
KujioMeTapa Jomwe arMmocdepe. Hakon ycrenHux TecTtoBa 3a OBY TEXHOJIOTH]Y, Kao IITO je
yrorpeba MaJjux TejecKoma 3a (GpoKycupame Ha (HOTOHE YIA/beHUX IMPHUjEeMHHUKA, aBLyCTa
2016. romune Kuna je nancupasna caresmr (Micius) y opbury Ha Bucury oj oko 500
KHJIOMeTapa KOju je MPOoJIa3ro UCTOM ITyTamoM n3na Kune y ucro Bpeme cBake nohu. To je
BesinKo noctTuruyhe koje okazyje 1a je Kuna 3ancra ciocobna ma BJjiajia 0BOM TEXHOJIOTHjOM,
KOMEHTapUCAJIE Cy KOJIETe.

Csu jrocajanmu ekcriepuMenTr KBaaTae cuperuyroctu (8. [59] u [60]) rakohe morsphyjy
Jla, CIIPErHyTe YeCTHUIIEe Jiejie HEKU MaTeMaTUYKU OINC, KBAHTHY TajacHy (DYHKIUjy, ajd Jia
Taj OIUC HE IOMaykKe CACBUM y INpeIBUhamy pesysirara mMepema. MeDyTum, kKaja ce ca3Ha
pEe3y/ITaT HEKOT Mepeha Ha JIe/Iy CIPErHYyTOI CUCTEMa OHJIa Ce 3aCUTI'YPHO MOXKE MPeIBUJIETH
pe3yaATAT Mepema JIPyror Jeja, HEOMTHO KOJMKO JAJIeKO Taj apyru jeo 6mo. Ilpu Tome,
YEeCTHUIle MOr'y OUTHU CIperHyTe OWIO ja oHe MehycoOHO MHTeparyjy win Ja ce eMUTYjy U3
3aje THUIKOr U3BOPA.

KonkperHo, To cy aBa (oToHa (decTurie CBeTJIOCTH) eMUTOBAHA U3, PEIUMO NUOHA, BPCTE
Me30Ha (KOju CaJIpKi KBapK M aHTUKBAPK) Ca HYJTUM YIJIOBHUM uMITyJcoM (eHr. angular
momentum), 1j. cuuHom. Heka je npsu doron A (Aumca), a gpyru B (Boban). Kako crmn
dorona moxke 6utu +1, a yKyIHHU CIIMH OBOI' CUCTEMa je HyJia, TO Mepeme cinHa +1 Ha
Asucn 3navu Mepeme -1 Ha Bobany, miun o6puyTO, MepemeM -1 Ha Ajncu 3uaun ja he Ha
Bobamny 6utn nuzmepen cuun +1. Ca craHoBuinTa 0/IpXKarba CIIUHA ITHOHA TO HUj€ UyJIHO, CBE
JIOK He KPEHEMO Pa3/[BajaTu oBa JBa (OTOHA U CKpallmBaTu BpeMe y3acTOIHNX Mepema. Kao
y AjJHIITajHOBO] IPUYHU O JIBe PYKABUIlE, JIEBOj U JECHO] CIIAKOBAHUX y JIBE BeOMa yIaJbeHe
KyTuje Kaja orBapajyhu jegny (6mio Kojy) oj KyTHja OJMax Ca3HAjeMO CaJipxkKaj JIpyre a
Ja HaM 3a TO ca3Harbe HEje Omo moTpebaH MaTepujaHi CUTHAJI KOJU CTHKe U3 jeJHe KyTHhje
JIPYTOj, TAKO M y OBOME eKCIepuMeHTy Asnca yBeK 3Ha ITa je m3MepeHo Ha BobaHy, Kao u
00pHyTO, ciimH bobana he yBek 6utu cymporse BpeaHocTu oji ciimHa Ajmce. IIpu Tome je
PE3YATAT IPBOT OJ] Ta JBa MEPEHa CACBUM CJIydajaH.
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Y cTBapHOM eKCIIepUMEHTY, (POTOHU u3j1a3e y HelPEeIBUI/LIBOM MEIAHOM CTAby I0JIa-
pusarje (opujenranuje Bubpanuja ceersioctr). [logapusanuonu dburrep, MomyT nojaapusa-
IMOHMX HAOYaJIa 33 CYHIIE, HPOIIYIITA HEKE YIVIOBE NOAGPU30SAHE CEEMAOCTNU a OJIOKHPA
japyre. Moxkere zamuciuTu GuITEP KAao JPBEHY OrpaJly KpPO3 KOjy HPOJIA3U CBETJIOCT Y
BEPTHUKAJIHO] PaBHU, ajii ako OKpeHere orpaiy 3a 90° cBa Ta cBETJIOCT je OJIOKMpaHa, KaJja
MIPOJTa3” CBETJIOCT €& XOPU3OHTATHOM DABHM OCIMJIOBamba. AKO HEMa Mepera Ha MPBOM
dorony, pesyaTaTu Ha IPYrOM C€ PAaCHUIAjy HA CIydajaH HAuWH, ajJd HAKOH MEpema Ha
IIPBOM, Pe3y/ITaTh APYyror ce yHampesd 3Hajy. [Ipu Tome HEje OuTHO Koju 01 POTOHA je IPBU
MepeH a Koju je Omo JIpyru.

[yteano ca cranoBuimTa (HE)3aBUCHOCTH BepoBaTHONA MOCTOje JBe BpCTe (PU3NIKUX
norabaja: comunu nHTEpdeEpeHimju Tajgaca (HE3aBUCHU) W CJIMYHU KBAHTHO] CIIPETHYTOCTH
(zaBuchm). ITocrojame mpBux morBplhyje eKCIEPUMEHT , IBOCTPYKH OTBODP®, & €M3UCTEHIH]Y
apyrux ,penamuje neonpehenocrn. Ilocebna obiract dpusuke buhe, HarahaMm, pasBpcraBambe
TaKBUX y HAINO] CAJAIIKBOCTU, ajqu u y uporuioctu. He 6aBumo ce TuMm rpanama, aju
npuMeTuheMo Ja OBJe U3JI0YKeHa TEeOpUja He OrPpAHIYaBa, IMPOIIJIOCT HA UCKJBYUUBO IICEYI0-
peaJsiHy, Tj. Ha OHy KOja MOXKe Ja yThde Ha HaC ajd He U Jla MU yTHIeMO Ha my. Kako je To
Moryhe, pa3MoTpaMo y HACTaBKY.

Orkpuha nudopmanuje (Xapriu 1928, na Illenon 1948, u jasbe), Kao IITO 3HAMO,
Jlajia cy Kpuja caBpeMeHoj Texunojoruju. Mehyrum, nndopmanyja Huje caMo mojaBa cBeTa
padyHapa, Beh ce orjiefia u y 1eJIOKYIIHOj MATEPHUjaIHOj BACHOHU, l>eHUM >KUBUM M HEXKUBUM
ouhuma. Ha npumep, moMumaim cMo npuryun un@opmayuje, ia MpUpoIa HACTOJU OaBaTH
mTo Marmke nHdOpMaImje, U3 KOjer CMO W3BOJWIN CIIOHTAHO IOoBeharme TePMOIMHAMUYIKE
eHTpoIInje U yOp3ame OHOJIOIIKE eBoJIyInje. 3a Pa3/IuKy OJf MOKYIaja y caBpeMeHOj PU3nIiu,
IIOMEHyTe JBe CMO objallmbaBain Kao paziuaure mnojase. Mehyrum, marepujaana npupoia
nndopMalje uMa U JPYrux MOCTe UIA.

Jemna o BaxKHIX 0cOOMHA (DUBUIKOT CBETA je U 3aK0H 00potcarva urdopmavuje. YKyTTHA
KOJIMYMHA, HEM3BECHOCTU WM U3BECHOCTH 3aTBOPEHOI CHUCTEMa HE MEHma Ce JIOK CE Memajy
cacrojiim. Kajga 6m mHbOpMaIja MOrja TeK TaKO HECTaTH Yy HHUINTA, OHJA PEIuMO He
O6HCMO MOTJIM BEPOBATH eKclepuMeHTrMa. Jla oHa HacTaje U3 ucTe KOJUYNHE HEM3BECHOCTU
BUJIJBUBO j€ U3 Teopuje BepoBaTHONe, & Jia ce MOXKe BPATUTH Y HEM3BECHOCT (MCTE KOJIMINHE)
JIOKa3yje ce OMONy yHUTAapHHUX OllepaTopa KBAHTHE MEXaHUKE.

KpanTna cruperayrocT ce momaira Kao IOC/IeIUIa OBOr 3akoHa. lIperBapameM Hem3Be-
CHOCTH y M3BECHOCT, TIPBa ce cMambyje. Kaja mocrane m3BeCHO y KaKBOM CTamy je Ajmca,
HecTaje Hem3BecHOCTH OKO Dobana; oHa Kao Jla je HCIypUJIa U3 IOYETHOI CTalba IHMOHA,
36upHor 3a JBa dorona (Amucy n Bobana), nakon orkpuha crimaa npor $hoToHA.

SakoH ojprkarma uHdopmanyje objacunhe u napagokc Ilpedunzepose maure. Hakon
OTBapama KyTHje W Cca3HaBamba Ja je MadKa PelnMoO , KHBa", yjeIHO Ca3HajeMO W /18 OHaj
MEeXaHU3aM KOju jy je y mponuioctu Tpebao youru — aHuje youmo. [Ipumerumo ja camammocT
Memba, IPOILIOCT ¥ 00a ciiyvaja, u y ciaydajy Amnunce u Bobana u y ciayuajy Ilpenuarepose
Madke. Y TPBOM ce TO Jelnasa 3aTo mrto je boban npenaieko ox Amuce na 6u 6UO y HEHO]
CAJIAIIIBOCTH, & y JAPYTOM Caydajy To je ouurjenno. VcrTo je m ca objalimbemeM dyBeHe
apajiokcajHe Xaj3eHOeproBe pevueHuIle, Ja Ce TeK MEPEHEM eJIeKTPOHA Ha JATOM MeCTY
casHaje HeIITO O IyTarbU eJIEKTPOHA, /il y HajayO0/beM CMUCIY /1 je IIpe Mepermba Herona
IyTama Omia 00jeKTUBHO HEN3BECHA.

VcroBpemeno BuauMO U pa3jore MOI HHCUCTUPAIhA 18 IPOILIOCT, CJIUIHO CAIAIIEHOCTH
a YIPKOC 3aKOHY ojipxKamba uHpopmalinje, Takohe mma obe BpCTe WHTEPaKIUja, PEeaiHe
u rceyjio-peasae. KBaHTHa CHEPIHYTOCT HOBO je OTKPHBEHA II0jaBa, 1la joj y HACTaBKY
rocBehiyjeM MaJjIo BHIIIE ITaKibe.
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Ilpumep 1.4.3. Ha cayuajar warvur 6upamo jedny us wnuasa 00 52 xapme. Axo je nosHamo
da je usabpana xapma ,nuk®, xKosuka je eeposammuoha da je ma xapma ,ac*?

Pewere. Ciyuajuu norahaju cy: A — nsabpana kapra je ,ac”, B — u3abpaHa kapTa je ,,iuk".
Tpeba onpeuru Beposaraohy Pr(A|B). Horahaj AB je ,uk act, ma umamo Pr(AB) = 1/52,
Pr(B) =13/52 u Pr(A|B) = 1/13. O

JlaBamwe npuopureTa He-PU3NKAJIHOM Y KBAHTHO] CIPETHYTOCTH YKa3yje Ha CeKyHIapHU
KapakTep marepuje y Bacuonu. Jla 3akoHum nmajy IpegHOCT HAJ M0jaBaMa 3alarKaMo y He-
MOIITHBAKY BPEMEHA, OJJHOCHO XPOHOJIOIIKOI MOPEeTKa, Kaja O cJIydaj MOrao HapyIIUTH
HEKHU 3aKOH KOH3epBaluje (oJpKama), aju u 'y ciaeaehum npumepnma.

SamucauMo KBajpaTHy Tabesay, 9 x 9, 6pojeBa uuju Ccy 30HPOBU CBAKOI pPETKA IMApHHU,
a cBake KOJioHe HemapHu OpojeBu. HapapHo, TakBa Tabesla HEje MaTeMaTHdIKu Moryha,
jep je 30mp cBUX KOJIOHa HemapaH, a 30Up pejaka IapaH, IITO je KOHTPAJIUKIUja, jep
je To mcTm ykymHH 30mp cBux OpojeBa Tabeme. MehyrtuMm, TakBa HaM ce Tabega MOXKe
[IOJIBAJIUTU aKO HEKO 3aMembyje OpojeBe JIOK MX MM IMoJIako cabupamo. OTHpuinke, TO je
CMHCa0 eKCIliepuMeHaTa KOju IMpoBepaBajy beoBy TeopeMy U meroBy HejeIHAKOCT.

SaMuCIUMO cajia HeKn cKyr S ejlemenata ca Tpu csojctBa A, B u C. Bpoj enemenara
ca cBojerBoM A amu 6e3 cBojerBa B osmaummo ca |A N B’|. Bpoj eremenara ca csojersom B
anm 6e3 ceojersa C' oznaunmo ca |BnC’|. Bpoj enemenara ca cojerBoM A aju 6e3 cBojcTBa
C osnaunmo ca |An C'|. Beaosa nejednaxocm riaacu

|AnB'|+|BnC'|>|AnC]. (1.497)

PeHHM@ HEKa je JaT CKyI CTyJeHaTa y caju, ca cBojcrBuMa: A — mymkaparn, B — ocoba
je Buma ox 1,73 merpa u C' — uva mmase oun. Taga cy cBojerBa AN B’ — mymkapim HuxKn
ox 1,73 merpa, Bn C" — crynentu Bumm oz 1,73 MeTpa ca ounma Koju HHUCY ILIaBe 0oje u
ANC’ — MymKapnyu He-TJIAaBUX O4njy. Y3uMmajyhinm IpOou3BOJbHY I'PYIly CTY/IEHATA, TPOBEPHTE
na je Besoa mejennakoct tauna. Hejeganakocr (1.497) 6u ucnajia HeTauHOM caMoO ako 6u
CTYIEHTH KPUIIOM YJIA3WJIA U U3/Ia3UJIN U3 cajie JOK WX MpedpojaBamo.

Jokaz BejoBe HejemHakocTn MOXKeMo IpoBecTu mmomohy BeHoBux jumjarpama, CJANYIHO
nemu [I.1.38] wm na caenelin vauns. Iohumo ox ouuriesHe HejeHAKOCTH

IAnB ' nC|+|A'nBnC’'|20.
Ha o6e crpane jomajmo 6poj |An B ' nC’'|+|AnBnC'|=|AnC’|, nobujamo:
(JAnB' nC|+|AnB' nC')+(|JA'nBnC'|+|AnBnC'|) 2 |An(C,

|AnB'|+|BnC'|>|AnC],

a 1o je Benora nejennakoct (1.497).

BesoBa HejemHakocT ce 3aTUM IpUMeEbyje Ha CTPY]Y eJeKTpoHa, (DOTOHA, jJOHU30BAHIX
aToma. Y3uma ce Ja ocobuny A mmajy decrure ca cimHoM 0°, ocobuny B ca crmHOM 45°,
ocobuny C' ca crmaom 90°. 3aruMm ce MocMaTpajy PEruMO YeCTHIlE [IPU PaJUOaAKTHUBHOM
paciaiy CyICcTaHIle YWjd je YKYIHHU CIIUH HyJa. Y CTBaApPHUM EKCIIEPUMEHTHMa Paju ce
ca Mminjapjama dectunia. l[IpBu objaB/beHu TakaB ekcrepuMeHT ypaben je ca mapoBuma
dborona 1969. romuue (Clauser, Horne, Shimony, Holt), a 3aTum cy cim4HU €KClIepUMEHTH

162David M. Harrison, Department of Physics, University of Toronto, 03/17/06.
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MIOHAB/bAHN MHOTO IyTa. PeIOBHO ce yodaBa HapyllaBame BeoBe HejeIHAKOCTH, IO MEHY
OJIpKaBakba HYJITE€ BPEIHOCTH yKYITHOT CIIMHA.

Jlakje, y muTamy je BUIIKA MPUOPUTET 3aKOHA OPKAaiba KOJUIUHE CIIUHA Y OJHOCY
Ha MaTepujajiHe II0jaBe, MOCEOHO Ha XPOHOJIONIKY JocjeHocT. To KBapeme BpPEeMEHCKe
IIOCTOjaHOCTHU MOTBPJIA je CYIICTAHIUjaTHEe IPUPOoe BpeMeHa. Bpeme, mpocTop u marepuja
HaCTajy ,,KPHUIIKa 110 KPUIIKa"“ peanm3aliijaMa HEN3BeCHOCTH, ITCa0 caM y Kibusu ,lIpoctop-
speme” (B. [1]), mogpasymesajyhin na je cajgammocT craaHu mporec crBapama nHbopMaluje
(comcrBenor cucrema). Hacympor HeKnMm caBpeMeHHM TyMadermnMa, 0Bako cxBahaHo Bpeme
je (Tomosiomka u Merpuyka) jguMensuja Bacuone. [llTasuiie, Bacona y K0joj cy ¢Bu 06jeKTH
PEJIATHBHO PEATTHH Y OJHOCY Ha ,MeHe' mMa (HajMarbe) MIeCT JUMEH3Hja, TPH MPOCTOPHE 1
TPHU BPEMEHCKE.

JacHo je ma 3a ocropaBaibe ersucTeHInje ,,CKPUBEeHNX Bapujadbin’ y KBAHTHO] MEXaHUIIH,
npermnoctaB/beHux of ayropa AlIP-mapajokca, MOXKeMO KOPUCTUTH W JIPYTaduje MO3UIAje
HoJIapu3aIoHnx GuiIrepa, Yak u ca Apyradujom Hejepnaxorihy ox (1.497), koja je n3BOpHO,
zanpaso, maJio japyradnja (B. [61]). Te Bapujanuje ce ykianajy u y oBjie TyMadeHy KBaHTHY
CIIPErHYTOCT, aJii IPUMETUMO, OHO HHUje U jeauHO Moryhe.

Ha npumep, crosnajy ancTpakTHUX HCTHHA, PEIUMO MaTeMaTuke, JedUHUCAIH CMO
Kao jeIHOCMEPHU IIPEHOC HeKux rceyno-undopmanuja. Jlame ducMo Moriau pazMarpard u
VCJIOBHE CJIydajHe fmorahaje Kao mceymo-MaTepujasine, KOju ,,AHTeparyjy" Ha He-MaTepujaiaH
HaYUH, OJIHOCHO ,KOMYHUIINPajy" HeorpanmdeHumMm oOp3muama. lloommraBajyhu ciauvano, me
bucMo camo ,0e3a3/1eHo" MPOIUPUIN [T0jMOBEe U3 MaTepujajiHe (pu3uKe Ha (POPMAIHU CBET
MmaTeMaTuke, Beh OMCMO OTBOPUJIN U MUTake cxBaTamba Op3uHa. To MHUC/IMMO 3alpaBe TeK
aKO HaM IOHeCTaHe JAPYTHUX OIIrja, nHade caMo hackamo.

Bp3una ceetnoctu

Hekom Bpcrom mudopmanmje cmarpamMo n penumo orkpuhe Iluraropmre Teopeme, a
IIPUMEHY TOI' Ca3Hamba y Mpakcu — meHuM JenoBaimbeM. I[lltaBuiie, mokpehe Hac m Jax,
JneswHGOpMaIinja, HeTadHna uiaeosornja. Hakon mpuxBarama KBAaHTHE CIPErHYTOCTH, ITPEHOC
nadopMaIuje 3a HAC BUIIE HUje CAMO OHO ITO ce Kpehe mpPoOCTOpOM W BPEMEHOM IIOIYT
dusnuke gectuie. Pusmaka nudopmalmja a ca mwoMe u PUINIKO JI€jCTBO, OBIIE CMAaTPaMO,
MOXKe ce BpahaTu y HeM3BEeCHOCT, MOXKe UNU U YHA3a][ y BPEMEHY, I1a [IpeMa ToOMe, MOXKe uhu
u OprKe Ol CBETJIOCTH.

Tume ce MOHOBO OTBapa CTapo MUTAE JIEjCTBA 110Jba HEKE CHUJIe TIOMONY YeCcTUIa-rasaca
rpajuTesba Tor mojba. Cajia jour yBeK MOKEMO OCTaB/baTH eJIEKTPOMArHETHa JejCcTBa 110
CTpaHM, ajd HEe TaKO JIAKO U rpaBUTalioHa. Ha IpuMep, ako IPETIIOCTABUMO & CYy UpHe
pyne (enr. black hole) peannoct, na Mace MOry GUTH TOJIMKO BEJIHKE JIa 3aTBOPE IIPOCTOP-
BpeMe T'DaBUTAIMOHOr I0Jba 3apob/baBajyhiu m CBETIOCT, OHIA Ce ITOCTaB/ba IUTAIHE KAKO
TaKBa Tejia MOT'Y BPIIUTH I'PABUTAIMOHY yTHIA] HA BarbCKa Teja?

Hehemo cymmaTn 1a 1ejcTBO Koje Iy Tyje IMpOCTOp-BPEMEHOM, OBJI€ TPaBUTOHUMA, IIYTYje
OGP3UHOM CBETJIOCTH, aJId MOYKEMO (JOIII jJeJIHOM) pasMaTpaT Op3ute C6eMAOCTNY Y YCIOBAMA
rpasuTanuoHor nosba. IIpsu je Ajamraju seh 1911. roxuue (B. [62]), HeKonmKO roguHa mpe
ob6jaB/bUBaIbA CBOje OIIIITE TEOPHje Pa3MaTpao Te OP3UHE Yy I'PABUTAIIMOHOM II0JbY W HAIAO
JIa ce OHe Taja CMamyjy, mpemMa MopMyJin

c'=co<1+;£2), ¢=—G%, (1.498)

r7e je ¢ rpaBUTAIMOHU IIOTEHIUjajl y OIHOCY Ha MECTO Tje je MepeHa Op3uHa CBETIOCTH
cg. Maca mebeckor Tena je M, a yma/beHOCT O H-ErOBOT IIEHTpa r. 10 ce cilaxke ca
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OllaYKEHNM CKPeTarheM CBETJIOCTH Ka ,olTudky rymhuv” cpejunama (Marbe Gp3une Tajgaca),
JIOK OHa joJiazehn ca JajleKux 3Be3a MpoJia3u IMOpeJ] JaAKUX TPABUTAIMOHUX I10Jba. 300T
TaJlacHe IIPUPOJe MaTepHje YOIIIIITe, UCTa IojaBa ce HampocTo HaMmehe ma Oyae mooIMIIITeHA.
Hakon o0jaB/buBama oriire Teopuje pejaruBuoctu 1916. rojuHe, 1a U joIn yBeK, CTU3AJE
Cy W CTUXKY TEOPHjCKe IOIpaBKe oBe (popMmyse, perumo ¢ — 2¢, 3a joir Behe ouekuBaHO
ycropaBame Op3ruHe CBETJIOCTH U3a3BAHO IPABUTAIMOM.

[Tocste BUX0OBUX TaKO yOEI/BUBUX Pa3MaTparba TEIIKO je MaKap U MOMUCIUTH Ja OCTOje
aJITepHATHBE, aJu OHEe yBeK roctoje. Ha mpumep, npumernmo Ja je pajujajHa Op3uHa
CBETJIOCTH, TPABIEM KOJU MPOJIA3U HUCXOJUINTEM IMEHTPAJTHO-CUMETPUIHOT I'DABUTAIIMOHOT
110Jba, 1e(PUHUCAHOT H_[BapH,H_[I/IJI,ILOBI/H\@ pelIeheM jeIHaUYNHA AJHINTAjHOBE OIIIITE TEOPU]je
pPenaTUBHOCTH, YBEK Makha OJ TaHTeHIINjaaHe Op3uHe, Koja OM WIIa MPaBIEM OKOMUTUM Ha
Taj paaujyc. Hamme, Bpeme Tede criopuje Ha MecTuMa OJIMXKAM IEHTPY 10Jba, HE3aBUCHO O/T
cMepa, aju ce JiyKuHe cKpahyjy caMo paJiujajHo Ia, IIPeMa TOME JBe Op3uMe C8emA0Cm,
paJjjajiHe U TaHTeHIjaHe, Hehe OMTH onakaHe jeJJTHaKUM. YOIIIITe, TAHTeHIjaTHa Op3uHa
cBeryiocTu Beha je of pajujajiHe, KAKBOM T'OJl PaIujaHy CMATPAJIN.

Ha mpumep, ako cy pajujajmne O6p3uHe CBETJIOCTH CBYTJIE WCTE, OHJIa Cy TaHTEHIINjaJTHE
Behe Ha Kpy>KHHUIIaMa OJUKUM IIEHTPY. Y APYroM KPajieM CIydajy, aKo Cy TaHTeHIIHjaJiHe
Op3uHe CByTJie HCTe, pajujajiHe yCIOPaBajy Ca CMAbUBAIEM IOJIYIPEYHUKA. Y CBaKOM
0J1 OBAaKBUX CJIydajeBa CBETJIOCT CKpehe Ka ,,0NTUYKK TYIINoj* OJHOCHO CIIOPUjOj CPEJINHU,
a TO je OIleT Ka IEHTPY I1I0Jba. YTao IpejaMarba, WHTEH3UTET TaKBOI' CKPETarba, 3aBUCU
0J1 yTHIIaja IIOMEHYTUX MOTYNHOCTH, a Ta Pa3IMIuTOCT U yropehuBame ca rpaBUTAIIMOHUM
CKpeTambeM CBETJIOCTH JOOWjeHnM Ha, JApyre HaYHWHEe MPUINKA je 3a U3padyHaBambe Op3uHe y
JiBa TIOMeHyTa cMepa. MelyTum, HeKy MpOIEHY MOXKEMO UMaTU U OTIIPUJIHKE.

3HaMO J1a peIaTUBHO Mepehe BpeMeHa U PaJINjaTHuX TyKUHA ¥ TeHTPATHO-CAMETPUITHOM
IPABUTAIIMOHOM I10JbY 3aBUCE OJ] UCTOT KOeUIUjEHTa

y=1/\/1-rs/r, (1.499)

TIe je r yaa/beHOCT IIOCMAaTPAHOT MECTa Off IIEHTPA [0Jba, a T je IlIBapmmuinos pagujyc Koju
3aBHUCH OJI Mace I'PaBHTAIMOHOI Teja. 3HAMO Ja Ce OBa MOXKE YIIOPEIUTH Ca IIPETXOIHOM
bopmytom (1.498), mpu uemy je ¢/c? = —ry/r. Cdepa ca HEHTPOM y HCXOJMIITY TOJbA
nonyupednnka [IBapruimgoBor pagujyca je zopusowm dozahaja. To je rpammia 1pHe pyie
r7e PeJaTUBHO BpeMe CTOjU a pajujasiHe JIyKHUHE Cy HyATe. Y Caydajy Ja je pajujaina
Op3uHa CBET/JIOCTU KOHCTAHTHA, TAaHTeHInja Ha Op3uHa pacre ca (paKToOpOM -y U, Ha XOPU30HTY
norabaja Kaga je r = rg, OHa mocTaje ODeCKOHATHA.

XOpU3OHT BacuoHe

['py6o Bpeanyjyhu, mociemnme craHoBUIITE je cariacHoO ca Xokunzosum spauersem (j1a
npue pyrte ceerse). Vma HOKymajaFEI Jla ce CJIMYHO PasyMe U npodsem TOPu3oHma BacUoHe,
Koje 300 Tora Bpejy MOKYIIaTH Pa3yMeTH.

VY3umamo 1a je BacHMOHa HacTaJja Ipe 0KO 13,8 MuInjap/iu TOJINHA 8EAUKOM EKCNAOZUJOM
ceera (eHr. big bang) u na ce oz Taja cranHo mupu. Tpu AuMeH3Uje IPOCTOpa BACHOHE MIUPEe
ce oIy T MoBpIuHe cdepe, TAKO JIa e CJAUYHO IUPEHE Ollaka U3 CBake meHe Tadke. Jlako
je pasymeru jia 6u yciej mMuperma KOHCTAHTHOM OP3WHOM, YV jeJHOM TPEHYTKY y/aJbaBarbe
HEKHUX TaYaKa IIOCTAJI0 Op2Ke U 0J Op3MHE CBETJIOCTH, & IOTOTOBO aKO Ce TO Iupemke yop3asa,

163K arl Schwarzschild (1873-1916), Hemauku GbU3MUAD U ACTPOHOM.
164 Jean-Pierre Petit, John Moffat, Andreas Albrecht, Jodo Magueijo.
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Kao IITO HaBOJe TPEHyTHa acTPOHOMCKa Mepema. (OBO 3HaYM J1a He MOCTOju MoryhHoct
KOMYHUKaI}je CBETJIOCHUM Op3uHaMa usMmely nmeoBa BacuoHe!

To oxcycTBO KOMyHUKaIMje nu3Mely 1e10Ba BaCHOHEe, HA HAYWH IIPEHOCA /1€jCTBA TPOCTUM
KPEeTameM IIPOCTOP-BPEMEHOM, MOXKE Ce pa3yMeTH U jApyraduje. 300r orpaHudeHe Op3uHe
CBETJIOCTH U IIPpeHoca nHMOpPMaIija IPOCTOP-BPEMEHOM TOM OP3UHOM, ITIOCMATPAIHE JAJTEKUX
raJlakCrja 3HAYU IVIEJAHEe Y MPOILIOCT THX TAJIAKCHja, Y OHOJIUKO JIAJIEKY ITPOILIOCT KOJIUKO
je ceeTyiocTu TpebaJsio BpeMeHa Ja CTurae 110 Hac. Kaja mocMarpamo rajakcuje Ha CylpoOTHIM
CMEPOBHUMA OJI HAC, HA JOBOJHHO BEJUKUM YJ/IAJbEHOCTHMA, jACHO je Jia OHE He MOrY JIaKo
KOMYHHUIIUPATHA CBETJIONNY yIPKOC TOME INTO Cy OHE y ojAroBapajyhoj mpomnuiocTd Oumiie
mehycobno Osmke. 3arTo je Beoma 30ymyjyhe jeHOMIHO MO3aJUHCKO KOCMUYKO 3paderbe,
KOja JI0 HaC J0JIa31 U3 CBUX IpaBalla yjeJHadeHo j0 ojHoca jeman npema 10 000.

[Ipema 3BaHMYHOj KOCMOJIOTHjU, MU ¢MO y TieHTpPY cdepe 4-/1 pacryher mosynpednuka,
Koja ce mpe oko 13,8 muimjapau roguHa 1odvesia IMUPUTU U3 jeJTHE TadKe HAKOH ,BEJIUKE
ekcIIo3uje, ca Koje HaM U3 CBAaKOI' IPABIA CTUXKE 033/ IMHCKO MUKPOTAJACHO 3Paderhe
jemnosmmane TeMiiepaTrype ox oko —270° C. XOoMOreHOCT TOT 3patdemna je napajJoKcajiHa 300r
HaBOHE HEMOTYNHOCTH CHHXPOHM30BAIba BACHOHE Y CBUM IIPABIIMMAa OKO Hac. 1aj mapaokc
Ha3WBa ce ,,IpobJIeM XOPU30HTA", a jeTHO pemengFigl naje meopuja unpaayuge.

Oko 1073 cekymmn HaKo ,BesnKe eKCIIo3mje” modena je uadmannja’. OHo mTo je Taja
eKCILIOJIMPAJIO 1 TIOCTAJIO HAIOM BAaCHOHOM GOm0 je cera 1072* menTmMerapa IpedHHKA.
Csa Marepuja u eHepruja Ouje cy TOJIUKO MehycobHo 6m3y. 3aTuM ce BaCHOHA pAIUPUIIA
€KCIIOHEHITUjaJTHO, MHOXKEHa (DAKTOPOM 10%°, pacrexxyhu ce o kpajuoctu. Unudopmarnuja
cajgpKaHa y Ipe-uH@JIATOPHO] BACUOHU HUje MOpaJa IIyTOBATU OP3MHOM CBETJIOCTHU, HErO
Op3unoM uHdIAITjE.

Kako ce Bacmona mmpiia, oHa ce xaammia. Y 10739 cexymmu, numaa je Temueparypy
10%" K 360r koje je mposasmia ¢asy mpan3uuje, CAMIHY TPOIECY IIPEJACKa TEIHe BOIE ¥
Jien. Jake HykKJieapHe Ccuje, JOMHUHAHTHE HA MAJIUM YIA/beHOCTUMA U KOje JIpKe IPOTOHE
U HEyTPOHE 3ajeJIHO, OIBOjUJIe Cy Ce O JAPYrux cma. Taj mporec Koju ocyiobaha orpoMHy
KOJIMYUHY eHepruje ¢pusndapyu HasuBajy npekud cumempuje. To je Taj TpeHyTak HaBOJIHE
nudanmje, Kaaa je BACHOHA eKCILIoaupasa excrnonentujaino nosehasajyhu ce 10°° myra
3a camo 10733 cexymmu. OH je UMao U CBOje €KCIEePHMEHTAIHE OTBP/E TOKOM HOCJIEIIbIX
20-axk rogumua. Haxon mepuoa umdamnmje cTBApu Cy ce yCIOpUIe a BaCHOHA je HaCTABUJIA
Jla ce IIUPH JI0 JIaHAC.

Temko ce caoXKWTH ca maHac yoOMYajeHUM CTAHOBHINTEM Ja TeopHuja uH@JANje He
KopucTu Op3uHe Behe 0J CBETJIOCTH U J[a TAKO YCIEBa O0jACHUTH KOMYHHUKAIU]Y & 3aTUM U
yjeIHaIeHOCT CBUX I1a U HajyIa/beHUjuX KpajeBa BacuoHe. FbeHe ekcriepuMeHTa/IHE TIOTBP/IE
3a cajia Cy joIll yBeK CKPOMHE M HHCY Heraluja JPyrux Teopuja o Op3uM JiejCTBUMA KOje 3aTO
Bpeu momMeHyTu. MuciuMm Ha Teopuje MpOMEH/bUBEe-OpP3UHE-CBETIOCTH, HABEIEHUX ayTopa,
peMa KojuMa je Op3uHa CBETJIOCTH y BaKyyMy y IPONLIOCTH Omja Beha Hero maHac, ajn
U HA Bapujalyje Te TeopHje ca IMPOMEH/bUBUM OCTAJUM (DUBNIKUM KOHCTAHTAMAa, IIOCEOHO
rpaBuTanuje. CaMo ycriopaBaibe CBETJIOCTH Pa3BOjeM BaCHOHE, Takohe, HUje Y CYIPOTHOCTU
ca CHeJIOBUM 3aKOHOM IpEeJIaMarba Tajaaca Ka CIOPUjOj CPEIHH.

OBuma J10/1ajMO jOTIII jeJTHO 00jalliberbe ,1pobJieMa XOPU30HTA', HE3ABUCHO OJI TPETXOHUX.
To je HOBO Tymademe mHTepdepeHInje OBIe YIOTPeOb/HEHO 32 Pa3yMeBalbe €KCIIEPUMEHTa,
JIBOCTPYKH OTBOD, y3 canky[1.26] ITopes Tor ekcriepuMenTa, 3ampaBo J0Ka3a OBOT TyMaderba,
Yy OPWJIOT UCTOT U1y IOTBP/Ie KBAHTHE CIIPErHYTOCTHU, ajau U uaTepipetanyje ,,[IIpenunrepose
MadKe', W MapaJIOKCAJTHOr Xaj3eHOeproBor ,oiapehuBama IyTame eJeKTPOHA MEepPEHmheM

16511 the Beginning: http://archive.ncsa.illinois.edu/Cyberia/Cosmos/InTheBeginning.html
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IOJI0KAaja eJIEKTPOHA" KOja CMO OBJIE€ BUJICIH.

To cy Tymadema HaAC y CaJaIbOCTH MOMYT MIyTHUKA Y OPOJy OKPY2KEHOM TaJlacuMa Ha
IIOBPIIIMHU MOPa, KOju caja npumehyjy myboke ciojeBe Bojie UCIIO. ¥ T0JIaTKYy, IpuMehyjeMo
Jla CJIOjEBH BOJIE WCIIOJI HAC CTAJIHO PACTy, Ka0 IPOILIOCT CJIaXKy Ce HOBE M yBEK HOBE
nH(pOpMAaIHje CaIAIBOCTH, CTAJHO 3aj€JIHO JIeJTyjyNu ca CBUM IIPETXOIHUM TaKO J[a MU yBEK
octajemo Ha moBprimuHE. CBa HAIIa MPOTLIOCT CHHXPOHU30BAHA je Ca HAIIOM CaJIAITHOIINY,
a CBaKa ,,CaJIaIlhoCT BACHOHE CHHXPOHU30BAHA Ca O/roBapajyhom ,mporuiomhy®.

Konuko cy 6utHe KoJu4mHe U 1TOCEOHO Maca TaJora IPONLIOCTH, MOKYIIajMO Pa3yMeTH
omohy napadoxca 6au3aHaya U3 CIEIUjaIHe TEOPUje PEJIATHBHOCTH, Ca/Jla HATJIAIIEHOT MAaJIo
npyraanje. Kama 6u ca 3emibe 6imm3analn; A o/jIeTHo y CBEMUDP M BPAaTHO ce Halao Ou Opara
b crapujer ox cebe. Ilyrauk B 6u nHepnujasHIM KpeTameM OJJIa3h0 CBE J1a/be Y MPOILIOCT
A, jep penmatuBHO BpeMe A mporuue cropuje Hero B, cBe JI0 TpeHyTKa 3a0KpeTama Koje
MIOpa3yMeBa IpoOMeHy OP3UHE U CTOTa je HEMHEPIHjaaHo. Y WHEPIINjaJTHOM KpeTamy Ha3a]l,
nyTHuK B je y moderky y majiekoj Oymyhuoctm A, Koja mocraje cBe OJiM2Ka ITPOCTOPHUM
npub/ImKaBameM OpaTy, omer 300I CIOpHjer MpPOoTOKa BpeMeHa b y omHocy Ha A. 3a Taj
rybuTak BpeMeHa, 300T CKOKa U3 IPOILIOCTH Y Oy/yhHOCT, HAKOH IIOHOBHOI Cycpera, 6par
b 6uhe muahu ox cBor 6para A.

WNueprujanna KpeTama MOCTOje W Y IPUCYCTBY Maca, aJi je Tajga PasjinKa Y CTapOCTH
O6sm3anara Mama. IlTo je BuIlle OKOJIHE Mace peJIATUBHO BpeMe UJe CIOPHje U MOMEHYTH
ryouTaK BpeMeHa je Marbu.

Ha npucycrso maca (y cajanimbocTi) jgeduHuIIe HHEPIUjaIHO KPETahe 3HAMO U3 OIIIIITe
Teopuje penaruBHocTr. MehyTum, nnrepdepennuja Hac caga J0JATHO YIU Ja je MHEPIIU]ATHO
KpeTambe 0J[peheHo U ,IIPUCYCTBOM IPOIJIOCTH. 3aTO IITO jeé HEIPEJBU/BUBOCT 00jeKTUBHA
CAIIAIIBHOCT HACTAje PEAJIU3aIMjOM HEM3BECHOCTU Kao HOBa MH(MOpMAIUja, a OHa ce HepaJso
Bpaha y HEM3BECHOCT KOJIMKO ce Tajoxku y uporuioct. CBa Hallla HATAJIOXKEHA MPOIILIOCT
JiebUHUIIIE HAIY CAJAINEBOCT U, T0ceOHO, oHa ojpelyje m camMy MHEPIUjaJHOCT KpeTamba.
OBo mocyenme 3Ha4YN Ja he MOKpeTame 3Be3/e MOKPEHYTH T'PABUTAIIMOHO TOJ/HE OKO Ihe,
aJii ca YyTOJIMKO BelloM 3aJIPIIKOM INTO je JIyKe Tpajasia HmeHa MPONLIOCT. Y HPHUJIOr TOME,
MOXKJ1a, nhu he n oTkpuhe TajHu TaMHE MaTepHje.

Maca Bacmomne padyHajyhm cBy meHy mnporuiocT cBe je Beha um Beha. To je ma mpBm
IIOTJIe), HE3aBUCHO OJI €BEeHTYAJIHOI CTAJJHOT OJIMHUIIAa FHEeHOr ,XOpU30HTa mgorabaja’ of
MIOYeTKa ,,BeJINKE eKCILIO3Uje’, O yCIopaBamba BPpeMeHa, yCIIopaBamba Op3uHe CBETJIOCTH, O
ybp3aBama mupema. AJii 3ampaBo MOXK/1a U HUje.

Yekajyhn 10K HEKHM eKCIIEpUMEHTH pa3pellle OBe CyMibe, IMPUMETHMO Ja ce Helie ce
OIIIHje ITOMEHYTUX TEOPHUja jeJIHAKO CJAraTh Ca OBJEe OCHOBHOM. Jady IrpaBuUTAIldjy camor
TeJa y CaJallllbOCTU MPATH CIOPHUjU TOK BpeMeHa. Tako rieiajyhum, Bpeme Ha MOCMaTpPaHO]
raJlakCUju Tede CIOpHje OJi HAIIEr, jep BUIUMO IHhEeHY IPOIIJIOCT Kajla je BacHOHa Omiia
rymrtha. Fbene jenunaurne ayxkuue omnaxkamo kpahmma, Op3UHY CBETJIOCTH Y BAKYYMY MAOM.
[Tapamokc xopm3onTa BacuoHe je m3paxkenwju. Kama Ou cTBapHO ImMMperme CBeMHUpa OMJIo
KOHCTaHTHO OHO OITaKEeHO OUJI0 6U ycriopaBambe.

MebhyTum, ypadyHaBameM IPOILIOCTH y CaJAllliby TPABUTAIIN]Y, BpPeMe y IMIPOILIOCTH
TekJI0 6u OprKe, ca BehoM OP3UHOM CBETJIOCTH W OOJ/bUM CKJIAJIOM CaMe TeOopHje KOjy OBjIe
u3jlakeM. Y TOJUKOM OOMMY J1a, KOCMOJIOIIKH ,ITPOOJeMU’ IOCTajy ,IOTBPIAE’ Teopuje.
Hagemhy jomr camo jemny moTBpay Koja OBIe HHUje HabpojaHa, a ocTajo HahuTe y MO0joj
MIOITYJIAPHO] KHUKUIT, 0 OBUM TeMmaMma, Koja Ou Tpebaja nzahu u3 mramie TOJUHY JTaHA
ipe OBe.

166 Muorocrpyxocru, B. [63]
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3HaMo J1a ce BepoBaTHHje cTBapu jorahajy derihie U TO caM y NPETXOJHUM PaJIOBAMA
Ha3mBao npuHnuinom BepoBatHohe. Kako cy BepoBatHuju morabaju mame HHPOPMATUBHU,
U3 MPETXOIHOr 3aK/by4daK Ja IMPUPOJa MIKPTApHU ca ojaBameM uHOpMalfja, 1ma O Takas
Tpebao OuTH U TIaBHA Ujeja BOAM/ba Y reHepasmu3aiyju nosnarux (Xapraujese u [llenonose)
nedunuimja nadopmaruje. [lokasyje ce ga je To BeoMa MIUPOKO MOJAPYUje U 3aTO HE TPUUM
pebp30 11a je ope UM IPEIUu3Hnje, HEro ce YIJIaBHOM JIP:KUM NHMOPMAIUje TPUHIUIIN]EJTHO.
A To HAM KaxKe Ja ce ceeMup pas3Buja y Mambe nHpopMaTuBHa cTaba. OH IoCcTaje H3BECHU]H,
Kao Jia CBOjy MaTepPHUjaJHOCT HACTOJU Pa30IarKuTH.

Cse mapaJiejiHe peajHOCTH XpJjie Ka TOj ucToj OyayhiHOCTH, yclopaBamy TOKa BpEeMeHa
(jep Bpeme HacTaje peasM3anujoM HEM3BECHOCTH ), HECTAHKY BPEMEHA.

Mpenamarse Tanaca

[Ipesramarse, uan caBujame MyTame Tajaca, yJIAPyKEHO ca MPOMEHOM Op3WHe M TaJjlacHe
JLy?KIHe, OIIMCAHO je JleTa/bHo y MoM npuiory [64] us kojer fiy oje npenpuvaru HEKOJIHMKO
netasba. To 3aT0 MITO ce HA CAMYHY TOjaBy MMO3MBAjy jOII YBEK aKTyesHe (ajid HelPOBEepeHe )
TeopHje IpaBHUTAllMje WU KOCMOJIOTHje, a KOje Ha IMOCPeJaH HAYUH KOJU CMO OBJIE BUJICIIHN
JOIYYjy OCHOBE KBAHTHE MEXaHUKE.

3HaMO Jla Tajlach KaJa Ipejia3e U3 CpeuHe y K0joj ce Kpehy Op:ke y cpeauHy y KOjoj
ce Kkpehy cropuje ckpehy, Kaxkemo IpesiamMajy ce, Ka HOPMAaJju Ha I'DAHUIU TUX CPEJHUHA.
Uzrackom u3 criopuje cpeiune Tajiacu ce rpejiamajy noehasajyhinm cBoj yrao y omHocy Ha
HopMmasy. To ce Ha HacraBu (u3MKe MOXKe JIeMOHCTpUparu nomolly BojHuMKa (cTyjeHaTa)
[IOpeIaHuX y PEJIOBe Ca jeTHAKOM Mel)yCODHOM yiasheHOINy, KOju ce MycTe Ja MapIIupajy
IPEKO HEKe TpaHuIle JBe pasjudure cpeamse, kao Ha ciunu [[.67 Ilomyr dorona koju
naTepdepupajy, a pekJii CMO Jia TO 3HAYU Jla OHU He JIEIyjy y3ajaMHO jeJIHM Ha JpyTe,
BOJHUII KOjU MapIIUpajy He MOPajy Ja ce Ap2Ke 3a pyke mwin fa Oyry y3ajaMHO ITOBE3AHU
HEeYnM Ja OM CKpPETaJI.

kN

cIIopo

kN

Slika 1.67: Ilpenamame Tajgaca Kpo3 JABE CPEIUHE.

Ako cy noBpinuHe cpeuHa jeiHake, BOJHUIM MOTY Yy jejiHoj cpeaunn (6p:xkoj) ulin paBHO-
MEpHHM JIy>KUM KoparuMma, a y apyroj (cmopoj) kpahunm. Crmuno ce nobuje ako BOjHUIM
PaBHOMEDHO MapIIMpajy MPEeKO HejeJIHAKOr TJa, PEIUMO: YBPCTO-Os1aro-uBpcTo. Fbuxon
Tpar u3riaeja Kao Ha MPETXOHO] CIINIIN.
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Slika 1.68: IIpenamame Tajaca IPEKO PAHUILIE.

Kana Bojuuk jiohe Ha rpanuily cpejuHa, Op3uHa X0/a My Ce MEHba, aJii OCTAJIN U3 HEroBe
JINHUje Uy jOIl HEKO BpeMe crapom Op3mHOM, 300r dYera uuraBa JuHuja ckpehe 3a Heku
yrao. Ako oH mipesia3u u3 6pKe y CIOPUjy CPenHy, HacTaBuhe ca MarbuM YIJIOM Y OIHOCY
Ha HOpMaJly Ha TPAHUIly CpelnHa. Buhe TavHo 0O6paTHO, aKO Ipesa3u U3 cropuje y OpxKy
cpenuny. Tako ce na caenehoj, comnu [1.68] Buam 1a je goma cpesuHa CropHja 3a KpeTarbe,
KaKeMo Fymha@

AKko je ynasHa 6p3uHa Tajaca v, Belia of n3/1a3He vy, OHJA je YIa3HU yrao IIpeMa HOpMaJIn
Ha rpaHdIy o1 Behu o1 M31a3HOr (IpeMa UCTOj HOPMAJIH) (g

V1 > V2 = O] > 03. (1500)

Pasmak usmely smHuja BOjHUKA KOjU MapIIupajy ce cMamyje (CMambyje ce TajacHa JIy»KUuHa),
YuMe IIPaBJaMo Ha3uB ,I'yiiha’ 3a cpejinny Mame 6p3une. [locmarpajmo jesiHy TakBy JIMHU]Y
AB na cimnu [1.68] ok cryaent A upebe uyr AC y ryuthoj cpeaunu, 3a ucro speme At
cryneut B npebe nyt BD y pehoj cpenunn, Tako 1a Cy pacTojarmba:

AC = vyAt, BD =uvAt. (1.501)
V0B ca OKOMUTHM KPAIUMa Cy jeJIHaKHU, I1a je:
/DAB = aq, LADC = Q9. (1502)

N3 oBux jegHaxocTu J001MjaMo:

AC = AD sinas, BD =AD sinaq, (1.503)

a 3aTUM IIPONOPIIUje:
AC : BD =sinay :sina;. (1.504)
V9 U] =Sinay :sinag. (1.505)

167y rymhoj* cpeaunu je 6p3una MPOCTHPAH-A TAJACA Mamba HEro y ,,pehoj.
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Osa nociiepba ce nasusa Creaod 0 saxon. Oryna
Vo iUV =sinag:sinay : 1, (1.506)

3a 6p3uny v = AD/At nanpejoBamba TagacHor bpoHTa 110 TPAHUIM CPEJIUHA.
Ha mpumep, ako je v; = ¢ 6pauna ceemaocmu, Op3una ,jrerama’ (POHTA CBETJIOCTH HA

I'paHUIly CpeArHa U3HOCHU
C

(1.507)

V= )
sin g

rJe je u Jajbe (] yrao usMelhy mpaBiia KpeTama CBETJIOCTH U HOpMaJie Ha TPAHUILy CpeIuHA.
3a cBako a1 > 0 je v > ¢, pu yemy v — oo Kaja a1 — 90°. Hakije, Ta ¢pukTuBHa Op3UHA je
HEOTPAHUYEHO BEJIMKA KaJla CBETJIOCT CTHXKE OKOMHUTO Ha IDAHUILY CPeIrHA.

Y ucToM HpWJIOTY Ha Kpajy JI0Ka3aHo je ja ce Tajac npesjgama na CHesjoB HauMH 3001
[IPUHINATIA, HAjMamer jejcrBa. Tajiac mpesia3u ca jejiHe CTpaHe I'DAHUIE CPeIuHa Ha, JAPYTyY
3a Hajkpahe moryhe Bpeme ob3upom nHa mare 6p3uue. Ilpenpuuahy Taj moxas 30or 3madaja
OBOT IIPUHIINIIA, 38 pa3MaTpama uadopmaruje. [Ipe Tora npumernmo Jia cy TajacHe JIy>KUHE
y rymhoj cpeannu kpahe, ajaum na cy dpeksennuje tajaca ucre. lllto ce Tuvwe kBanTHE
MexaHuKe, To 3Ha4n ja cy (BopHoBe) BepoBaTHOLie Meperba Tasaca npe u mocjie npeaamMarba
HCTe, JIa Ce eHepruja Tajaca He Merha, aJi Ce MeHa HMIITYJIC.

ITocmaTpajmo kperame Tasaca y Jdekapropoj pasuu Oxy y3uMmajyhu anciucy 3a rpanuily
cpesmHa, TOpe Op3uHe vy, a 1ome vy. Heka je mouerna tauka T1(0,40) ca NpOU3BO/LHOM
opauHaToM Yo > 0, ma MOTPayKUMO JIOJAa3HY TadKy Ha cuMeTpudHoj mayounu Tb(zo,—yo),
onpehyjyhu npu Tome u nenozuary ancuucy xg > 0. Heka je T'(x,0) Tauka npenacka taaaca
npeko ancruce. [Tyt 71T tanac npesa3u 3a Bpeme t1, a myT 175 3a BpeMme to.

3a pukcupane 11 u Th TpazkKuMO T Tako Ja je BpeMme t = t1 + to MUHIMAJIHO:

_NT  TT
N V1 V2

t

)

1 1
t(x) = —/22+y2 + —\/ (20— 2)2 + 2.
()= \fad vy e (o= 2)? 4 48
OnO MMa eKCTpeMHY BpeIHOCT Kaja je m3Boj dyukmumje t(z) mo z myna. Oryna:
1 To— X

1 x
v1\Jz?+ys U2 (xo—x)2+y§_

L wtgan 1 wotegar _

v1 Yo/ cosar 2 Yo/ cos o

1 . 1 .
—sina; — —sinag =0,
U1 V2
a 1o je Cuesos 3axon (1.505).
OBaj JI0Ka3 je yTOJIMKO BasKHUJU O IpeTXoaHor ca ciuke [1.68] jep 3Hamo na dusnuke
nojase (cajia KaxkeMo HexKUBe TBapH) He KpIle IPUHIUII HajMamer JejcTBa.

1%8Willebrord Snellius (1580-1626), XomanACKN MATEMATAYAD.
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1.4.4 TlpuHumn HeogpeheHoCTH

[Tosraro HaM je Ja ce 3aBUCHU IPOIECH KBAHTHE MEXAHUKE MPE/ICTAB/bajy HEKOMYTATH-
BuuM oneparopuma. Heka cy p, n p, pesom porammje oko x u y-oce 3a 90° mpasoyriior
Hekaprosor cucrema Ozyz Ha caunu [1.69) a K kBajap npukasaH Ha IIPBOj CJINIH JIEBO.
Tana je Ky, KBaJap Ha CIUIN y CPEJUHH, JOOUjeH KOMIO3BUIIJOM Py © pg : K — Ky, a Ha
HCTO] CIMIM JIECHO je KBaJap pg o py @ K — K. Oumrsenno je na Ky, # Ky, ognocno
Py © Pz # Pz © py- Haxie, komnosuiyje poranuja y 3-1 HECYy KoMmyTaTuBHe.

=y

Slika 1.69: Poranuje kBajipa oko & u y oce.

[Ipema mperxomgHOM, TO 3HAYHU JIa HEKOMYTATHBHU OIEPATOPH IIPE/ICTAB/bAjy 3aBHCHE
063epBabJie, OTHOCHO KBaHTHO crperayte gorahaje. OBo ciiefin u U3 3amakamba Ha KOjeM ce
V OBOj KIbU3W WHCUCTHUPA, Ja jé KBAHTHA CIIPETHYTOCT MOC/IEIUIa poTalnrje Oa3HnX BEKTOpA,
WU J1a je cBaKM IIpeHoc mHdopmaluje npaheH HEeKUM JejCTBOM, a 3aTUM M U3 ciejenux
Kopaka. Paaum Tora mpBo morjieaajMo Kako ce Xaj3eHObeprose pejaluje HeoapeheHoCTn Mory
[IOJBECTH TIOJ NpuHyun Heodpeherocmu.

[Ipoceuna uau cpedra epedrocm OpojeBa Xi,x3,. .., Ly, OTHOCHO Pi,P2,. .., Py CE TECTO
O3HAYaBa I[PTOM M3HAJ, 14 IHAIIEMO:

r1+xo+---+2 + + o+
7= 1 2 n’ p: p1+ P2 pn’ (1508)
n n

3a pasyuky o Jlupakose HOTanuje KojoM O HWCTe cpejlibe BpegHocTu mucaau (x) u (p).
N3noc rperike mim wHeompehenoctu y onpehusamy Tux 6pojesa je:

Ar=x-%, Ap=p-p. (1.509)
Cpeba BpEIHOCT OBUX OJCTYIala je HyJa:
Ar=2-2=2-2=0, Ap=p-p=p-p=0, (1.510)
mro je oumnryiegHo. Cpenbe KBaIpaTHO OJCTYIIalhe HA3UBa ce JuCnep3uja:

{ (Az)? = [(21-7)* + (w2 = 2)* +---+ (2, — 2)*] /0
(Ap)2=[(p1-D)%+ (p2-D)2 ++--+ (pn - D)?]/n,

mro ce mante o2(z) = (Ax)2, 02(p) = (Ap)2, 1a 3a TPeIIKe Mepema y3UMAMO

o(z) =\/(Az)?, o(p)=1\/(Ap)*. (1.512)

Ha Taj naunn Xajzenbeprose pesanuje HeoqpeheHocTn mocrajy

(1.511)

o(z)-o(p) 2 h (1.513)

57
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mro je y ckaany ca (1.472). Tloapasymesana je camo ancrnuca. OBaj pesyirar je jo6uo u
Xajzenbepr (B. [65]), Ha Mag0 Apyraduju HaIUH.
3a cpefbe KBAJIPATHO OJCTYIIAE Ce y3UMa.:

(Ax)2=(z-2)2=a?-2zz+7°=22-%2, (Ap-p)2=p?-p°,
KaJia je KOOPJMHATHH MOYeTaK y TadyKd T, a oHja je u p = 0, mMamo:
(Az)2=22, (Ap)2=p2. (1.514)
3a cpejiibe BPEIHOCTH Y KBAHTHO] MeXaHUIM j106uhieMo:
a2 = [T 4" (2)a*(x) da,
{ P2 = [0t @) de = -1 [, 0" (2) 25 da.

To cy npBobuTHe BpegHOCTH KOje cy jobum Xaj3eubepr u Beji, a satum [laynu u ngpyru.
W3 nomer unrerpasia ce mobuja:
_ ZF dt =
oo /_oo ar

/W’ f_eal@)-e
di |2

(1.515)

dd) " dx = _/00 —| dx
oo dx dx oo | dx ’
a oTyza
. oo 2
p?= hQ/ le_@b (1.516)
oo I dx

Xajzenbepr na/be HACTAB/bA CA OUUTJICTHOM HEjeIHAKOIINY:

dy(z) [’
‘2(Am)2¢( z)+ dx
G ) ,@4@)20
A[(A2)2]2 (Az)?2 dx \dz) ~ 7
oz dp 2P
(Az)? dz 4[(Ax)?2]2

dr

A 360r:

i[ gl ]: R
dr | 2(Az)2] (Az)? drx  2(Az)?
w) ‘@:_i[ alyl? ]+ [
(Ax)2 dr da|2(Ax)Z] 2(Ax)?

CMEHOM J1001jaMo:

%2
dzx

WP _[ xlwl2] 2 P
T 2(Az)? dr [2(Ax)?] 4 [(Ax)?)?

MuoxxereM ca fi? U HHTErpupabeM, IIPETO3HAjEMO

= G 2 e - “m2lwl2dx]_ x|
Ph=(Ap)2 s [2/ Wi /_oo (A7) 20A0)|

Pacrko Bykosuh 301




KBAHTHA MEXAHUKA

Hasbe, u3
[ et s =3 - (Bay
J06mjaMo
p2> ol :
4 (Az)?
a oTyzaa
NV g‘ (1.517)

To je exkBuBasienTHo ca (1.513). Mcro ce moxe HanucaT u 'y o0IUKY

Az-Ap> g (1.518)

KOjU je MaJjio HeIpelu3aH MPETXOIHN U3Pa3.

Xajzenbeprop npuHmun HeoxpeleHocTn je 6p30 Harmrao npuMeny y xemwju. Opbure
HOIIYEEHE €JIEKTPOHUMA He Mory O6uTHu mnperusHo npraHe. Hbux gobmjamo u3 BepoBaTHOha
aucTpubyIuje ejaekTpona. ¥ Hajbo/beM ciydajy, opdouTa eJeKTPOHA Ce MOYKEe HAI[PTATU Ca
90% 1mance J1a je eJIeKTPOH y JIaT0j 3allpeMUHN y JaroMm BpeMery. OcTajio BpeMe OH je Herje
npyrae. Ha couru [1.70] cy Tunmane opGure.

2S 2p, 2p, 2p,

Slika 1.70: Opbute eneKTpoHA ¥ ATOMY.

EJtekTpoHu €y TH JeJIOBE KOjU ATOM YMHE aTOMOM, a OpOuTe aToMa Cy MecTa TJe Ce
HajBepoBaTHHje Hajiaze ejnekTponu. Cama ped ,opbura’ momura je ca BopoBuM MomesoM
aToMa 110 KOjeM ce eJIeKTpoHu Kpehy oko jesrpa ciimvHO n1aneTama oKo cyHia. [Ipsa cdepa,
1s, je HajOIMKa je3rpu aTOMAa Ca HAJBUIIE JBa eJIeKTPOHA KOjU UMajy HAjHUKU HUBO eHepruje.
Ba xesnujym (He) ca nBa enekrpona npsa opbura je poBosbHa. Melyrum, surujym (Li) nma
TPpHU eJIEKTPOHA U Tpehu eeKTpoH Mopa mhu y cienehy cdepy, 2s opdbuty, Ha BUIIA HUBO
enepruje. Bepunujym (Be) mma nBa esekrpona y npBoj cdepu (1s) u gBa enekTpona y
npyroj cdepu (2s).

Bop (B) koju uma ner ejekTpoHa IounEbe Ja noiymasa Tpehy opbury. Hberose Tpu
opbure cy ysajamuo okomute (enr. perpendicular) m osmauasajy ce ca 2p. Opbury kKoja
ce mpyzka momyT 3-D ocMuIia, 0HOCHO OaJoHA YK AlCIUCe O3HATABAMO 2D,. AHAJIOTHO
ca 2py ¥ 2p, o3HauaBaMo opbmTe Iy:K opamHaTe u arvmkare. O6muk opbure ojpeben je
HAjJBEPOBATHUJUM MOJIOKAJUMa HATAXKEHa €IeKTPOHA. ATOM ca jOIl BHINE eJeKTPOHA MMa
u chepue u oxomure opbure. Taxo meon (Ne) mma opGure 1s? 252 2pS, jep mma gecer
esilekTpoHa (2+2+6).

Jamua cdepua opbura, 3s, npeysuma cieaeha /iBa eJIeKTPOHA jOII BUINUX €HEPruja.
Tako marpujym (Na) moxke nmaru 11 enekrpona, mo jBa y upse jase cdepre opoure (1s u
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2s), 10 1Ba y OKOMHTHM opbuTaMa (2pz, 2py u 2p,) u jeman y cdepnoj opburu 3s. Arom
3aTUM MOKe nMaTu et d-opbura, cBaka ca HajBHUIIIE 110 JBa ejiekTpoHa. Q6K cBake opOuTe
je u ja/be TakaB Jia je BepoBaTHONa Haslaxkema eeKTpoHa y 10j oko 90%. M3a tux Hanasu
ce cegaMm f-opbura, y Kojuma ce Takohe mozke HahM 10 J1Ba €JIEKTPOHA.

Objammeme opbuTa aToMa je jeJHa 0J1 HajBayKHUjUX TOTBP/1a Xaj3eHOeproBor MpUHIIHIIA
HeojipehenocTr. O30U/BHUX CYMEBRH Y Ta] MPUHIAIL JAHAC Y (PUSUIINA CKOPO Ja U HEMA, aJIi
nMa CBe TAaYHUJUX MEpema KOjuMa ce Taj MPUHINII CBe ycuermHuje m3berasa. HemaBaum
pajgom Mucruryra 3a dorone (B. [66]) je mocebHUM TeXHUKAMa CIMIHUM KUPOCKOICKOM
edeKTy aToMa YCIIEIHO yCMepPaBaH CIIMH eJIeKTPOHA U je3rpa 3a jgobujarme mHpOpMaIije o
I10JI0YKAajy TeJia aToMa u n3deraBaH npuHnui Heoynpehenoctn. Tpuk fosa3m u3 3amakama J1a
CIIMH HeMa caMo jejaH Beh 7Ba yriia ycMmepaBarba, jeJaH MPaBIa CEeBEPHO-UCTOTHO-jYKHO-
3amaIHo, a JAPYTrU Ca eJIeBallijoM WM3HAJI XOPU30HTA. 1HM HCTpaXkKuMBada je IOKa3ao KakKo
CKOPO CBY HEU3BECHOCT CTABUTH y yrao KOju ce He Mepu mHCTpymMeHToM. Ha Taj Hauwmwh,
OHH Ce jOoIll yBeK Jipyke Xaj3eHOeproBor 3axXTeBa 3a HEU3BECHOINY, aji TPUKPUBAjy OHY
HEM3BECHOCT KOja UM He ojiroBapa. Pesystar je Mepeme yrjioBHe aMILIUTYIE Ca IPE3HOIny
6e3 mpecesiaHa, Koja HEUje OMETEeHA KBAHTHOM Heojpehenorhy.

YdecHUK OBOT eKcliepuMenTa, npod. Mudes Kaxe Ja je npuHiui HeogpeheHocTn Beoma
dpycrpupajyhu 3a mayunuke: ,,Mu 6mcmo mga 3nHamMo cBe, ajan Xaj3eHOepr Kaxke Jia TO HUje
Moryhe. MehyTum, nmpoHAIIIM CMO IIyT Ja ca3HaMo CBe IITo HaM je butHo. Kao y mecmu
Posmmnarcronca: ,,He moxkern yBek no6utn mra xohiem / aau ako IOKymai moHeka  sujeher
/ mobuliert oHO TITO TH Tpeda'.

ITpumep 1.4.4. Ussecmu pesayuje neodpehenocmu (1.517) noaasehu 00 nejednaxocmu

/:‘)\:mer%

Kao owuzaedne, na je 0ame MPemupamuy Kao Keadpammuy Hejednavuny no .

2
>0,

Pewere. NzpaaynaBamo peaom:

[ ) o )

/ A%%*wdm/ Ax(w@wdw )d:c+/ % -@dxzo,
oo oo dzx dx oo dx  dx
279 * 0 ® I?
A22Z 4 Aa( ¢)|_W—A/_w¢*¢dx+ﬁzo,

Jla 6u HejennakocT Omjia TadHa, 38 JUCKPUMHUHAHTY KBaJPaTHE jeTHAYMUHE BaYKU:

2
1—4‘(Am)2-%£0,

G- @ I

| St

a oryJa Tpaxkeno (1.517). O
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Y BpeMe 3acHUBAbA KBAHTHE MEXaHUKE, IIPBOM T0I0BHHOM 20. BeKa, TPAXKEHU Cy PA3HU
Jloka3u npuHimina Heogpehenoctu. OBaj y HaBeJIEHOM MPUMEDY 3aCHOBAaH je Ha CPEIHUM
BpeIHOCTUMA KBaJpaTa HeoapeheHocTu:

{ 22 = (Az)2 = [ 22| dx

- 2 1.519
2= p)E=r2 = |2 o (1.519)

dx

u Ha KBajipaTHo] jepnaunnu. Ciiesehu ce 3acHuBa Ha Xeadeposoj nejednarxocmu

2

/ |f|2dx-/ lg|? daz > / frgdz| | (1.520)
X X X
KOja ce y OBOM OOJINKY Ha3WBa U Bywa%oegn@lﬂeapuoosa HejedHarocm.
ITohumo o aBa nuHeapHa omeparopa A u B, on uspasa:
(AA)? = / VA - APyde, (AB)?-= / V*|B - B dx, (1.521)
X X
na crasumo A— A =g u B- B =b. Umamo:
BA7 - [ waPvdo= [ avavde= [ jauPds, BBV - [ s
X X X X
(AP BB - [ Javf do- [ fufd
X X
e . 2
(AA)?-(AB)2 > / Y rabydx|
X
mro caean u3 (1.520). Kaxko je
o ab+ba ab-ba
ab = + )
2 2
TO je:
ISP 2
@A @BP s | [ o (T 25 vl
X 2 2
o o 2
(AA)2-(AB)? > / zp*“b”“zpdm/ LV
X 2 X 2
ih-bo [
(AAYZ.(AB)? » / o P dy
X 2
Omneparopu 10J, UHTErpaIUMa Cy CAMOKOHjyIOBaHH, INTO 3HAYM Jia CE€ CPEJIbe BPEIHOCTH

MOT'y CMAaTpaTH HApHEM OpojeBuMa, penmmo 2m u 2n rae I > m? +n? na I > n?. Osa

HejeTHAKOCT IMOCTaje jeHAKOCT KaJaa cy (PYHKIM]e MPOMOPIINOHAIHE, Kada je
by = Cay,

a Taja CMeHa jiaje .
(C*+(C)a? =0,

169Viktor Bunyakovsky (1804-1889), pycku mMaTeMarmdap.
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na je C* = —C, jep a? umje jenmmaxo nynu. IIpema Tome, C' je 4UCTO MMATHHAPHA KOHCTAHTA
u Mmoxkemo crasutu C' =13 e je [ peajiHa KOHCTAHTA.
HonarHo, n3padyHaBaMo KOMYTaTOD:

[a,b] =ab—ba=---= AB-BA=[A,B].
ITa nmamo:

2

(AA)2-(AB)? > (1.522)

.AB-BA
Y ————— Y dx
X 2
To je Beoma BazkaH pe3y/TaTr 3a pasyMeBarhe mpuHImIa HeoapelernocTn!
IIpousBon HeoapehenocTn JuHEApHUX OIEpaTOpa HE MOXKE OWTH MarbU O AICOJIYTHE
BPEIHOCTH TIOJIOBUHE FHbUXOBOT KOMYTAaTOPA

/- /-

\/ (AA)24\/(AB)2>

@‘. (1.523)

W3 oBor ommrer m3pasa, Kojer Ja/be MOKEMO HA3UBATU NPUHUUNOM Heodpeherocmu, caeae
Xajzenbeprose pesanuje HeogapehenocTn, 3aTuM Takohe Mo3HATO OTKpuhe Ja OHe J10J1a3e U3
HEKOMYTATUBHOCTH IIPOIEca, Te Ja Cy OHe Takohe M m3pa3 KBaHTHE CIPErHYTOCTH. 3a& OBO
MOCTIEIIbe TTPUMETUMO J1a MPEBEJINKA YMEIIAHOCT TO3aIMHCKUX 3aKOHA (DU3UKE Y IPOIeC
Mepema OMeTa Kpajiby TATHOCT caMor Mepemba. /Jlakie, /1a je MaTepujajaHo Apyropa3peHo
Yy OJIHOCY Ha aIllCTPAKTHO.

IIpBu nmpumep cy oneparopu mojoxkaja u ummyrca (1.496). Caza nmamo:

[fc,m‘ ]

h

=3

th

VCONV(OLE :

a 1o cy mno3Hare Xajsenbeprose pesanuje Heoapehenoctu (1.517).
Jpyru npumep cy onepaTopu eHepruje U BpeMeHa:

[E, iy = (Bt -{E)y = m%(m) - tih%zp = il,

a OTy/Zla U3pa3 3a KOMYyTaTop
[E,t] = ih. (1.524)

Cazma u3 (1.523) mobujamo

f- I

V(AE)?-\/ (A1) > g (1.525)

Tj. TO3HATE peJanuje HeoapeheHOCTH eHepruje u BpeMeHa.

Beoma 3aHUM/BIBO 06jalllibeH-e OBE pejlaliije MOYKETe BUAETH Y MOILYJIAPHOM JOKYMEHT-
apity ,,Ce u mummra“ mpodecopa AJ‘I—KX&.J‘II/IJII/Ijam OH y3umMma JiBe JaToTeKe Ca jeIHAKUM
OpojeM mojaTaka, IMpBa Koja IpeicTaBaba CIUKY OMIMjapCKOr CTOJa W APYrY ca (huIMOM
Ha KojeM ce Te Kyrjle KOTpsbajy. lIpBa je omrpa ciauka BeIuKe Pe30JIyldje HEIOKPEeTHHX
KyIVIA 3a KOje He BUJIUMO KyJa HJy U ca KAKBOM €HEPIHjOM, a JIPyra je CJIMKA UCTHX KyTJIH
y IOKPEeTY aJld MaJie Pe3o/ylije, MyTHa Kaja je HoKylmaMmo moseharn.

Heonpeljenoct (1.525) nmo3Bosbasa saxyymy Ja Oyje , IMHAMUYIHA IIPA3HUHA". Y JI0BOJEHO
KpaTKUM HHTepBaJuMa BpeMeHa At y BaKyyMy Ha CJIydajaH HAuMH MOI'Y HACTATU GUPMYEAHE
wecmuue enepruje AE, o yenosom ja je AEAt < 2, 3a Koje BaxKe CBU 3aKOHH OJIPKAHA.

170Jim Al-Khalili, polj. 1962. y Upaky, Gpuranckn dpusmdap.
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[TojaBa Tux decTuia je eKCIePUMEHTAJHO MOTBpheHA JielyjarbeM CTBAPHUX YEeCTHUIA 0K
[IpOJIa3e BaKyyMOM.

Y 0BOM TpeHyTKy HHje HAM O3HATO Kyha he mhu napu pas3soj dpusuke HeompehenocTn,
ajim Moxkemo Harahatu ja he ce npe uiau Kacuuje u To joraharu. Jesna o criekysianuja je jia
6u To Moryia OuTH OTKpuha nesioBa poTOHA, OJHOCHO Tajaca duju je GoToH nHTEPdEPEHIT]a.
Ha mpumep, 360r cBojcTBa THX YeCTHUIA €JIEKTPOMATrHETHOI 3paderba Ja Ce paclajiajy Ha
€JIEKTPOH U TIO3UTPOH WU OOPHYTO HBUXOBE I0jaBe y CyJapuMa, W 300 IUEHEHUIE 1A je
HajMarbe J1ejCTBO, jecHo y Hejennakoctu (1.525), mame of aejcrBa dorona. Ta HejeaHakocr,
h/2 < h, yka3yje HAM Ha HOCTOjarbe MArbe I/IH(bopMauI/IjeFEI O] OHE KOjy IIpeHocHu (POTOH, a
came pesanuje HeoapeheHocTn — 1a je n nadopMaImja KBAaHTOBAHA.

Cranano je Harahame j1a CBETIOCT HOCH 2pasumone, XUIMIOTETUIKE YeCTUIIE MHOTO CJIadujer
IPABUTAIMOHOT T10J/ba O] eJIEKTPOMArHeTHOD T€ MHOIO Mambe eHepruje on ¢gorona. Onpa 6u
ce MoIVIa, JIeCUTH U HOBa Jiecbununiuja [lnankoBe koHCTaHTE TOMONY 30MpPa MAKBUX BPEIHOCTH,
TaKo Jia peJiaiuje HeoJapeDeHoCTH penuMo 3a €HEPrujy W BpeMe MEPEHO I'DABUTOHUMA Oyry
[pPEIU3HUje O] OBJI€ U3BEJCHUX.

Maibe cuekysraTuBaH je IpUHIUI nHMOPMAIKje, aJu U OH UMa KPUTUIHUX MecTa. Pa3Boj
CBEMUPA Ka Matbe HHPOPMATUBHUM CTABIMA, & Ca JIPyre cTpaHe, MOryhHOCT OOPHYTOT cMepa
aHAJIOTHOT KpeTama Jorahaja 300r ocobuHa KBAHTHUX OlepaTopa, He obehaBajy cumerpujy.
Kaxko ce kosrabupane cymnepriosuiiije cBoje Ha CBe Marbe KOJWIIHe OInja, y3uMajyhn ncxomae
U3 CBUX MAPaJIEJTHUX PEaJTHOCTH YMHE Ce Jla UX He MOXKe OUTHU JJOBOJBHO 3a Bpahame BpeMeHa
yHa3a/[ Ha HadYWH Ja U Taja BaxkKu npuanun naodopmarmje. To 6u Takohe cramgaio y panuje
IOMEHYTHU NaPadoxc undopmaryuje, 3007 BEHOT CMAmbUBaFha TOKOM BPEMEHA.

Jacno je ma pazmuantu morabaju, A m B, MOTY aiu u He MOPajy UMaTH UCTe MOTYNHOCTH,
ucre ucxose. Ha npumep, jyde cam ce mMorao ynucatu Ha (haky/aTeT, ajid JaHac je Beh KacHo.
Wnu, cymentn Anmnca n Boban mostaranm ¢y MCTH WUCHHUT, ajd HUCY MOKA3AJIN UCTO 3HATHE.
Takobhe je jacHo ma ce moryhmocTn mcTux morabaja Mermbajy BPEeMEHOM, Ca OKOJHOCTHMA,
BUXOBUM YUIUIHLEHUM Da/lbaMa.

3ajenqnnuke mMoryhHoctu marux gorabjaja cy muX0OB mpecek, A N B, a MCXomu penuMo
nemoryhu 3a A Hanase ce y ckynosHoj pazsmiu B\A. EposynmjaMa KBaHTHUX CTarba, y
CKJIaQJIy ca pejalujaMa HeoJpeheHOCTH, Memajy ce W OBe IMIaHce. JecTe 4UyJAHO ajiu Huje
JaJbe O] Tora TBpheme Jla MpeIackoM U3 IPOILIOCTH Ka OymayhHocTu cBeMup mocraje Mame
nndopmaruban. /la Bacnona BpeMeHOM IIOCTEIEHO I'yOU CBY CBOjY KOJIMYUHY HEM3BECHOCTU
ma u jia gohe 70 HYJITOr CTamka y KojeM Builie Helie mMaTu IiTa Jla ce peajindyje U Kaja
peJIaTHBHO BpeMe CTOjH, a OHa MOXK/JIA Ja UJie U Jajbe — y CBeT pacTyhe anTuMarepuje.

MebhyTum, mpoMeHe KBAHTHUX CTamba, KBAHTHE €BOJIYIHj€, PEIIPe3eHTAIIje CY YHUTAPHUX
oneparopa (1.186). Pesanuje HeoapehenocTu casa He roBope caMo 0 HEKOMYTATHBHOCTH
pejiociiesia IpoMeHa, riae he irrera’ KOjy MpaBU IIPBa IIPOMEHa OUTHU HEIONpPAaB/HUBA 3a
JIPYTy U OOPHYTO, HETO U 0 O0pTamy TOKa mpoMeHa. ¥ pepocieay A zatum B Hekor morahaja
jaBJba ce BUINAK JejCTBA ¥ OJHOCY Ha pemocien B 3atum A mcrtor. Y TOM CMUCITY, pesalnje
HeosipeheHOCTH Cy JIMpEeKTHA MOTBPa IPUHIUIA nHpOopMarmje!

" Tonpasymesa ce renepasmcana nadopMalmja.
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1.4.5 [lpocTa yecTuua-Tanac

Hacrapbamo pemasarma [peguarepose jeanadnne sanodera npumepoM [1.3.74 Tamo
CMO CaMO CKHIIPAJIF HEKe OJI TIap pe3yJsiTaTa Koja cieje, a Koja caja pelraBaMo JeTa/bHUje,
Ha nozHare Hauune (B. [67]).

Bpemencku HesaBucHa jeaHomuMensnona ta Llpedunzeposa jednavuna je

d2¢($)
dx? h2

N E - U)]w(z) =0, (1.526)

rie ¢y E u U(x) penom ykynna (He pesaTMBUCTHYKA) M MOTEHIMjaJHa €HEPruja IecTUlle
mace m. Axko je E > U(z), onza je KMHETHYKa €HEPrUja [O3UTHBHA (BE3aHO CTambe U
pacuname), a ako je £ < U(x) Taja je KUHeTHYKA eHepIruja HeraTUBHA U KJIACUIHO JI03BOJbEHA
(HeBE3AHO CTAIbE U TYHEIHPAILE).

U(x) U(x)
\ /. N
1 E I E>U ; E<U
E<U | E<U i
{  E>U | I !
0 X X > X 0 X,

1 2

Slika 1.71: YKynHa u HOTEHIUjaJIHA €EHEPIH]ja.

Ha ciumm npukasase cy decruiie enepruje E y norennumjansom nossy U(x). Jleso,
y momernnma [ u III je E < U(z), kunernvka eHepruja je HeraTwBHA (HEBE3aHO CTambe), a y
nomeny I je E > U(x) mro 3Hauu Ja je KHHETUYIKA €HEPrUuja MO3UTUBHA (BE3aHO CTambe).
Hecno, y nomennma I u I1I je E > U(x) rae je KuHeTHYKa €HEPruja IO3UTUBHA, a y JOMEHY
I rie E < U(x) kuHeTHYKa eHepruja je HerarnsHa (HeBe3aHO crambe). Perema jejHadnse
3a F = U(x) cy Tauke mpeokpera Koje 0JroBapajy KperamuMa KiaacudHe (pu3mKe.

Ba pemasaibe [IIpeaunrepose jeanaunne, pajayu KpaTkolie nucarma, 3roHO je KOPUCTUTH
uparosy deama dynxuujy, nedpuHucany ciegehuM pejanujama:

5(t) = { t#0 /Ta )dt=1 (Ve > 0). (1.527)

oo t=0

Hoen rpad uma 6eckonaunu mmspak Ha MecTy t = 0 ca jeIMHUIHOM HOBPIITUHOM y OKOJIMHH,
IIITO Ce MOKE IIPEJICTABUTH KAao IpaHuYHa BpeJHoCT [aycosoz 3601a

1 270 2
0(t) = lim 1*/20 , 1.528
(1) =ty (1.528)

UJIH ﬂopeHuujaHam
€
50 =l 1:529)

172 orentzian Function: http://mathworld.wolfram.com/LorentzianFunction.html
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Jlako je Bumeru ma 3a JlupaxoBy menrta pyHKIM]y BaXKu jeIHAKOCT

/ FOS(E) dt = £(0), (1.530)

3a npousBosbHy dyukiujy f(t). Haume, §(t) umuesasa cByrge ocum kaja t = 0, na je
moryhe tmcaru f(t)0(t) = f(0)d(t) 360r vera ce f(0) moxke uzByhn ucnpes unTerpasa Kao
KOHCTaHTa. Penanuja

/ F(8)8(t~to) dt = (to). (1.531)

je TIOOIIITeme TPeTXoIHe. ¥ MareMaTndkoMm cmucity Jlupakosa nenra Huje pyuknuja. OHa
je IpeBUIlle CUHI'YJIApHA, &l Ce MOYKE CMaTPATU JUCTPUOYIINjOM HJITH OLEPATOPOM.

3a pemasame [Ilpenuarepose jemaadantae Kopuctumo u Qypujeosy mparchopmanujy. To
je renepam3anuja Komiiekcunx OypujeoBux pegoBa mpegackom ca mepuoje L = 7w Ha jumec
L — oo. 3Bawmemyjemo juckperue F, ca wenpekugaum F'(q)dq nok n/L — q. Tana 36up
MIOCTaje WHTErpaJl, ca jeJHadnHaMa;

0O [ e@er i v - [ e (1532)

To cy mupekTHa n nunBep3na OypujeoBa Tpanchopmariuja dpyukimje f : R - C. Perumo, ako
HE3aBHUCHA IIPOMEHJbUBA T IIPEJICTAB/bA BpeMe, TaJia je & dpekBeHInja MepeHa y KPyroBuma
110 CeKyHIu. 3aTo je cMeHa w = 2m€ cacBuUM yoOmUajeHa.

[IpBo Tpaxkumo periema 3a 0CHO8HO cmatbe. Y KBAHTHOMEXAHUIKOM CHCTEMY TO je CTarbhe
HajHUKe E€HEPIHuje; OHO Ce y3uMa Kao CTarke HysTe eHepruje cucrema. OCHOBHO CTame ce
y OKBHUPY KBaHTHE TEOPHje MM0Jhba OOMIHO 30BE CTAIbEe BAKYYMa WM CaMO BaKyyM. AKO
IIOCTOJU BHUIIE OJI jeJIHOI' OCHOBHOT CTarba, OHA Ce Ha3mBajy dezenepucana. MuHOrU cucreMu
UMajy JereHeprcaHa OCHOBHA CTalba, a OHA Ce jaB/hajy KaJia MOCTOjU YHUTAPHU OIEPATOD
KOjH JIeJIyje HeTPUBHjAJIHO HA OCHOBHO CTaFhe U KOMYTHPA Ca XaMUJITOHUJAHOM CHCTEMA. 3a
pPa3/IMKy OJI OCHOBHOTI, nobyhero cmarve je cBaKO cTame ca eHeprujoM Behom oj enepruje
OCHOBHOT' CTafba.

Pewenn 3agaun
IIpumep 1.4.5. Pewumu [llpedunezeposy jednavuny (1.526) 3a ocrosno cmarve.

Pewerve. Heka cy z1 u xo9 kopenn jeanaunte E — U(z) = 0. Ilospmuna oj moreHrmjaia
U(x) no (8. cauky |1.71)) ancruce na unrepsany [z1, 2] usHocu

2
,uz/ U(z)dez, (1.533)
B
na moxkemo crasutu U(x) = pd(x—xp), vae je § dupakosa dyukuja. Heka je xg = (r1+22)/2
ud=x9—x1, onakie je x1 = xg —d/2 u xo = xg + df2. Ca oBum cmenama IIpesunreposa
jeaHaunHa 1ocTaje

&y 2m

@z
Ha 6ucmo mspauynasu (x) y Tauku T = To, MHTErpUpaMo Ha uHTepBaldy (ro—¢&,To+¢€) u
upebhumo ua yimmec € — 0. Tobujamo

Ey = %ud(w—xo)w. (1.534)

/(o +€) ~ (w0 <) = (o). (1.555)
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Naxko je Tanacua dynknuja () HENpEKnHA y TAYKU X = T(, HOCJIE/HU U3pa3 MoKasyje 1a
n3BOI Te PYHKIIM]e HUje HEIPEKUJAH y TOj TauKH.
Heka je F[¢(x)] = ¢¥(w) Pypujeosa rpancdopmaimja ¥ (x). Tama (1.534) nocraje:

[t

D2 P - 2 Lo - )]

() + 2B (w) = = = [ i@t ) da,
1

() + 5 B =2 e e ().
Oryna
P(w) = ate (1.536)
w?+kE’
rie je:
ko = —271—? , a’= —QH—T#\/%W%)-

Oyukiujy 1 (x) MoxkeMo pobutn Kao nasepsny PypujeoBy TpancdopMaIyjy o1 @(w):

—zwa:o

0(e) = P[] = < / ey

_ad? * cos[w(x - z¢)] % sin[w(z —x0)]
E{/w w? + ki d‘“/ w?+ kg dw}’

e kollz=zol
o) = [Re

To je TpaxkeHO OIIIITE pellee KOje TUIIEMO KPATKO

() = Ae Hrmrol, (1.537)

a2 T
-5 =kl

Bes anconyraux Bpegnoctu perese (1.537) numemo yzxke:

rJe je:

_ | Aexplk(z-m0)] <z
¥lz) = { Aexplk(zo—2z)] x>xo (1.538)
CwmenoMm y (1.535) Hamasumo
i B=-omh 1.539

Ha 6u nponamnum korcranty A, dbyskuujy ¢ () rpeba HOpMUPATH HA JeUHUILY
o 2% °° 2%
/ A* AeF(E=0) gy +/ A* Ae 2k(@=0) go = 1,

a oTyJia

1Al = Vk = A (1.540)
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Konauno, cabupamem u ojgysumamem (1.538), 3a perrersa j1006ujamo:

wl(x) - %A [ek’(:c—:r;o) + e—k(m—xo) ’
- 1.541
¢(IL‘) { ¢2($) _ %A [ek(m—azo) _ e—k’(:c—:co)] ) ( 5 )
To ce moxke mucaTn moMohy XumepOoJTHOT KOCUHYCa U CHHYCA. O

OBo u ciegehe pememe Moxkemo cmarparu ciaydajem E > U(x), no3uTBHE KUHETHIKE
eHepruje, Be3aHOr cTama U pacunama. O3Haunmo pobujern pesyiarar ca f(z) =¥ (z), Tako
Jia ra y HacTaBKY THUIIIEMO

f1(®) = Ach[k(z - 20))
/(@) *{ fo(x) = Ash[k(z - x0)], (1:542)

Jakse, nocebHoM ozHakoM f(x) u zunepboarum TPUTOHOMETPUJCKUM (QYHKIMjaMa, Koje
HA3MBaMO KOCUHYC, CHHYC W TAHTE€HC XUTIEPOOITHI:

cho = 6a+26—0¢ _ e%¢+26—f¢ _ (Cos¢+z:s.in¢)-;(cos¢—7fs‘in¢) — cos ¢7 (1 543)
sha = ea_;*a _ euﬁ_;—w _ (cos¢+1sm¢>);(cosd)—zsmqﬁ) —isin (b,
3a « = i¢, a 3aTuM tha =sha/cha =itg¢.
IIpumep 1.4.6. Pewumu jednauwuny (1.526) 3a caobodno nobyherno cmarve.
Pewere. Kopucrumo (1.542) u ranacuy yukuujy ¢ (x) Tpaxkumo y obinky
Y(x) = f(2)e ).
OBo cmemyjemo v jemnaunny (1.526) u xopucrumo osmnake my = 2m/h?, k? = —2mE/h?.

Iobujamo
F"(@) = f(@)[g' (@)] = K> f () =miU (2) f(z) +i[2f' (2)g () + f(2)g" ()] = 0.

PasznBajaMo peasiHu 01 UMarnHapHOL JieJIa.

(@) = f(@)lg' (@) = k*f(2) -miU () f(2) = 0
{ 2f'(x)g' (x) + Jlf(x)g"(x) -0. (1.544)

Tl 6ucyo nponammu bymmujy g(z), xopuermvo f(z) = Ach[k(z - x0)], aepusupano:
f'(x) = kAsh[k(z —w0)],  f"(x) = k* Ach[k(z — z0)] = k* f (),
I8 CMEHOM HA3a[l, HAIASHMO
K f(z) - f(@)[g'(2)]* = K f(z) -miU(2) f(x) = 0,

Kako je f(x) # 0, senelin ca f(z) mobujanmo:

[g'(2)]) = -miU (),

J'(x) = 2im1\/U (),

g(z) = +im / VU(z)dz +C,
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rie je C' koHCTaHTa KOjy Tpeba onpenntu. Ca Ipyre crpaHe, JePUBAPAEM KBapaTa H3BOIa
nobujamo:
29’ (z)g" (x) = -miU’ (),
2

"(z) = ——L [ (2).
" (x) =~ s U (@)

Bamenom osor ¢”(x) y upsy (1.544) Hanazumo

2f'()g' () - f(2) U'(z) =0,

my
29" (x)
a kako je f'(z) = kAsh[k(z - x9)], nobujamo:

2

[/ ()] = L ehlk(z - 20)]U" (=),

g'(x)=i2\/—\/U’(fC)Ch[/€(x z0)],

g(x) = i /\/U’(w)ch k(x —x0)]dx+C.

Muoxkehn npyry (1.543) ca f (;U) 11061jaMo:
d
L) () -
f2(z)g'(x) = b = const.

g'(x )_f2()

o(z) = %th[lﬂ(w 20)]+C,

rye je th[k(x —x¢)] ranrenc xunepboaHN, KOTUIHUK XUIIEPOOTHOI CHHYCA U KOCHHYCA UCTOT
aprymenra. Konauno, cmenom f'(z) = kAsh[k(z - z0)] y upsy (1.544) u unTerpupamem
J106mjamMo

g(x) = th[k(x —x0)] + C.

Vnopebhyjyhin oBy ca mperxommom, Hamasmmo ga je b = kA2 Ilpema Tome, mMaMO TpH
dbyukuuje 3a g(x). To cy:

g1(x) =im1f\/U(:L" Ydx +C
9(z) =1 g2(@) = £3°% [/U'(x) chlk(z — o) dz + C (1.545)
g3(x) = th[k(x z9)] +C.

Oryna, ca (1.542) u ca aBe koucranre A u B, dbopmupamo tajacHy QyHKIU]y
(z) = f(2)[Ae9®) + Be ()], (1.546)
To je TpaxkeHo perlrieme. O
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Y cnyuajy E < U(x), kaja je KUHETHYKa €HEpruja HEraTMBHA Uy KJIACUYHO] (DU3HIH
HUje PUXBAT/LUBA, KaJla UMAMO HEBE3aHO CTAIbe, Taja je JOBOJHHO y IPETXOJIHOM DeIlery
samenntn —k? ca k? u takohe —m? ca m? (wm ik ca k w imq ca my).

Ba jedunncame 2paHUNHUT YCA06G OOPATUMO OIIET TAaXKEbY HA CJIUKY VY cBakoM o1
noMena ocmarpajmo dbyukimje Yy (x), Yo (x) u s(x). Came tanmacue dyHKIMje U BUXOBU

n3Bon 6u Tpebaje buTn HenpekuaHe. V3 HaBeIeHNX MPETIIOCTABKH CJIejie cieaenn yeaoBu:

Yi(x1) = ¥a(er) ¥ (21) = Ph(an)
¢2(1‘2):'¢3($2) w;(xQ):wZ(«’BQ) (1547)

VciioB HOpMEUpaHOCTH OBUX (DYHKIIMja 3aXTEBA Jla OHE UITYe3aBajy y OECKOHAYHOCTH, JaKJe
na Y(x) - 0 kaga © — +oo. Ca oBuM rpanndnuM ycjaosuma moryhe je mahu koncranre A
u B u eneprujy F nobyhenor Besamor crama. ¥ OCHOBHOM CTaiby HaM He TpeDajy pelnrema
[Ipemunrepose jegHadnte, JOBOJHHO je MO3HABATH KJIACUYIHE TadKe ITPOMEHE 3HAKA, £ U X2,
a eBO W 3AIITO.

Kunernuka enepruja gecturie je

pz
T=—=FE-U(x).
2m

Oryna, nHTErpUpamBEM

o p2 T2
I:/ —dx:/ [E-U(x)]dz=(x2—x1)E - p.
z 2m o

3a no3uTUBHY KUHETHUKY eHeprujy (BesaHo crame) je I > 0, 3a meratusay I < 0. Kao
IITO Ce MOYKEe BHUJIETHU Ca IIOMEHyTe CJIMKe, 3a Be3aHa CTarba y UHTepBaJly (X1, T2 ], KHHETHIKA
eHepruja jecre MO3UTUBHA, M3BAH TOI HTEPBAaJIa je HeraTuBHA. 1adka MUHUMYMA ITOTEHIIA]jaIa
0JirOBapa OCHOBHOM cTaiby. lIpeMa ToMe, 33 MUHUMYM IOTEHIIMjaJIa BazKu

(.’L‘Q —.’L‘l)E() — Q= 0,

na Hasjas3umo i = Ey(ze —x1).
UcTo To coieu ca jgaTe CJIUKe JIeBO, U3:

E(xy-z1)—p= /Tdﬂ?,

3a obsacr I, jep je y ocHOBHOM cramby kuHetuduka edepruja nyna (T = 0), na Hajgasumo
Eo(xzg —21) = p. Bamenuno s oBo py (1.539) nobuliemo:

m 2 2 2h2 2h2
E=-""E%gy-21)%, FEo=- oA 1.548
2h? (2= 1) 0 m(zy—11)2 md? ( )

Enepruja ocuoBuor crama je Fy, Tlie HeraTUBAH IPEI3HAK O3HAYABA Ja je CTarbe BE3aHO U
OH MOXK€ y padyHy OnTH m30erHyT ca ITO3UTHUBHUM.

IIpumep 1.4.7. Hahu ocrosho pewerve TapmoHujckoe oCuyuAGMOpa.

Pewerve. 3a XapMOHUJCKU OCITUJIATOD UMAMO, PEIOM:

U(xz) = 1mwza,"Q,
2
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1
E=U(x)= §mw2x2,

2F 2F
T =\ —5, Z2=\/—%
1 mwQ? 2 mw27
2F 2F
To -1 =2\ —5, (xg—x1)2=d2:4—2,
mw mw

2h2 1 2h2 mw? h2w?

E:— = — =
" m (z2-71)2 m 2-4E, 4E,’

1 1
Eg = Zh%w?,  Ep=-hw,
4 2

a 1o (Fp) je eHepruja OCHOBHOI CTarba XapMOHUJCKOT OCITMJIATOPA KOjy CMO Takobhe 1o0uim

u y upumepy [1.3.75] O

KomnnekcHa undopmauuja

Amastorno mpesiacky ca peasiHe Ha KOMIUIEKCHY pasa, mpehn hemo ca kimacmame Ha
Komnaexcny umngpopmayujy. XapriaujeBa umadopmanuja L = In N, tae je N 6poj jeanaxo
BEPOBATHUX OIIUja, MOCTaje KOMILIEKCHA HH(opMaluja. Komiliekcan eKBUBaJIEHT OPOjy
oTIMja CaJia je JorapuTaM MpOoCTe TajacHe (PYHKIHje, OJJHOCHO MPOCTO (PU3UIKO JIEjCTBO.
To je memnocpenna nocseauna dpopme pemmera (1.541) u (1.546). Illenonosa undopmanuja
oCTaje CYyMepIo3uIrja, a OHA JTAThe 2eHEPAAUCAHT UHBOPMAUUIG

L= AplAql + ApQAQQ + ApgAQg +..., (1549)

ocebHO HCUBOMHOCTM, WIN ,,TT0001a".

MebyTum, nonasmbame obiuka re'® y pemermnma Tanacue jexaadnne 1peauarepa nva
u aybsbe 3Haderme. [logaceham, Hamry 00jeKTUBHY peajiHOCT OBIe IpyDbo JIeJTUMO Ha MaTepujy
u octajio. [IpBo je yBeK y KOHAYHNM CKYIIOBUMa, a IPyro MoxKe outu u 'y 6eckonadnum. Oba
cy mipejsicTaBe ncruHa. Martepuja je oHaj €0 3a KOju BaxkKu (pU3MIKA CIYIAJHOCT U (PU3MIKA
nHpopMaIja, HEMaTEPU]ja je Je0 3a KOjU BaXKH IICEYI0-CIyYajHOCT U IIcey10-uH(OopMalluja.
Teopeme BepoBaTHOhe jemHako Bake 3a obe. To 3HAYM g8 MOXKEMO TOBOPUTH O HMPUHITUITY
rcey10-BepoBaTHolie, ma JIOCIEHO U O NPUHUUNY NCEYIo-unpopmayuje.

VY oba citydaja, y CBETY MaTepHUjaJHUX Pean3aliija Kao U alCTPAKTHUX UCTUHA, TPUPOJIA
He BoJix Jia ce oTkpuBa. OHa Ou j1a NpUKpUBa CBOje MOrYNHOCTH, Kaja ToJ je y IpUIniud. Y
CJIyUajy MaTeMaTuKe, CJIODOIHU]e pedeHo, IPUPoJia je Jemha U PaJio ce moHaB/ba. 10 je oHO
110 4eMy Pas3J/InKyjeMo Hadeja 00jeKTUBHE U cyOjeKTuBHe mHpopMaIumje.

Ca Tor craHOBWINTA, pa3yMeBamy IOHAB/bamba OOJIUKA re'® moxe ce npuhu us ,gucre’
reomerpuje (B. [55]). 3namo ja ce cBe 2eomempujcke uzomempuge, IpecIuKaBama Koja He
Memajy ya/beHOCT napoBa Tadaka (pediiekcuje, TpaHcamuje, poTaiyje), MOry IpeJICTaBUTH
camo mmomohy poraruja. IllenTpasna cuMmerpuja y oqHOCY Ha JaTy TA4Ky PaBHE je poTaluja
oko Te Tadke 3a 180°. OcnHa cumerpuja je poranuja 3a 180° oko mare oce. Oriemajcka
pediekcuja je takohe porarnmja (y I0JaTHO] JUMEH3HUjH IIPOCTOPA) OKO PABHU OIJVIEJAJIA.
Craky TpaHCJIAIM]Y MOYXKEMO KOHCTPYHUCATH MOMONY JIBe IEeHTpasiHe cuMeTpuje. AHAJTOTHO
y asirebpu, MHOXKeIba KOMILIEKCHHM GpojeBuma €' cy porarmje. ITopen Tora, MHOMKeHa
peasiHUM OpojeM 1 Cy xomomemugje, Tj. KOHTpakiuje u juiatanuje. llpupoma mctuna je
OeckoHavHa, ajgu OM OHA W 7@ Ce MOHABJ/bA, IIPBO y aIlCTPAKTHOj 0OJIACTH BEKTOPCKUX U
METPUYKHUX [IPOCTOPA, & 3aTUM U Y bUXOBUM peIlpe3eHTallnjaMa y KBAHTHO] MEXAHUIIH.
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1.4.6 [loTeHuujanHe npenpeke

Hacras/pamo pemraBame 3ajaTaka 3amo4eTo y ceximujn ,,1.3.8. Tamacu marepuje” rue cmo
nzsesn [1IpeuHTrepoBy jeHATNHY M CAMO HATOBECTHUIA HEKA PEIerha, & 3aTUM U3 MTPETXOJTHE
CeKIje TJIe CMO BUJIEJIN J[Ba JieTa/bHA PEIeha BPEMEHCKN HE3aBUCHE e IHOIMMEH3MOHAJHE
HIpemunrepose jennauune. Ilpumep [1.3.74] qectune y Kyruju, orpanntueHe GeCKOHATHUM
[IOTEHIMjaJIuMa U3 KOJUX OHa HUKaKO He MoxKe m3ahu je moceban cirydaj ciesieher nmpumepa
KaJa je mpej JeCTUIOM CaMO jelaH CTEIIeHWK W OH HEje IMPEBUCOK. 10 je HajjeTHOCTaBHUjU
00JIMK TIOTEHITHjAJTHUX TIPEIpeKa.

ITpumep 1.4.8 (Ilorennumjannu crenenvk). Hahu pewera Ipeduneepose jednavune (1.526),
axo je nomenyujasna enepeuja U = 0 xada x < 0, a U = Uy xada x > 0, 2de je Uy nexa
NO3UMUGHA KOHCTMANMA.

Ui

L

0 X

Slika 1.72: Ilorennujajinu cTENEHUK.

Pewere. Obstactu I 3a < 0 u Il 3a & > 0 npuxaszane cy na chunu [1.72, Ilpemunreposa
jenHaTIMHA
i, 2m
dr  h?
y IpBOj uMa pememse ¢ = 11 (x), y apyroj ¥ = ¢ (). Houx rpakumo. Tanacue 6pojese mpse
u Jpyre obJacTu 03HAYMMO pefioM ca ki u ko, 1ma mmamo:

2mE 2m
2 ki, ﬁ(E - Uo) = k3,

(BE-U)=0

IJie je m Maca JIecTHrle.
Axo je E > Uy, MOKEMO THACATH:

1(x) = Ae™1® 4+ BemRT -y (z) = Cetk, (1.550)
rie cy A, B,C nenoszuare KoOHCTaHTe. | paHUYHM YCJIOBH JIAjy:

7/)1(0) = ¢2(0)7 ¢i(0) = ¢§(0)»

A+B:C, iklA—ileZikQC,
ki-k 2k

1~ k2 Ao, _ 1

kl + kg kl + k?

Ha norennujainoj npenperu dectuia Moxe ouru pediekroBana (og0ujeHa) Ha3al| y 06aacT

I, win Tpancnoprosana (nperemniena) y obsact I1. Koedunujenrn pediiekcuje n rpancmucuje

A=A0, B-= 0-

CY KOJIMYHUIIN:
_IBE o kalCP
AR T kAP

R
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_ 2
R:(kl k2) 7o Ak R+T=1,

k‘1+k2 - (k1+/€2)2’

Ha cimmu npukasanu cy koedunujentu pediekcuje (R) u rpancmucuje (1) 3a atom
BOJOHNKA Ha mpemnpern Uy = 2 meV.

T

0.8

0.6

0.4

0.2

. L . . | .
0'8.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Slika 1.73: Koedunujertn pediiekcuje u TpancMucuje.
Axko je 0 < E < Uy, perema TpazkKuMo y 00JHKY:
P = AeMT 4 BeT T gy = CeF2® 4 DemiheT, (1.551)
36or x — oo, jia 6u Y9 6us0 KoHadHno, mopa obutu C' = 0, a 3aT0 je U KoeduInjenT npoaupama

y oBoM cay4ajy Hynaa, 1T = 0. To mokasyje ma decturia mopa owutnm oadbujeHa. I szaumcra,
HEIOCPEeIHO 100ujaMo:

_ dipr|  dipg
¢1|0—¢2|07 dx O_ dx 07
A+B:D, ikl(A—B):—ng,
) 9
A=dy, B=Uth2, o po 2R,
ik1 — ko 1k — ko
|BJ?
=——=1, T=0.
A2

Yectuma ce onbuja y MOTIYHOCTH W KBAaHTHA (PU3MKA Y OBOM C/IyYajy JAOBOAMU IO UCTOT
pe3yaTaTa Kao U KJIaCHIHA.

MebhyTum, 3a pasnmky o KjacudHe usnke, TasacHa dyHKnuja 3a > 0 HEje jegHaKa
HyJIM, HETO OHA TOCTOjU KAao eKCIIOHEHIMjaJIHO omajajyha ca mopactom archuce. ['ycruna
BepoBaTHOhe HajlaXKema JeCTHuIle y Apyroj objaacTu je

p2 = [a| = |DPPe” 2"

Y knacuunoj dusuim oBa BepoBaTHOhA OmiTa O6U HyJIA.
Axko je F <0, oHla HEMa pEIerbha. O
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ITpumep 1.4.9 (Ilorenuujanuu upar). Hahu pewera 3a nomenyujar na ciuyu ca
nosumuerum xoncmanmama a v Uy. Kada x ¢ [0,a] mada je nomenyujan U(zx) =0, a xada
je x €[0,a] mada U(x) =Uy. Kunemuura enepeuja E > Uy

=y

) 7.

Slika 1.74: Ilorennujaynu upar £ > Uy.

Pewere. imamo Tpu obistactu, ca pememuMma Illpeauarepose jeqHadnne:

I: (x) = Are™® 4+ Bie7® 1 2 <0,
IT: apo(x) = Aget™® + Boe 2% 1€ [0,a] (1.552)
III: ¢3($)=A36’k”", T>a

ca Hemo3HaTHM KOHCTaHTama. llpBu cabupak y v (1) mpeicraBiba Tajac KOju e Ka
creneauky = = 0 (z = a), a Apyru je Tajgac Koju ce oiduja oJ TOr CTeleHuKa. Y (DYHKIMjN
13 HeMa Jpyror cabupka, jep OHa IPEJICTaB/ba TAJac KOjU BHUIIE HEMa IIPenpeka y obIacTh
x > 0, HeMa BUIlle HUKAKBUX JUCKOHTUHYUTETa OJHOCHO CKOKOBA.

OMax MOXKEMO MHCATH:

V2(E-To) . _ | Asf (1.553)

h, 9 _|A1|27

rie cy kg TastacHu 6poj apyre objactu u 1 KoedunmjeHT mpoaupama. VspadyHaBamo:
1 = Ay coskix + By coskix +i(A;gsinkyz — By sinkjz),
1 = (A1 + By)coskiz +i(Ay — By)sinkyz,

1 = Acoskix +iBsink;z.

Cnuano pobujamo:
o = C' coskox + 1D sin ko,

77/)3 — Feiklx
rJe je:
Ay=CiD B, - CD (1.554)
As=F.
Taga je koedunujeHT IPOAUPATHA
P2 4|FP
= W = A+ B (1.555)
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Ha rpanwumu x = 0 numamo:

B0 = a(0), 22

_ e
dzx

0 07
C=A, Bky=Dks.
Ha rpamumnu x = a 6uhe:
C coskya + iDsin koa = Fe'k10 = f
—koC'sin koa + iko D cos koa = ik Fe™1® = ik, f,

NJIN:

Ccoskoa +iDsinksa = f
—C'sinkga + 1D cos kaa = z]l:—;f

Oryna nobujamo:

C = (cos kaa - z% sinkea) f (1.556)
D = —i(sinkoa + i3} coskqa) f. ’
SaTum:
o k1 N AW
A+B=C+ k:_D = [2cosk2a—z(k— + k—)smkga] f
2 2 ki
Kaxo je |(a +ib)(c+1id)[* = (a® + b*)(c? + d?), 10 je
LAY -
|A+ BJ? = | 4cos? kaa + (2—2) sin? kga || f]%,
1k2
k2 k3’ '
|A+ B =4|F*|1+ (ﬁ) sin® kqa | .
1k2
Jakie, Konauan uspas 3a KOebUIMjEeHT IPOIUparba je
2 7.2\2 -1
T= [1 + (%) sin? kga] , (1.557)
1k2

I
. -1
T = 4kiks [4kTk5 + (ki — k3) sin® koa] .
VY ckiamy ca (1.552), emenom p = kh Hamasumo oBaj kKoeduiujeHT y DYHKIUUH UMILYJICA, a

nawe craBbajyhu p = /2m(E - Up) nobujamo Ty dbyHKIUju eHepruje. O

[Ipema xiracuvaHOj puU3HUIM YecTUIra O TPOCTO MPEILIa IMPEKO OBOT Ipara, jep nMma Behy
KUHETHUYKY eHeprujy ox 6apujepe (E > Up). Kao mro cMo Bujean, KBAaHTHA MEXAHUKA Ty
nokasyje apyradmju pesyiarar. Ma kako masia 6wia Oapujepa, dectura je Hehe mpehu ca
CTOIIOCTOTHOM cHUTypHOoIIhy, ocuM y kKasia je T =1, mwim sin? kga = 0. IIpema Tome

A
T=1<<= a=n-—, n=0,1,2,... (1.558)

2
Haxute, qectuiia ca eneprujom F > Uy npogupe 6€3 CMETHU KaJja je JIy>KUHA Te IPABOyTraoHe
HpenpeKe je/HaKa I1eJJ00POJjHOM yMHOIIKY IIOJIOBUHE TaJlaCHE JIy’KUHE TaJjaca acolUpPaHor

gectunn. Koedunujenr ondujama je R=1-1T.
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MuHUMAaJHE BPEIHOCTH IPOIUPAHA

4k2 k3

ba:(mr+ﬂg, (1.559)

no6ujajy ce uz (1.556) 3a sin? kea = 1, ommrocno sin kga = +1.

Cnenehu npumep je cimaan nperxogHoM. To je caja MOTEHIUjaTHE Ipar ¢a KHHETHIKOM
€HEPTUjOM YEeCTHUIlEe MAOM OJf oTeHnujatHe eHepruje npara (E < Up). Y kiacunoj dbusunm
POJINparke YEeCTHUIle KPO3 TaKBY Iperpeky Omio 6m Hemoryhe, ajm y MHUKPOCBETY OHO ce
noraba ca m3BeCHOM BepOBATHONOM W Ha3uBa ce myneacku epexam. Ta memerpanmja ce
snoraha He camMoO Ha MpPaBOYraoHMM Ipenpekama. Ha mpumep, morahja ce MPUJIMKOM PaJiro-
AKTUBHOI' PACIIa/Ia WIN KOJ XJIQJIHe EMUCHj€e eJIEKTPOHA U3 METaJIa.

ITpumep 1.4.10 (Bucoku npar). Hahu xoeuyujerim npoduparea 3a nOmenyujan na cAULU
3a E <Uy. Kada je x ¢ [0,a] mada U(z) =0, a xada x € [0,a] mada je U(x) = Up.

Lix)d

0 a x

Slika 1.75: Ilorennujaynu npar £ < Uy.

Pewere. Kunernuka eHepruja cajia je Marba o moTeHInjas a npenpeke, E < Up, a jequna
IIPOMEHA Yy OJHOCY Ha IPETXOJIHU IpUMep je HoBH TajacHu 6poj Ko y obsactu II. Ymecro
PeTXOMHOT ks, cama numamo Ko u pesaruje:

1
K2 = %\/2m(Uo - E), kg = iKQ. (1560)

Oryna je KoedUIUjeHT POAUPAHA

-1
K2+ K2\’
T=11+ 2212} 42 K , 1.561
( 2% K> ) e (1.561)
u3pakeH nomohy cunyca xunep6osHor (1.543). O

Kaxo je sh?Ksa > 0, 10 je 0 < T < 1, npu uemy je T = 1 axo u camo axko Koa = 0.
Koedwumnujear npomupama Op30 omajga ca IMMUPUHOM IIPENpeKe @, a TakKohe M ca BUCHHOM
bapujepe Ugy, mTO ce BUAM U3 TPUOJIMKHOT U3pa3a

ki Ko\ ok
T~16{—+—]| e , Kaa>>1, (1.562)
K2 k‘l

u uspasa (1.560). Ha counnm BU/IM Ce HAYUH TPOIUPAFHA TCCTHUIEC Mahe KUHETHIKE
enepruje (F) kpo3 Belin nmorernujan Uy. IIponazehn kpo3 npar, nperxoiHa CHHYCOHIA JIEBO
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KOja MpeICTaB/ba AMILIUTYIE eHePruje YeCTHIle Oa a y O0JINKY eKCIIOHEHIjaIHe (DyHKIHje,
Jia 6u Ha W3J1a3y JIECHO, TaJjlacHa (PYHKIHja YECTHUIE OleT HACTABUJ/IA y ODJIMKY CHHYCOHUJIE,
Al cajia ca MambUM aMILTATYIaMa.

IIpumerumo na npema Boprosom 3axony, Mambe aMIUIUTYyje TajacHe (YHKIMje 3Ha4Te
Mame BepoBaTHONE HAJAXKEA UECTHUIIEC HA JATOM MECTY, ajl Jia TO MOBJIAYA U OIAJArhe
KUHETHYKe eHepruje decturie. JIpyrum peuymma, Ha necHoj crpanu ypebhaja mnpukaszaHor
ciukoM [1.76|narazuhemo ucty decruity, anu pehe Hero na JjieBoj. Marba eHepruja myneaunaa,
upema Jlyj ne Bpojy, 3naunna 6u Behe Tajacue jy»KuHe, OJJHOCHO PAa3Ma3aHOCT I'YCTUHE
BepoBaTHolie Ha Behem myTy, a To 6u 3HauMI0 NoBehawe HeompehenocTn mosoxkaja. A,
TajacHe y:KUHE MPe U TOCJe TPENpeKe UCTe CY.

i
E
!

Slika 1.76: IIpomupame kpo3s npar FE < U.

Cuiein npuMep npaBoyTJie MOTEHIjaTHE jaMe, Kajla oTeHujasm 3a & € [0, a] nnraesasajy
U(z) =0, aussan, 3a x ¢ [0,a], cy nosurusue koncrautue speanoctu U(x) = Up, jennake Ha
o0be cTpane ,pyme’. Y mpBoM ciiydajy, eHepruja Hamtazehe gecturie Beha je o morenIujasia,
E > Uy. VY knacuunoj dhusuim TakBa 4ecTuria 6u CTOIPOIEHTHO poJia3uia Kpo3 bapujepe,
OIHOCHO Dapujepe je He Ou MOIJIe 33JIpyKATU y jaMu. Y KBAHTHOj TEOPUjU TAKBO HEIINTO He
MOXKe OUTH, jep IMOCTOjH ITaHCa JIa Ce IeCTHIa OJI0uje.

=y

0 i
Slika 1.77: Tlorennujanna jama E > Uy.
IIpumep 1.4.11 (ITorennmjanna jama). Hahu xoeguyujenm npoduparsa 3a cmmy 2de
E >Uy. Kada je x €[0,a] mada U(z) =0, a xada x ¢ [0,a] mada je U(x) = Up.

Pewerve. Tanacuu 6pojesu y npsoj u tpehoj obnacru (I u 111 — va caumm) cy jeanaku ki, a
tasiacau 6poj cpebe obaactu (II) osnaunmo ka, ma mmamo:

1 1
kl = E\/2m(E— U(]), k‘g = f_i 2mE, (1.563)
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Oxrosapajyhie Tamacue dynkimje cy:

P1(x) = A1e™® 4+ Bemhie,
Po(x) = Age2® 4 Bye k2, (1.564)
1/)3(:E) — Agezklx’

camano ciaydajy (1.552). la je To yecrura Koja J0J1a3u 3/I€CHA Y JIEBO, CJUKA 01 OHJIa ucra

asm 6u dyHKIUja 1 uMasa caMo jegan cabupak a s nsa. Cumerpuuno (1.557), mobujamo
KoepUIHjEHT TPO/IUPaha

-1
T=[1+ ki - k3 2'2k (1.565)
= ———=| sin“keoa| . .
2k kg ?
3amMenama TaJacHUX OpOjeBa eHeprujoM, J00ujaMmo
U2 1 B

T=|1+-——-0——sin’(-V2mE- : 1.566
[ TB(E -y S (V2m a)] (1.566)
mTo je camo HaroMmenyTo y upumepy [1.4.9] O

ITpumep 1.4.12 ([dy6oka jama). Hahiu manachy dynkyujy 3a c./mmy xada je E < Uy.
Onem, xada je z € [0,a] mada U(x) =0, a xada z ¢ [0,a] mada je U(x) = Up.

Uix)d

L

0 e x

Slika 1.78: Jlyboka jama FE < Uy.

Pewere. Tamacuau 6pojeBu 3a npBy u Tpehy obJacT omeT cy uCTu:

) 1
ky = ks = %sz(Uo ~E), ky=3V2mE, (1.567)

re je 6poj Ug — E mosuTuBaH, Kao yocTajoM U Maca m U KHHETHYKa eHepruja E decrure.

[Tpu Tome je ,ramacuau 6poj”
1
K = ﬁ\/Qm(Uo—e) (1.568)

peasiaH, a 6pojeBu ki = k3 = ix cy mmarunapau. Osmrosapajyhe Illpenunrepose jennadnne
3a jare 00JIACTH CY:

d?1 3 d?
T s, G

Ca oBuM OpojeBuMa, Kk U kg, Uy pellerha y OOJIMKY:

Y1 (.T) = A1e™ " + Bre*,
Po(x) = Age2® 4 Byeth2e, (1.570)
1/)3(1‘) = Aze " + Bge"T.

k3 = 0. (1.569)
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Y obnactu I u III Tamacua dpyukmuja, 11 u Y3, HEMa CUHYCHU HErO €KCIIOHEHITH]jaIHU ODJIHK,
aymm je y obsactu Il cunycHn.

Jla 6u ce u3beryio 13 — oo Kaja x — oo, Mopa butu By = 0. V ciy4ajy x - —oo CJIUIHO
nznasu A = 0. IIpema Tome, nperxomne jennaunue (1.570) riace:

'lbl (.%') = Ble’faj, A
o () = Ageth2® 1 Byemtker, (1.571)
P3(x) = Age ™.

W3 mempekugHoCTH TajlaACHUX (DYHKIMjA U EUXOBUX [PBUX M3BOJA U y Tadkama = = 0 u
T = a, cjIeae Be3e:
Az + By = By,
ikQ(AQ - Bg) = KZBl,
A26ik2a + B2e—ik§2a — Age_ﬁa,
ikig(AgGikQa - Bge_ikQG) = —xAze™"e,

(1.572)

Jla 6ucMO MMaJIM CarJIACHOCT OBOT JIMHEAPHOT CHUCTEMAa jeJHAUNHA, 10 HEIMO3HATUMA PEIOM
By, As, B, A3, Mopa JerepMuHaHTa cucreMa outn HyJa. OTyma jegHakocT

e (K + iky) ™2 — (k — iky)?e” %] = 0, (1.573)
a 3aTUM U jeJITHaYNHA
k‘g K
2ctgk2a—(———) =0. (1.574)
K ]{72

Ucru pesyarar mobujamo pemasajyhu (1.571) 6e3 nerepmunante, npso Hajazehu:

1 ) 1 )
AQZ—(I—ﬁ)Bl, BQZ—(1+ﬁ)B1.
2 ko 2

"% w3 werBpTe jegHaunne y Tpehy, maje

AQ (1 + @) eikga + BQ (1 - @) 6iik2a = 0,
K K

3amena Ase”

a 3aTuM Ag u By oBjie u cpehusamem, Hasmazumo (1.574).
JenHocraBHuM pasiiararbeM (DYHKIMja HA CUMETPUYHE U AHTUCUMETPUYHE Y OJIHOCY Ha
K, u3 (1.574) Hasa3uMo J1Ba pelrerma:

k k

ctghaa =2, ctgkoa=——. (1.575)
K ko

IIpBo permieme ojiroBapa CUMETPUYHUM, JPYyrO aHTUCUMETPUYHUM (QYHKIHjaMa, & HUXOB

36up je (1.574). CoamuHo, pasjiarameM WM U3 KBaJPATHE jeJHAYMHE TI0 tg%kga, MOTY ce

JOOUTH jeTHAKOCTHU:
1 k‘g 1 K
tg —koa=—-——, tg—koa=—. 1.576
Spfa=—r, ety (1.576)
Tpehn nauun ga ce golhe 10 NCTHX pPe3yaTarTa je JedUHUCAHEM
o = Acoskox + Bsin ko,

na cras/bajyhu 1 = B1e™ u 13 = Aze™™ umamo:

A=B),, B=-—B,
k2
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a U3 IPAHUYHUX yCIoBa (T = a):

: —Ra
Ay coskoa + Bysinkoa = Age™ ™%,

—koAsg sin koa + k9B cos kaa = —kAze™ .

3ameHa Jiaje

k k
As(cos koa — 22 gin ksa) + Ba(sin kaa + 22 cos kaa) =0,
K K

a oryma omer (1.574).

TpaucuenenTHe jegnaqnte, Kaksa je u (1.574), najuemhe ce pemasajy rpadbuaku. Nnax
ce u rpy6o u3 (1.571) Buau ja cy tanacue dynkuuje obsacru 11 obsinka cunyconia, a n3BaH
Cy ekcIoHeHNMjaJiHe (DYHKIMje Koje onajajy ca yiaajbenorihy ox jame. Hawme, rycruna
BepoBaTHONhE HaJIaXKeHha U3HOCU

p—>{ p1 = 1> = |Bif* -2z <0,

- 1.577
p3:‘¢3’2=’A3’2'62'm > a. ( )

Kaxge roj 6use koncrante By n As, a 3HaMO Jia HUCY HYyJIe, BUIAMO JIa je TyCTHHA, P, T1a THME
U BEpOBaTHONA HaJTarKema YeCTHlle n3BaH jame, Beha o Hysie. OHe onaj1ajy eKCIIOHEHITHjaTHO
ca PaKTOPOM JIECHO. O

OBOM KBAHTHOM BE3AHOM CTakhy U MEPUOJMIHOM KPETamy OIroBapajy JMCKPETHU HUBOU
eHepruje, OJHOCHO KBAHTOBAaHA CTaiba eHepruje. 3a TakBe, IOCTOJU IMCKPETAaH CIEeKTap
eHepruje, a He KOHTHHyaJIaH, KAao MTo Ou Ono cjaydaj 3a ca0600ny vecmuyy. Hamve, cBakoj
Bpeanoctu eHepruje E > 0 ciobomgue dectuite ofrorapa Heka TajacHa (PYHKIHja, OTHOCHO
HEKO KBaHTHO CTambe, IITO HE BaXKU 3a HECJIOOOMIHY YECTHUILY. 3a HeCA0000HY “wecmuyy 6poj
HUBOA €HEpTHje je KoHadam!

Y kjacuvdHOj (DU3UIM, YECTHUIA KOja yIaJHe YV MOTEHIHjaJHy jaMy Behe eHepruje, Kao
mITo je 6mo ciydaj y OBOM IpUMepy, ocTahe orpanudeHa, Be3aHa y TOj jaMu U3 KOje BUIIIE
He MOke m3alin. Y KBaHTHO] MeXaHUIH, mTo BuauMo u3 (1.577), mocroje maHce HaIaXKema
YeCTHIE U Y CTAbUMa V KOjUMa Y KJIACHIHOM CJIydajy oHa He Ou morya dutu. To BaxKu u 3a
ciaemehy MOTEHIIMjaJIHY jaMy, Ha CJIMIA KOjy Ha3uBamo OyHap.

{) i X

-y

Slika 1.79: Ilorennujasinu 6yHAp.

ITpumep 1.4.13 (ITorenrmjanau 6ynap). Ilomenyujasna enepeuja jame je:

0 r <0,
U(zx)=1{ -Uy xz€[0,a], (1.578)
0 x> a.
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Obe enepauje, wecmuue E u xonemanma Uy, cy nosumusnu b6pojesu. Hahu woedpuvyujerm
npoduparea T .

Pewerve. Tamacuu 6pojeBu cy:

2mE 1
foy = YA g kzzﬁ\/Qm(EJon). (1.579)

h

Oxrosapajylie Tanmacue dyHKIMje Cy CHHyCHe, Ta je KOeUIMjEeHT TPOIUpParha aHAIOTHO
paHHIjeM, caja y o0JIUKY

-1

Ug o1
T=|1+ ————sin (ﬁ\/Qm(E+Ug)-a)] . (1.580)

AE(E + Uy)

OBaj koedunujenT je yBek Behu O Hyse, a MMa MaAKCUMAJHY BPEIHOCT jeJaH aKO CHHYC
uMa BpenHOCT HyJsa. To je Kaja je apryMeHT CHHyca Nm 3a 1ej00pojHO 1, U3 1era Takohe
IIPETIO3HAjEMO JINCKPETAH CIIEKTap eHepruja YHyTap jaMe. O

Kama 6u enepruja gecrurie uz osor npumepa dbmia HerarusHa, F < 0, meHa KUHETHYIKA
enepruja Ej, 6mia 6u mamwa ox Uy. Hanme, uz E = By +U(z) = Ex, — Uy caenn Ey, < Uy. 360r
E <0, kama craumo E = W ca nosurusaum W, tasacau 6poj (1.579) y upsoj obiacrtu
buhe

ky = % omW = ik. (1.581)

Y obmactu II Tamacau 6poj je Taga

1 1
ko = ﬁ\/ZmEk = ﬁ\/Qm(Uo -W). (1.582)

Jlaspum m3padyHaBambuMa JI00UjaMO Pe3YJITATEe CJAUYHE ITPETXOTHIM.

U(x)

~

-
>

X

Slika 1.80: Enepruje jame.

Ha comu [I.80] cy npukasane tanacHe (pyHKIHje 3a HEKOJMKO €HEPruja pasimduTHX
noreHujaaaux jama. llosmazehu on maHa, wectuie Hajumke eHepruje El koja mma camo
jenny TajiacHy Jay»kuny u HajBehy HeompeheHOCT mosIoXxkaja, ma Ha rope, pacte 0poj TpenTaja
a ckpahyjy ce TaJlacHe Iy»KHUHE 3ajeHO ca HeoapeheHolhy mosoxkaja.
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[lBe HensBecHoCTH

[IpumeruMo 1a KBaHTHA MEXaHWKA PaU Ca JBE BPCTE HEU3BECHOCMU, OHOM KOja pacTe
ca TaJlaCHOM JIy?KHMHOM YEeCTHIlE W OHOM KOja OIaja ca aMILIUTygoM. Ha mpumep, HaKOH
IpoJIacKa YeCTHIE IPEKO TOTEHIMjaJIHOr para, (CimKa el TajacHu 6poj k = 27/ ce
BpaTno Ha noJjiasny BpegrocT (1.552), mro 3HaYN 1a je TasacHa JAyKAHA A OIIET HCTA, Al je
npomemena (opma rasnaca u amiuryaa (1.554). Beha Tasacha my»Kuna ropopusia 6u HaM O
Behoj pasmasarocmu decTuIe Ha IMyTamu, KaxkeMo 0 Behoj HeonpehenocTn meHOT moJI0XKaja,
a Beha aMIUITyIa yKa3yje HaM Ha Belly BepoBaTHOhy HaJiarkema decTuie mepemeM. [IpBa
HAM je BaykKHa 3a peaauuje neodpehenocmu, apyra 3a Bopros 3axoH.

Komnmonos eperxam (ciauka koju soBoau 10 dopmyie (1.76) o Be3u mpomene
TajacHe JyxkuHe GoToHa 38 AN = A9 — A\ U IpOMeHe HeroBOr MpaBlla KpeTama 3a yrao 6
IMPUJIMKOM HerOBOI CyIapa Ca eJIEKTPOHOM, JOIYHhaBaMO HHAYE IO3HATOM (POPMYJIOM AV = C,
rJe je v hpeKBeHIyja CBETIIOCTH a ¢ WeHa (KoHcTaHTHA) 6p3una. Ppeksennuja jeduHuIIe
60jy ceemaocmu, a aMILIATYIA UHMeH3umem ceemaocmu. KoMnToHOB edekar craiga y
jelaH oJi HaYMHA pacullarba CBETJIOCTH, a OHO je OIeT CaMO jeJlHa BPCTa IIPOMEHa CMepa
KpeTarba IeCTHIa YOIIIITe.

I'pybo pedeno, Behem yrity pacunarba oprosapa Beha ImpomeHa TajlacHe IyxKuHe, Beha
HeompeheHOCT TOJIOXKaja, aju W Mama BepoBaTHONa HajIaXKema Ha JATOM MECTY, Marba
aMILIATy1a. Pacuiiama 4ecTHIa Cy OCHOBa MHOIUX (PM3MKAJHUX Meperba, a KaKo ce OHa
[10jaB/byjy Ha IPEBUIle HAYNHA HUKAJA O CBUMA HE MOXKEMO OUTH JTOBOJLHO JIETAJHHIU.

Zonaepos epexam je mocebHa BpcTa IpoMeHa TajacHe ay:kKuHe u (pexpennuje. One
Ha.CTa.jy peslaTUBHUM KpeTalbeM HU3BOpa TaJlaca W IbHMa €MHUTOBaAHUX YeCTUIlA. Cpe;prba
BPEIHOCT TaJIACHUX ny}KHHaFEL y OIJIaCKYy M JIOJIACKYy H3BOpa, MEma Ce jeIHAKO Kao U
Juuiaranuja BpeMena. JlocsienHo (XUIOTETHIKOM) TyMademy ,0/IacKa’ TAKBUX YECTHUIIA
JIeJIOM Yy TIapaJIeJIHy PeajiHOCT, Caja TO MEPHUMO W Kao IUXOBO ,HecTajame’ moBehaBameM
TaJIACHUX Jy?KUHA, OJHOCHO HeOoApeheHOCTH HUXOBOI I0JI0XKaja. AHaJIOrHa II0jaBa IIOCTOjU
y TPABUTAIMOHOM TIOJBY.

3a pazjiuKy OJ HaBeJEHUX MpUMepa, HAKOH TYHEJUHTa YECTUIA He ,HecTaje’, OCUM IITO
omaJia mheHa ,,CII0CODHOCT MHTepaKIje ca MepHuM ypehajuma.

1735, [, dbopmyre (1.153) u (1.154)
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1.4.7 Tlpoaunparse Kpo3 npenpeke

Kao mrro 3Hamo u3 kiacundne Gu3nKe, eJIEKTPUIHA UMNEIGHUUJE j€ MEPa YKYITHOT OTIIOPa
CTPYJHOT KOJIa, WJIN E-EeroBor Jeja. VMienaHiuja yK/bydyje JUPEeKTHH U PEaKTHUBHU OTIIOD
eJIEKTpU4dHe cTpyje. JupekTHH OoTmop HacTaje CydapuMa YecTHIla eJeKTPUIHOr Haboja y
CTPYKTYPHU BOJIMYA, & PEAKTHBHU HACTaje JI0JIaTHO M3 KpeTara eJIEKTPUIHUX Haboja 300r
[IPOMEHa MArHeTHOT M eJIeKTPUIHOL 110/ba ¥ HOCUOILY KOJIa IIPOMEH/bUBUX cTpyja. VMmemnan-
Iyja ce CBOIM HA JUPEKTHU OTIIOP KO CTAOWIHUX jeITHOCMEPHUX CTPYja.

Mepa enexrputune nmnenannuje (Z) je

7-W (1.583)

rze je W (Bosra) MakcuMmasiHa BPEIHOCT pasJiMKe HMOTeHIujasta JyxK Koja, a I (ammepa)
MaKCHMaJIHa BPEIHOCT CTPyje Koja Tede KOJIoM. JeaumHula ummemaniuje, om (§2), ucra je
Kao U 3a OTIOP.

Axycruana umnenanimja (Z) cpejyHe Koja MPEHOCH 3BYK M3HOCH

p
Z ==, (1.584)
Vv
rJie je p NPUTHCAK 36Yyunoz Tajaca, V Tok 3anpemune. CIMYHO €JIEKTPUIHO] UMIEIAHIIN,
3ByYHA je TakoDe Mepa OTIopa MPOCTUPAIby Taaaca, KOja 3aBUCH O] JIaTe CPEIHHE.
[Toce6ro, cneruduuna akycTudHa uMIegannmja (z), Koja je OIHOC NPUTUCKA 3BYKA U
Op3uHe YecTuia, Takohe je yHyTpalmba 0COONHA CPeJUHE KA0 U IPUPOJIE Tajaca. AKyCTHIHA

UMIIE/IAHITU]a, OJIHOC IPUTHUCKA U OP3UHE TOKA, jeJHaKa je crerudUIHOj aKyCTUIHO] UMIIE/IAHITI1

1o jeauuuny noppumae. Crenuduana akyCTUIHA UMITEIAHI]a jé KOPUCHA Y pa3MaTpambuMa
Tajaca y orpaHMYeHNM MeJijuMa, KakBU cy Tybe U POroBu. Y HajIIPOCTHUjEM CJIydajy PaBHOT
Tajaca, crenuduUHa aKyCTHYHA UMIeJaHuja (z) je mpousBox rycruHe (p) MeaujymMa u
6psune (v) 3ByKa

z = pu. (1.585)

Jenunnila aKkycTuydne UMIIEJIAHII]E je NacKaA CEKYHJa 10 MeTPY, YeCTO Ha3WBaHA pPejal,
pema 6apoHy Pejnmjy@ JequHuila aKycTUIHEe UMITEIAHIIN]jE je TTacCKaJl CEKYH/Ia TI0 KyOHOM
MeTpy, KOja ce Ha3UBa AKYCMUYHU OM.

Ll

Slika 1.81: Ilpomuparme Tajaca.

[Iupe ritegano, UMIEHAHIIAja je HEKA BpPCTa maaacHe omnoprocmu. Ha cimmnm JIEBO
je Iperpeka 3a npojiuparme Tajiaca 3ByKa, JIECHO je MOTeHIUja o crereHuK (caukall.72)) koju
cmyTaBa npoaupaise JIyj me BpojeBux Tamaca. Oarosapajyhn xoedunujentn mpoaupama Cy
pemoM:

4212 4
122 T- P1D2

= = , 1.586
(21 + 22)2 (pl +p2)2 ( )

17 Baron Rayleigh (1842-1919), enruecku dbusnuyap.
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a KoedunmjeHTH OA0Ujamba:

2 N2
R:(Zl ZQ) , R:(u) . (1.587)
z1 t 22 p1+Dp2

Anajoruja je oumryenna. OHa IOCTOjU W y CJaydajy IpaBoyIJie IOTEHIIHjaJHe Oapujepe
mupuHe a. Tajga cy KoedHuInjeHTH IPOAupabha, HCTUM PEIOM:

2 .2 -1 2 2 -1
- k2~ k
T = [1 + (—Zl Zz)sinz kga] , T-= [1 + (—211: k?)snﬂ kQa] . (1.588)

22129 1k2

OBaj koedwurmjent, Kao u kKoeduiujeHT pedJiekcruje y KIACUIHOj (PUBUIHU, IIPECTaB/bA
KOJIMYHUK €Hepruja Tajaca, IpoipJie n Hauitasehe. AHajoruja cToju 'y caydajy TYHEJICKOr
edekTa, Kaja cy oiaropapajyhe Besmunne nMaruHapHe.

BpaTumo ce oner Ha wecmuyy Y Kymuju, IpUMep Enepruja gectune je E, ayx
arcruce je pacnopebhen norennujan U = U(x) Tako na je U = 0 3a z € [0, a] 3a koHcranty
a € R*, npu yemy je U = o0 3a x ¢ [0,a]. Tama cy camo Hasesena pemema [[Ipeaunrepose
jeHaunHe W IUXOBA OPTONOHAJHOCT, a caJja heMo Ta perlema Ja U3BOJIUMO.

3a KpeTarbe 9eCTHIle y [IOMEHYTO]j IMOTEHIINjaIHO] jaMu ca OECKOHATHO BUCOKUM 3WJI0BAMA,
Baxxu [lIpenunareposa jeHadnna

dz_@Z) N 2mE
dax? h?2

=0, (1.589)

re je m maca decrune, i = h/2m penykosana [Inankosa koncranta. 13 muper pasmarpama
3HaMO JIa OIIIIITE PeIlethe Mopa 6uTu 00JIUKa

1 = Asinkx + Bcoskzx. (1.590)

[Tocebno, 360r GeckOHAHO BeJIMKE IOTEHIMjaJiHe eHepruje Ha rpanunama = 0, £ = a u
KOHAYHOCTHU CBHUX “JIAHOBA TaJlacHe (DyHKIIMje, MOpa OUTH:

¥(0) =0, (a)=0, (1.591)

a TO je YCJIOB KOjU KOCHHYCHU cabupak HE MOXKE 3aJI0BOJbABATH. 3aTO je PElleihe HaBe/eHe
[Ipeuurepose jemuadumne o0d/UKA

Y = Asinkz. (1.592)

Oryma u 300r IpeTxogHOr ycJoBa, gobujamo sin ka = 0, omHocHo ka = nm, wim

k=T n=1,23,... (1.593)
a

Tamacuu 6poj medunwuie eneprujy. EBo kako.
[IpBo, Harmacumo:

n2r? omE n?m?

2
k=
a2’ h2 a2’

a 3aTHUM H3BE€AMMO

h2 2 h2 2,2
En:_(ﬂ) ST -1,2,3. . (1.594)
2m \ a 2ma?

Pacrko Bykosuh 326



KBAHTHA MEXAHUKA

To je panmje momenyTa eHepruja dectuiie y 0eCKOHAYHO JTyOOKOj IMOTEHITHjAIHO] jaMu, 3a
kojy 3an =1,2,3,... nobujamo:

2

Bi=——"
! 2ma?

Ey=4E,, E3=9E,... (1.595)

To cy cBOjcTBEHE BPEIHOCTH €HEPIrHUje.
Konauno, ogpehusame Tasacue pyHKIHje TOCTUNKEMO HOPMUPAHEM:

a

Yipdr =1,

0

0

2

)

2
Wy = \/j sin 1% (1.596)
a a

IIITO Ce CJIazKe ca MPETXOMHUM pertebeM. lprame cunyconia v, npukazanux Ha cauIu [1.60)
MIPEIyIITaM IUTAO0ILy, KA0 U JTOKA3 OPTOTOHAJTHOCTH.

Vcro ce moxke 106uTH U3 IpUMeEpa ca jiybokoMm jamoM, craBibajyhu Uy - oo. Tagna
unraesasajy dyukimje (1.571) usBan unreppasa [0, a], na ocraje camo 9 = Bsin kax, re je
ko =V2mE/[h, a To ce ceoam Ha (1.592) u name. [Jakie, aMminTyna BaH JIATOr HHTEPBAJIA
HEeMa U HEMa IIIaHCEe 33 HAJIAYKEIbE UECTHUIE HA THUM MECTHUMA.

|A? =

a oTyJia

ITpumep 1.4.14. IIposepumu peaauuje neodpeherocmu wa (1.596).
Pewere. Tpazkumo cpembe BpeIHOCTH HeoApeheHOCTH MoJIozKaja 1 UMITYJICa:

(Az)?=22-2%, (Ap)?=p>-p’.

[Ipema nedununmju, cpearmba BPEIHOCT MMOJIOXKAja, je:

a 2 a
_ . 9 NTT
x:/ Q,Z):Lmbndxz—/ zsin? —= dz =
0 aJo a

2 [ 2 1[2? 2 ¢
:—/ E(1—cos mm)dx:— x——/xcos mmdx
ato 2 a al 2 a 0
a

1[a? a 2nmx a / 2nmx a
=—|—-=x sin sin de| ==,
al 2 2nm a 2nmw a 0 2

2

a
F=2 =L
2 4

Ha cnanuan mauun 3a cpeliiby BPEIHOCT KBaJIpaTa MOJI0XKAja HAJIAZUMO:

9 [a 1 [@ 2
:U?:_/ x251n2@dx:—/ xQ(l—cos nmc)dx:
a Jo a a Jo a
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3 a 2nm a 2nm a a 0
2 a 2 a
a 1 2nmx a 1 a 2nmx
= — +— T sin r=—-— — xdcos
3 nmjy a 3 nm 2nm Jg
a® a 2nwx nrx . 1° a® a®
=~ 555 |xcos — [ cos d = o35
3 2n4w a a o 3 2ncm
—  a? a?
4= — -
3 2n2n?

Oryna kBajpar HeospeleHOCTH MOJIOXKAaja:

A -g2_g2-% __%
(Az)?=a%-3"= 15 -5 55

Cpeiba BpeHOCT MMITYJICA je HyJIa, jep:

p= 2 / Sin (—ihdi) sin 7 g =
0

a a X a

. . a

2th [* . nmx | . nmx 2th 1 . gnmx

=-—— [ sin—dsin— = -—— - =sin®* —
a Jo a a a 2 a

=0.
0

Taxobe je Hyna u cpejitba BPEIHOCT CBAKOI HEHMAPHOI CTEIIEHA UMILYJICA, aJli je:

_ 2 a d 2
p2:_/ sin@(_m_) sin 7T g -
a Jo a dx a

2 () s M - 22 0 (1 cos 2
a a a 0 2

a Jo \ a a
—  (nmh)?
pr=\—
a
Oryna je xkBagpaT HeoapehenocTn mosoxkaja:
2
(Ap)2=p*-p’= (—nﬂh) :
a

Vorre, cpeba BPpeIHOCT CBAKOT IMAPHOT CTEIEHA UMITYJICA je/IHAKA je OBOj BPEIHOCTH.
Konaumno, 3a n-To KBaHTHO CTarbe, OJHOCHO 3a CBOjCTBEHY (GOYHKIHjY ,, I100Hjamo
peJianije HeogpeheHocTH:

/ I h ’I’L27T2

V@@ =\ [ -2

Uspas nox kopeHoM je ounrieso Belin ox jena, mro 3Haun ja je (1.472) tauno. Ilpema
ToMe, pesarpje HeojgpeliernocTn Bazke 3a permema (1.596). O
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Heorpanuvenu norennmjasi 3ugosa jame, Uy — oo, TpeTupaMo Kao CTBAPHO ODECKOHAYHH,
HAKO 3HAMO JIa y MaTepPHjaJIHOM CBETYy, TAKO HEIITO He HOCTOju ([IPUHIUI KOHAYHOCTH).
[Ipema Tome, oBaj mpumep je Ha rpaHuly w3Mehy MaTepHujajHOr M HEMaTEepPHjaJHOT CBETa,
n3Mely 3aTBOPEHUX U OTBOPEHUX CKYIIOBA, I1a CIlaja y OHY MOCEOHY BPCTY CKYIIOBa KOje Cy
adrepernmmue mayke 06a, a Kojy HasuBamo mefjom. Meha je yBek 3aTBOpEHU CKYII.

Ca one cTpane MeDhe Hajlaze ce alCTpaKTHE HCTUHE KOje HE KOMYHUIIMPAjy Ca OBOM Ha
HaYMH MATEPHUjAJTHOT CBETa, HEro Kao mceyao-undopmanuja. Maremarndke HCTHHE Ca3HAJEMO
Kao rceyo-udopMaliije, jep uX He MOKEMO MemaTh, ajli OHe MOory Memaru Hac. Oryia je
1 nodyvasarbe HEKa BPCTa IIPEHOCcA Icey10-uHdOopMaIiije Koja pe3yaTupa U y MaTePHjaJTHOM
(marpagama). Ilceyno-undopmaimje cy /1o IJIATHUX CHCTEMa, OHE ce MOrY Jo0ujaru u u3
MaTepujadHuX cTBapH (3/1aT0) mim HemaTepujaanux (Hosar). I[Ipm Tome Bpenn mpumeTuTH
na je noeay m UKIMja, Ulieja y KOjy CBU BepyjeMo u Koja 3aro dyuknuonumie. U mcrom
CMUCIIY je eKoHOoMUuja, Kao pa3MeHa MaTepHUjaIHIX U HeEMaTepUjaJHux poba U yciayra, BpcTa
,pU3uKe* Jea MATEPUjAJTHOT U HEMATEPHUjAJTHOD CBETA.

Kako to 5ma cy ancrpakrthe uctube objekruBHe? CBe Tede W Mema Ce, OCUM 3aKOHA
[pupojie — peKao je XepakJiUT IIpe BUIlE OJ JIBa MWJIEHHjyMa. 3ap Cy OHJa BOJa WU
MaTepuja Iocrojanuje on 3akoHa! Kama jememo jabyKy, MH JaHac 3HAMO J1a HAIl MO3aK
dopmupa uaejy obnka n yKyca Ha OCHOBY (DUBHMIKUX WHTEPAKIIN]a JTOOUjeHNX IIyTeM JyJia,
KOja omeT mpuMajy mHMOpMaIiije of aToMa U jOIll MamUX JeJ0Ba. A TH MarmbHu JeJOBH, 1A
JaK U aToMu He moctoje, TBpano je Epucr Max (jeman on Bomehux dusngapa n dumozoda
19. Beka), jep ce He MOr'y NUIATH, MUPUCATH, HEMajy OOJIMK, HE BHJIUMO UX, 1A IPEMa TOMe
Hucy Gu3nIKu 00jeKTUBHU.

N 3amcra, Mu aroMe 9aK U JIaHAC MOXKEMO cMmaTparh (usmaku Hernocrojehnm 3a marre
omakaje, ajii yIpaBo TOJUKO KOJHUKO je (PU3MIKKM HENoCTOjeNu M CTaB er3akTHO JIOKA3aH.
Baxku u 06pHyTO, pU3UIKA CYIICTAHIIA j€ TATHO TOJMKO 00jeKTHBHA KOJIUKO U 3aKOH IIPUPOJIE,
onHocHO ofrosapajyha ncruna. U To je To!

ITpumep 1.4.15 (Tpoyruacra 6apujepa). Haliu masacny dynruyujy cauke .

-a - ()
Il

Slika 1.82: Tpoyracra bapujepa.

Pewerve. Torennujanua enepruja je U(x) = 0 3a = ¢ [—-a,a], sarum U(x) = Uy + px 3a
x €[-a,0], ma U(x) =Uy—px 3a x €[0,a], rae cy koncranre p, a u Uy nosurusre. Hecrura
nosutuBHe eHepruje F < Uy kpehe ce gy arcruce.

U3 anajuTudke reoMeTpuje, UK MPOCTO Ca CJIMKE, MPEIo3HajeMo MPOIOPITje:

Uy Us-E

'uza a-b '
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Oryna [lpeaunrepoBe jeaHadnHe, 0 UHTEPBAJIAMA!

d? 2mE
I: d—27/11+%1/11=0,

T < -a,
I1: Ly + 289(E - Uy - pa)ips = 0, —%gxgo, (1.597)
1T Lo+ 20(E — Uy + pa)ips = 0, 0<z<, '
2
IV oy + 20Ey, =0, T>a.
Pememe nipBe u geTBpTe jemnadnte q00njaMo Ha MPETXOTHE HAUNHE:
Y1 = A% 4 BT g, = Agetti (1.598)
rIe je
2mE
k2 = ’; = k2. (1.599)
Ca apyrom u tpehom dyukimjom hie nhu maio Texe. 3aT0 KOPUCTUMO CMEHE:
2m 5  2mu
—(Up-FE)=K*, — =), 1.600
[a CPEeJbe JIBE jeJHAYNHE [TOCTAjY:
M d_2 —_— 2 =
{ II: iz o (K2 +Az) =0, (1.601)
IIT: i3 = (K% = Ax)s = 0.
Jormr pocTuju 06/IMK OBUX jeIHAYMHA JT00Uja c& CMEHOM
K%+ )z = C¢, (1.602)
oTyJia
C
dr = —dE€,
x 3 13
1a Jipyra jeJHadunuHa [JIacu:
d2w2 9 d21/12 C2
02—ch —051[)2:0, njan W—?E’(/)Q:O.
Crasipajyhu C2/A\2 = 1, wm
C =X, (1.603)
jennaunna II mocraje
d*y
3a nobujame pellemha, pa3BUjaMo TaaacHy PYHKIU]Y Y Pel:
Y=ap+ar€+at®+-= > a,€”. (1.605)
v=0

JesHaumHa HemMa CHHrYJIapuTeTa Ia Cy JIOBOJbHU (GECKOHAYHM) MMOJMHOMHU 6e3 HeraTUBHUX

excrnonenara. HaJjazumo:

dy
dg
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2 oo
d—;f =2a9 +3-2a36 +4-3a4E% + - = > v(v-1)¢"2
v=2
Bamena (1.604) maje:
Y v(v-1)a, ™ =Y a, (1.606)
v=2 v=0

Y pasBujeHOM 00JINKY OBa jeJHAKOCT [JIACH
2a9 +3-2a3E +4-3a48? +5-4asE3 - = apf + a1&% + a3 + ..., (1.607)
o/laKJIe yrmopehuBameM KoepuIinjeHaTa N3JIa3H:
2a0=0, 3-2a3=ag, 4-3a4=a1, 5-4daz=as, ...,

N OpraHm3oBabeM 11O CJIMYHOCTHI!

a a
CLQZO, a3:?%7 a4:r§7
- _ __ag _ _a1
ag=0, a9=58=s, Cl0= Toootrs ’
8 ) 9 = 986532 0= 7097643

e Bumgumo cienehy memy
an-2

=—. 1.609
in n(n-1) ( )
Craku Tpehu KoeduijeHT je Hym1a, asnie =0,3an=0,1,2,..., a CBU OCTAJIX Ce MOTY CBECTH
camMmo Ha ag U a]
3 6 9
P = ag 1+€—+ 3 + ¢ T B (1.610)
3-2 6:-5-3-2 9-8:6:5-3-2
4 7 10
+ay | €+ ——+ § + § +...].
4-3 7-6-4-3 10-9-7-6-4-3
Koncranre ag n a1 Huje JaKo TAYHO U3PATYHATH. O

JleTra/bHO 1 TAYHO pelaBaibe OBOT 3a7aTka Moryhe je momohy EpI/IjeBGFEI dyxKImje npBe
BpCTe, Koja ce o3nadasa ca Ai(x). Ta dyukuuja u jgomara dbyuknuja Bi(x) cy suseapHO
HE3aBHUCHA pellemna audepenujaae jeIHaamHe

2
%—xyzo, y=y(x), (1.611)
x
koja ce naszuBa EpujeBa miau Cmoxeosa jednavuna. OHa je HajjelHOCTaBHUja JIMHEAPHA
nudepeHIjaana jeIHadnHa Apyror pelia ca TaYKOM IIPeoKpeTa, e ce MyHKIja peremnha
Merba, 0J1 IEPUOJINYHE Y €KCIIOHEHIU]AJTHY.

Hajuenrthe nmpumemunBan HadyuH pemaBata [1IpenuHrepoBe jeiHadunHe 38 TPOYIJIACTE IO~
rernujanae 6apujepe je momohy BKB (Wentzel-Kramers—Brillouin) anpokcumarmje. To
je MeTo/a TpaKema MPUOJNKHUX DeIlerha JIMHeapHUX JudepeHInjaJHIX jeIHAINHA, KOje
nMajy IpoMeH/buBe Koeduimjente. Twummdna ymorpeba je pa3Bujarmbe eKCIOHEHIHjaTHUX
TajgacHuX (QYHKIMja KBAHTHE MEXaHUKE y OOJIMKE Ca YCIOPEHUM aMILIATYIAMA.

17 George Biddell Airy (1801-1892), enriiecKku MaTeMaTHyap I acTPOHOM.
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1.4.8 XapmoHujcku ocuunaTtop

Bparumo ce caga ma mnpumep JINHEAPHOT TAPMOHUJCKO2 OCUUAGMOPA, YUja CMO
pelrema TaJa TeK HA3HAYWIN. Y KJIACHYIHO] TEOPUjH XapMOHHUjCKH OCITUJIATOD Ce CaCTOju
Ol UeCTHIle U CWJIe KOja je Byde Ka IeHTpy. 1o je cucrem y KojeM je KpeTarme HUeCTHUlle
OCITIJIATOPHO, & IbEH I0JIOXKA] CE BPEMEHOM Merha XapMOHU]CKHU. YIa/beHOCT O IEHTpa je
CHUHYCHA OJIHOCHO KOCUHYCHA (DYHKIIja BPEMEHA.

[Tosrazumo ox pesanuje y 0O/ UKy

F = —kr, (1.612)

rme ¢y cuna F u monoxkaj r BekTopu, a k je mMO3WUTWBHA KOHCTaHTa. la pejamumja MoxKe
IpeCTaB/baTh KpeTarbe KYIVIuIle Ha Kpajy Ompyre, ajd U KPyKHa, TOP3UOHA KAa0 U MHOTa
JpyTra mepuoanvdHa Kperama. Hbuxosa Jlarpamkosa dynkimja je

mv?  kr?

L=Fy-E,=——-—, 1.613
k P ) ) ( )
ca By, n E), peJJoM KHHeTHIKOM ¥ IIOTEHINjaJIHOM eHeprujoM decTurie, opsune v. Jedbununnja

cuiie momohy Jlarpam:xoBe dyHKImje aaje:

F=2"_
or

—kr, (1.614)
JaKJje, oJIa3Hy jeTHadYnHY.

[Mupwra TpuMeHe XapMOHUjCKOT OCITUJIATOPA Jaje HaM TPWINKY U JIa Ce OCBPHEMO Ha
re3e u3 kmwure ,lIpocrop-epeme” (B. [1]). V¥ T0j k®u3m je yrBphena Besa renepasucane
nadopMarje u garpamxujada L. Ta uradopmanuja u aejcrso mpornopimonaanu cy. Oryna
je, Ha TMPUMEP, UHEPUUJAAHY CUCTEM EKBUBAJEHTAH CTaly KOHCTAaHTHE WHMOpMAaImje, a
[IpoMeHa WHQOPMAaIje 3Ha4H MIPUCyCTBO cuiie. JlocyieiHo ToMe, nH(MOpPMAIja 3aTBOPEHOT
dusnUKor cucrema je KoHcTanTHe Kosmunue. OBJie peocsiel] IeIyKiuja HaBOIUM OOPHYTO
HaMepHO, PaJu UCTUIAkha eKBUBAJEHTHOCTH TI0JMOBA.

Bakyym

Y apyroMm ciaydajy, y3 IPHCYCTBO BAKCKUX CUJIA U OTBOPEHOr (DU3MYKOT CHCTEMA,
KOH3epBUPaH je 30up mHpOpMaIiije 1 HEM3BECHOCTH. 10 MOXKEMO Pa3yMeTH U OBaKO. decTuria
Koja ce Kpehe 6aKyymom YHOCH TA4YHO OHOJIMKO wHADOpMAIFje HA JATO MECTO y JIATOM
TPEHYTKY KOJIMKO je Maibeé HEeM3BEeCHOCTH Ha TOM MecTy Bakyyma. Kpartko, kpehyhu ce
YECTUIA MCTUCKYje HEM3BeCHOCT u3 jorahaja MpOCTOpP-BPpEMEHA CBOje IyTarme. 3aTo IITO
nndopmalja HacTaje U3 HEU3BECHOCTU, 3aTO MOXKEMO OYEKMBATH Ja je BaKyyM 3acuheH
CYTICTAHIIOM Marbe ITPOU3BO/IN.

Peanmuzaimjama Hem3BecHOCTH HacTaje cajambocT. Oryaa (XUmo)resa jga Bpeme CUCTeMa
PEeJIATUBHO CHOpUje Hje Kaja IIPOCTOP-BPeMe-MaTepuja CMabi TPOU3BOY HHMOpMAITje.
To je ycknaheHo ca mocMaTpameM CUCTEMa y HHEPIUjATHOM KpeTamy e je Beha pejiaTuBHa
OpsuHa y3pok Behe pesaTuBHe Mace. AHAJOTHO je y CJIydajy TPaBUTAIMOHOT IoJba: Beha
Maca y3poKyje jady I'paBUTAIA]y U PEJaTUBHO CIIOPUjU TOK BpEMEHA.

[Tocmarpajyhu BakyyMm Ha ommcanu HAYWH, 18 MY TEJI0 y3UMa €0 HEM3BECHOCTH, JIa je
3aMembyje UCTOM (KOJIMIMHOM ) nHMOpMAIIUje, T0Ja3UMO JI0 JOII JeTHOT Ty THOT 3aK/byIKa, J1a
BaKyyM nma (ckopo) Heorpanuvene Moryhnoctu emucuje nndopmaiuje jep nHade MOxKe Jia
npumu oarosapajyhe Bemuke mace. To je y ckiay ca HOBOM (XHUIIO)TE€30M Jia MATEPH]jaJTHUM
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CcTBapuMa OJIr0Bapajy 3aTBOPEHU CKYIIOBH, a Jia OTBOPEHH MOT'Yy OUTH CaMO HeMaTepHhjajIHu.
Ona wjie y3 IPUHIUI KOHAYHOCTH MaTepuje, Kao U CTaB Jia Cy [pa3aH CKYIl U CaB IIPOCTOP
jeJIMHU CKYTIOBU KOjU Cy MCTOBPEMEHO W 3aTBOPEHU U OTBOPEHU.

OBo 3araxkame ce HaJ0Be3yje Ha CEKIUjy Y BakyyMy Cy ypaBHOTEXKeHe [TO3UTHBHA
n HeraTHBHa Maca, MaTepI/Ija n aHTI/IMaTepI/Ija, KaO U IIOSUTHUBaH U HEraTuBaH TOK BpPEMeEHa.
Pekiu 6ucmo J1a je o7cycTBO 2pasumauje 8aKyyma pe3yJITaT IOHUIITABAA, [IPUBJIATHE CUJIE
Marepuje ca ofa00jHOM oJ awmumamepuje, aaun Hehemo camga. O Tome hemMo HEKOM JIpyrom
IIPUWJINKOM, HAJaM Ce, aKO eKCliepuMeHTajHa (bu3nKa johe 10 HEKUX Ca3Hamba O MaMHOJ
MaMepuju U mamHoj enepauju Koja ou MoTJIa MOAPKATH TaKBa OYeKHUBabAa.

JNarpan>xujaH

Jpyru neo momeHyTOr ommca, Ja je nHdopMmaluja Teja Beha YKOJIUKO My je eHepruja
Beha, mpousmiiazu u u3 3aBUCHOCTH TreHepaJncane nudopmariuje u Jlarpamxkujana. 13 ucror
OJlHOCA CJIeIW HPUHIUI WHEOpMaldje, Ja IPUPOJA IKPTapu ca WH(MOPMAIUjoM ajau J1a
IbCHY TPOU3BOJIILY HE MOXKE 3ayCTaBUTH (3000 IPUHIMIA BEPOBATHOLE), HUTH je MOXKE JIAKO
omosBaTu (360r 3aKOHA OjpKama). V3 ucror ciaejm u norpeda 3a CUJIOM Pajii IIPOMEHE
nadopmarnuje. la oacycTBo 06jeKTUBHE CJIYIajHOCTH 3HAYUA OJICYCTBO CBAKE CHUJIE, BUICIU
cmo Kopucrehu Ypuconoy JedbuHunujy auMensuje Takohe (IOMeHyTe Kiure).

Cuna F nponoprnonasiHa je mpoMmenn spenroctu Jlarpamxkujana AL = Lo — Ly Ha maTom
nyry Ar, y ckaagy ca (1.614), a npomena AL npornopruoHassa je npomMenu uudopmarmje.
Kaza ce (HeraruBHO HaeJeKTPUCAHU) €JIEKTPOH MPUO/IMIKAaBa HEMATUBHOM HAeJIeKTPUCAHY,
cTpyja BuUpTyesHHX (OoTOHa u3Mehy BUX ce mojadapa. VIHTeH3MBHpa ce KOMYyHHUKAIIUja
u3Mmehy decturia a ciadbu mHOpPMAIAja JATOT MECTa, T0/ajeMO, IITO je 3aTUM Y CKJIAILY
ca cmamuBambeM Jlarpamkujana (npupamraj AL je HeraTwBaH) U jaB/barbeM OJ00jHE CHJIE
nosba (Kymnonos 3akon). Vcro Buaumo u u3 (1.613), jep ce Taja 6p3uHa ejleKTpoHa CMabyje,
cMamyje ce HheroBa KHHeTHYKa eHepruja u rnmopehasa MmoTeHInja Ha, 1ma ce cMamyje Jlarpa-
HKUjaH, Takohe y ckjagy ca KymonoBum 3akonom. Herrro ciauvano oBome joraha ce u y
IPABUTAIIOHOM II0JBY.

Yormrire, onaiame nudopMallje Tejia, eKBUBAJEHTHO CMambuBamby Jlarpankujana, 3Hak
je mpucycTBa 0J100jHe CHIe y JATOM CMEPY IIPOCTOpa. Y TOM CMEpY PacTe ,KalaluTeT camMmor
IpocTopa Ja MpuMu nHdoOpMaInjy, IMa je ogdujame v CKIALY ca IPUHIUIOM uHbOpMAaInje,
ca , KeJbOM'* 3a CaKpHBaIbeM HHQOpMaIInje.

dumensnje

OBJie yBejieHe napaseste peasrocmuy mociaeauna cy gedunnnuje Ypuconosuxr dumenuja,
KOjy caM y Kmusu ,lIpocTop-Bpeme” ycrneBao uzberapatu. 3 o0jeKTHBHE CJIyYIajHOCTU U
TAKBOI CXBaTarba JUMEH3Uje CJIeH Ja mocToje (HajMarbe) Tpu KoopamHare Bpemena. Ha
npuMep, ako je baname HOBUHNA ,,00]eKTUBHO CJIyUajHO U Ja OJIyduM Jia HAKOH IIaJIarha
SJomeMa’ ypaauM A, a HakOH majama ,riae’ ypaauMm b, oxga he makon Gamama Hopumha
MMOCTOjATH JIBe TApaJieJHe PeAIHOCTH, jeJiHa y Kojoj Ja pamgum A u japyra y Kojoj pajaum
Bb. Usmebhy Tux ,peannoctu’ Hema mpeHoca pusmdke mHpOpMaInje 300r 3aK0Ha OpKaiba,
HATH UMa KOMYyHHUKAIUje, IIa Cy OHE jeJlHa 3a JPYTy pejaTuBHe mceyo-peanaHoctu. OBakBu
CTABOBHU Cy TEK ITOCTABJ/LEHU U JIE€JIOM PACIIPABJ/HEHU Y OBOj KHIHU3MU.

Hocnemuno tome, nonyiapuy upudy o I[lIpedunzeposoj mauxu Bumgumo u Ha cjenchm
Ha4YMH. Y KyTHjU je Madka Koja je ca jeJIHaKOM BepoBaTHONOM »KMBa OJIHOCHO MPTBa, a
TeK OTBapameM KyTHje IpeJaMHOM ce peajusyje jejna o Te jBe moryhuoctu. Orsapajyhu
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KYTH]Y ja ce 3aIrpaBo olpeiesbyjeM 3a jeTHY O JIBe ITapaJieTHE PEAJTHOCTH, Y KOjIMa, Cy CTamba
MadKe pas3janduTa, 6e3 MoryhHOCTH Jia jeJIHO 0J1 TUX Ja KOMYHHUIUpa ca OHUM Jpyrum. [lpu
TOMe, NMPUMETHMO, Ja cam Ouo jemHa ocoba 10 TpeHyTKa ty oTBapama KyTuje. Tama cy
HAcTaja JBOjUIA KOja BHUIIE HEMajy CACBUM jeJHAKY IPOIJIOCT, YaK HUTU y BpeMme t < ty
pe oTBapama KyTuje, a Kamo Jiu nocie (t > tg). TpeHyTak oTBapama KyTHje OJpeno je u
pasmumanTe noraljaje M3 MpOIIOCTH, KOJU Cy JOBEJN JO OTKPUBEHOT CTaiba Madke!

3a jemnor Ja je Maduka »KuBa a 3a Jpyror MpTBa, Ia HEje cBa Moja cajalimba IponLIoCT
ersakTHO oapehena, oHa 3aBucu u of Mojux Oyayhmx peasmsannuja ciaydajaux gorabhaja.
Moje npBo-Ja u apyro-Ja macraiu pazaBajarbeM y MapaJiesiHe PEaJHOCTA UMA]y Pa3IudnTe
OyayhHOCTH U 3ajeIHUYKY IPOIIJIOCT J0 TPEHYTKa pa3/iBajarha M HEKE He CACBUM je/IHAKe
JIeJIOBE T€ TIPOIIJIOCTH.

Ypuconosa peduHUITja AUMEH3Mje 3aXTeBa TaKBa Ielama peajHocTu. Kako je oHja
Moryhe Jila MU BUJIIMO yCIIOPEHH TOK BpEMEHa CHCTeMa y pPeJIaTUBHOM KpeTamy ! [la Bujmmo
[IPOCTOP W TPH JIMMEH3HUje BpeMeHa HarHyTe Ka cBa Tpu Moryha ImpaBlia KpeTamba, a CBHX
IIecT JUMEH3Mja y jeiHOM 4-1uM npocTop-BpeMeny?! Hamehe ce onrosop koju je pusnkaHO
XUMOTETUYIAH, aan POPMATHO MPUXBAT/BUB. V300p nan ombarmBarme TOT OJAr0BOpAa, IeMamba,
PEaTHOCTH, TIOCTaje IPUXBATAE UJIU HEIPUXBATAE CaMe UJeje O er3UCTEHIUjU 00jeKTUBHE
CJIy9ajHOCTU Yy CBeTY (pU3MKe.

Mu Bummmo camo pparmente Bpemena! Buammo camo caiairmocT M HUKAIA HUIITA
rpajuuje. [IlraBuie, BuguMo camo dparMenTe CaJanimboCTH JIPYTOr HHEPIIA]aJHOT CHCTEMA
y PEJIaTUBHOM KpeTatby, 300I Uera TaMoIIbe BpeMe pejaTuBHO (y OJHOCY Ha Hallle) CIOpuje
nporude. OHO OGjeKTHBHO CIIOpHje IIPOTHYE, jep ocTaTak TOr (COIICTBEHOI BPEMEHA) He
BHJIMO, 3a HaC TO Huje npasa Beh je nceyno-undopmanuja. OHO MITO TOCMATPAYT U3 CHCTEMA
¥V KpeTamky MOXKe Ja BUIW U 9era MOzKe Ja Ce€ CE€TU, Ha HaYUH Ja HaC MO2KE U3BECTUTH, HI/Ije
npasa nadopmaruja. Kajga takas mnpehe y HaIll COICTBEHM CUCTEM, OH C€ HE MOXKE CETUTU
OHe peaJTHOCTH Koja Ou 3a Hac b6mita nceyno-peaiqnoct. OHa je Taja 1 3a Bbera Takole 1mceyio-
peasnnoct. Tu norabhaju (Buie) He mpuaIajy HErOBOj MPOILIOCTH.

Y cKIagy ca OBUM TyMaduMO IOIMYJApPHHU Napadokc OAU3GHAUG TeOpHje peIaTHBHOCTH.
Nmamo npa Gpara 6mmsanna A u B. Jemanm on mux, A, ocTame y MHUPOBaWbY y jeIHOM
MHEPIUjaJTHOM CUCTEMY, a Ipyru, B, HeKOM BeJIMKOM KOHCTAHTHOM OP3UHOM OJjypU JAJIEKO,
OKpeHe ce W BpaTu ce Hasad npBoM Opary. Ilyrnmk B je penmaruBHO cmopuje crapuo y
ofHOCY Ha A y MUpOBalby, aju je IpeMa MPUHIAILY peJlaTuBHOCTH 6110 u o6pHyTo. MoxKeMmo
pehu ma je npyrm 6mo y cramy MHPOBaMa, OCUM Y ,, KPATKOTPAjHOM® BpeMeHy yOp3aBamba u
ycropaBama, Tako Jia je u opat A crnopuje crapuo y ognocy Ha b. Ila umak, 3namo, xaja
ce b Bparu y mouyerHu cucreM A, caMo jeJaH O BHUX IBOJUIE MOXKE ce IojaBUTH Mjalu.
Cwmatpa ce na he To 6utu 6par B. Illta ce 3ampaso morahaso?

Kana ce b ymamaBa Bpeme My criopmje Tede, peJIaTUBHO y OIHOCY Ha A, Ta OH 3a0cTaje
y Bpemeny A. OH je cBe jajbe y mponuiocTu 6para A, mro My myToBame Tpaje mayxke. Ha
Kpajy Tor ojjiaxkema, b ce 3aokpene u Bpaha Hasan. OH je Taga y OyayhHocTH, cBe OINKO]
CAJIAIIIILOCTH BpeMeHa A 1ITO My je TpOCTOpHO 6/inKe, jia 61 y TPEHYTKY CTH3aha y CHCTEM
A norabaju npa 6para mocranu ucroppemenu. PopmasiHo riejajyhn, BpemeHcka oca Oparta
b 6usa je HarayTa ka mpaBIily OJjIayKema, Y OJIIHOCY Ha BPEMEHCKY ocy Opara A, 30or uera
je A omaxkao pejlaTHBHO ycliopaBatbe BpeMmeHa cucrema b. To ycmopaBame BpemeHa b je
dammanoct BpeMena Kako Ta Buan A. [Ipomernom 6psute, mga 6u ce B BpaTno Hazam, Memao
ce u yrao BpeMmeHckux oca. Jlecrno ce ckok B, uz mpormtoctu y 6ynyhaoct cucrema A, Koju
takohe damm morahajuma ca cranosummTa A. CBO TO Bpeme je COTCTBEHO BpeMme cucreMa b
TEKJIO YBEK UCTUM je,HHOJII/I‘—IHI/IM TOKOM.

Pasiiuka y BpeMeny, kalimerme BpeMeHa B y ommocy Ha A, mosasu oryma mTo je B
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JISJIMMIYIHO OMO y mapaJesHo] peajiHoctu HemocTyHoj A. Kaa 6u ce B Mmorao ceruru cBux
JeTajba ca CBOI IIyTOBakba, a KOjUX je OMJIO BHIIE HEro INTO UX je MOrao olazkaTu A, oHia
Om mXx OH Morao ucupudaru Opary A, ma OHCMO MMaJju IPOTUBPEYHOCT ca TBphemeM Ia
nuje moryh npenoc undopmanmje namel)y mapajennnx peaaHoCcTh. PejlaTuBHO ycropaBambe
BpeMeHa b jros1a3um yciiesn HemoryhHOCTH IIpeHoca CBUX MojaTaka u3 cucreMa b y cucrem A,
OJTHOCHO OHWX KOjU MPUNaIA]y MapaJieHOj PEATHOCTH y OJIHOCY Ha, Taj CUCTEM.

Opa 3anaxkama, YK/byIyjyhu 1 mocje/ma HaBeeHa, HApOInTO Ce OJHOCE Ha XAPMOHUjCKU
ocrmaTop. KBanTHe ocrmiaruje cy mpoMeHe nHMoOpMaIija Koje ce MOTY OIBHjaTH KpPo3
BHIIEe HapaJjeHux peajnoctu. Cylcradiia Koja TATpa Tora je ,HecBecHa'. ITocebHo, mpema
Xaj3eHOeproBuM peJsiaiujaMa HeoapeheHOCTH, YeCTUTIA MOKEe HACYMUTHO YIIAIaTH U HAITY IITaTH
JIOKAJTHE TICEYJI0-PEAJTHOCTH, aKO Cy Te I0jaBe JOBOJHHO KPATKOTPAjHE.

XamunnTtoHunjaH

Bparumo ce caga va jennadnny (1.614), npumemeny Ha z-ocu y o0JIuKy
mi + kx = 0. (1.615)

3a komcTauTy cuie k > 0 pererbe oBe Audepenimjatne jefnadnme je cuaycna gyukmnmja. Y
KJIACMYIHO] (PU3UIIN Ce 3HA JIa je
k = mw?, (1.616)

IJIe je m Maca YecTUIle Koja OCIIyje, a w je yryioBHa (ppekBeHInja ocimiaamuja. M3pas 3a
TOTAJHY €HEPTHjYy XapMOHHU]CKOT JITHEAPHOT OCITUIATOPA je

2
E p”+

1 201
= ka2 = 22 Zme?a?, (1.617)
m

2 2m 2
V kiacu4dHOj (usuim oBa eHepruja Moxke 6uTH OUJIO KOje BPEIHOCTH.
Y KBaHTHOj MEXaHWIM TY €HEPTHjy MPEJCTaB/ba XaMUJITOHUjaH, OIepaTop:

~2 ~2

N 1 1

H = p_x_i__kij = p_x_i__mwzij? (1618)
2m 2 2m 2

T7e Cy OMepaTOpH TOJOXKAaja T W UMITYJICA P AICIHCE Yy KOOPAMHATHO] PENpe3eHTallHjH,
JlecbMHICAHN CBOJUM JIeJIOBabeM Ha TajacHy dyHKuujy ¥ = (x):

o=z, Peth =~y (1.619)
dx

[Tpeu cabupak Xamwmrronnjana (1.618) mpejcrap/ba KHHETUYIKY €HEPIUjy FECTHIIE-TAIACA
a JApYyru meHy noTeHnnjaHy eHeprujy. Cmucao oneparopy XaMHJITOHUjaHA Jaje IIPUMeHa,
OIleT Ha TaJIACHY (QPYHKIIU]Y

Hv = Ev, (1.620)

rre je E emepruja gecturie-tajiaca.

XepMuUTOBY NOANHOMU

Jennakocr (1.620) je nudpepennujanna jennadanna apyror pefa. Kao miro je naroserrreno
y upumepy [[.3.75] memna pemterba cy:

1 mw\ /4 2191, mw
Yn(z) = (—) T2 -Hn( —x) n=0,1,2,..., (1.621)
V2rn! \ hm h
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a oJiroBapajyhu HUBOU eHeprHje cy
1 h
En:hw(nwLE) = (2n+1)§w. (1.622)

Oyuknuje H, Ha3zupajy ce XepMUTCKU WU XePpMUMOGU NOAUHOMU.
XepMUTOBH MOJUHOMHE C€ MOTY JTOOUTHU KAO PEIIerha OIIITe JudepeHIrjaaHe jeIHaTnHe
JpyTor pejia
y"+ f(@)y +g(x)y =0, (1.623)

i . B r_ dy n o d%y
r7ie je Tpaxkena dynkumja y = y(z), a mEH U3BOJ NPBOT peja y' = 52 m jpyror y" = o,

Cmenom
Y = zexp (—%/f(az) dx) (1.624)

0Ba jeJIHAYMHA Ce CBOJU HAa KAHOHCKH OOJIMK
" 1 / 1 2
2"+ g(m)—éf (m)—zf (x)|z=0. (1.625)

[Tocebuo, crasmpajyhu f(x) = 2x, cmena (1.624) nocraje

1:22

y=ze 2",

a n3pas (1.625) ce cBoau Ha
2+ [g(x)-1-22]z=0. (1.626)

To je nudepennujanna jegHaunna Kojy npernossajemo y obsmky (1.620). VY tom obauky
nperno3najeMo u cienehy mudepeHIujaany jeaHaduHy, a ce Ta oba 00JMKa 3ajelHO ca
ciesehuM HasuBajy XepMUTOBOM JU(DEPEHIINjATHOM e THAYNHOM.

IIpumep 1.4.16. Iloxasamu da ce jednavuna

d2¢)
d£2 + (A=Y =0 (1.627)
CMEHOM -
)= f(&e 2" (1.628)
600U Ha d2f
d§2 25— (A=-1)f=0. (1.629)
Pewerve. Tlpsu u npyru ussoq dyukimje (1.628) je pemom:
dzéJ ~ ¢fe 1e df df _552

CY e g, 1 df 1e, df df _1e
d—§2——f€ & e s i et §€
Cwmenom y (1.627) mobujamo
d2
AL (=D + (=) -0,

a oryaa (1.629). O
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IIpBu je t{e61/1meﬁlﬂ 1864. romuue nedunncao nommnome H,(x) ma 6u pemmo oBy
jemnauuny. OH je mHaUE pajuo ca HOPMAJHUM OJIHOCHO ['aycoBuM pacriojiesiama BepoBaTHONA,
KOje ce cBojie Ha PYHKITU]Y e’tQ, a HapaBHO U ca HEem30Ee2KHOM €KCIIOHEHITN]aTHOM (DYHKITH]OM
obmmka e?*!| rie je 2z mapamerap a t Bapujabia. 3amasy je mosaaTnju XepMuT Koju je 1864.
rojivHe JeUHICA0 UCTe MOJIMHOME, 110 IheMy HaszBaHe. OCHOBHa mjeja je na QyHKIH]yY

oo tTL
G(z) =¥ = 3 H,(z)—, (1.630)
) n!
KOja ce Ha3uBa 2enepampuca, pa3sujemo y Tejaopos pen y okonnau tadke t = 0. Koedurujentn
pa3Boja OBe reHepaTpuce Cy XepMUTOBU IIOJTHHOMMU.

CraB 1.4.17. /Jloxazamu da je

dn

Hy(x) = (-1)"e” (™).

Jlokas. N3 nedununuje (1.630) ciaenn:

H, (CE) _ th 2 _ ﬁ6$2—(x—t)2
325” g ot £20
$2 8” —(:v—t)2 2 dn $2
IRV et e
a To je 1 Tpebajio JOKA3ATH. O

KOpI/ICTehI/I pe3yJTaT IMoCJeAber CTaBa, HaJIa3UMO!:

Hy(z) = (- 1)Oex2e‘r2:1,

Hi(2) = (-1)e" fre™ =2z,

Hy(x)=(-1)" er d2(e*m) 42% -2,

Hs(z) =--- = 8z% — 12z, (1.631)
Hy(z) = 162" - 4822 + 12,

Hs(z) = 322° — 16023 + 120z,

Ha courmu npukKazana cy Tpu osa nojunoma Hs, Hy u Hs. Youmre, Hy, uma n Hysa, mna
My je rpad BujyraBa JIMHHja KOja IIpecela allCIucy n myTa, moacehajyhn nac Ha ocrimianuje
eHepruje y moTeHIIUjaJIHO] jaMu.

ITomuunomu nedpunucanu ca

H(z) = (-1)e Iz/Qddne-ﬂCZ/?, (1.632)

Takohe ce 30By XepMHUTOBH IIOJNHOMH, a U3MeDy OBa JBa IMOCTOjU BE3a

Hy(z) = 2Y2H  (2\/2), H}(x)=2"*H,(z V2). (1.633)

176 TTacpryru Jlasosuu Yebmmen (1821-1894), pyckn mMaTemarudap.
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=30

-100 |

—-150F

Slika 1.83: Xepmurcku nosmmHomu Hs, Hy u Hs.

[TpBux ner nonuaoma H,, cy:

Hg(z) =1,
Hi(z) =z,
HZ*(:L') =TT = 17

- 3x, (1.634)

[Ipoeepure 0BO, ma HacTaBUMO AaJsbe. JludepeHnujajina jeaHadnHa U3 ciaeieher mpumepa
HasuBa ce Xepmumosa jednauuna. [Tpumernre na je ona nomenyra (1.629).

CraB 1.4.18. Jlupepenyujarma jednavura
y" - 2xy" +2ny = 0. (1.635)
uma pewere y = Hy(x).

Jlokas. Kana reneparpucy (1.630) mudepeniupamo mo x, 106ujamo:

p2at= t? Z H' (x)

oo tn oo , tTL
2t ), Hy(2)— = ) Hy(2)—,
n=0 n: n=0 n
a oTyIa
2 H, 1(x) = H. (2). (1.636)
Jlubepennupamo Jin reHepaTpucy 1o t, 100ujaMo:

n—l

2($—t)62zt_t Z Hy, (:v) 1y
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) " o tn—l

2(x -t H,(x)— = H, .
(1) 3 Hule) 1 = 3 Ha@) ooy,
Oryna

20H,(x) = 2tHp-1(x) = Hypt1 ().
Emmvunanujom H,,_1 u3 nperxoque (1.636), macraBbamo:

20 H, (x) = Hy1(2) + H) (2),
20H,, (x) + 2H,(2) = H,, 1y (2) + H,/(2),

H/!(z) - 2zH] (z) +2nH,(x) = 0.
To je nara jesnavuna.

Xepmurona jeanadnna (1.635) ce moxe moburu u Ha ciaegehin HadwH:

z=€e", 2= —2:66_”32,
2 +2x2=0,
nudepentupajyhu n + 1 myTta
2072 L 922D L 9(n+1)2(M =0
emenom (M =y
u" +2zu’ +2(n+1)u =0,
2
cMeHOM u =€ ¥ v

v =220+ 2nv =0,
ITO 3HAYH Ja je U = (—1)65“262‘;—”,1(6“2) jetHo mapTuKyaapHo perere (1.635).
CraB 1.4.19. Xepmumos nosurom ce moorce uspadumis iy obauky

(/21 (~1)Fn) e
Hy(x) = kZO (o 2k)1 %) 2,

ede [n/2] smauu 3aokpyorcusarve na sehu yeau 6poj, peyumo [4/2] =2 u [5/2] = 3.

Jlokas. Tlpermocrasumo na mudepennujanna jeaaadnna (1.635) mma HEKO MapTUKYJIAPHO
pereme y 00JIUKY TOJIIMHOMA

Pi(z) = apa® + a2t + 4 ay,

(ao F 0).

AKO 0Baj IOJIMHOM CMEHUMO y Ty jeJHAYNHY U U3]eTHAYNMO HAjCTapUjU KOeMUIMjeHT HOBOI
MIOJIMHOMa, ca HyJIoOM, jgobumjamo k = n.

jennauune (1.635), oHO MOpa GUTH MIOJIMHOM CTEIIEHA 7.

IIpema TOoMe, ako IOCTOjU MOJMHOMHO PEIIEHE
3aro y Ty nudepeHIujaIHy jeIHAINHY CTABUMO

n
y=P,(x)= Z apax™F (ap #0).
k=0
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Hasbe HAIA3MMO

n—2 n n
Z (n-k)Y(n-k- 1)aka:”_k_2 -2 Z (n- k)akx"_k +2n Z apz"F =0,
k=0 k=0 k=0

Y(n-k+2)(n-k+ Dag_ox™ " +2 > kagz"* =0,
k=2 k=0

2a12" 7+ Y [(n-k+2)(n-k+1)ayo+ 2kay ]z =0,
k=2

~k+2)(n-k+1
a1:0, ak:—(n * ;/E:n i )ak,Q, (k:2,3,...).

Jaxkye, cBu KoepUIINjeHTH a Ca HEITapHUM WHIEKCOM JeIHAKN Cy HYJIM.
Koedwunujenre ca napauM nHmekcoM oapeanhieMo kopuctehn peKypeHTHY pesaujy:

_n(n—l)a " __(n—2)(n—3)a " _ (n-2k+2)(n-2k+1)

2.9 0, 4 2.4 2, .., 02 2.9k a2k-2,

I1a. MHOYKEIHEM PEJIOM, J1001jaMo

k n! n-2k
asg = (1) ——m—
2= (=) kl(n - 2k)!
Oge koedunmjerTe BpahaMo y MOJIUHOM:
[n/2] [n/2]

P, (x) :kz:%akx Z agpx"” Z (- ) e 2k;)|( :c)”_2k7

a TO je OHO INTO je W TpebaJio JOKa3aTH. O

CraB 1.4.20. 3a Xepmumose nosurnome H,, u H, eascu

/ e Hyp(2) Hp (2) dz = 20N/, (1.638)

o0

wWmo 3HaYU 04 CY OHU OPMOZOHAAHE PYHKUUTE.

Joxas. Heka je m <n, a 1aTu UHTErpaJ PENIIMO MaPIIAjaTHOM WHTETDAIIIjOM:

o= [P B @) i) e = (1" [ )2 e -

oo

oo T © dHp(z) d(e™)
=(-1)"H,, e’ —(-1)" my. d
- (V) H @) | -y [
o n-1/ -x2
:(_1)n+1/ de(.%') d (e )dx
oo dz dxn1

[Tpumvenom penanuje (1.636) Hamasznmo

dm 1(6—36 )

T 1 dx.

= (- 1)"*12m/ Hyq(z)———2
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Ka/ta monoBo nmpuMeHuMO mapiiujaiHy nHTerpamjy, ouhe

dn 2(6—96 )
252
Hakon m maprujamnnx nHTerpamnmja 100mjamo
oo dn—m —1’2
_ (_1)"+m2mm!/ Ho(x)% dz. (1.639)
oo x
AKko je m < n, mocje joun jegaHe mapiyjaJHe HHTErpalyje HaJa3uMO
dn m— 1(67:1: ) T—>00
n+m m
= ()"l =0.
r—>—00
Ako je m =n, taga (1.639) maje
L = 2”n!/ e dg = 2"n\\/T.
Ca oBHUM je JI0Ka3 3aBPIIEH. O
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1.4.9 OnepaTopu ocyunoBatba
Bparuwmo ce oner va Xamuirronujan (1.618), caja nncan
~ hw
H= 7(;32“;2) (1.640)

omohy JBa jeJIHO-/IMMEH3N0OHa OIePATOpa UMILYJICA U II0JI0XKAaja:

p=—te gL (1.641)
Vmwh Vmw/h
Hedbunraummmo n gBa He-XepMUTCKA OITEpPaTOPa
== +ip), i = == ip) (1.642)
a=—=qg+1p), a =—=(q-1p), .
V2 V2
Koju he ce mokasaTu Jia IpeJICTaB/bajy CMambemhe U rmopehame nHiaekca n — n ¥ 1.
IIpe cBera, mpumeTuMo Ja je:
At A 1. .. . 1 A2 A2 an aa At A 1 A2 A2 1o, .
ala=-(G-p)(a+ip) = (@ +p" +igp~ipg) =a'a=5(q"+p") + S[a+p],
urro 36or (1.640) u [, p, ]| = ih naje
1 1
ala==(g*+p?)-=. (1.643)
2 2
Oryna
. 1 )
H:hw(N+§), N =a'a, (1.644)

re je N HoBu omepaTop, OUNTJIeTHO XEPMUTCKU, KOjU HA3WUBaMO 0nepamop bpoja.

[Ipumerumo ga je XepMHUTCKH OIEpPATOp JIMHEAPAH Ca OIepaTopoM Opoja Te ja OHU
KOMYTHUPA]y. 3aT0 OHU UMajy CKYII 3aje JHIIKUX COIICTBEHUX CTatba, 03HAINMO ux JlupakoBom
HOTAIUjOM Ca |n) U HA30BUMO COIICTBEHMM CTARUMa €Hepruje, ma NMamo:

Nn)=n|n), Hln) = E,|n). (1.645)

W3 mperxoaHor ciaenn

E, = (n + %)wh, (1.646)

a yCKOpO hieMo MOTBPAUTH J1a je 1 HeHEeraTUBaH Ien 0Poj.
KomyTarope HOBHX orepaTopa ca XaMUJITOHHJAHOM je JIAKO U3PATyHATH:

[a,H] = hwa, [af, H]=-hwa. (1.647)

Hasbe HAIA3ZUMO:

(1.648)

{ H(aln)) = (aH = hwa)ln) = (B, = hw)(aln)),
H(at|n)) = (a"H + hwal)n) = (B, + hw)(af|n)).

Ipenma Tome, aln) u a'ln) cy comcrsema crama omepatopa H ca COICTBEHHM BPEIHOCTHMA,
pegom (B, + hw) u (E, — hw). Pesyarar tora cy omeparopu an) u af|n) penom mazsmpanm
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OIIEPATOPH CNYUMAHG U NoJu3ata, WK OllepaTopu aHuXuIanuje u Kpearuje. Takohe, onn
cy mo3HATH U Kao onepamopu newmparsa (enr. ladder operators).
Komyraropn oneparopa d u &' ca omeparopom 6poja cy:

[N,a]=-a, [N,a']=a', (1.649)
na je Na=a(N-1) u Naf = af(V +1). Barum no6ujamo:

N(aln)) = a(N - 1)|n) = (n - 1)(aln)),
{ N(d”ﬂ)) = AT(N+ Dn)=(n+ 1)(&T|n))' (1.650)

Ose penanyje nokasyjy aa cy a|n) u af|n) concrsena crama N ca CONCTBEHIM BPeHOCTHMA
(n-1) u (n+1) pemom. Kana a u al memyjy ma |n), pemom, cmamyjy u mosehasajy n 3a
JETMHUITY, TAKO J1a, je

aln) = cpln - 1), (1.651)

r7e je ¢, HeKa KOHCTaHTa KOjy Tpeba OIpeuTH, IITO e HAjIAKIIe DA U3 3aXTeBa J1a CTamba
|n) Gymy HOpMUpaHa 3a CBe n.
Y TOM mpaBIly, IPUMETUMO I U3 IPETXOIHOT CJICIN:

({nla") - (aln)) = (nla'aln) = |ea*(n —Lln - 1) = |ea?, (1.652)
a n3 (1.645) mpse, ciean
((nla') - (an)) = (nja’a|n) = n(nln) = n. (1.653)
KombuHoBaHe, mOC/Ie/ e JBe jeHAKOCTH JIajy
lenl? = n, (1.654)

mro 3HauM Ja 6poj m, KOju je jeqHaK HOpME a|n), He Moxke OGutu HeratuBaH. CMeHOM
HAJIA3UMO

aln) = Valn - 1). (1.655)

OBa jeiHauMHA OKA3yje JIa IOHOBJbEeHA IIPIMEHA OllepaTopa d Ha |[n) TeHepulle Hu3 COICTBeHUX
BekTopa |n—1), [n-2), [n-3), ..., a kako je n > 0 u al0) = 0, Taj ce Hu3 npexnga kox n =0,
mITo je Moryhe caMo ako KpeHeMoO ca IeJiuM OpojeM n.

Kaga 6ucmo kpenysiu ca He-1ieJiuM O6pojeM n IOMEHYTH HU3 61 ce HACTABUO U y COIICTBEHE
BEKTOPE Ca HETATUBHUM COTICTBEHIM BPEIHOCTUMA, IITO je Hemoryhe. OTyma oHaj HajaB/HCHN
3akJby4ak, y3 (1.646), na je n menerarupan 1esu 6poj!

Cajta je J1aKo ImoKasaTH J1a

a'ln) = Vn+1ln+1), (1.656)

Te Ia MOHOBJbEHA IPUMeHa ¢! Ha |n) remepmie GeckoHAYAH HII3 COICTBEHIX BEKTOPA |1+ 1),
In +2), |n+3), ..., a Kako je n MO3UTHBAH IeJu OPOj, CHEKTAp EeHEepruje XapMOHU]CKOT
OCIIIIATOPA je JTUCKpeTaH

1
En=(n+§)hw, n=01,2,3,... (1.657)

Kao IITO je paHuje HajaB/beHo. He GaBumo ce jeTa/buMa OBUX J00OPO ITO3HATHUX JI€JI0BA
KBaHTHE MEXaHWKe, Hero camMo mpumMehyjeMo TiaBHa MecCTa.
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Ha npumep, nmamo:

1) = a'lo),
2) = Lalf1) = L (ah)?/0).
[3) = Jza'l2) = J=(a"h)?%o), (1.658)

in) = =all1) = = (ah)"jo)

[To6yheno cBojcTBeHO cTame [n) 106uja ce N-TOCTPYKUM JIeI0BAHEM al na |0).

KoopauHaTHa penpeseHTaumja

VY HaCTaBKy MOTPaXKUMO KOODJMHATHY (IO3UIMOHY) Pelpe3eHTalujy TajacHe pyHKIuje
XapMOHHJCKOT OCIIUIATOpa. ¥ KOOPJAMHATHO] pelpe3eHTaIlnju, Oe3TUMEH3UOHN OIllepaTop

umityica p = P /v mhw je

ih d d
. i L 1.659

rie je xg = \/h/(mw) koHcranTa JUMeH3Hje jyKuHEe, Koja ozapelyje jeauHune ayKuHA
ocruyiaTopa. Y HCTOj Pelpe3eHTaIuju je:

a= 5 (55 +oodk) = A (2 + ). "
o1 (& d\_ 1 (a .2d (1.660)
“ _\/5(330 xodx)_ﬂxg( xodz)’

IIa MO2KeMO II1MCaTu:

(2)al0) = —— (2l + 22-LJ0) = — (xwg(x)+ng):0,
dx T T

V20 V2 d
a oTyJa
WD) 2 () (1.661)
€T .QZO

rie Yo(x) = (x|0) npencraBba ochoeHo cmarbe Tanacue QyHKIH]E.
Permieme nudepennujanue jeauaunne (1.661) je ocHOBHO crame

2
o(z) = Aexp |- |, (1.662)
2x§
rre je A KoHCTaHTa Kojy Tpeba ompenutn. Hopmupame maje:

oo o ZL‘2
I= / ]wg(x)|2 dx = ]A|2/ exp (_ﬁ) dx = |A\2ﬁxo,

oo 0

a oryna A = \/mw/(mwh) = 1/\/\/7xo. OcroBHO cTame je
1
) —— (1.663)

Vo

a 1o je l'aycoBa, nopmasra pacnodesa Bepoatnoha. Tajacuy dyHKIMjy 610 Kojer modbyheror
crama J06HjaMo y3aCcTOIHIM MPUMEHAMA OIEPATOPA 4! HA OCHOBHO CTAIbE.
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Ha npumep, mpBo nobyheno crame:

1(w) = () = alal10) = 2 (- 1) o) =

- e )]wou) - Y2y,

2 x
Pi(x) =4/ T O (—%) (1.664)

Vsacromsonm npumenoM &' Ha ocroBHO, nobujamo apyro u Tpelie nobyherno crame:

2
) = (12) = (el - (ﬂ_%m)( AN e, )

¥3(x) = (x]3) =

L= A (Y (i, e

Ha canmm JIEBO CKHquaHGIE cy tanacae dyukimje ¥ = ¥r(x) a JecHo cy rycrune
Beposaruoha [y|?, 3a k=0,1,2,3.

XaPMOHH]|CKH OCIIATOP

JIHCH'—]HG IpamHIic
I

TanacHe GyHKIH|e

Slika 1.84: XapMOHMjCKU OCIHIATOP.

,B;OCJIG,H,HO JdaJbe€, U3BOAUMO 71-TO HO6ybeHO COIICTBEHO CTalbe:

(@) =l = = tal @10 = = () (o= ) vato)

17TQuantum H. Oscillator: http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/quantum/hosc5.html
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WIN Y JIDYTOM OOJIUKY

1 1 5 d )" x?
= . —ri— -—=. 1.667
)= S () e (1.667)
W3 oBor obsmka ce, Takohe, 106ujajy XepMUTOBU OJIIMHOMH.
Haunme, kopucrelin oneparopcku njaeHTUTET
d d
e 12 (w - @) 12 = — (1.668)
JIAKO je TIPOBEPUTH:
d n 2 2 2 2 d’fl 2 /.2 2 2 X
2 -z /2 2 - —x2/2
(x_xoa) e [2a5 (_1)nx86x / a:odx_ne a*fzg _ et/ onn($_0)7 (1.669)
a H,(y) je XepMUTOB MOJIUHOM N-TOT pejia
2 dn .
H,(y) =(-1)eY Jun v (1.670)
Y
To je 06K U3 cTaBa TasacHy GyHKIH]Y OCIIIATOPa CaJla IIAIIEMO
B 1 2?22 ( z )
Up(z) = \/me H, ) (1.671)

3a H, 3Hamo jga ocumiyjy oko amnciuce npecerajyhu je n myra (B. cauky |1.83)), a cama
BUMMO A Ca y/Ia/baBarbeM OJ UCXOIUIINTA 1, MMOCTaje U eKCIOHEHINjaJ HO IPUryIieHa. 10
[PUTYIIUBake UMa, ODJIMK pactoseiie [ aycogoe 360na, TeOpHUje BepoBaTHONE.

MaTpuuna cdopma

Crama |n) cy yapy»KeHa OpTOHOpDMHUpaHa COIICTBeHa cTama oneparopa H u N, na cy
pemnpeseHTalje OBUX orepaTopa y Toj 6a3u OeCKOHAYHE JUjarOHAJIHE MATPUIIE:

(N) = (1.672)

1 0 0 ... 1 00
0 2 0 ... - hwol 0 3 0
0 0 3 0 0 5
Mebyrum, oneparopu a, af, & u p, He Komyrupajy ca N , A y n-perpe3eHTaliju BhUX0oBe
marpuie Hucy aujaronasne. U3 (1.656) mobujamo npBe jiBe HaBEJEHE:

V1 0 0

(a) = (1.673)

o O o O

0 0
V2 00 ... 0
o v3 ..., @=lo V2
0o 0 ... 0

Penpesenranuje oneparopa mnosoxkaja u umMirysca vahu hemo nomohy (1.642).
U3 nedunnimja a, al, namasumo:

ho,. L [mhw s
2mw(a+aT), Pz =1 5 (a' -a). (1.674)
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HouxoBu marpuynu KoeduimjenTu cy:

h
n'|&n) =/ 2—(\/ﬁ<5nr7n_1 +Vn+10p n+1), (1.675)
mw

Wlpaln) = iy /@(—ﬁ@m_l N o). (1.676)

[Toce6uo je (n|E|n) = (n|pz|n) = 0. Oryna marpure:

V1

0 0o 0 ... 0 0 0

- Vi o0 V2 0 ... — Vo0 V2 0

(gz«)z\/2— 0 v2 0 V3 ..., (&T):z’\/T 0 V2 0 -V3
™o 0 V3 o0 ... 0 V3

w

Omneparop ummysica je XepMUTCKHU, ajii HUje jeJHak ceOu KoHjyroBaHoM. Hamme ]5:2 = Do,

anu Py, = —pg. MebhyTum, oneparop mosoxaja je XepMUTCKH U it =3*= 7.
Cpeatbe BpegHoCTH

Y n-penpeseHTaIji U3PATYHABAMO MATMEMAMUYKA 04eKUBAIbA, T3B. CPEIHe BPEIHOCTH,
KBaJIpaTa ollepaTopa I10JIoXKaja U UMITYJICca:

i = pelad + (a1)? +aal +ala] = ghofa? + al)? + 20t 1), (1.677)
p2=-m[a? + (ah)? - aat - afa] = -2 [a? + (a)? - 2aTa + 1].

Kopumrena je jenamakocr aal +afa = 2afa + 1. Ouekusama oneparopa a2 u (&Jf)2 cy HyJI€,
(a%[n) = (n|(a")?n) = 0, a (n|a’aln) = n, ommocuo:

(naa’ +a'aln) = (n|2a'a + 1n) = 2n + 1, (1.678)

IIa IMaMO:

(n|@2|n)=%(2n+l), (nlp2In) = ;“(2n+1) (1.679)

[Ipema ToMe, odekmBarba BPEIHOCTH MMOTEHIHWjAJIHE M KMHETUYKE €HEpPrhje OCIIUIATOpa Cy
jeHaKa M jeJlHaKa Cy IOJIOBUHU TOTAJIHE €HEpruje:

me

. 1 . 1, -
- <n!x2\n>=—2 (n|p3In) = =(n|H|n). (1.680)
m 2

OBaj pesy/aTaT je Mo3HaAT Kao SUPUJAAHG MEOPEMA.
Heonpebenoctn mosoxkaja n uMIiryca, najbe, n3padyHaBaMo IpeMa JePUHUIN]HT:

Az = (&) = (@) = V(@) = /g (2n + 1), Lost)
Aps =) = (B = V(B2 = /252 (2 + 1),

jep je (z) = (py) = 0. Oryna

Aa?Apxz(n+%)ﬁ2 g, (1.682)

IIITO 3HAYM J1a Barke Xaj3eHOeprope pesaluje HeoapeheHoCTn.
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1.4.10 VYraoHu MomeHaT

Momenm umnyaca, HA3UBAH U MOMEHT KOJIMYMHE KPETaha WU Y2aoHU MOMEHM, je
duznIKka BeJIMINHA KOJOM C€ MEPHU HACTOjalbeé MATEPUjaJIHOr Tejia J1a HACTABU Ja POTUPA.
DopmastHo ce fAeduHHIIe ca:

-

L=7xp=(yp.—2py)i + (2ps — p2)j + (wpy — ypa)k, (1.683)

rae ¢y T = xi+yj+ 2k U P = Dyi+pyJ +p.k BeKTODH 10JI0Kaja I HMITysIca (KOJIHIHHE KPeTamba)
JecTHIle, a i, J u k jeuHuaHE BeKTopH (OPTOBHU) alcuuce, OpAuHaTe u alsimkare JekaproBor
[IPaBOyIJIOr cucTeMa KoopauHara Oxyz.

Omneparop yraosor MomeHTa L 106uja ce 3aMeHOM 7' U P oAarosapajyhum omeparopuma,
JNeUHUCAHUM jeTHAINHAMA

M =7, pY=—ihvip, (1.684)

rue je ¥ =(z,y, z) TanacHa dbyHKIMja, a

P2 (1.685)

V=i—+]—+
Ox ‘78y 0z

nabaa onepamop. Tako medpuHUIIIEMO
L=fxp=—ilifxv, (1.686)

ca JlekapTOBUM KOMIIOHEHTAMA:

-2

)

) (1.687)

)

YraoHu MOMEHAT He MTOCTOjU y jeTHO-TMMEH3NOHAIHOM IIPOCTOPY.

@ =YDz — 2Dy = —Zh(
= 2Py — &P = —ih(
TPy — YPz = —ih (fc

~ M~
<
Flodle

Y
|

N>
%’I@Eflw it"lQJ
&)

T

a/

IIpumep 1.4.21. Iloxasamu da 3a Komymamope sasxce JedHaKocmu

N /\ A

[Ly,Ly)=ihL., [Ly,L.)=ihLy, [Ls, L) =ihLy,
206 cy j—/m, f/y u f/z KOMNOHEHME yeaonoe MOMEHTA.

Pewere. 3uajyhu na &, § u 2 y3ajaMHO KOMYTHPA]jy, Kao U Py, Py, Dz, & 1a je [&,Pz] = th u
aHAJIOTHO 33 OCTaJjle KOOPJAUHATE, HAJIA3HMO:

~

[j;xa Ly] = [Qﬁz - éﬁya 2Py — jﬁz] =
= [@ﬁza éﬁw] - [yAﬁZrﬁﬁZ] - [éﬁya éﬁw] + [éﬁy,iﬁz]
= Q[ﬁgﬁ ]px + a?[z pz] = Zh(.’L‘py Qﬁm%
(Lo, Ly] =ihL,.

Tuwme je nmokazana mpBa jelHAKOCT. Jloka3 ocTasie JiBe UJie CJUIHO. O
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U3 pesyarara oor npumepa u npuniuna neoapehenocru (1.523) Bupumo ja auje moryhe
HUCTOBPEMEHO Mepeme JIBe KOMIIOHEHTE yraoHOI MoMeHTa ako rocrtoju Tpeha. IlocebHo,
aKo je aljmKaTa oca poTalldje, TaJa je BeKTOp yraoHor momenTta L mapaJsiesian z-och, Kao
Ha CJH/ILU/IITI Y kjacu4dHOj (HUUIMU, UHTEH3UTET MOMEHTA jeJHAK je IMOBPIIUHU KOjy
3aKJIalajy pajnjyc BeKTop u BekTop mmiyca, |L| = [r||p|sin Z(r, p), Taxko ga je Ly = L, =0
u L, = |L|. Mehyrum, y kBanTHOj Mexanuiwy, 3600 npuHIUIa HeogpeheHOCTH 1 3aTO IMITO
[TnankoBa pegykoBaHa KOHCTAHTA A BUIle HUje 3aHEMAPJ/bUBA BeJIUUNHA, MepemeM Hehe Outu
moryhe ycranosuTu Jia cy Komnonente L, n L, nyre.

L

oca poTaimje
(0}

Slika 1.85: Yraonu MmoMmeHAT.

Ca apyre cTrpaHe, jeJUHI HEHYJITH KOMYTAaTOP KOjU YKJby4dyje & U Pa3jInduTe KOMIIOHEHTE
oueparopa Ly, Ly u L, je [Z,p,] = ih. Oryna:

[j}wiix] :O) [iv-@y] :ih27 [Aréz] :_ihyAv (1 688)
[ﬁxaLx] = 07 [ﬁzaLy] = ihﬁzw [ﬁ$7LZ] = _ihﬁya
a ocrajie u3padyHaBaMo aHaJIorHo. Takobe, HaIa3MMO:
[, LZ] :ih(Ly2+2Ly—ngj—g)Ly2 (1.689)

1 aHAJIOTHO 3a OCTaJie KOMIIOHEHTE HOJIO)Kaja n nMILyJIca.

OnwTn dopmanusam

TlokpenyTu pesyararuma npumepa [1.4.21] y kBanTHOj MexaHuiu J1eUHUIIEMO OIIITH
OIIEPATOP YTJIOBHOI MOMEHTA!

[Joy Jy] =ihds, [y o] =iy, [Jo,Je] = ihdy, (1.690)

NJIN €KBUBaJICHTHO

I3

x J = ihJ. (1.691)

klb

178 Angular momentum: https://socratic.org/questions/what-is-angular-momentum
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Kako J;, Jy n J, y3ajaMHO HEe KOMyTHpajy, OHI ce He MOI'y HCTOBPEMEHO JIMjaroHaIn30BaTH,
OJIHOCHO OHU HEMajy 3aje/IHMYKE COIICTBeHe BekTope. KBajpaT yrjioBHOI MOMEHTa

S

T2l Tl J? (1.692)
je ckaJjap, jep OH KOMyTHUPa ca KOMIIOHEHTaMa
[J2,J,]=0, Vke{z,y,z}. (1.693)

Ha npuwmep, 3a k = r Hasrazumo:

~ A N

L7 1) = L2 )+ gy )+ Ly By + Lo ) L ) =

= Jy(=ih.) + (=ihJ.) Jy + J.(ihJy) + (ihJy).J, = 0,
jep je [jfl227 j.Z’] = O; [jy7 jqj] = _Zhjx %8 [jZ7 jﬂ?] = ’lhjy
Kaxo J2 KOMYTHPa ca KOMIIOHEHTaMa jx, jy n jz BEKTOPA J , CBaKa, OJ OBUX KOMIIOHEHTH

ce Mozke TT0ceGHO [IMjaroHaIn30BaTH 3aje/HO ca J2. A Kako Te KOMIIOHEHTE He KOMYTHDPAjy

y3ajaMHO, MOYKEMO OGHPATH CaMO jeHY 0 jeIHy 3a JAUjaroHAIN30Bame ca J2. YOOHdIajeHo
je ma To byne J, u Hema Hu4er mocebHOT y U300py z-0ce.
ITopex Tora, yobudajeHo je JedUHUCATA U OIEPATOPE NoJdu3area U CRYuLmarea:

Jo=Jdpvid,, Jo=J,-il, (1.694)
OuunryenHo je j1a cy OBH OllepaTopu XepMUTCKU KOHjyTrOBaHU
(J ) =J_ (1.695)

aJim 300r

A 1 - A A 1 . N
Jo= 5w o),y = 5= ) (1.696)
1

yOUaBaMO CJUYHOCT Ca He-XepMHUTCKUM oreparopuMa (1.642).
Jlaxo je mposeputu u cienehe:

A A

Jodo= T2+ T2 =il Ja, Jy],

a oTyla: o R R R L R R R
JoJo=Ji+Jp+hd., JoJ.=J7+J)-hl., (1.697)
3aTUM . L R R L R R
J=JJJ +J2-hJ,=J J +J*+h],, (1.698)
OJTHOCHO )
J? = 5(j+j_+j_j+) +J2 (1.699)

Oneparopu jk u J? KOMYTHPA]y, I1a je Takohe

[, J2]=0, [J.,J]=20d., [J.,Ju]=xhl.. (1.700)

To je jour jema camarOCT ca xapMoumjcknm Komyrtaropuma [N, a'] = al u [N, a] = —a, axo
nperozaamo N kKao J.
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ConcTeeHe Benn4duHe

VY HACTaBKy pa3MaTpaMo COICTBEHE BpeIHOCTH |a, B) yapykeHux oneparopa J u J,:

Pla, 8) = Bala, B),  Jela, B) = hBla, B). (1.701)

dakrop h, nejcra qumMensuje (enepruja)x(Bpeme), je Ty ja 6u 6pojeBu o u 5 6uiu Ge3ume-
H3HMOHH, jep je yIJIOBHM MOMEHAT Te HCTe AUMeH3Hje. YjeIHO MPeTHOCTaB/baMo Jla Cy OBa
COIICTBEHA CTalba OPTOHOPMUPAHA, Tj.

<Oé,,ﬁl|04,6) =5a'a5,8’ﬁ- (1702)

A, 3aro mro J. He KomyTHpa ca J, crame |«, 3) Huje colcTBeHO crambe J,.
[Monazehu oz (1.700) nasmazumo:

jz(j:t|auﬁ>) = (j:!:jz + hji)lavﬁ) = h(/B + 1) j:t|a7/8>7 (1703)

jep je BekTOp ji|a,ﬁ) concrBenn 3a J, ca comcrsennm speanoctnma (S = 1). Kaxo J,
u J? koMmyrHpajy, TO ji|oz,,3) Mopa 6urH concrBenn BeKTop J2. COICTBEHy BPEIHOCT
omeparopa J? kana geryje na Julo, ) onpebyje komyrarop [J?,J.] = 0, jep je BexTOp

ji|oz, B) concrBenu 3a J? ca concrsenom spemomhy A2
T (Jelo, BY) = JoTP|a, B) = B a(Je|ar, B)). (1.704)

U3 oBuX jeTHAKOCTH BUIMMO Jia JieJIoBambe oneparopa J. Ha |a, () He yTude Ha IIPBU KBAHTHU
6poj «, Hero ce nojauzKe WJU CIyinTa apyru, (3, 3a jegan. pyrum peumma, J.|a, ) je
POIIOPIMOHANHO v, B + 1), Tj.

ji|Oé,B>=C;6|Oé,ﬂ:t1>, (1705)

rJie KOHCTaHTY Ciﬁ TeK Tpeda OTpPEeInTH.

3a JaTy COICTBEHY BPEIHOCT (¢ OIEPATOPA j 2 [IOCTOj¥ TOPEHa IPAHUIA KBAHTHOT Opoja
B, jep je oreparop j2 - JE no3utuBad. Hamwme, j2 - JE = JE + ij >0, na:
(o, BIT% = TP, B) = B2 (= 8%) 20 = a> (2 (1.706)

Kaxko 8 uma ropmy rpatuily Smax, TO MOPa MOCTOJATH CTarbe |, fmax) KOje ce He MOXKe Jaibe
o/ Iu3aTHU

J|ov, Brax) = 0. (1.707)

Tasme, u3 J_J+ = j2 - jzz - hJ, nanasumo J_J. |, Bmax) = 0 oxmOCHO

(j2 - jZQ - hjz)|aa IBmax) = hQ(a - Bfnax - Bmax)|aa Bmax)a (1708)

a oTyJia
@ = Bmax(Bmax + 1). (1.709)

Nakon n ysacronuux npumena J_ Ha |, Bmax), JOCTHXKE e CTambe |, Bin) KOj€ ce He MOXKe
JlaJbe CIIYIITATH

J_|ev, Banin) = 0. (1.710)
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AHaJIOrHO TPETXOMHOM, caJla, 100ujaMo

« =Bmin(6min_ 1) (1711)

UzjennagaBajyhu o y mnocjeambuM U3pa3uMa, JIAKO HAJIa3uMO

5max = _Bmim (1712>

Kako je Bmin JOCTUIHYTO HAKOH N npuMeHa J_ Ha |a, fmax ), U3/1a31

ﬁmax = ﬁmin +n, (1713)
a 300r TPeTXOIHOT, TO 3HAUN
n
/Bmax = 5 (1714)

[Ipema ToMe, Bmax j€ Iesum Opoj WM IMOJIOBUHA TEJIOr Opoja 3aBHCHO OJ1 TOra Ja JIid je 1
mapaH Wik HemapaH Opoj.
Hame xopuctuMo yobudajeHe O3HaKe j U M, PeJOM 3a Omax U 5. Hakie:

3

J=Pmax =75, m=F, -j<m<j, (1.715)

ca comcrseHoM BpeaHomly o oneparopa J2
a=75(j+1). (1.716)

Jlaxiie, CONCTBEHE BPEIHOCTH oIepaTopa J2 u J, Koju miy ca oxrosapajyhuM cormcTBeHmM
BeKTOpUMA |j,m) pegom cy fi2j(j + 1) u fim, Besanu jeHAKOCTHMA:

J2j,m) =125 (G + D|j,m), J.|j,m) = hm|j,m), (1.717)

rie je 6poj j = O,%,l,%,..., a mume oapehen 6poj m=-j,-(j-1),...,j—1,j. 3a cBaku j

mocToju 27 + 1 Bpexunoctu 3a m. Ilpu Tome
<j,¢m,|j>m> = 5j’j5m’ma (1718)

jep je cmekTap YIJIOBHOI MOMEHTa IUCKPETAH, & H-eroBa PA3JIMINTa COICTBEHA CTarba Cy
OPTOrOHAJIHU BEKTOPU.

[TocmaTpajMo cajia CONCTBEHe BPeJIHOCTH oneparopa J. y 6a3u BekTopa |j,m), 3a Koja
3HAMO Jla HUCY COIICTBEHA CTatba TOr orneparopa. Pesanujy (1.705) nummemo:

Jelj.m) = C5ljm 1), (1.719)
(Jeli,m) ' (Jilg,m)) = 1C5lP(Gym + Llj,m + 1) = |3 P
|Cal? = (G, ml T T ld,m),

a 3aTo IITO je J_J, jenHaKo J2 — JE ~hJ., a npernocrassbajyhn ja je dasza C’;Tm HyJ1a

Chn = \/(j,m|j2 —J2—hJ|j,m) = /i +1) —m(m+1). (1.720)
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AHaJjIorHo 3aK/byUyjeMo 11a je

Cin =i +1) —m(m-1). (1.721)

CorcrBene BpegnocTu 3a Jy u J_ jgare cy jeHAKOCTHMA:

{ iﬁj,m):h\/j(.]-i-l)—m(m:tl)‘j,mﬂ:l), (1722)
Jelim) = hn/j(G Fm)(j £ m+1)|j,m«1).
Oryna u u3 cienehe nBe penanuje:
. 1, . Al . 1 . .
Joljm) = S(0 o+ D) lgm), Jlm) = 5 (ylj.m),
nobujamo:
Jelgom) =BG -m)G+m+ D) [j,m+1) +/G+m)(G-m+j)jm-1)|, (L723)
Jylim) = 21\ G=m)G+m+ 1) |j,m+ 1) +/(G+m)(G —m+j) [j,m-1)].
Mamemamuuxa ouexusaroa Jy u jy Cy HyJIe:
(g, m|Jelg, m) = (j,mlJy|j,m) = 0. (1.724)
To je mako mpoBepuTH, Kao U:
- - 17,. 39, . ) ~o . R
(2= (72 = 5| Gl Plgm) = Gl 20 m) | = LG+ D -m] (1729)

72 72
To cy ouexkusama Jg u Jy.

MaTpu4yHu npukas

IIpukazanu dopmaan3aM BaxkKu 3a CBaKy pelpe3eHTalnjy a u 3a marpudny. Osre,
Takolje, 6upamMo oproHOpMEpaHy 6a3y |j,m) 3ajeJHHYKUX CONCTBEHUX BEKTOPA OlEpaTopa

J?uJ,, KOja II0CTOjU jep OHM KOMYTHPAjy, & y HACTaBKY NeMO BUJIETH MaTPUYHE IIPUKA3e Y
KOODJIMHATHO] (1103uruonoj) 6asu. Y oBoj 6a3u je

J .
> liym)(g,m| =1, (1.726)
m=—j

rme caza ca I o3HavaBaMo jeJUHUYHY MaTPHILY.

Omneparopu J? u J, cy aujaroHasnn y 6a3m CBOJHX COICTBEHIX CTAba:

.y "2 312 o ,
<] , |<{ |]7m) =h J(] + 1)5j’j5m ms (1.727)
(7', m!|J:|7,m) = hmd i jOmim.

Kaxko J, ne komyrupa ca J,, MaTpudHa penpeseHTanuja Tor omneparopa y 6asu |j, m) uuje
JHjaroHajiHa

(5, m'|Teldym) = /3 (G + 1) = m(m = 1) 850560 jm e (1.728)

Pacrko Bykosuh 353



KBAHTHA MEXAHUKA

Oryna uzBonumMo cienehe aBe MaTpuile:

) . h. r— —
(4", m'|Jglj,m) = 5[\/3(.7 +1) —=m(m+1) S mer + V3G + 1) = m(m = 1) 8 m-116j15,

G/ [ ylism) = (VGG + 1) =m(m o+ 1) S mar = VG (G + 1) = m(m = 1) S 110515

Ha kpajy, morienajmo mpumMepe.

Pazmarpamo cioyuaj j = 1. ifaﬂa cy 3a m no3Bosbene Bpeguoctu —1, 0 u 1. 3ajeqaunuka
COIICTBEHA CTarba omeparopa J2 u J, cy [1,-1), |1,0) u |1,1). Marpuunu npukasum Tux
oreparopa cy

. 100 10 0
(JH=2r*l0 1 0], (J.)=hr|0 0 0], (1.729)
0 01 0 0 -1
Kao mTo crean u3 (1.727). sa mux ¢y jeHAKOCTH MATPUIHUX IPUKA3A:
0 10 0 00
(J)=m/2]0 0 1|, (J)=m/2|1 0 0]. (1.730)
0 00 010

V ucroj 6a3u M3pauyHABAMO MATDHIE OIEpaTopa .J, = (j+ + j_)/Z uJ, = i(J- - j+)/2,
Jobujamo:
h 0 1
—11 0 1], (J)=——4|i 0 -il. (1.731)
V2o 1 0 AV
[Tpehumo cajia Ha penpe3eHTallnjy 3ajeJHIYKIX COIICTBEHUX BEKTOPA.

[Mosuary jeanakocr J,|j,m) = mh|j, m) mumemo marpuano

(jm) =

1 0 O a a
RO O O bl=mh|b],
0 0 -1/ \c c

a oryja uznasu ha = mha, 0 = mhb u —hc = mhe. Hopmanusanuja, 3a (a,b,c), naje pemema:
(1,0,0), (0,1,0) u (0,0,1), ogrOCHO:

1 0 0
i,1y={of|, |Loy={1], ,-1)={o]. (1.732)
0 0 1

Jlako je mpoBepuTH Ja Cy OBU BEKTOPU OPTOHOPMUPAHU:
(1,m'|1,m) = 0y, m',me{-1,0,1}.

Takobe, onn YnHEe KOMILIETHY 0a3y:

! 0 0 1 100
> L,m)1,m[=]0](0 0 1)+[1](0 1 0)+fo](1 0 0)=f0 1 O
m==1 1 0 0 00 1

Hobumu cmo penarujy (1.726).

Pacrko Bykosuh 354



KBAHTHA MEXAHUKA

Yurasan Moxe poBepuTn jeduHUIMOHE jeHakocTn 3a KomyTaTope (1.690) Hemocpe-
JTHUM MHOXKEH-eM OBJIe HaBeJIeHHX oJroBapajyhmx ManHua CnvHO, HEIOCPEIHUM MHOMKE-
IbeM MAaTPUIA IIOKa3yje ce 1a je J3 B2J, u J3

3

I/I3paquaJTe ojrosapajyhie MaTpuie 3a j = § KaJla UMaMo 4eTUpH Moryha crama: |2, 2)
% %) % 5) u g’, —) Habure onrosapajyhe ManI/IL[e 3a J = 2, KaJia [MOCTOjU TET CTarba:
2

|
22), 121), [2.0), [2, 1) 1 [2,-2).

Teopuja cnuHa

AHaJIorHO ca omepaTopoM BEKTOpa yraoHOI MOMeHTa J, cnun ce Takolje IpencraBiba
Kao OIlepaTop BeKTopa S ca KOMIOHeHTaMa Sy, Sy u S,. Anasorno (1.690), 3a cnun Baxke

dopwmyie: o R o R o R
[Sz, Syl =ihS,, [Sy,S.]=1hSy, [5:,Sz]=1hS,. (1.733)

[oce6ro, S? u S, KOMyTHpajy, 1 UMajy 3aje[HIUKE COICTBEHE BEKTODE:

525, ms) = h2s(s + 1)|s,ms),  S.|s,ms) = hmgls, ms), (1.734)
rme je mg=-5,—-s+1,...,s—1,s. Ciim4H0 npeTxoaHoM, 1001jaMO
Sils,mg) = hn/s(s + 1) —mg(ms £ 1) |s,ms 1), (1.735)

rJe je S'i = S’m + igy U CPEJIHhe BPEIHOCTHU:
&2 soy 1o G0 &2 h? 2
(5z) = (Sy) = 5 ({S7) = (S2) = S [s(s + 1) = my], (1.736)
e (S) = (s,mg|S|s, ms). Crmm crama unie OpTOHOPMEDAHY I KOMILIETHY Ga3y:

(s',myls,ms) = 85rs0mim,, Y. |s,mg)(s,mg| = I, (1.737)

ms=—§

rie je I JeIMHUYHA MaTPHIIA.

Sz KJIACHYHO
| cIpyja
Hpcaﬂpﬁmcormmcﬂo aroma cpedpa
+xh /
H3B0p

-1h

2

MATHET

Slika 1.86: Cuun gecrura.
Ha caunm BUJIUMO CITUH %h U OllajKame CKpeTama aToma cpebpa y Mar"ery y
qyBeroM [IImepn-T'eprazrosom excnepumenmy nz 1922. romumue KojuM je IEeMOHCTpUPAHA

KBaHTHa IIPUPOJa CIIMHA YEeCTUIE.

Pacrko Bykosuh 355



KBAHTHA MEXAHUKA

3a YecTHIly CIUHA % KBAHTHU OPOj Mg MMa CAMO JIBE BPEIHOCTH —% A % [Tpema Tome,

OHA MOKe OUTH Yy jJeJIHOM OJI CAMO JIBa CTarba, |, M) € {|%, —%), %, %)} CorcrBene BpeiHOCTH
IIpBa JBa OlepaTopa Cy:

01 1

S2|_7 o

272

3,91 1 A~ 1 1 h1l 1
= —h|-, = Syl=,£=)=x=|=,+=). 1.738
)= SR 0) Silas) =gl es) (1.738)
Ipaduuku, ciin puKasyjeMo Kao Ha CJIUIN JIEBO, BEKTOpOM nHTeH3uTera | S| = \/3h/2
ca BPXOM Ha KPY2KHUIIU [TOJIYIIPEYHUKA \/gh/ 2, Koju poTupa oMoTavdeM KyIIe JHja je TOJOBUHA
TEMEHOI' yIJIa

s 2 1 0
6 = arccos _msl = arccos i = arccos — = b4, 73°. (1.739)

Vs(s+1) V312 V3

[Tpojekiuja S Ha 2-0Cy ce CBOJM Ha CaMo JiBe BpeJHOCTHU +//2 Koje oiroBapajy ,CliuHy-rope’
U ,CIHHY-10/16"
Marpudne penpe3eHTallije CIIMHA YEeCTHUIle 3a IIPBe olepaTope Cy:

(§2):(<<%,%|92%,%> <%,%|§2%,—%>):3_’12(1 ) (1740

1 0
(o) -

Us (1.728) name mobujamo:
A 01 A 00
aus Sy = %(Sﬂr +S)u S, = —%(SJr - S_) uspauynaamo:
N hfo 1 A h(0 —i
(sx)_ﬁ(1 0), (sy)_a(i 0). (1.743)
Osue nobujene Iayaujese mampuye cmo nomumbaiu seh y 3amarky [1.2.35) a 3arum y (1.180)

n name. Comcrenn BekTopu THX Marpuna cy (1.182).

IIpumep 1.4.22. Hahu enepzemcke nugoe cnuna S = % yecmuye XaMuimonujana

o a2 a2 &2 B &
H:ﬁ(Sm+Sy—2SZ)—ﬁSZ,

ca xorncmaxnmama @ u B J@C’y AU MU HUBoU d@Z@HEpUCGHU?

Pewerve. XaMUITOHI]jAH MOXKEMO HAIIUCATU Y OOJIMKY

OJIaKJIe BUJIMMO J1a je H JjaroHasiHo y 6asu |s, m), vie:

g

N 1
E,, =(s,m|H|s,m) = %[hzs(s +1) - 3h2m?] - ﬁhm = Z5a -m(3am + f3),

. Eneprercku nuBou oBe decTurie cy, JaKJje, 1€TBOPOCTPYKO

N|—=
N

1
59
JleT€HEePUCAHM. O

ca BPEIHOCTUMA M, = —%, -
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1.4.11 VY cdepHum koopanHaTama

Cepepre xoopduname (r,0,¢) oHako Kako ce yobuuajeHo kopucre y dbusuim, npema [SO
KOHBEHIjH, IpukasaHe cy Ha caniu [1.87} Paujanna ymamenoct je r, nosapau yrao 6 u
A3UMYTHU yrao ¢. YMECTO 7" 9eCTO ce KOPUCTH U O3HaKa p.

r sin 6d¢

enemeHarT sanpemmHe

dV=rsin® do do dr

Slika 1.87: Cdepue KoopauHare.

Tauka T'(r,0, ¢), Ha chepu Ha IATO] CIUIU TOPE JIEBO, UMA OKOMUTY IIPOJEKIH]y y TAUKY
T na z-ocu u okoMuTy Tpojekiujy y tauky 7" ma pasan Oxy, nucano pemgociegom Oryz
mpaBoyTaux Jlexapmosur xoopdunama:

T'(0,0,7cosf), T"(rsinfcos@,rsinfsing,0). (1.744)

Kaga tauxky T" najbe mpojekTyjeMo Ha allCICy 1 OpJMHATY, KOMILIeTHpaMo TpancdopMaliyje
IlekapToBux y cdepHe KOOpAUHATE U OOPHYTO:

x =rsinf cos ¢ r=\/x2+y?+22

y =rsinfsin ¢ 6 = arccos(z/r) (1.745)
z =rcosb, ¢ = arctg(y/x),

a To je u3Beeno u panuje (1.197).
Nudunuresumannu enemenar dyukuuje f = f(x,y, 2), koju HazuBaMO dudepenyujan Te
dyHKIIje, n3padyHaBaMo IpeMa 00pasIry

df:gdx+a—fd

of
" dy +—d

. 1.74
5, (1.746)

Y
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3a TpanchopMucaHe KOOpAUHATE, J00HjaMo:

dx = sinf cos ¢ dr + r cos 6 cos ¢ df — rsin 0 sin ¢ do
dy =sinfsin ¢ dr + rsinfsin ¢ df + rsin 6 cos 0 do (1.747)
dz =cosOdr —rsinf db,

nJIn MaTPpUIHO

dx sinfcos¢ rcosfcos¢ -rsinfsing\ [dr
dy|=|sinfsing rsinfsing rsinfcos¢ ||do|, (1.748)
dz cosf —rsinf 0 do

a To muieMo Kparko dx = Jds. Marpuna J nasuBa ce JaKO6I/IjeB8@ MaTpHUIla, a HbeHa
JeTEPMIHAHTA

sinfcos¢ rcosfcos¢ —rsinfsing
detJ = |sinfsing rsinfsing rsinfcose | =r?sin, (1.749)
cosf —rsinf 0

nasusa ce Jaxobujan, oBae 3a Tpancdopmanmje JlekaproBux y cdhepHe KOOpIUHATE.
Ksanpupajmo u cabepumo nudepeniujase (1.747), nobujamo:

di? = dz? + dy? + dz% = dr® + r* d6? + r? sin® 0 d¢p>. (1.750)

To je ITumazopuna meopema tucana y JlexkaproBuMm u cdhepHUM KOOpIUHATAMA, Y OOJIUKY
KOjU HA3UBaMO MEMPUUKUM MeH3opom. Y llekapToBuM, Kaja HeMa IMOMEpama 110 BUCHHU
(z-ocu) jy»KuHa XHUIIOTEHY3€ MPaBOYIJIOr TPOyIJa 4uje cy karere jyxkuHa dr u dy je dl.
OucycrBo Memanux nponssoja (dxdy) ykasyje Ha OKOMUTOCT KoopuHaTHuX oca (Oz 1 Oy),
KOjy nMajy u cdepHe KOOpIrHaTe.

Unyhu cdhepom r = const, mpobujamo di? = 72(dh? + sin 6 dp?), a To je KBagpaT 1yKiIHE
(nHbUHITE3NMATHOT ) JIyKa BeJnKe KpyKuuie chepe. [Ipema Tome, rHa cdepu mosynpednnka
r UHUHUTESUMAJIHA KPUBOAUHUJCKY NPasoyzaoruk je oMeheH JImAMjaMa o MOJIapHOT yIJia
0 1o 0 +df u on asumyTHOTr yriia ¢ mo ¢ + d¢. Fberosa mospmmna je do = r2sin @ dfde.
NudunuresuMaann sanpemuncky esemenam te cdepe je dV = drdo u usnocn

dV = r?sinfsin ¢ drdfde. (1.751)

To ce Bumu Ha commu [1.87] necno. Muade, Huje ciaydajHOCT IITO je ucupen, JudepeHiijalia,
KoopuHaTa bam Jakodbujan (1.749), amu o TOMe HEKH JPYTH IyT.

Bparumo ce Ha 3alakambe y3ajaMHe OKOMUTOCTH KOOPIMHATA CBAKOI' OJI cucTeMa, /leka-
proBor u cdepHor. JeJuHnIHe BEKTOPe IPBOI O3HAYUMO Ca €4, €y U €, & JPYTOr ca €., €g
u €. Ilpumernnmo na je €, x €, = €, U €, x €g = €4, ONHOCHO 1a cy oba decru cucmemu. U3
Tpancdopmanmja koopuHara (1.745) cuenn:

o P T +YEy+2E . N . . i N

é, = % = % =sinflcos g€, +sinfsing €, + cosO €,

€9 = €y x €, = cosfcos P €, +cosbsingé, —sinbé,, (1.752)
€p =2 G = —sinpé, +cosgéy,

rjie IIpBO U3padyHaBaMo €4 I1a OHJA €y. 3aTUM HaJIa3MMO HaplujajiHe U3Boje:

% o %0 _o %y

or 7 Or T Or

179Carl Gustav Jacobi (1804-1851), Hemadku MaTeMaTHIap.

(1.753)
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W3Bonu jeuHUYHEX BEKTOpPA I10 JAPYIroj KOOPIUHATH CY:
0gé, = cosBcos pé, + cosfsingé, —sinfé, = éy,
0p€p = —sinfcos p €, —sinfsing €, — cost €, = —€,,
8gé¢ =0,
a usBoau Tpehnx:
Op€r = —sinfsin g é, +sinfcosp €, = (—sinp €, + cos P €,) sinf = sin h é,
0p€9 = —coslsing €, + cosf cos g€, = cosf €y,
04€p = —COSPE; —sinp €, = —sinb €. — cos O €.
Panu nperneanoctn xopuctumo u ckpahene osnake Og f = 6% f= g—g.
IIpumep 1.4.23. Hahu npupawmaj nymare di y cheprum xKoopduramama.
Pewere. NzpaaynaBamo audepeniujan dir y chepHIM KOOPAUHATAMA:

di = d(ré,) = €. dr +rdé, = €. dr +1(0,€, dr + 0p€, df + 04€, do),

a oTyIa
dr = €.dr + égr df) + €yrsin 6 do.

IIposepa: cxagapuu mpoussof, di - di = dI? je 3amcra merpuka (1.750).
BekTope nuireMo U MacHO, yMECTO ¥ THIIEMO V, PAJIU IPErJIeIHOCTH.
IIpumep 1.4.24. [Iposepumu u3spas 3a 6p3uny
v = e, 7 +eprl + e¢r<ﬁ sin 6,

Pewere. Bp3una je mpoMeHa IyTa 10 BpeMeHY:

V=—r=r=¢€7T+e.r,

dt
a OTyJla TParXKeH!u M3pas.
Ilpumep 1.4.25. IIposepumu uspas 3a yop3arse
a=e.(i—r6% - r¢*sin®0) + eg(r + 210 — r¢? sin f cos )+
+e¢(7’<25 sin 6 + 2rf¢ cos 0 + 27 ¢sin 0).

Pewere. Yopsame je mpomMena Op3uHe 10 BPEMEHy:

(1.754)

(1.755)

(1.756)

(1.757)

(1.758)

a=v=r7+1,0 + egrf + epro + éqgrgf)sin 0+ e¢7'“¢.)sin 0+ ewdﬁsin 0+ e¢r¢.)9' cosf =

= (egf + e¢<bsin 0)7 + e,7 + (—e,0 + ey cos 0)r + e,70 + epr+
+[~(e, sin b + ey cos0)dlrosin 0 + e¢7'“q5 sin + e¢r¢5 sin @ + e¢rq5é cos ¥,

a oryaa (1.758).
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Kasa 6ucmo nmasin renepasncane KOOPAXHATE PAJIIN ONCMO CJIMTHO, y3 HEKa OrPAHIICIHA.
Tpaucdopmarmje (1.745) 6uie 6u:

z=2(q1,92,q3) a1 = q(z,y,2)
y=y(a1,92,q3) @ = q2(z,y,2) (1.759)
z=2(q1,92,93), a3 = q3(z,y,2),

y3 mpernocTasky ja cy dbyuknuje ¢ (k =1,2,3) nenpekuane, nudepeniujabuine, jga IuHe
JECHU CHCTEM KOOPJWHATA U JIa Cy OPTOBU y3ajaMHO OKOMUTH.

Hapasno na je moryhe sammcianTu TpaHcdopMalnje KOOPIUHATA KOje HE HCIIYIbaBa]y
JaTe ycJIOBe, ajld BHUIEJIN CMO Jla OHH Bake 3a cdepum cucreM. llogcerumo ce m1a ucre
MTPETIIOCTAaBKE 33/I0BOJbaBa U IMUJIMHIAPCKI CUCTEM KOOP/IWHATA.

Slika 1.88: IuymugpuyHe KoopauHaTe.

Ha coumnm BUIMMO KOOpJAMHATE NUAUHApa. ¥ JlekapToBUM KOOpIMHATAMA TATKA
T(x,y,z) je okomuTo npojekToBana Ha paBan Oxy y tauky T’ (x,y,0). Yaamenocr T' o
ucxopumra O je r, a yrao ZzOT' = ¢. Koopmunare rauke T nocrajy (r,d,z). Ha caurnm
npumellyjeMo OpTOroHaJHOCT OPTOBA €, €4 U €, 3aTuM TpaHcdopmaluje:

T =7CoS¢Q r= \/:L"Zier2
y=rsing ¢ = arctg 2 (1.760)

z =2z, zZ =2z,

Koje ¢y Hempekujane u audepennujabuane. JudepennupameM KOOPINHATA, KBaIPUPAIHEM
u cabuparmeM J100MjaMO KBaJIpaT WHTEPBAJIA, METPUKY

di? = dr® + r2d¢? + dz22, (1.761)

Koja je ekBuBajsieHT ca (1.750) 3a MUINHIAPCKE KOOPJMHATE.
Bparumo ce caza na remepasmcane koopaunare (1.759) u mocMaTpajMo IpoMeHy pajujyc

—
BekTopa r = OT ayx k-Tte KoopauHaTHe JuHHje. Ta IpoMeHa jeé BEKTOPCKA BEIMYHMHA,
OpHjEeHTHCAHA je JIy’K TaHIeHTe Ha TOj JUHUjU (q) ¥ U3HOCH

or or

— = |=|€ek = hkek, (k = 1,2,3) (1.762)
dqr. - 19qp,
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rie je hi > 0 mHTeH3UTET BeKTOpa MpoMeHe. BpojeBu hi, T3B. Jlameosu xoedpuyujenmu,
BEOMa Cy BaXXHHU 3a KPUBOJMHHUjCKE CHCTEME y oapehuBaiby Bapujallidja pajinjyc-BEKTOpPa
MPUJINKOM H3padyHaBaiba KOOpAUMHATA pa3HUX TadaKa W EIbUXOBUX Be3a.

Yuopehusamem ca (1.756) Buammo ma cy:

hy=1, hg=r, hg=rsinb, (1.763)

Jlameosu koedurmjentu 3a cdepue koopaunare. Pajgehn cimano kao tamo (mpumep |1.4.23)),
Hanum 6ucmo JlameoBe koeduriujente:

hy=1, hg=r, h,=1, (1.764)

3a nmuinHIapcke Koopaunare. OBu koedulmjeHTH 3a npaBoyrie lekaproBe Koop/nHaTe CY
hz =hy =h, =1, mro je ounraeHo.
Yourirre, nudepeHIujas pajujyc-BeKTOpa je BEKTOP

or or or
dr = 2 dg + 2 dge + 22 d ) 1.765
r o0 a1 o q2 043 a3 ( )
ca koopaunarama dsi = hy dqi TaKBUM 1a Cy:
d
he= 2k (k=1,2,3) (1.766)
day’

JlameoBu koedurmjentu. KBagpar qunujckor ejgemeHTa je
di* = h2dq? + h3 dgs + h3 dq3, (1.767)
a 3alPEMHUHCKU eJIeMeHaT
dV = d51d82d53 = h1h2h3 dqldQqu:),, (1.768)

jep ce OH MOXKe IMOCMATPATH MPUOJIMKHO Kao HapaJseseluiie]] ca crpaHaMa dsg.

[Moce6no, mocmarpajmo ckanapay dbysaknujy f(q1,qe,q3) Koja KapaKTepulle CKaJapHO
nosbe. Heka je Bektop grad f epa(?ujeHm@ TOr 1oJba y Tadku 1. [la Ou HAIIN KOMIIOHEHTE
rpaJiijeHTa, n3padyHaBaMo

of & of dgj
dflg == 1.769
jgrad = 5= 2 g (1.769)
Kako je § qk = hl , IMaMO:
k af
1
grad )y = — o,
( )k T O
penom 3a k = 1,2, 3, ogHOCHO
0 10 10
oradfe o 1O LOF (1.770)

—e9
hl 8q1 h2 8(]2 h3 8Q3
I'papujent mummemo u momohy XaMuITOHOBOT, Habaa onepamopa grad f = Vf, rie je

) 19 19
Ve o —te o+

-7 1771
h1 Oqq ho 0q2 e h3 0q3 ( )

180y 1] y3 (1.51) je moka3 ma rpaiujeHT MMa HpaBall U cMep Hajbp:Kker pacTa dbyHKIHje f.
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koju y JexkaproBuMm Koop/uHaTama uMa paHuje mmoMenyT obiuk (1.685), koju je u3 oBor
ounrsesad. Y IUINHIAPCKAM KoopauHarama, u3 (1.764) ciaenn

19 8

0
ce, T re,m L se, 1.772
Ve T as T %D (L.772)
Y cdepuum koopunarama, u3 (1.763) nobujamo
10 1 0
voe,2 1ok (1.773)

—te,———.
or r 00 rsinf d¢
Casa ce MOXKeMO BpaTUTH Ha J1epUHULNA]Y OIepaToOpa UMIIYJICa YIJIOBHOI MOMEHTa § HOBUM
KOOpJMHATaMa, KOje Cy 3a 00pTama OKO 2-0Ce IPUPOIHH]E.
IIpumep 1.4.26. Kopucmehu mpanchopmavuje xoopdurnama (1.745), dexapmose y chephe,
noxasamuy da cy mavwre gGopmyae:

0 sing 9

P inecosqﬁaa %COSGCOS¢§9 %sinea—d),
a@ = smHsmqﬁar +1 cos@smgﬁae ics‘f;g%, (1.774)
8%1 = Cosear - ;81110689.
Zloxas. TlpBa jeqHakocT:
g ar 0 80059 0 +8tg¢ g
or Oz 87‘ Oxr 0Ocosb oz 0tg¢ -
_z 0 —xz -1 2_ y ¢_
ror 3 sn008 a2 0¢
o 1 0 1 sm951n¢
=sin® — + —sinf 0 — a7
=sin COS¢87" Ty sin cos ¢ cos sinf 90 7 sin® 0 cos? gZ) ¢8qﬁ
=sinf cos gb% + %cosqﬁcos@% - %lezz é?gb
Ipyra jenHaxoct:
g ord 80080 0 +8tg9 g
ay oy ar " dy Ocos Oy dtgd
y90  —yz -1 0 1 0
- r8r+ 73 sin089+xcos ¢ 0¢
o 1 o 1 1
=sinf — + —sinf 0 - o
= sin Sm¢8r " T sin¢sin ¢ cos sinf 96 " r siHQCosg[) ¢8¢
= smesmcbg + %smq&cos@% i%%
Tpeha jemmakocr:
2 or 0 80089 0 +8tg¢ 9
0z 0z 8r 0z Ocos 0z Otgd
o (120
“ror r3 ) sin6 96
0 0
= cosf—+ = (1 -
cosf—- + r( cos™0) -0
= COS@% - %sm&%
" 7o je To. O
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Payn posepe, u3 (1.774) MozkeTe n3BecTH n3pas 3a Haba orneparop y cepHuM KOOP/Ii-
narama (1.773). Oneparop yrioBror momenta (1.686) caza mocraje

2 1 0 0
L=-ih =ih Ep— 1.775
hx V=i (easmﬁagb €¢69) (1.775)
N3 nperxoguux TpaHcdOpMaIinja MOKEMO N3BECTH:
= h(singf)% + ctg b cos gb%) )
[:/ = h( cos gi)% + ctg fsin gb%) , (1.776)
L, zhaa(b,
a oTyIa:
[, =1 ip ; 92
b _% ; e ( o HCtge&f’)f (1.777)
L =1L, = i (aa—ictgG%).

Huje To jenmuan HaYWH.

V penpesenTanujn chepHIX KOOPANHATA, yIPYy?KeHa COICTBEHA CTama omeparopa L2 u
L, osnagasamo ca |l,m) u umamo:

L2, m) = B3+ D[l m), L., m) = himll, m). (1.778)

IIpu tome je L2 = ~h2r2(7 x V) - (7 x V), oHOCHO

5 1 0 0
I?= h“[ 2———( —)] 1.779
v r2 Or or ( )

[Mozcerumo ce na je Jlanaacos onepamop, V2 = V -V, CKaJapHH IPOU3BOJ HabJIa OIIEpaTOpa
1 Ja ce OH MOKE€ CBECTH Ha O0JIMK

, 1[0 ( 9 a) 1 0 ( 6) 1 92
=—=|=—\|r"= 0— — . 1.780
V=2 T ar) T smeae U050t snzg 002 (1.780)
Cwmenom Jlamnacosor oneparopa y (1.779) u cpehusamem no6ujamo
2 1 0 0 1 02
L? = -1 ( 0— ) —— . 1.781
[sine a0 "85 ) ¥ G20 062 (1.781)

Ha Jlamracujau (Jlamracos omepaTop) MOXKeMO MHCATH y OOJIUKY:

5 1 (‘9( a) 1 24 107 1 2
- L =——-——1L". 1.782
T r2or or h2r2 rOr?  Rh2r2 (1.782)

By ce u3 (1.779).

IIpumep 1.4.27. IIposepumu —ihyz a

Pewerve. U3 tpanchopmanuja (1.745) u npumepa [1.4.26| jobujanmo

i 0 0 0
b h —— —.h_
! (xay yé?:r) ! 0¢’

YBPIITABAKEM Y 3arpajiy u cpehuBarmbeM. O

Pacrko Bykosuh 363



KBAHTHA MEXAHUKA

ITpumep 1.4.28. IIposepumu jednarxocmu y (1.777).

Pewere. VzpaaynaBaMo IpBy, PeIoOM:

. 0 1 0 1lsin¢g 0
_TCOSQ(SIHHCOS¢E+;COS€COS¢%—;Sin08—¢)+

+rcos€(isin6’sin¢%+%cos9sin¢%+:j(;iosz%)
. . 0 sinf 0O
_rsmﬁ(cos¢+zsmqﬁ)(00595— . %)

= rcos&sinﬁew% + COS296i¢% + %iew%

—rsinf cosf ei¢% +sin?6 ei‘b%

ig( 0 . .cosf O
=’ —=+i——— ],
00  sinf 0¢
a TO je TIpBa TPaKeHa jeTHAKOCT.
NszpagynaBamo JIpyry, peaoMm:

%ﬁ_ = —z% +iz§y + (m—z’y)% =

= —rcosﬂ(sinecosgb% + %cos&cosqb% - %zﬁz%)+

+rcosf (z sin @ sin (Z)_(?ar + %cos@sin ¢—80 + ~nd _&b
0 sinf 0

- o 99 _ o9

+78in f(cos ¢ —isin ¢) (cos 5 " 89)

0 0 0. _..0
= —rcosfsinf e_“ba— —cos?fe i = cos ie " — 4

+
r 00 sinf ooy

d icos¢ 8)

0 0
+rsinfcosfe ™ — —sin?fe " —

or 00

_i¢( 0 .cosf 0 )
=—-€ — — 1 Py B
00  sinf 0¢

a TO je JApyra TparkeHa JeJIHAKOCT. O

O6e oBe jemHaKOCTH MOXKEMO JIOOUTH U Jpyradnje, Kao y ciegeheMm mpumepy.

IIpumep 1.4.29. IIposepumu

N . 0 cosf O
L.-= hﬂd’(— ' —)
== EC 90 T Sing 09 )

kopucmehu mpancgopmavuje (1.745).
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Pewerve. YBpmrraBamMo u m3padyHaBaMO PEIOM:

L= Losil,=-in]y %_zaﬁi (8%_3;83)]
= —ih[(y F zx)% -z ((% F z%)] = h[ﬂF(x + zy)% +2z (% + z(%)]
= hr I::F sin Qeiw% + cos 0 ((% + zé%)]
_ h[:psineeﬂ¢ (rcos@% - sinﬁ%) £ cosh (1" sinee*i¢% + cos eeﬂqﬁ% s :HZ a%)]
=he*i¢( §0+zctg0%)
a 0 je u Tpe6ao AoBuTH. 0

Ipumep 1.4.30. Hoaasehu 0d L? = L.L_+ IE —hL, useecmu L2.

Pewerve. V3paaynaBamMo peaoMm:

0 cosf 0 0 cosf 0 9 \? 0
_ K0 il —ip il _ih 2
= he (aa Zsiné’agb)[he ( a6 ’smeaqs)] (magﬁ) Hih5e
gcosf O

209 9 9?2 cosf 0?2 cos? 0 8
e SR h2 | -1 -
sn0 00 " 2006 002 " sinf 0g00 96

sin 9

52 cosf O? 2 cos? 6 92 2 0?50

Sind 9006 | sin20042 | 02 96

0?2 cosf@ O cos20\ o2
R gy ) -
262 "' 5ing 06 ( ’ ) 0¢?

sin’ 0

2 2
+ih?|-1- 0?520 +1+ C?SQH 2
sin” 0 sin“ 0 ) 0¢

= —1? ! 8(51n¢98)+ 1 8—62
- sin@ 00 90)  sin%0 042 |’

a To je Tavuno jenHaxo (1.781). O

IIpehumo caja Ha mpencTaB/bambe OBUX n3pasa moMohy chepHux xapMoHuka. Kao mro
3HAMO U3 MaTeMaThke, c(hepHI XapMOHUIIN Cy YTAOHHU JIe0 pelema Jlanmacose jegnadnme y
cepHIM KOOPAUHATAMA.
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1.4.12 CdpepHu xapmoHmMum

Kako oreparopu L, u L? 3aBuce caMo oJ] yriioBa @ I ¢, FbIXOBa COIICTBEHA CTamba 3aBICe
camo o # u ¢. O3HaYNMO HUXOBA yIPYZKEHa COIICTBEHA CTalba Ca

(0011, m) = Yim(0,9), (1.783)

rae ¢y Yy, (6, ¢) venpexnanae dbyuxnuje aprymenara 6 u ¢. Caza je moryhe nmcatu concrsene
Bpeanoctu (1.775) y obiuky

L2Yin (0, 6) = K2(1+ 1) Yim(0,6),  L2Yim(0,6) = FmYim (6, 6). (1.784)

[omro L, 3aBucu camo oj ¢, mTo ce BUaM u3 upBe jexmnakoctn (1.776), mperxomme Be
je/lHaunHe yKa3yjy Ha cemapabuaHocT concrsene dyukuuje Yy, (6, ¢), na numemo

Yim(0,9) = O (0) P (). (1.785)
[Ipenosnajemo ma je
LyYim(0,6) = /11 + 1) =m(m = 1) Vi 141 (6, ¢), (1.786)
u3 (1.735), um upse y (1.722).

IIpumep 1.4.31. Concmeene dpyrryuje u concmeerne pedHocmu L. cy:

1 .
<I>m(¢):—2e“"¢, m=—l,-l+1,...,1-1,1,

V21

ca ueaum bpojem .

Pewerse. VI3 nperxomuux jeHakoctu go06ujamo L.Op, (0)®y(¢) = mhOp, (0)®,(¢), ua
360r L, = —1hdy nmamo:

0P ()

~ihOim (6) 59 = MmOy (0) P (9),
_i%ﬁ:m%(@,
By () = i

Vo
27
/D 87 (6)Dun(6) A = Sy

To je yc/l0B OPTOrOHAJIHOCTH pelleiba ca KOHCTAHTOM HOPMHpama \/27m. JejaHo3HaYHOCT
Tpaxku Jia oBa (GpyHKIHja Oyje MepUognIHa ca IepuoIoM 27, OMHOCHO @, (¢ +27) = @, (@),

a oTyIa ' 4
em’n(zz5+27r) _ ezmzi).

U3 penanuje npousuiasu jia ce ouekuBane Bpeauoctu [, = (I, m|I:Z|l , M) orneparopa L, croze
Ha JINCKPeTaH CKYyIl
ly=mh, m=0,£1,+£2,...

[Ipema Tome, BpemrocTn m uiy ox —l no I, penom:
m=-l,-l+1,-1+2,...,0,1,2,...,01-2,1-1,1,
na u kBaunTHu Opoj | mopa 6utu 1neo. To ce odekyje 3aT0 MTO OPOUTHU yraoOHH MOMEHAT

MOpa UMaTHu 1eJ100pojHe BPeTHOCTH. O
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Cormcreene dyukimje Oy, (0) TpaxKknmo 3a oneparop L? na npa naunna. IIpsu je nomohy
nudepeHIjaate jeJHaunie duja pelewma cy Jleorcandposu nosuromu, a apyru je aareba-
PCKH MEeTOJI KOjU pajIii Ca OIepaTopIMa Lymn Jlaje eKCILTMIUTHA perena Y, (0, ¢) y obauky
CcPHepHULT TAPMOHUKA.

Mpeu HaumH

Ba npBu HaumH, nosxaszumo of (1.781) u comcrBenux yHKIUja

Vi (6, 6) = %@lmw)ew (1.787)

Iobujamo:

7 -h? : 2 m
L2Yin(0,9) = = g g (sin05) + 5y i | Oum (0)e™

- e - (1.788)
L?Yim (6, 9) = =5 O (0) €™,
IITO Ce eIMMUHAIjOM HE3aBUCHE ¢ CBOIM Ha,
1 d[.  dOum(0) [ m ]
Csing O e 1) - -2 o (9) = 0. 1.789
sinade[sm d ]+ (D)= Gy | Om(®) (1.789)

To je Jlexxanaposa dugepenyujarna jednavuna. Pernema ce Mory m3pasuTu IOMONY IpH-
npyzxenux Jleocandposux dynryuja P (cosf), y obmuky

@lm(e) = Clmle(COS 9)7 (1790)
nedrHECAHTX Ca
Iml
Pr(z) = (1222 T py, (1.791)
dzxlml
OBo mnucame 3u0atu jia je
B (x) = P"(x), (1.792)

e P(x) npencrasiba [-tu JIexKaHIpOB MOJMHOM JIeDUHUCAH U3PA30OM

Ld, ,
Pl(x):2l—“@($ -1), (1.793)

Koju ce HazuBa Podpuzesosa dopmyaa, Hekata HazuBaHa AjBopHu-JakoOUjeBOM.
IIpBux HexkomKo JIexKaHIPOBUX MOJTUHOMA CY:

Po(x) =1,

Pl(x) =,

Py(x) = 5(32% - 1),

Py(z) = 5 (523 - 3z), (1.794)

Py(z) = i(35954 - 3022 +3),

Ps(z) = 2(633:5 — 7023 + 152),

OBU TOJIMHOMU Cy TPUKA3aHU HA CJIMIH 360r pa3/BOjeHOCTH HBUXOBUX HYJIa BUIUMO
X Kao ,,0CIIIIOBAIHE" OKO T-0Ce y OJIM3MHU MCXOIUIITA.
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Hakon cpehuBama TpuroHoMeTpujcKux u3pasa, 3a npse Jlexxauapose pyHKIMje KOCHHYyCa
nobujamo:
P} (cos®) = —sin¥,
P} (cos ) = ~3cosfsin,
P2(cosf) = 3sin? 4,
P} (cos®) = —%(500820—1)31119, (1.795)
PZ(cos) = 15cos Osin? 0,
P3(cosf) = -15sin4,

OunryeHo je ja U OHe UMajy TaJacuMa CJIMIHe O0JIUKe.

05— /

-0.5 / Po(x) N
pd o) —
/ Pa(x)

Pas(x)
-1 | | | Ps {K) T

-1 -0.5 0 0.5 1

Slika 1.89: JlexkaHIPOBHU ITOJTUHOMH.
[Ipumernmo na JlexkauapoBu MOJTMHOMU 3a/10BOJbaBajy cienehy pesarujy
%g(zu V)P () P(x) = 6(z - '), (1.796)
re je 6(t) dupaxosa deama ¢ynruyuja (1.527), a na je
P(-z) = (-1)'P (). (1.797)

3aruM u3padyHaBaAMO IPBUX HEKOJIUKO JlexkaHIpoBux GyHKIH]ja:

Pl(z) = -V1-2a2, (1.798)

P)(z)=-3zV1-22, Pi(z)=3(1-2z%), (1.799)
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Pi(zx) = —2(5332 ~D)V1-22, PX(z)=-15z(1-2%), Pj(z)=15(1-2%)%% (1.800)
u jnawe npema dopmyan (1.791). Ilpu Tome je Plo(x) = P(x)3al=0,1,2,..., a oBu

nosmeOMHI Kocuuyca cy (1.795).
Koncranry Cypy, u3 (1.790) nahu fiemo u3 ycioBa opTOHOPMUPAHOCTH:

27
(0 mllm) = / do / sin 0 (1,06 )(0|L, m) dB = 5116, (1.801)

KOJy MOXKEMO HAIUCATH y ODJIUKY

27 ™
/ do / SN0V, (0, )Yim (8, 6) 6 = Spidym, (1.802)
0 0

IITO je pejaliija Mo3HaTa Kao yCJI0B HopMan3alyje chpepHrX XapMoOHUKa. Yorpedbspasajyhu
(1.787), nape HaIa3MMO

27 2 21 T
/ d¢/ sin 6 Y, (6, ¢)|* d6 = [Com|” / d¢>/ sin@|P™(cosf)|*df = 1. (1.803)
2 0

[Toznajyhu Teopujy jonesbenux Jlexkan1poBux OYHKIMja MUIIEMO

2 (I+m)!

/0 sin® P} (cos 0) P};* (cos8) db = A1 )'6” ,

(1.804)

IITO Cce ,ZLO6I/Ija, 13 yCJI0Ba HOPMHUPAaHOCTHU TUX ITOJIMHOMA. Ca IPpEeTXOAHUM, HaJIa3UMO

m = (—1)’”\J QZT” 8 - Z;: (m>0). (1.805)

Cwmemyjyhin (1.790), nmamo

20+1 (l-m)!
=(-)™ " . 1.
Komnaano, Bpahamem cMmena, 1o6mjamo
_ m 2l+1(l—m)' m ime
Yim(0,9) = (-1) \} 5 mpz (cos)e™?, (1.807)

a Taj pe3yJsITaT Ha3uBaAMO HOPMAAU308aHUM chepHIM XapMoHHUInMa. OOWYHO ce y KibUraMa
KBaHTHE MeXaHWKe He HaBoje MareMarndku jokasu (B. [3]) mosmarux crasosa, na 6u ce
n3beryie HemOTpeOHE OMINMUPHOCTH. TakBe geTabe O JIeKaHIPOBUM ITOJIUHOMUMA MOYKETE
[IOTPAKUTU U HA I/IHTepHeTyFiTI, a Takobhe u 0 chepHUM XapMOHUIIIM

1811 egendre polynomials: https://en.wikipedia.org/wiki/Legendre_polynomials
1828pherical harmonics: https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_harmonics
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Hpyrn HavmH

Jpyru maumn Tpazkermsa corncrsenux dynximja Oy, (0) omeparopa L? je memocpesma
KoHCTpYKIMja Yy, (6, ¢). Kpenyhemo ca ciyuajem m = [, mTo je MakcuMmaJiHa BPEIHOCT 1M,
a 3aTnM heMo aHaJoTHO paJjiy ca OMIINTHM YIJIOBHUM MOMEHTOM aarebapcKu paspahuBaTu

IIPETXO/THO. X
JlemoBame oneparopa L, wa Yy maje mymy
(06|L.]1,1) = LYy (0, ) =0, (1.808)
jep ce Yy He MOxke mOJM3aTH Jlasbe 01 Yi ... Kopucrehn (1.777) oy jenmaxocT mnumemo
y 00JTUKY
e (0 0 ;
— +ict 9—)@ 0)e? =0, 1.809
OJIaKJIe
90u(0)
—= =[ctgh. 1.810
50 ctg (1.810)
Pememe oBe nudepeniujaine jeHadume je 00IUKa
Ou(h) = C;sin' b, (1.811)

rze je C; KOHCTaHTa KOjy Tpeba ojpeauTu u3 ycjioa Hopmupambsa (1.802) 3a Yy (6, @)
C
s

Yu(6, ) = ¢ sin' 9. (1.812)

[Iporernhemo j7a je oBa KOHCTaHTa OOJIMKA

o - (-1 [(2+1)

1.813
200! 2 ( )
mTo ce morBphyje YBPIITaBaIbLEM Ha3al,
lemoBame omneparopa L, Ha Yy maje
L_Yy(8,¢) = V2rY11-1(6, ), (1.814)

a ca Jpyre cTpaHe

N -8 f@r+1)
L_Yy(0,9) = (2lu) \/( l;T ) e“l—lwsinl—le#;lsesin?l 0, (1.815)

rze ¢y takobhe kopurnrenu cdepun 3amucu (1.777).
CmaHO MOYKEMO HOKa3aTh ja je menosame L™ na Yy (0, ¢) naro ca

(20)!(1 +m)!

Tl-m _ zl-m
L— %1(97¢)—h (l—m)'

Vi (0, ¢), (1.816)
a ca Jpyre cTpaHe

- o (DE @Dl 1 a-m
Y6, 0) = o \/ img 2Ly 1.817
- Yu(9,¢) 207! 4 s 0deos-mg o ( )

rae je m > 0. Ynopehyjyhu ose jemnakocrn, 3a chepru xapmonuk Y, (6,¢) 3a m > 0
nobujaMo u3pas

(-8 | 20+1 (1 +m)! 1 d-m oy
Yim (0, ) = ime 0. 1.818
m (6,¢) 20! 4 (I -m)! ¢ S @dcosmg O ( )
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OcobuHe cepHux xapMoHMKa

Cdeprn xapmonuru Yy, (6, ¢) cy 3ajeqandke concrsene GyHKIHje OMEpaTopa L*u L,
Koje 360r jeauakoctu (1.802) uune opronopmupany 6a3y XuabeproBor npocTopa KBaJpaTHO-
nnrerpabmwinux dyukiuja 0 u ¢. Ycjios KoMiuieTHOCTH Ha3e je

l
Yo ll,m){l,m| =1, (1.819)
m=—1

onHOCHO Y. (0|, m)(l,m|0'¢’) =

_ZYlm (0", 0"V Y1 (0, 0) = 5(cos® —cos0')d(¢p - ¢)_5(0 0)

o(p-9"),
rze je 0(t) dupakosa nenra dbyHKIm]a.
Cdepru xapMOHUIIN CYy KOMILIEKCHE (DYHKIHjE, a

[Yin (8, )] = (~1)™Yi (0, 6)- (1.820)

je KoHjyroBaHa BPeIHOCT Y, (6, ¢).
Oyukimja Yy, (0, @) je concrreno crame onepamopa napumema P : 7 — —F ca COINCTBEHOM
spemonthy (—1)!, namwve:

PYim(0,8) = Yom (7 = 0,6 + 1) = (1) Vi (0, 8), (1.821)

jep omepaTop napureTa npeacTaB/ba pedJIeKCujy MO3UINja OKO UCXOIUIITA, KOjO] OJIN0BAPajy
npecinKaBama § - T — 60 u ¢ - T+ ¢, WTO AOBOMH 70 €M — MM — (_])meimé
P (cosf) - P™(-cos) = (-1)"™ P (cosh).

Besza uzmely cdeprnx xapmonuka u JIexKaHIpoBUX TOJIMHOMA, YCIIOCTaB/ba CE je THOCTABHO
ysumajyhu m = 0. Jeamakocr (1.818) Tasa nocraje

20+1 2l +1
Yi0(0,¢) = 2”' \/ o dcoslG 1n2l(9—\/ Pl(cosﬁ) (1.822)

ca
1 !
Pi(cosf) = T deo (cos 6-1)". (1.823)
U3 uspasa 3a Y, (6, ¢) usBomumo
20+1
Yim(0,6) =\ 2= 6,00, (1.824)
4dm

Oryna Bpeanoctu cepuux xapmonnka 3a [ € {0,1,2} y cienehoj rabesu.

Yb() = \/% YlO = \/ 3 cosf Yl,:l:l =F4/ 8% 6ii¢ sin 0 (1 825)

Yoo =/ 7= 16# (3cos?0-1) Yo.1 =%/ % e*'? sin 6 cos 6 Y .0 = \/% e*2?sin% 9,

rie je Yim = Yim (0, ¢).
Bpeanocru Yy, (0, ¢) tpancdopmanmjama (1.745) mpesomumo uz cheprux (Orfo) y
Hexaprose npasoyrie (Oxyz) xoopaunare. Tpebamo camo:

sin@cos¢=£, sin@sind)zg, cosf =2 (1.826)
r r r
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cvenutn y Yy, (6, ¢).
Ha npumep, cmenom cosf = z/r Haiazumo:

3 z 3 z
Yio(z,y,2) =\ — ==\ — F———s=-
dr r AT\ [22 + y2 + 22
Cwmenama sinf cos ¢ = z/r u sinfsin ¢ = y/r nanasumo:

=sinfcos¢ £ isinfsin¢ = sin @ e**?,

Yiai(z,y,2) =F/ 3 wEly 1/ 3 sin 6 e*'®.
’ 8t r 8

Ha Taj naunn nobujamo uspaze y cienehoj tabesn.

_ 1 _ 3z _ 3 zxuy
Yoo = 7= Yio=v\/47 7 Yia=F\35:

_ 5 3z2-r2 _ 15 (z+iy)z _ 15 x2-y2+2izy
Yoo=\/16: 57— Yo =F\/5. 2 Yewr=\/gom 2

rae je Yim = lm(l'aya Z)'

a oTyJia

(1.827)

(1.828)

(1.829)

(1.830)

IIpumep 1.4.32. PomauuoHa cumempujo uMniuyupa KoH3epeayujy y2ao8hoe MOMEHMQ.

Howxas. Ilocmarpamo nHGUHUTE3INMAJIHY POTAIjy OKO 2-oce. Taja je:
=z+dly, v =y-dfx.

[Ipemuureposa jegHadnnaa npeaas3u y 00IUK:

f[¢(x,y,z)zE¢(w,y,z) - ﬁz/)(erde,y—de,z):Ei/)(m+d9y,y—d0x,z),

a meH TejsiopoB pa3Boj maje:

A 7a0 (22,2 oy 9
Hy(x,y,z) + Hdb (a—fy— a—zjx) = EyY(z,y,z)+ Edf (%y_ 8_1551;)

Opy3uMarmeM HaJIa3uMO
~ (0 0 0 0 -
H(— ——x) =(— ——x)H .
ox” Oy v ox” Oy v
JlakJie, IPOHAIILIM CMO OIIEPATOP KOjU KOMYTHPa ca XaMUJITOHHjaHOM, TAKO 1 je
- 0 0
(i 2o 2],
ox” Oy
rie je —th KoHcranTa ja 6u oBaj omepaTop 6mo

i}z = —Zh(g - 3«T) = «%ﬁy = YPa,
Yy

JaKJle £ KOMIIOHEHTa YIJIOBHOI' MOMEHTa L=7rx ]3 Konauno nmamo KOMyTaTope:

[I:Ivﬁz] = [E[azx] = [ﬁ7£y] =0,

a 3HAMO J1a OIIepaTOPHU KOjU KOMYTHPA]y ca XaMUJITOHUJAaHOM UMILIAIUAPA]Y Ja Cy (HU3UIKe

BeJImdnHe KOH3epBHUPpaHe, Ja 3a IbUX BazKH 3aKOH O/IpzKalba.

O

3aro Yy 3aTBOPEHOM KBaHTHOM CUCTEMY BaKW 3aKOH O/Ip2Kaiba YKYITHE KOJIMYNHE CIINHA

CBUX YeCcTHUIla.
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1.4.13 Atom BogoHuKa

HajjennocraBanju dbusnyaky cucreM KOju CaJpKi HHTEPAKIje MOTeHnnjata (HIje H30J10-
BaHa YECTHUIA) je amom 600onuka duja perema [lpeuHrepose jeHAIMHE CMO TIOMUELAIIH Y
upumepy [[.3.77} Jenan nporoH, jean esqeKTpoH u enekTpocTaTniku Kyaornoe nomenyugjan

KOJU UX JPKU 3aj€THO

62

U-=- , (1.831)
4megr

KOJjU je MpUBJIAYHU MOTeHInja1 u3Mmely Haboja +e u —e Ha Mel)ycobHO] yaa/beHOoCTH 7
U
ro 2rp 3rg 4rg r

1

1 I 1 I {
0

—10eV +

—20eV A

—30eV +

Slika 1.90: Kymonos morenrmjadt.

Kopucrehu rpancdopmanmje kooppunara (1.745) usmehy dexkaprosor Ozyz u cepHor
Orf¢ cucrema, mummemo Ilpedunezeposy jednauuny y JekapToBum
0?1 N 0% 821/1 2m
0x? 0Oy o2

S (E-U)y =0, (1.832)

u cpepHIM KOOPIUHATAMA

10 ( 281/1) 1 ( 8¢) 1 8%
— + - ind -
r29r\" Or) r2sinf 00 90 ) " rZsing (9<z52

(E U) =0. (1.833)

Kana ykspyanmo Kynonos norenrmjast (1.831) u moMHOXKHUMO 06€e cTpaHe OBe jeIHAKOCTHU ca

r?sin? 6, nobujamo

50 o 8¢) 0% 2mr?sin?0 [ €2 ~
sin 0(%( o ) +8 n989 (sm980 + 997 + 2 po— +FE|=0. (1.834)

Pemremse oBe jegnaunte je Tasacua pyHKIHja Y 3a eJIEKTPOH Y ATOMY BOJOHUKa. AKo Haliemo
TO pelleibe, y IPUHINILY, ca3zHaliemo cBe 1mTo Tpeba 0 BOJIOHUKOBOM aTOMY.

Kama nmamo jemmadwmny momyT roprbe, jeJaH OJf HaUWMHA 3a DPEIlaBalbe je Cenapayuja
sapujabau, Tj. Ppa3nBajambe jeHAYUHE Y PA3/JMIUTe JeJI0Be Ca IO jeTHOM BapujabiioM y
CBaKOM JIeJTy. 3aTO IHUIIEMO

Y =1(r,0,0) = R(r)0(0)P(¢) = ROD. (1.835)
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Haxkon Tora nmamo u3BoJe:

2 2
W_gpllt 00 _ppl® OV _pel?

= , = —, —_—, 1.836
or dr 00 do 02 do? ( )
rie ¢y maplyjaHd W3BOAM IOCTAJIN IIYHHM M3Boau, jep dyaKIimje R,O0,P 3auce camo ox
1,0, ¢ penom. OBo cvemyjemo y (1.834).

Cwmena 1 = RO® y llpeaunrepoBy jemunaduny u aeneme ca ROP maje

sin?0 d 9dR sinf d (. dO 1d2® 2mr?sin?6 e2
— ( ) + (Sln 9—) + +F

R ar\" ar 0 ) vdr T w

=0. (L
5 70 0. (1.837)

dregr
Oppojena je Bapujabiia ¢ Tako 1a je uspas

1 d?®

® dg?

dyuknuja camo ¢. [IpemecTumo TO Ha JiecHY CTpaHy je/lHAYMHE, TOOUjaMO

O db

) : 2 242 2 1 2‘1)
sin Hi(TQ@)JrsmG d (siHQ@)Jr mresin“f [ e L E :__d_ (1.838)
R dr\ dr h?

dmegr d dp?”

Jennaumna mocraje obmuka f(r,6) = g(¢), vae je f dyukuuja camo r u 6, a g dynkmja
camo Bapujabiie ¢. To je moryhe camo y ciyuajy f(r,0) = const, nakie ga je dynknuja f

KOHCTAHTa, OJJHOCHO JIa je He3aBUCHA Of r 1 #. 3aTo muIeMo
1d*®
_EW =ml, (1839)

a CMHCAo KOHCTaHTE 1m; eMo BUIETH KacHHje.
Hogemmo jeamaunmy (1.838) ca sin? 6, mobuhemo

rd QdR) 2mr? [ €2 m? 1 d ( . d@)
rTa(ppi), (g - - 2 (sing 22 1.840
R dr (T dr " h2 (47r501" i sin?f ©Osind db - ’ ( )

a oIeT MMaMo pas3nBojeHe Bapujabsie. Ha y1eBoj crpanu jemHakocTn je pyHKIHja caMo T, a
Ha JiecHOj je pyukmmja camor §. Oter, To je moryhe camo ako Cy cBaka O CTPaHa jeIHAKOCTU
KOHCTAHTE, & y OBOM CJIydajy Ty KOHCTaHTy hiemo o3nauutu ca [(l + 1).

Tako cMmo gorin 10 Tpu AudepeHInjaane jeIHadnHe:

‘C%f+ml2¢>=0

1 d (g pd® m} _

g ap (50057 + l(l+1)—sin—59]@—0 (1.841)
1 d(.2dR 2 2 1(1+1) _

T_QJ(T W)+[%(4:€0T+E)—T—2]R_O,

Ymecro jenHe Besmke napuujasne audepennujanse jeanadnte (1.837) ca tpu Bapujabie,
“MaMO TPH jeJHOCTaBHUje JudepeHIjaHe jeIHAYNHE Ca 110 jeJHOM BapujabJioM.

Kpantau 6pojeBu cy koHncrante Koje gedunuity perieta [lpenunrepose jennaanne. Y
caydajy npse jeqaaqnse (1.841) nmamo

o(p) = Ae"™, (1.842)
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rie je A KoHCTaHTa HOpMupama. Kako ¢ u ¢ + 2w mpescraBibajy jeJiHy TadKy y IIPOCTOPY,
ouhe
Aeimlqﬁ _ Aeiml(¢+2ﬂ')’

IITO je TadHo jemawHo 3a my = 0,+1,+2,..., a 300r pa3jora Koju y OBOM TPEHYTKY HUCY
BUJIJBUBH, M) HA3UBAMO Ma2HEMHU K6AHMHU OPO].
Hpyra jeqnadnna (1.841) je no 6. Ona ykibyuyje 4ian

2
I(1+1) - —L (1.843)
sin® 6
7 ToKa3yje ce Ja OHa MOyKe OMTH pelreHa caMo Kaja je | meim 6poj Behu wiaum jeaHax my.
Tako Ha/MIA3UMO 0opbdUMHU K6aHMNMU OpOJ, ca orpanuydemeM my = 0, +1,£2, ... £[.

Tpeha jennaunna (1.841) je pagujanna, pemerba cy dynkmnuje r. Ona Moxke OUTH perreHa
caMo 3a eHepruje F Koje 3a70BOJ/baBajy HEKe yCJIOBE Koje IMo3HajemMo y BopoBoM Mmomesmy
aToma
me* _

Ep=—e = 2L
" 32220k n?

n=1,23,... (1.844)
rJe ce m Ha3UBa 2446MHU Keanmuy 6poj. Y Toj Tpehoj jeHauYMHEN Ce T0jaBJ/byje MPOU3BO/L
[(l+1). U3 reopuje nudepeHnmjaanux jeiHaunHa IPOU3UIA3H JIa ce perierbe R Moxke Hahu
caMo y ciaydajy aa je n Behe mim jemaako ox Opoja [ + 1, 1pyruMm pedmMa, KaJa je UCIIYyHheH
yeaoB [ =0,1,2,...,n—1.

n l my w(rv 97 QS)
10 0 L e/
7ra0
1 _ ) _,-r/2a0
2000 13ma)? (2-%)e
2 1 0 7 \/%ag 750 1240 cos 6
2 1 =l LT em/2006in g e
Sﬁag/2 an
30 0 @ —Ls (27- 18- +2%)e—r/3a0
81 37ra0/ ao ao
V2 -r/3
3 1 0 W@—;—O);—Oe r/ %0 cosf
3 1 1 —LE_(6-L)Le/300gingeri®
81y/mal/? ao ) ao
2 _
32 0 W%e r/3a0(3 cos? 0 - 1)
3 2 +l W Z—ze”"/“q’ao sin @ cos f e*'®
7Ta0 0 9 )
3 2 £2 — L1 e300 gin? g ¢+2i¢

Le
162y/7a/? g

Tabela 1.6: Crama BOIOHHKOBOI aTOMa.

Haxue, pemema [peaunrepose jeauaunte (1.834) 3a arom BoJioHMKa MOpajy 6uTH 00JIMKa
(1.835), ca HaBejieHUM ocobMHAMa KBAaHTHUX Opojesa n, [ um;. [IpBUX HEKOJIMKO HOPMUPAHUX
TUX pellieha, TAJACHUX (DYHKIMja BOJOHUKOBOI aToMa, JIaTo je y Tabean Koncranra
ag = 4megh?/me = 5,292 x 107 m je pamujyc yuyrpamnmse Bopose op6ure. Ha mpumep, 3a
KBaHTHE Opoj n = 3 Koju ojaroapa Jpyrom mnobyhenom crarmy BopoBor aroma BOIOHUKA U
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opbuTHOM U MarseTHoM 6pojy [ =2 u m; = —1, umaheMo HOpMHUpaAHa peIemna;
1 5 N
D(op) = e 00) = sinfcosf, R(r)=—————¢ /30, (1.845)
V2 2 81./30a2/° ap

a Y je Mpou3BOJ OBe TPU. 10 je MpeTHocje b pejl Tadbere.

I'maBuun kBanTHE OpOj M 3aBUCH Ol €HEPruje eJeKTPOHa M IOKa3yje ce 11a je jeTHak
IIPETXO/IHO TIO3HATOM U3 BopoBor Mojiesia atoma. Ta jeIHAKOCT J10J1a3U U3 TajacHe MPUPOJIE
€JIEKTPOHA, aJId ca JOJATHUM JleTa/buMa KOje HaM JIOHOCH KBAHTHO pelllermhe. 3HAJO ce 1a
Cy €Hepruje eJeKTPOHa Y aTOMY BOJOHWKA KBAHTOBAaHE W Jia UMAajy HeraTuBHe OpojeBe, ajin
caJla 3HAMO Jla U NO3UTHBHE eHepruje Mory ourtu periera [llpenuHrepose jeHavqnHe, Tajia
3a CJIODOJIHE eJIEKTPOHE.

Hudepennujanua jeqnadunna 3a R(r) ce Moxe nucaru

L (pdn

r2dr " dr

2m R21(1-1)
)+ﬁ|:KT+KO_W R=0, (1846)

e cy K, n K, Kunetndka pajiijajHa u opouTaaHa eHepruja, Ipu YeMy je YKyITHa KUHeTHIKA
emepruja K = K, + K,, a ykynna enepruja E = K + U, ca KysoHoBoM moTeHIujasHOM
eneprujom (1.831). Ona, KuHeTHYKA €HEPruja je yBEK MNO3UTHUBHA. KHHETHYKEe eHepruje
je sromuo pazasajajtu na K, u K,, jep ako pajujajHa jeJHaINHA UM, CAMO PaJIAjaAJIHY
3aBUCHOCT, OHJIA j€ WJIaH ca OpOUTATHOM KUHETHIKOM €HEPIUjoM 3aHEMAPUB.
N3zbanuBame opbuTaiHe KHUHETUIKE eHeprije u3 jeTHauInHe MOCTUKEMO Ca
B R2I(1+1)

Ko=) 5. (1.847)

Suamo ja je K, = %mvg, rje je v, opburasna 6p3uHa (TaHreHTHA), a Ja je opOuTaJHu

yruosuu MoMenat L = mu,r, a oryaa K, = L?/(2mr?). Kombunyjyhn nperxoie, Hagia3umMo
L=+/I(l+1)h, na kako je 6poj [ =0,1,2,...,n—1, nakje KBaHTOBaH, TO je U L KBAHTOBaH.
Hajuuzxka moryha menyira speatoct je L = /2h. Osnake 3a [ ¢y y Tabeu:

(1.848)

l_0123456
“\s pd f g h i

Taxko, enexkrpon ca opojeBuma n = 3, [ = 2 6mo 6u 3d enekrpor. O je 3d ca 6uIo KOjuUM O
HEKOJTMKO JIO3BOJEHUX OpojeBa my. JoImn Heka cTama cy y Tabem

n=1 1s

n=2 2s 2p

n=3 3s 3p 3d

n=4 4s 4p 4d 4f

n=5 5 op 5d of og

n=6  6s 6p 6d 6f 6g 6h

Tabela 1.7: Crama eJeKTpOHA y ATOMY.

EnexTpon y atomy Bomonuka je y opbutu. On mMma cBoj yraoum momenar L, BekTop
quju uaTensurer je \/l(l+1)h u cmep Koju HaM u He Kasyje MHOro. EjiekTpoH y opburw,
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MOy T KPY2KHE CTPYyje, IPOM3BOAM MATHETHO II0Jhe KOje MOXKE Ja MHTEeparyje ca BambCKUM
MarHeTHUM mosbuMa. [Ipema Tome, BamCKO IoJbe HaM Jlaje IOTBP/LY MIPaBIa U CMepa BEKTOPA
opObuTaHOr yIVIOBHOI MOMEHTa y aroMy BojoHuka. Ilo morosopy, mocrasibaMo 2z OCy JIyzK
mpaBIia MaraeTHor nosba B. Tasa m; naje kommonenty Ly npasiy B

L. =myh, (1.849)

Ipu YeMy je m; HajBuiie jeauako [, na je L, yBexk mame ox L. To je nausriesn ,,ayaua“ creap
yV KBaHTHO] MEXaHUIIN, KOja Takohe mMa CBOj CMUCAO.

L.

Slika 1.91: Marmerau MOMEHT.

Ha cimmmm BUMMO, ako L mokasyje ,TaqHO" y cMepy z-oce (MarHeTHe oce) OHJIA
opbuTa eJleKTpoHa JieXKH ,,TadHo” y Oxy paBHHU, Ia je HeojapeljleHOCT MOMEHTa y MpaBIly 2z-
oce ,peckonauna’. Kako je oBo Hemoryhe, 3a eJeKTPOH y aToOMy, OTKJambarba OJ z-0Ce CY
cTaJIHO npucyTHa. Ero 3amTo je L, yrimaBHoM Mame of L.

Haxkon pacrasipama Tajacte dbyunkinuje Ha daxrope (1.835), paau pasjpajama Bapujabim
u nocebHux pemasamba [peaunrepose jenHadune y chepHUM KOOPAXHATAMA, 2YCMUHY GEPO-
samuohe medUHAIIIEMO Ca

Pr(r,0,¢) = dV = Pr(r) Pr(0) Pr(¢)dV, (1.850)

rze je Pr(w) BepoBarnoha mcxona w, a dV je mHDUHATE3NMAJIHU €JIEMEHAT 3allPEMUHE Yy
cpepHUM KOOpIUHATAMA

dV = r?sin 0 drdfdeé. (1.851)

3aro mTo cy Bapujabsie pazjsojene, a dyukiuje R, © u ® opronopmupane, mHTErpaJie
IyCTHHA BEPOBATHONA MOXKEMO TIOCMATPATH Ka0 TPOCTPYKHU UHTEIPAJI, OJTHOCHO KAO IIPOU3BO/I
TPU jeTHO-TMMEH3WOHAMHA MHTerpaia. lIpom3Boa Tux mHTErpasia je Takohe HOpMUpaH Ha
jeuHuUILy, a MoceOHU UHTErPaJI Cy:

Pr(r) = [ R*(r)R(r)r*dR,
Pr(6) = [©*(0)O(0)sinb db, (1.852)
Pr(¢) = [ " (¢)®(¢) do.
Maxkcumasraa BepoBarHoha jaB/ba ce y BpxoBuMa je3rpa Beposaraohe. Tamo rie cy rycrune
BepoBarHOha HajBehe.

Pacrko Bykosuh 377



KBAHTHA MEXAHUKA

IIpoceuna BpemmOCT, perumMo 7, jegHaKka je ouekuBaHoj Bpemguoctu 7. HajBepoBaTHmja
BPEIHOCT 7 3a 1S €JIeKTPOH je Tg = ag, ITo u Tpeba Ja Oyje, ajau IpocevdHa BPEIHOCT T je
7 =1,5ag, MTO je y peay y KBAaHTHO] TEOPHUjU aJIN HE U y PAHHUjEM MOJEIy.

KpanTtona Mexanmka je oHeJa W APyre KOPeKIMje MPEeTXOJHOr Iyleflarba Ha aToMm. Ha
IIpUMepP, UMaMO CaMO BepOBATHONE HaJIaXKemha eJICKTPOHA IIOMONY TaTor CUCTEeMa KOOPINHATA..
Esnextpon ce ne kpehie oko je3rpa aroma y Omjio KOjeM KOHBEHIIMOHAJHOM cMmuciy. Ha
HejaCHOM O0JIaKY Ha CJIUITI HuCy npuKazanu ejektrponu y jesrpy (Nucleus) aroma, sehi
I'yCTHHE BepoBaTHONE HaJlaykema jeuHOT eleKTpoHa mpse opoute. IllTo je obrak rymhu Ha
HEKOM MECTY CJIUKE, BepOBAaTHHjE je HAJIAXKEeIbe eJIEKTPOHA HA TOM MECTY.

Slika 1.92: I'ycruna BepoBaTHONE eIeKTPOHA.

Texct Kmbure je na dekary, 3a caja ...
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Jlexxanp, (259
nosmmHOM™, [367]
JIumepcoso mpasuio, [239
rexepasincano, [240]
JIungenod,
Jlopenn, [277]
cua, O]
tpancdopmanuje, 277]
Jlopennujam,
JlopeHsoB aTpakTop,
Jlyj ne Bpoj,
TajlacHa gy KuHa, [283]

TyHesmHT, [319]
MarneTHu MOMEHT,

Max, [329
MaxkJtopeH,
Maxcsed, [77]
jennaanmue, 92
Markoscku, 234]
MwunkoBCKH, [189
uejeaaqnna, 210]
Hemauka kanuja,
Herep, 13|
Hojman,
enrpornuja, [1606], [240]

XUIOTE3a HOHOBJBUBOCTH, [239]

oy, [I17]
rpasuTanyja, 277
MeTo/la TaHTeHTe, [227]
Ojneposa dbopmyia, [131

I[Tapcesasiosa jeanakocrt, [137}

ITackasio Tpoyrao, [70]
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Taysnu, [25]
marputte, [I17], [123] [356]
npyra, [33]
pBa, [25]
Tpeha,
HIPUHIUI UCKIbyderba, [247] 273
ITepc,
[Turaropuna Teopema,
[Inank,
KOHCTaHTa, [257]
peyKOBaHa KOHCTAHTA, [256]
[Liarown, [39)
[Ipenmh, 234
ITyacon, [72]
pacuozea, [72]

Paceu, [39]

Pejmu, [228

Puc, [144] 17|

Ponpureszosa dhopmyia,
Capycoso npasuio, [I00]
CuesoB 3akoH, [299
Coboutes npocrop, [144]
Crupiunrosa ¢opmyia, [74]

Croyn, [I77, [T7

HTaynep, 236
[Tenon,

undopMaIyja, 237
[Ipeaunrep,
jenmatuna, 256} [307], B73]
mauka, [63] [85] 291] [334]
HIrukenbepr, 270]
Isapu, [197]
HIsapumm, 294]
Tackosulh, [232]
Tejsop, [165} [224]
Todosn kanuja,
YpucoHoe jnmensuje, 333
Bajepmrpac,
anpokcumaryja, [199
Bapajapanan,
Beju, 283
Benosu jujarpamu,
Burrenmraju, 29
3opH,
azxepennyja, [197]
ajxepenTHa Tadka, [[94] 329
azxepeHTHa BpeaHOCT, [200]
aJuTHBAH oneparop, 213

azurneHa dyHKIwmja, 7]
aauTHBHOCT, B3]
azxjyrrosana marpuiia, [[01] [TT4]

azjyHrosanu omeparop, [I50]
aKCuoMa

OECKOHAYHOCTH,

usbopa, [188] [197] 211} [220]

JIOKaJIHe KOMYTaTHBHOCTH, [239]

00jeKTUBHE CJIYyYajHOCTH,
akcrome, [13]

Henekunose,

MmeTpuke, [I[89

11oJba, [14]

upcrena, [12]

cKy1oBa, [212]

BEKTOPCKOT I1pocTopa, [10]

BepoBaTHolie,
aKyCTHYHE OM, [325)]
ayiep-HyJIa,
anrebapcka 6asa, 211]
ajirebapcku n3o0Mopdu3am,
anrebpa, [12] [06] [137]
anrebpa JIOTHKe,
amrep, [325]
amimTya, [61], 242
anxuanyja, 279
AHTUXEPMUTCKHU oreparop, [287]
aHTUIIMHEAPHOCT, [83]
anTuMarepuja, [270]
anTucuMerpuja, [45
acorujarusHoct, 0] [12]
aToM BojIoHUKa, [260] [373]

aTpaxTop, [230]
baname Hopumha,

6asa, [79]

6a3Hu cKymosu, [199

6azun BekTOpPH, [7Y)
6eckonauna 6asa,
Geckonaunocr, [180]
6ujexiyja,
OuimneapHa yHkunoHesa, 268
OMHOMHA pacHoea,
Gunomun koedunujentn, 69|
our,

60ja CBETIOCTH,
6030HN,

6poj estemenara,

opojame, [I87]
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6p3una, [359]
ceerocry, [36] [65] 253] [293]
IeHTpasHa cuMeTpuja, [85]
uHapudHe Koopaunare, 360} 368
npua pyma, [293]
nyperbe enepruje, [247]
gecruna y Kyruju, 257, [320]
qucro crame, 32} 166, 169
ay.10, [186]
nedbuHUIIIja MATPUILE,
nedbunnnuja peanxocr, [A7]
JlereHepUCcaHo perrerse, [[78|
JlereHepICcaHo crame, [308]
nejerso, 284
nenuMuaHa ypehenoct, [220)
Jennvnann z1us, 200]
neara PyHKIHT]a, [368
nenra cumbost, 219]
nepusaiiyja, 223
necan cucreM, 00 358
JecHu tpujenap, [97]
JerepMunanTa, [[02]
uspadyHasaibe, [104]
Jako6ujan, [358]
upoussoza, [I13]
36upa,
nudepenmjat,
nudepeHIjaaHa jeHaunHa, 338
Jlexxanposa, [367]
Croxkeona, [331
ﬂﬂ(bpa‘KHHjav @
Jjaronasina Marpuia, [21]
Jujamerap, [193]
JuMensnja mpocropa, [79) 217]
JMHAMIIKa Bapujabia, [7]
nuHap, [172]
JITPeKTaH 30up,
JMPEKTHO KOMILIeMeHTapaH, 8]
aucjynkumja, 22]
JUAC]yHKTHU CKynoBH, [A3]
JcKpeTan crekrap, [, [T4]]
Juctepsuja, [300]
juctpubyTusHoCT, [12]
JuBeprenunuja, [02]
JuBepruparse Husa, 204
JI0Ka3 Tabe/mpameM,

JomeH, [44]
JIOMIHAHTHO KBaHTHO cramse, 230]

JIPYTH 3aKOH TepMouHamMuke, [29] 287]
nyastam, [IT§]

oneparop, [I4]]

upocrop, [138] 219
JiyasHa Marpuia, [20]
ny6oKa jama,
JIBOCTPYKI BEKTOPCKU 11pou3Bo, [95]
edekar nocmarpada, [274]

exoHOMHja, [329]
eKCIIePHMEHT

JIBOCTPYKH 0TBOD, [62], [247], [255]

HIrepn-Tepnax, [355]
eKCTpeMHa Tadka, [[70]
ekBHUBaJIeHIM]a, [22] [36]
ekBHBaJIeHTHE HOpMe, [217]
eKBUBaJIEHTHH orepaTopn, [I53]
eJIEKTpUYHA KOHCTAHTa, [92]
eJIeKTpUYIHK KananuTer, [02]

€JIEKTPOMATHETHO 3patetse, [[68] 253]

€JIEKTPOH, [G5)]
esiemenTn Marpuie, [[1]]

enrpouuja, [59] [166] 274
4qucTor crama, [[69
MeIIIaHOr cTarba, [[70]
apaJIokc, [7g|
CIIOHTaHU pact, [238]

ercuion okosmua, [194)

eIICUJIOH CUMOOJT,

esomynuja, 8 57, [L38] 238

dakTopuje,

daza rpanzunnje, 295

dbepmnon, [125]

dbepmmonn, [38] 275]

busnuka nHGOpPMAIIT]ja,

dbusnuka peannocr, 220]

duU3HIKY TOBpaTaH IPOIEC,

dbopmanna soruka, 22]

dorom,

dbpekeennuja, 253

dbyHmameHTaNaH HI3, 235

dbyngamenranan ckym, 212]

d)YHKHI/Ija,
Jlexxannposa, [367]

dbyuknmonaut, [118

¢ yHKIMOHAIHA aHAIN3A, 118

dyukiuonena, [218

reHepaJiucana nHpopMaluja,

rereparpuca, [337]
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riaBHa Jgujaronasa, [102]
rJIaBHU KBaHTHH 6POj,
rpazujent, [361]
rpanudHa Tadka, [[97]
rpaxnHa BpeaHoct, [122] [199
rpaHndHu yciaosn, [3127]
rpasuranyja, 277

BaKyyMa, [339]
rpasuToH, [300]
rpymua, [I0]
rpynon, [12]
rycruna BepoBarHohe, [B71
xapMoHujcku ocuutarop, [258] 312 [332]
xujepapxuja, [284]
xuriepbostie yuknyje, (310
xucrorpam, [73]
XOMeOMOpPQHU3aM,
XOMOT€eH oreparop, 213
XOMOI'€HO Ipec/IKaBabe, 23]
xomorenocr, [83] [[T9] [206]
XOMOMOpP(HU3aM,
xomoretrwja, [85] [B13]
XOPHU3O0HT Jjiorahaja,
ujeHnoTenmyja, 83|
HJICHTUYKY esieMeHar, [
urpahe KapTe,
IMaruHapHa jeanHua, 250
nMIegannyja, [325
IMILIHKaIuja, [22]
uHIyIEpaHa Merpuka, [[92]
by, pT3
urdopMaImja,

THCTOTr CTarba, [[69]

MeIIaHOT cTamba, [170]

nepuennyje, 274 284
unjexuyja, [I3] (5]
nHKIy3uja, [45]
uHHCTpYMeHT, [239]
unrerpa’, 215
unTesurennyja, [284]
nnrepaxiwja, 47 55
unrepakuuje, 37, 275
HHTEPIUjaIHl CUCTeM, [332]
unTepdepennyja,
nnBapujantHoct, [143]
MHBEPTUOMIIHA MaTpPUIA,
unBep3aH, [I§

6poj,

bynxmuja, @5

Kjyour,

marpura, [I14]

oreparop, [210]

nocmarpad, 21§

penanyja, 45
UHBep3uja BpeMeHa, [83]
unBep3na esosynuja, 217] 21§
nHBep3Ha Marpuna, [[15]
MHBOJIyTOPHA MaTpuna, [34]
uckas, 22]
uck/pyansn jorabaju, (48]
ureparuja, 225

maTpura, 227
u30/10BaHa TaukKa, [[95]
usomerpuja, [85] 127, [192] [206]

reoMerpujcka, [313]
uzomopduzawm, [13] [B1] [138] [206] [217]
usBegenn cky, [195]
usBoz, [223]
jeannnuana marpuia, [117]
jeuunaHn enemenar, [
jeaunmann oneparop, [147]
jeauHrYHN BekTOpH, [83]
JEeTHAKOCT

marputia, [21] [IT]]

napastesorpama, 129
jesrpo omneparopa, [216]
Kanuja, [27]
KapaKTepUCTHIHA jenHaqdunta, [[19]
KapakTepucTHIHn mosuHoM, [I19] [I55]
KapauHaJHu OpOj,
kapauaasnoct, [187]
KHHETHIKa enepruja, [262]
Kjy6ur, [30]
KJIACHYHA JIOrUKa, [25]
KJIaCHIHA cucTeM, [166]
kozomet, [47]
kodaxrop, [I01} [104]
KOJIM4IHHA Hem3BecHocTH, [167]
KoJImHeapaH, [89]
KoMOuHaImje,
KOMIIAKTaH CKyII, [264]
KOMIIAKTHOMJTHOCT, [239
KOMIIAKTHOCT, [263]
KOMILJIEKCHA nHMOpMAaIuja, |313
KOMILJIEKCHU OpojeBH,
KOMIIJIEMEHT CKYyTIa, [39]
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KoMIuIeMeHTaH jorabaj, (48]
KOMILJIeMeHTapHu Horipocrop, [210]
KoMILTeTaH mnpocrop, [201] [206]
KOMILJIETHPAEbe IpocTopa, [203]
KOMIIO3HIja (PyHKIH]a,
KOMyHUKaIuja, [36} 279
komyrarusocT, [10] [12]

Marpuiia, [I12]

oueparopa, [216] [239]

KOMYTATOP
oneparopa, 288
uponsso/, [I5]]

ra4aka, [[07], [I77]
BEKTOpA,
KOHa4YaH CKy1, [44]
KOHeKcaH 1poctop, [[97]
koHrpyennuja, [200]
KOHIDyeHTHH 1poctopw, [200] [267]
KOH]jyroBabe, [20]
KOHjyHKIHja, 22]
KOHKaBHa (yHKIH]a, [190)
KOHTHHYyAJaH CIIEKTap,
KOHTHHYYM, [I8§]
KoHTpauKIwja, [22] [100]
KOHTpakuuja, 222]
KOHTpaBapujanTa, [243]
KOHBeKcaH Ky, [I70]
KOHBEKCHA KOMOWHAIIN]ja,
KOHBEKCHA JbycKa, [[70]

kouBeprennyja, [199

kouzepsanuja nadopmanuje, 30, 208] 332

KOH3epBallija yIJIOBHOI MOMeHTa, [372]

KOH3epBHpaHN cucTeMH, [30]
KOH3HUCTeHTaH cucreM, [[7§
koco-Xepmurcku oneparop, [147]
koBapujanTas, 243

KoBekTOpH, 219

KPHBOJIMHU]CKH [IPABOYTAOHUK, [353]
KpyTa porarmja, 259
kBaJpaTHa Marpuia, [[17]
KBaIpaTHN Tasac, 249

KBaHTHa JIOrUKa, [25]

KBaHTHa creprayToct, [[39]

KBaHTHA CIIPErHYTOCT, @, @, @
KBaHTHU KOMIIjyTep, @, m |T_75]

KBaHTHU IpoIiecop, [37]
KBaHTHH 1IpocTop, [21]]

KBaHTHHU cucreM, [57] 242]

merpuka, [[89]
kBaHTHO cramse, 21} [57] [197] 211] 242

kBaTepHNOHH, [[29]

nanait, [220]
JIaHYaHA IIPOU3BOAA, [I73
mmmec, [204]
muHealt, [209]
JuHeapaH oneparop, 213]
JIMHeapHa MHOrocTpykoct, [16]
JUHeapHa He3aBucHocr, [[37]
JuHeapHu cucreM, [I7]]
JIMHeapHu cucTeMu, [7]
JuHeapHu coj, [79
JMHeapHO Iporpamuparse, [[75] 182
JIMHeapHo 3aBUCHU BekTopH, 210]
nuHeapHOCT, [83]

HE3aBUCHOCT, [79]
MarHeTHa KOHCTaHTa, [02]
MarHeTHU KBaHTHU OpOj,
MAarHeTHO 0Jbe, [0]]
majopanTa, 237]
Maca eJIeKTpOoHa, 69|
MaTeMaTH4Ka JIOruKa, [22]
MaTeMaTHIKO odekuBame, [67} [I67] [347] [353]
MaTepujaIHu cBet, [35]
marpuria, [IT]]

KOJI0Ha, [20]

nyasHa, [124]

rycrute, [166]

XagamMap,

ucror tuna, [[171]

urepaiuja, 22§

[Taysu, 25]

upuzapyzxena, 20} [149]

poraruje, [12]]
MaTpuiHa MexaHuka, [[25]
meba, [195] [329]
veperse, B 7] [63 (138} 252
Merrana cBeryiocT, [I68]
MernaHo crame, 32} [166] [I70]
MEIIIOBUTH IIPOU3BOJL, BEKTOPA, [97]
MeToJ| TaHreHTe, 223

merozna, [ 22, 39
Jujarpama, [43]
KOHTpaJuKImje, 23]
MakcuMmaJine BeposaTHohe,
HajMabux KBajpata, [75] [77]

MeTpuuKy npocrop, [[38] 139
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MeTPHIKI TeH30D, [358|
MUHAMAJIHA HosinHOM, [I55]

MuHOD, [104]
mupuc, [I86]
MHOYKEIba, BEKTOPA,
Mozest ekonomuje, [I7]]
Mo/1yo, [I§]
moryh norabaj,
Moryhe perremse,
MOMEHT HMILyJIca, [348]
Monous, [9]
MOHOTOH HE3, [23]]
MOHOTOHH PacT Hu3a, [204]
MOHOTOHO onazajyha, 237]
MOHOTOHO pacryhia, 23]
MyJITHILTHIITET, [264]
mysrrusepsyM, [32] [78] [86] 272
nabua oneparop, [92] [348] [36]]
Havesio uadopMmarmje,
Ha4es10 KoHaIHOCTH, [39] [A4]
HajBuie mpebpojuBa 6a3a, [199
HeJlereHeprCcaH,
HeJIereHepUCaHo peremse, [[78]
Heranyja, 22]
HeraTusai esieMenart, 213
HeraTuBHa UHMOPMAIIN]a,
Hen3BecHOCT, [77]
HensBecHocTH, [324)]
HEjeTHAKOCT

AT,

Xenzepa, [190] [304]

Jasra, (189

MuHKOBCKOT,

tpoyria, [128] [189
HeKOMILTeTaH 1poctop, [207]
nemoryh jorabaj,
nenapua dyHKIwmja, 248]
HEIOKPEeTHA Tadka, [222]
Henpebpojusocr, [18§|
HEIPEeKHUHU crekTap, [267]
Hecaryaca cucre, [[78]
HeCJIODOHA J9eCTHuIa, (322
HeTadHo, [22]
HeyTpaJHu OpojeBH,
HeyTpaJIHNU esleMeHar, [J]
HeBH/JbUBa cBeTJIoCT, [240]
HezaBHCHOCT, [21]]

BEKTODA, [79]

KBAHTHA MEXAHUKA

Beposarnoha, 53] 239
uurze rycr ckyi, [196]
HOpMa, [206]
HOpMa (pyHKIIHOHEIE, [268
HOpMa olepaTopa, [213]
HOpMa BekTopa, [128] 206]
HOpMaJiaH oneparop, [7] [I46] [209]
HOpMaJIHa pactozea, 73], [344]
HOpMEpPaH 1pocTop, [206]
HOPMUDAHH BeKTOpH, [242]
HoBall, [329
Hys1a-Marpuia, [I17]
HyJ1a-BeKTOD, [217]
0bjeKTUBHA HENpeIBH/bUBOCT, [55]
00jeKTUBHA CJIy4YajHOCT,
0OpHYT TOK (He)n3BECHOCTH,
00pHYT TOK Bpemena, [209

o6zepsabita, [7], [84] [138] 242] 285

orpaHudeH omeparop, 213]

orpanmden ckyt, [[76] [I8T] 193]
orpanuveHa (pyHKIMOHEA, [268
okounna, [194] 235
oM, 325
oneparop, 343]
6poja,
enepruje, 261
Xammrronnjas, 262]
nmyiica, 21], [88] 262
napureta, [371]

no/u3ama, [350]
nosmuaoMa, [16]]

nostoxkaja, [21]

HOTIIyHO HenpekuaH, 2674]
nparuarn, [16]]
crymrrama, [350]

oneparop rycruue, [240]
onTuka, 6]

OITUMAJIHO peletse, [[82)
opbutHU KBaHTHH OpOj, [375|
oprauusanuja, 274
opraimsanuja xusux ouha, 23§
OpHjEeHTHCAHa JIyK,
opujenTucana nospnsa, [[08]
opujenTHCaHe [y xH, [17]

opr, [19]]

OpTOroHaJIHa JAuMeH3uja, [260]
OPTOrOHAJIHOCT

npojekije, [260]
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crexTpa, [140] norenimja radke, [[9]
BexTopa, [[32] 242) noreHnujaxHa enepruja, [262]
OPTOHOPMHPAHOCT HOTEeHIHjaIHa jama, [319]
basze, 242 [IOTEHITHjaTHU OyHAp, [322
HOTIIYH cucTeM, [266] HoTeHIMjaIHu 1par, [310]
BekTODpA, [[33] HOTEHIUjaJHI CTEHeHNK, [314]
OpPTOBH, norupocrop, [192]
ocHOBHa MaTpura, [I[7§ noruysa ypehenocr, 220]
OCHOBHa TeopeMa, [230] HOTIIyHa BepoBaTHONA,
OCHOBHO pertiesbe, [17§] noysanoct, [206]
OCHOBHO cTame, [308] [344] HoBpaTaH pexuad, [26]
ocobuHe MaTpuIa, npasuia ckpahusama, [14]
oTBOpeHa KyriIa, [194] IIPaBUJIO JeCHE PYKe,
OTBOPEHO HMOKpuBare, [[99] IIPABUJIO JICCHOT 3aBPTHhA,
mapaboJUIHHA Tajac, [251 IpaBuIIo IapaJesorpama, [17]
apaJIokc, [39] npasoyraona marpuna, [[171]
6im3anana, npasaH cky, 2]
undopmanyje, [78], [306] upeGpojuen ckynosw, [187]
KOMILIeTHpaba, 209 npebpojuso GeckonavaH, [44]
Meperba, TepMoanHaMuke, [167] upeku,| cumerpuje, 295
ciaydajuocru, [272) upexuiad, [25]
Tpancuopra, [I73| IPeceK CKyIoBa, [39]
HapaJioKcasta jJekomuosunyja, [52] upuapyxe, [I15]
napaJiesite peasnocry, [81] [I86] [209] 220, 280 marpura, [124]
oneparop, 141}, [I49
HapaJiesiHo nomeparbse, [240] npuMep ca pykasurama, [I39]
napua dyunknuja, 248 puHIuIL, [7]
LHAPTUTATUBHE CKyIL, [212] undopmalyje,
nackad, 325 jeanncreenocrw, 273]
nepdekran cky, [197] konaunocry, [53] [141] [I86] [194] [208] 273]
nepuomuna bynknuja, [245] MakcuMyMma, [220]
LIEPHOUIHO KpeTambe, [253] MoHOTOHOCTH, [204]

nepmyranyje, [10] [69] HajMamber jejcrsa, [I85] 238 274
o, [290] neopehenocru, [126], 261}, [300], [305]
nobybheno crame, [308] nceyno-undopmanuje, [313]
noarpyua, [I2] cayuajuocry, [57, [186]

noacky, 39 seposarnohe, [58] [186] [238] 272} 279

oy yasabe, [329] npuHIun nadopmarmje, 291
HOKpHBame cKyIa, [[99 [PUpAINTa] IIyTarbe, [359]
HoJlapu3aluja ceeraocT, [I68] npobJieM eKCTpeMa,
nosmHOMH, [20] pobsiem xopu3sonTa, [294]
nosyrpyua, 9} [12] npobyieM ucxpame,
nosyHopMa, [206] pobJiemM Meperba, [89]
nosse, [13] pobJjieM poduTa,
nopenak, [I5] mpobJieM TpaHcIopTa, [172
nocrenenocrt, 213 pojauparke Kpo3 mpar, [319
nocrysart, [7] upoussof, [12]

Hoctrysar npojekuuje, 239 Matrpuia, 2]
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upojexunja, [, [I35] 13§
upojekrop, [83]
npocr 36up,
upocrop Cla,b]
upocrop Ci[a,
upoctop Ly, 2T
IPOCTOD I, @

upocrop m, 202

pocTop BeposaTHoha,
poruIocT, [59)]

upcren, [12]

ncey o peasaoct, [220]
nceyno-uadopMaIyja,
cey0-KoMy HuKanuja, 279
rceypo-marepujasiat, 56|

cey 10-peastsoct, [279
1ceyno-peasiocTu, [36]
nceyo-seposaraoha, [279]
ceynosexTop, 91

paironanu 6pojesn, [187]
pajujasina jeanadnna, [261]

panr dyuxuuje, (5]

paur mMarpure, [[53]

paHr omeparopa, [80]

pacunamne, [324]

pacnozena sBeposarroha, b9} [67]
pacrojatse, [I89] [193]

pasjarame ckyia, [b0]
pasinKa CKy1oBsa, [3]
pasmazaHocr, [324]
peasian 1pocrop, [243]
peaJsiHe decTHiie, [36]
peanan 6pojesu, [187]
perupoyas, [1§]
pen nerepmunante, [100]
penosw, [20]
pelykoBaHa Maca, 258
peayKoBaHU IOJHHOM, [I57]
peduekcusrcor, [45]
perymapan omeparop, [I50]
perymapan cucre, [I00]
perynapna Marpuna, [I15] [I54]
pejiu, [325]
pestanuja, [44]
exBuBasieHnyje, [A5], BT
neoapehenocrn, [151], 283] [324], [327]
nopetka, [49]

tpoyria, [I89

.03

o &

peJIaTHBHO KOMIIAKTAH CKyTI, [264]
perpaxiuja, 235

pesouiBenTa, [I56 [263] 267]
poranuja, [34] [124]

pOTaIHOHE 3aBUCHOCTH, [93]
porop, 02

CAJIAIITHOCT,
carylacal cucreM, [I78]

caracHocT cucreMma, [100]
cebu-IIpHUIpysKeH,
oneparop, [147] 26|
cermenr, [I75]
ceKy/IapHa jeanaduna, [I55]
CEMHIXOMOT€HO TIpecInKaBamne, 23]
cerapabuIaH mIpocTop, (198
cenapanuja sapujabdmm, [379|
cepa,
cdepna reomerpuja, [247]
cepre koopunare, [130]
ceprn xapmonnny, [259] [367]
HOpMaJIH30Bani, 369
curypan jgorabaj, B3|
cua, 277
cumbost Jlesu-Yusnra, 03
cuMOO YK JIOTHKA,
cuMeTpudHa (PYyHKIMOHEA, [268
cuMeTpudHa pasiuka, [474]
cumerpuja, [A5]
cuUMILTIEKC MeToza, [[83]
CHHEpIHja YecTHIa-Taxaca, [63|
cuHrysIapua marpura, [[15]
cucreM Hejeanaduna, [174]
ckaJap, [I5]
CKaJIApHU IIPOU3BO/I, [127) [I3§]
cKasmparbe, 229
CKOPO cBy/a, [215]
cky, [39
cKyI apyre kareropuje, 196]
CKyI TIpBe Kareropuje, [I96]
csraba KOHBepreHimja, 268
csaba oHOBIBUBOCT, [239]
€J1aD0-KOMILIETaH IIPOCTOP, [269
cimane mMarpue, [I53)
cobona,
cJ1060/1HA YeCTHIIA,
CJIOZKEHO IIpeciinKaBaibe, [40]
corcrBeHa BpesHocT, [§) [[19]
JOMUHAHTHA, [227]
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COIICTBEHE BPEIHOCTH
[TaynujeBux MaTpura,
corcrseHn BekTop, [7] [[I9]
COIICTBEHU BEKTOPU
kBaTepHUOHA, [[30]
[TaynujeBux MaTpuIa,
cuexrap, [61}, [IT9] [263] [267]
cun, [124] 355
cropena aujaronasa, [102]
cpenma Bpeanocrt, [167], [T70] [287], [300]
crangap/Ha Jesujaimja, [67]
cramgapanu nporpam, [I83]
cTama eJIeKTPOHA, [370]
CTOXaCTHIKN, 85|
cTpyjHO Koo, [25]
CTBapHH pacT Hu3a, [207]
cybamuruBaOCT, 2006

cybimueapna yHknuonesa, 221
CYKIIECHBHE anpokcumarje, 222]
cynepnosuryja, [30], [166] 280]
upuHIu, [7]
cyneprosurja cseriocry, [I68]
cynpemyw, [[82] [193] [205] 213]
cypiexmia, I3, 3
cser uneja, [39] [54]
cBeT ucruna, [273]
ceetocT, [36]
bea,
Opsuna, [294] 299
UHTEH3UTET, [324]
nosapusanyja, [168], 291]
HOHUINTaBambe, [246]
mupesse, [64]
TaJiac, [253]
cBojcTBeHa BesmunHa, [119]
cBojerBeHa BpeaHoct, [I49)
CBOjCTBEHE BesmdnHe, [162)
cBojerBeHH HoJIMHOM, [162]
ceojero M-max, [232]
cBOjcTBO-M,
cByJa rycr ckyi, [[95]

Ta4ka, [I89]

TadKa HaroMu/aBamba, [[95]

TadKa IIPOU3BOJ,
TauKaCTH crexTap, [267]

Ta4Ho, [22]

tastacy, [61]

TaJlaCHa OY2KHNHA, @7 @ @

rasacHa GyHkuuja, 255
KoJ1aIIC, [S0|
yHuBep3asna, [S0]

TaJlacHa OTHOPHOCT, [325]

TasacHu Opoj,
TaJIACHH BEKTOD, [250]

TaMHa eHepruja, [333]
TaMHa Marepuja, [240] 333
tayToJoruja, 22], [220]
Testo, [13]

TeH30pCKU padyH, [96]
Teopema

Pomosa, [225

cumerpuje HITB, 278

cpenme BpeaHocTH, 225
Teopuja xaoca, 209
Teopuja nHdIIanuje, [295
Teopuja pesaTuBHOCTH, 277
Tecrepacty Tasac, 250
Tok nndopmanuje, [04]
tonoJjionku 1pocrop, 194 [195]
TOTAJIHO OrpaHmdeH, [265]
Tpar marpuie, [164]
Tpar oneparopa, [I59]
rpaucianyja, 16, [85]
TpaHCIIOHOBaHa MaTpuiia, [I13]
Tpamcionosaibe, [20] [I02]
TPaH3UTUBHOCT, [45)]
TpemnTaj, 253
TPUrOHOMETPUjCKU pef, [252]
TPUBHjAJHO pernetse, [[19)
TpoyraoHa marpura, [162]
Tpoyriacta Gapujepa, [329]
TyHEJICKU edeKar, 318
yOp3ame, [359]
yrao pacuraa, [69]
yraoHa ¢pexsenimja, 250
yraomu MoMeHT, [348]
yJla3HO-U3J1a3Ha MaTpura, [[72]
yHHja CKyIoBa, [39]
yHHTapaH 1IpocTop, [127]

yumnrapuu onepatrop, [127], [I47]
yHuBep3aaH cky, [Ag|

YHHBEpP3aJIHI IpeKuaq, [20]
YHUBEP3AJIHI CKyTI, [39

YHYTPAIIbA IPOU3BO/IL, [127 13§
yHyTpamsocT, [194]

ypeben ckyi,
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YCJIOBHA KOHBepreuimja, [224]
yCJI0BHa BepoBaTHONA,

BakyyM, [194] [306] 332
Bapujaruje, [69]

Bapujanca, [67]

Bacuona, [[94]

BexTop, [15]

BEKTOPCKH TIPOU3BOJI BEKTOPA,

BeKTOpCcKH 1poctop, [I5] [57], [206]

BeJIMKa eKcIuiosuja, 295
BeHTHI, [30]

seposarnolia, [8] [48], [I66] 242
BHbUBa MaTepuja, [255]
BUpHjaIHa TeopeMa, [347]
BHPTYyesHa decTuna, [300]
BUPTYEJIHU (POTOH,

BHCOKH TIpar, 31§
BOJIOHUKOB aToM, [375]

BOJITA, [325]
Bpewme, [60]

BpEMEHCKa eBOJIYIINja,
BPEMEHCKU HE3aBHCHA jeJHadnHa, [250]
BPEMEHCKI 3aBICHA jejHadnHa, 257
3aKOH OJpKarba, [60]

undopmanuyje, [78]
3aKOH ojipKama uHdopmaruje, [291
3aKOH BeJIMKUX Opojesa,
3aKOHHU KoH3epBanyje, [30]
3alPEMUHCKH eJleMeHaT, [358]
3aTBOpEH CKyII, [I70]
3aTBOpeHa Kyria, [1974]
3aTBOPEHOCT, [
3aBUCHE BEKTOPH, [79]

36up, [12]

3BYK, [186] [325]

x)uso 6ulie, 59 238] 284]
»kuBoTHOCT, [284] 313
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