
КВАНТНА МЕХАНИКА

репрезентациjа континуума
метричког и векторског простора

Растко Вуковић

TEXT IN WAITING!
from April 26, 2018

© Економски институт Бања Лука, 2019.



Растко Вуковић:
КВАНТНА МЕХАНИКА - репрезентациjа континума
© Економски институт Бања Лука, 2019.
Груба верзиjа из априла 2018.
http://rvukovic.net/teka/Kvantna_Mehanika.pdf

Рецензиjе (за сада):

Душко Милинчић, проф. информатике
Александра Радић, проф. физике

Текст jе на чекању, од априла 2018. године ...
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КВАНТНА МЕХАНИКА

Предговор

Квантна механика jе jедна од наjузбудљивиjих веза између математике и материjа-
лног света. Када jе схватимо као мост коjи спаjа бесконачно са коначним, каузално са
случаjним, интеракциjе са информациjом, она поново постаjе исто толико нова колико
jе њен познати део тешка тема.

У првоj верзиjи ове књиге, писаноj 2017. године, избегавао сам све од поменутог,
сваку па и наjмању спекулациjу. Разметао сам се школским нивоом квантне механике
из времена раних 80-их, када сам као студент математике на Београдском ПМФ-у са
катедре теориjске физике за изборни предмет узео тросеместралну квантну механику
код проф. Федора Хербута. То jе био jедан застрашуjући предмет од коjег су бежали
и студенти физике, па сам га морао учити боље него иначе. Наравно, текст књиге jе
испао ђачки и сувопаран. Без маште, без инициjативе, без храбрости! Чак и за наставу
квантне механке, мислио сам, такве припреме не би ваљале.

Следећа фаза књиге отишла jе у другу краjност. Под утиском разочарења у прву
верзиjу и у жељи да не понављам већ обjављене (хипо)тезе, моjе фантазиjе су добиле
размере „Алисе у земљи чуда“, коjу би мало коjи озбиљан математичар хтео обjавити,
осим можда под лажним именом. Завршио сам jе пажљивим брисањем фаjлова коjекуда.

Трећа верзиjа jе ова. Надам се бар упола успешно колико брижљиво, на кашичицу
сам додавао новине, одваjаjући опште прихваћене области од детаља коjи то нису.
Излагање ниjе jедноставно читати, jер се углавном састоjи од дефинициjа-теорема-
доказа, а онда и од наизглед неприхватљивих додатака (док наука не сазри). Претежан
део тих малоброjних али нестандардних обjашњења долазе из моjих раниjих текстова
(в. [1] и [2]), често ради потврде, али има и свежиjих. У таj наjмањи део спада, на
пример, тумачење паралелних реалности и релативистичког успоравања времена због
немогућности (физичке) комуникациjе између њих. За разлику, рецимо, од напуштања
Маховог концепта физике ради филозофиjе сличне Платоновоj.

Ако вам се учини да jе квантна механика третирана као грана математике, добро
сте уочили, али сматрам да би jеднако тачно било и обрнуто. Истине су у суштини
апстрактне. Оне су нам непознате, осим онога што називамо математиком, или оног
конкретниjег дела коjи доживљавамо чулима и другим перцепциjама. Своjства о коjима
можемо имати доживљаjе су коначна. Поопштаваjући, овде називам материjалним не
само те познате особине супстанце, већ и њима сличне, коjе су наjвише преброjиво
бесконачне. Ту природу материjе повезуjе начело коначности. Међутим, физичка
реалност се састоjи и од много већег, бесконачног дела апстракциjа.

Растко Вуковић,
Бања Лука, април 2018.
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Glava 1

Векторски простори

Класична квантна механика (в. [3]) може се свести на пет постулата, односно
начела. То jе идеjа коjу jе први обjавио Дирак1 у своjоj књизи „Принципи квантне
механике“ 1930. године (в. [4]) и коjу данас на сличан начин следе многи аутори. Први
jе о стању система. Стање било коjег физичког система, на произвољном месту и
тренутку, репрезентациjа jе неког вектора стања ∣ψ⟩ Хилбертовог2 простора H. Таj
вектор садржи све потребне информациjе коjе можемо добити о систему.

У основи тога jе начело или принцип суперпозициjе, односно „особина суперпозициjе“
коjу имаjу сви линеарни системи. Укупни одговор линеарног система узрокован са
два или више стимуланса jе збир одговора коjе би могли дати поjедини стимуланси. На
пример, ако улаз A производи излазX, а улаз B излаз Y , онда ће улаз A+B резултирати
излазом X + Y , а то jе дефинициjа линеарних оператора векторских простора.

Показуjе се да jе оваква поставка квантне механике могућа зато што су векторски
простори довољно апстрактни, а различите физичке димензиjе, попут масе и темпера-
туре, добро представљаjу те апстракциjе. Штавише, физичке димензиjе, када год су то
физички независне величине, лако проглашавамо векторима ортогоналне базе, а онда
нам постаjу веома важни нормални оператори. То су они оператори коjи су (скоро)
сами себи инверзни, што даjе ново светло квантноj механици на начин коjи ће у овоj
књизи бити промовисан.

Други постулат говори о обзерваблама и операторима. За сваку физички мерљиву
величину A, коjа се назива обзервабла или динамичка вариjабла, постоjи одговараjући
линеарни Хермитов3 оператор Â чиjи сопствени вектори (eigenvectors) формираjу
комплетну базу. Оваj постулат произилази из претходног запажања.

Ако имамо ортогоналну базу, што увек можемо имати са физичким димензиjама,
онда постоjи нормални оператор чиjи су сопствени вектори управо вектори те базе.
То jе заправо математичка теорема коjу ћемо касниjе и доказати, да у тоj бази, тзв.
нормалан оператор (нормалан – окомит), сам себе поништава. А деловање оператора
на вектор jе еволуциjа квантног стања, спонтани развоj коjи може бити буран попут
радиоактивног распада атома или умерен попут инерциjаног кретања слободне честице.
Поновљено деловање, квадрат оператора, значи неутралност, неделовање. Ово доводи
до „чудног“ закључка да jе квантна еволуциjа реверзибилна. На пример, да у квантним
системима када год постоjи реализациjа у информациjу неке неизвесности, онда постоjи

1Paul Dirac (1902-1984), енглески теориjски физичар.
2David Hilbert (1862-1943), немачки математичар.
3Charles Hermite (1822-1901), француски математичар.
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и обрнуто – враћање тих реализациjа у неизвесност.
Трећи постулат говори о мерењу и сопственим вредностима оператора. Мерење

обзервабле можемо разумети као читање компоненте квантног стања, кажемо, то jе
проjекциjа вектора стања ∣ψ⟩ на базу, дакле опет неко деловање оператора на вектор.
Jедини могући резултат таквог мерења дат jе сопственом вредношћу (eigenvalue) тог
оператора. Ако резултат мерења A на стању ∣ψ⟩ износи an, стање система одмах након
мерења дато jе са:

∣ψ⟩0 = ∣ψn⟩⟨ψn∣ψ⟩. (1.1)

Проjекциjи ∣ψ⟩ на сопствени вектор ∣ψn⟩ одговара сопствена вредност an.
Четврти постулат jе о вероватноћи резултата мерења. У случаjу дискретног спек-

тра, када меримо обзерваблу A система у стању вектора ∣ψ⟩, вероватноћа добиjања
jедне недегенерисане (са само jедним решењем) сопствене вредности an одговараjућег
оператора Â дата jе са:

Pn(an) = ∣⟨ψn∣ψ⟩∣
2
/⟨ψ∣ψ⟩, (1.2)

где jе ∣ψn⟩ сопствено стање (eigenstate), тj. сопствени вектор оператора Â са сопственом
вредношћу an. Иначе, та вероватноћа износи:

Pn(an) = (
m

∑
k=1

∣ψkn∣ψ⟩∣
2
) /⟨ψ∣ψ⟩ (1.3)

ако jе сопствена вредност m-пута дегенерисана.
У случаjу континуалног спектра израз (1.2) постаjе густина вероватноће да мерење

Â може дати вредност између a и a + da на систему коjи jе у почетку у стању ∣ψ⟩:

dP (a)

da
=

∣ψ(a)∣2

⟨ψ∣ψ⟩
=

∣ψ(a)∣2´ +∞
−∞

∣ψ(a′)∣2da′
. (1.4)

На пример, dP (x)/dx = ∣ψ(x)∣2/⟨ψ∣ψ⟩ jе густина вероватноће налажења честице на
апсциси између положаjа x и x + dx.

Пети постулат говори о временскоj еволуциjи система. Еволуциjу вектора стања ∣ψ⟩
описуjе временски зависна Шредингерова4 jедначина:

i~
∂∣ψ⟩

∂t
= Ĥ ∣ψ⟩, (1.5)

где jе Ĥ Хамилтониjан5, оператор укупне енергиjе датог система.
То jе био преглед циљева коjима тежим у овом, првом поглављу. Ниво излагања

прилагођаван jе бољем свршеном средњошколцу. Обзиром да квантна механика лежи
на векторима у равном (еуклидском) простору, чини се да jе таj ниво лако достижан,
али ниjе. Тешкоће праве комплексни коефициjенти ових вектора и разраде задатака
коjе лако склизну у проблеме. Ту jе и онаj други део саме квантне механике, рецимо
њене „магиjе“ коjа jе класичну теориjу чинила неjасном можда чак и оснивачима, а
коjу овде морамо разоткривати. Посебан део су (хипо)тезе из моjе две књиге наведене
у библиографиjи, а коjе ћу овде промовисати.

4Erwin Schrödinger (1887-1961), аустриjски физичар.
5William Rowan Hamilton (1805-1865), ирски физичар, астроном и математичар.
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КВАНТНА МЕХАНИКА

1.1 Алгебра

Алгебра (арапски: „ал џабра“ – премештање) од некадашњих правила и поступака
за решавање jедначина, данас jе постала грана математике. Она jе ту равноправна са
геометриjом, анализом и сличнима, са циљем проучавања апсолутних истина. Звучи
мало претенциозно, али математика jе управо то. За разлику од свих наука, коjе
долазе до „истина“ о супстанци методама логике, разума и експеримента, било да
jе она физичка, хемиjска, биолошка или друштвена „твар“, математичке истине се не
могу нити добиjати нити оспоравати материjалним експериментима, али ни оним што
обично називамо „здравим разумом“. Буквално зато, оно мало знања што jе математика
загребала о свету око нас, неспорно jе са становишта науке.

Апстрактне истине постале су толико тачне, jер су људи коjи се (вековима) баве
математиком тренирани да одваjаjу битно од небитног. То jе иначе веома тешко, али jе
зачудо достижно. Рецимо, када сабирамо „два каменчића плус три каменчића“ несвесно
улажемо велики напор интелекта да закључак „добићемо пет каменчића“ апстрахуjемо
(одвоjимо) од додатака попут: величине поjединих каменчића, њиховог облика, тежине,
састава. Понекад одољевамо тим субверзивним потпитањима, а алгебра почиње тамо
где можемо рачунати са каменчићима а да не дефинишемо каменчић.

Алгебарска структура (S, ○) назива се полугрупа или семигрупа, ако се састоjи од
скупа S и затворене асоциjативне бинарне операциjе „○“. Затвореност операциjе (енг.
closure) значи да jе резултат примене операциjе на елементима датог скупа такође
елеменат датог скупа, да из a, b ∈ S следи a ○ b ∈ S. Асоциjативност операциjе (енг.
associativity) значи да jе (a ○ b) ○ c = a ○ (b ○ c). На пример, скуп природних броjева
N = {1,2,3, . . .} заjедно са операциjом сабирања „+“ чини полугрупу (N,+). Исти скуп,
али са операциjом множења, чини другачиjу полугрупу (N, ⋅).

Моноид jе алгебарска структура са jедноставном асоциjативном бинарном операци-
jом и идентичким елементом (енг. identity), коjи не мења идентитет елемента са
коjим оперише. Ако jе (S, ○) моноид онда постоjи (идентички) елеменат e ∈ S такав
да за сваки елеменат x ∈ S важи jеднакост e ○ x = x. Зато се идентички елеменат
назива и неутрални елеменат. Неутрални елеменат семигрупе (N,+) jе нула па jе та
структура такође и моноид. Моноид jе и (N, ⋅) са неутралним елементом jединицом,
због чега се идентички елеменат назива и jединични елеменат. Пример моноида jе и
низ знакова (енг. string) са бинарном операциjом додавања знакова, уланчавања (енг.
concatenation). Рецимо „Бео“ + „град“ = „Београд“, са идентичким елементом празним
низом, додавањем празнине.

Моноид чиjи сваки елеменат има инверзни елеменат (енг. inverse) назива се група.
Скуп целих броjева Z = {0,±1,±2, . . .} jе група у односу на операциjу сабирања, jер jе
нула неутрална на сабирање, а за сваки x ∈ Z постоjи −x ∈ Z такав да jе x+(−x) = 0. Али
сабирање броjева jе превише отрцано, рецимо, па потражимо занимљивиjе примере.

На скупу низова слова (речи) дефинишимо операциjе пермутациjа суседних парова:
p1 – замена места првог са следећим словом низа p1(ABC) = BAC, p2 – замена места
другог са трећим словом p2(ABC) = ACB, и уопште pn – замена n-тог са n + 1 чланом
низа. Затим, прогласимо пермутациjом било коjу композициjу (производ) ових. Лако
се доказуjе да композициjе пермутациjа чине моноид. Даље, из

p1p1(ABC) = p1[p1(ABC)] = p1(BAC) = ABC

видимо да jе свака пермутциjа pn сама себи инверзна, те да jе пермутациjа pipjpk
инверзна са pkpjpi, jер jе (pipjpk)(pkpjpi) = (pipj)(pjpi) = pipi а ово jе неутрал. Према
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томе, пермутациjе са операциjом композициjе пермутациjа имаjу структуру групе.
Групу чине и транслациjе равни, крута померања равни у датом смеру за дату

дужину. На пример, када jе транслациjа T1(A) померање фигуре A у смеру северо-
запада за 3 километра, T2(A) jе померање фигуре у смеру jуго-запада за 4 километра,
онда jе T2T1(A) = T2[T1(A)] померање у смеру jуга за 5 километара.

Дефинициjа 1.1.1 (Група). Група (G, ○) jе алгебарска структура са скупом G и
бинарном операциjом ○ над елементима скупа, коjа задовољава следеће услове:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

затвореност ∶ (∀a, b ∈ G) a ○ b ∈ G
асоциjативност ∶ (∀a, b, c ∈ G) (a ○ b) ○ c = a ○ (b ○ c)

идентички ∶ (∃e ∈ G)(∀a ∈ G) e ○ a = a
инверзан ∶ (∀a ∈ G)(∃b ∈ G) b ○ a = e.

(1.6)

Ако важи и комутативност, (∀a, b ∈ G) a ○ b = b ○ a, групу називамо комутативном
или Абеловом групом.

Пример 1.1.2. Нека jе G = {x ∈ R∣x ≠ −1} и операциjа x ∗ y = x + y + xy. Тада jе (G,∗)
група.

Доказ. Затвореност: из x, y ∈ G следи x ∗ y = (x + 1)(y + 1) − 1 ≠ −1, па jе x ∗ y ∈ G.
Асоциjативност: (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ y) + z + (x ∗ y)z =

= (x + y + xy) + z + (x + y + xy)z = x + y + z + xy + xz + yz + xyz

= x + y + z + yz + x(y + z + yz) = x + (y ∗ z) + x(y ∗ z) = x ∗ (y ∗ z).

Идентички елеменат jе 0.
Инверзан: за x ∈ G jе −x/(x + 1).

Абелова група jе алгебарска структура (G,+) ако jе скуп G ∈ {Z,Q,R,C} било коjи
од целих, рационалних, реалних или комплексних броjева, а операциjа jе уобичаjено
сабирање. Слично, Абелова група jе уобичаjена операциjа множења рационалних,
реалних или целих броjева, са изузетком нуле (нема инверзног броjа нули).

Slika 1.1: Циклична група.

На слици 1.1 jе циклична комутативна група ротациjа око центра O за угао π
3

(радиjана), односно 60○, коjу можемо генерисати степеновањем комплексног броjа

z = cos θ + i sin θ, i2 = −1, (1.7)
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узимаjући угао θ = π
3 . Наиме, према Де Моавровом6 образцу

zn = cosnθ + i sinnθ, (1.8)

за експоненте n = 0,1, . . . ,5 добиjамо комплексне броjеве z0, z1, . . . , z5, на слици пред-
стављене тачкама jединичне кружнице са центром у исходишту комплексне равни.

Ове ротациjе за угао π
3 настаjу степеновањем целим броjевима jединичног компле-

ксног броjа (1.7), при чему позитивним експонентима одговараjу ротациjе у позитивном
смеру (обрнуто од смера казаљке на сату), а негативним – негативне (у смеру казаљке
на сату).

Уместо степеновања комплексног броjа, на истоj слици, ми можемо посматрати
саме цикличне ротациjе. Штавише, jеднако можемо апстраховати и комплексне броjеве
и ротациjе, па посматрати групу самих експонената G = {0,1, . . . ,5} са операциjом
сабирања по модулу 6. Такође, операциjа може бити и сабирање у броjевном систему
базе 6. Запажамо да су ове структуре апстрактне и универзалне у односу на своjе
репрезентациjе, закључак коjи ће нам се стално наметати кроз ова разматрања.

Сличан пример групе (G,∗) jе скуп матрица

G = {e = (
1 0
0 1

) , a = (
−1 0
0 1

) , b = (
1 0
0 −1

) , c = (
−1 0
0 −1

)} , (1.9)

са матричним множењем. Лако jе проверити да за ову групу важи таблица множења

* e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

(1.10)

То jе комутативна група па су резултати множења симетрични око главне диjагонале.
Много jе различитих репрезентациjа група коjе имаjу исту ову таблицу, и зато нам jе
важно формално проучавање самих таквих табела.

Теорема 1.1.3. Ако jе (G,∗) група са неутралом e, тада jе за све a, b ∈ G:

1. a ∗ a = a ⇒ a = e,
2. b ∗ a = e ⇒ a ∗ b = e,
3. a ∗ e = a.

(1.11)

Постоjи само jедно e ∈ G и за дато a постоjи само jедно наведено b ∈ G.

Доказ. 1. Ако jе a ∈ G такво да jе a ∗ a = a бираjмо b ∈ G такво да jе b ∗ a = e. Тада
b ∗ (a ∗ a) = b ∗ a, па a = e ∗ a = (b ∗ a) ∗ a = b ∗ (a ∗ a) = b ∗ a = e.

2. Ако jе b ∗ a = e, онда jе (a ∗ b) ∗ (a ∗ b) = a ∗ (b ∗ a) ∗ b = a ∗ e ∗ b = a ∗ b, па према
претходном (1) имамо a ∗ b = e.

3. Ако jе a ∈ G, бираjмо b ∈ G тако да jе b ∗ a = e. Тада, због (2) следи a ∗ e =

a ∗ (b ∗ a) = (a ∗ b) ∗ a = e ∗ a = a.
Докажимо и jединственост. Нека jе a ∗ e = a и a ∗ f = a за све a ∈ G. Тада jе

(e ∗ f) ∗ (e ∗ f) = e ∗ (f ∗ e) ∗ f = e ∗ f ∗ e = e ∗ f , па према (1) имамо e ∗ f = e. Слично jе
f ∗f = (f ∗e)∗(f ∗e) = f ∗(e∗f)∗e = f ∗e∗e = f ∗e = f , па f = e. Коначно, претпоставимо
да jе b1 ∗ a = e и b2 ∗ a = e. Тада из (2) и (3) следи b1 = b1 ∗ e = b1 ∗ (a ∗ b2) = (b1 ∗ a) ∗ b2 =
e ∗ b2 = b2.

6Abraham de Moivre (1667-1754), француски математичар.
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1.1.1 Структуре

Група jе основа за сложениjе структуре коjе градимо даље. Укратко, комбинуjући
jедан скуп и две операциjе дефинисаћемо тело, комбинуjући две структуре, jедне групе
и jедног тела добићемо векторски простор, а векторски простор са скаларним множењем
вектора постаjе „алгебра над пољем“ или кратко алгебра, коjа се чешће назива „унитарни
векторски простор“.

Структура (G, ○) коjа од наведених у дефинициjи 1.1.1 има само особину затворено-
сти назива се групоид ; ако поред затворености има и особину асоциjативности назива
се полугрупа. Моноид jе полугрупа коjа има идентички елеменат. Ако jе H ⊂ G а (H, ○)
има структуру групе, онда jе (H, ○) подгрупа те групе. Од поменутих структура даље
формирамо структуре са две операциjе.

У скупу рационалних, реалних и комплексних броjева, S ∈ {Q,R,C}, могу се увести
две операциjе, сабирање и множење, тако да сваком уређеном пару (x, y) броjева из
датог скупа x, y ∈ S одговара броj збир x + y ∈ S и броj производ xy ∈ S. За ове
операциjе важи:

1○ комутативност: x + y = y + x односно xy = yx;
2○ асоциjативност: (x + y) + z = x + (y + z) odnosno (xy)z = x(yz);
3○ дистрибутивност: x(y+z) = xy + xz;
4○ постоjе неутрални броjеви 0 односно 1 за сабирање односно множење, такви да

jе x + 0 = x односно 1x = x;
5○ постоjе инверзни броjеви за сабирање односно множење, са инверзним операциjама

одузимањем односно делењем.
Сваком пару броjева x, y ∈ S одговара броj z ∈ S коjи називамо њиховом разликом,

такав да jе x = y + z, за коjи пишемо z = x − y. Сваком пару броjева x, y ∈ S, од коjих jе
други различит од нуле, одговара броj z ∈ S коjи називамо њиховим количником, такав
да jе x = yz, за коjи пишемо z = x/y или z = x

y .

Дефинициjа 1.1.4 (Прстен). Прстен (енг. Ring) jе алгебарска структура (R,+, ⋅)
скупа R и операциjа сабирања и множења, са следећа три скупа аксиома.
1. (R,+) jе комутативна група:

• (a + b) + c = a + (b + c),

• 0 + a = a + 0 = a,

• a + (−a) = −a + a = 0,

• a + b = b + a.

2. (R, ⋅) jе моноид:

• (a ⋅ b) ⋅ c = a ⋅ (b ⋅ c),

• 1 ⋅ a = a ⋅ 1 = a.

3. Множење jе дистрибутивно у односу на сабирање:

• a ⋅ (b + c) = a ⋅ b + a ⋅ c

• (a + b) ⋅ c = a ⋅ c + b ⋅ c.

Произвољност a, b ∈ R и затвореност a ∗ b ∈ R се подразумеваjу.
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Прстен jе алгебарска структура у коjоj су дефинисани сабирање и множење тако да
типичан пример прстена буде скуп целих броjева Z. Други примери прстена су цели
броjеви по модулу n ∈ N, затим полиноми, па кватерниони.

Хомеоморфизам са прстена (R,+, ⋅) на прстен (P,⊕, ○) jе пресликавање f ∶ R → P
коjе чува структуру, тако да важе идентитети:

i. f(a + b) = f(a) ⊕ f(b),
ii. f(a ⋅ b) = f(a) ○ f(b),
iii. f(1R) = 1P ,

(1.12)

где jе 1R jединица првог а 1P jединица другог прстена. Непосредно из ове дефинициjе
произилазе особине из следећег примера.

Пример 1.1.5. Ако jе f хомеоморфизам са прстена (R,+, ⋅) на прстен (P,⊕, ○), тада:

f(0R) = 0P , f(−a) = −f(a),

Доказ. f(0R) = 0P следи из f(a) = f(a + 0R) = f(a) + f(0R).
f(−a) = −f(a) следи из f(a) + f(−a) = f(a − a) = f(0R) = 0P .

Хомеоморфна слика прстена jе подпрстен, jер jе хомеоморфизам f инjективно пре-
сликавање. Код инjекциjе, или „1-1“ пресликавања, различите слике увек потичу од
различитих оригинала, али опсег копиjа може бити мањи од оригинала. Сурjекциjа, или
„на“ пресликавање има широк обим копиjа дозвољавjући и дуплирање слика. Преслика-
вање коjе има обе особине, инjекциjе и сурjекциjе, назива се биjекциjа. То jе обострано
jеднозначна функциjа коjа зато има и инверзну функциjу. Ако jе поменута функциjа f
биjекциjа, тада jе њоj инверзна функциjа f−1 ∶ P → R такође хомеоморфизам, а такву
називамо изоморфизам.

Концепт прстена jе у математику увео Дедекинд7 1880. године. Сам израз „прстен“
(нем. Zahlring) смислио jе Давид Хилберт 1892. године8. Прву аксиоматску дефинициjу
прстена дао jе Френкел9 у свом есеjу10 из 1914. године, a Нетер11 jе 1921. године
поставила прве аксиоматске основе теориjе комутативних прстена у свом монумента-
лном раду12.

Тело (F,+, ⋅) има алгебарску структуру прстена са додатком да jе (F ′, ⋅) група, где
jе F ′ = F /{0}. Ако jе (F ′, ⋅) комутативна група, онда се (F,+, ⋅) назива поље (табела
1.1). Према томе, свако поље jе тело и свако тело jе прстен, али обрнуто не важи.
У нашоj (српскоj) литератури се разликуjе структура тела од структуре поља, али то
ниjе случаj у неким другим jезицима. Француски назив за поље jе corps , немачка реч
jе Körper, оба са значењем „тело“.

Поље са коначно много елемената назива се Галоаово13 поље. Узмемо ли за скуп
F било коjи од скупова рационалних Q, реалних R или комплексних броjева C, а за
операциjу уобичаjено сабирање и множење броjева, добићемо структуру поља. Цели

7Richard Dedekind (1813-1916), немачки математичар.
8“Die Theorie der algebraischen Zahlkorper.” Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung, Vol.

4 (1897), I–XVIII, 175–546.
9Adolf Fraenkel (1891-1965), израелски математичар.

10Journal für die reine und angewandte Mathematik (A. L. Crelle), vol. 145, 1914.
11Emmy Noether (1882-1935), немачка математичарка.
12Ideal Theory in Rings
13Évariste Galois (1811-1832), француски математичар.
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назив сабирање множење

асоциjативност (a + b) + c = a + (b + c) (ab)c = a(bc)
комутативност a + b = b + a ab = ba
дистрибутивност a(b + c) = ab + ac (a + b)c = ac + bc
идентички ел. a + 0 = 0 + a = a a ⋅ 1 = 1 ⋅ a = a
инверзан ел. a + (−a) = (−a) + a = 0 aa−1 = a−1a = 1, ако a ≠ 0

Tabela 1.1: Аксиоме поља (F,+, ⋅).

броjеви Z имаjу само структуру прстена. Због услова jеднакости, потребног за дефини-
сање сабирања и множења, свако поље мора имати наjмање два елемента. Са друге
стране, Хилберт и Ваjерштрас14 су доказали да су све генерализациjе концепта поља,
у триплету (F,+, ⋅), еквивалентне пољу комплексних броjева.

Пример 1.1.6. Доказати да jе (−1) ⋅ a = −a, за све a ∈ F .

Доказ. Из аксиома поља препознаjемо редом: a + (−1) ⋅ a =

= a + a ⋅ (−1), комутативност множења,
= a ⋅ 1 + a ⋅ (−1), идентички ел. множења,
= a ⋅ (1 + (−1)), дистрибутивност,
= a ⋅ 0, инверзан ел. сабирања,
= a ⋅ 0 + 0, идентички ел. сабирања,
= a ⋅ 0 + (a ⋅ 0 + −(a ⋅ 0)), инверзан ел. сабирања,
= (a ⋅ 0 + a ⋅ 0) + −(a ⋅ 0), асоциjативност сабирања,
= a ⋅ (0 + 0) + −(a ⋅ 0), дистрибутивност,
= a ⋅ 0 + −(a ⋅ 0), идентички ел. сабирања,
= 0, инверзни ел. сабирања.

Према томе, (−1) ⋅ a jе инверзан елементу a у сабирању.

Пример 1.1.7 (Правила скраћивања). За произвољне a, b, c ∈ F важи:
1○ ако jе a + c = b + c, тада jе a = b;
2○ ако jе ac = bc и c ≠ 0, тада jе a = b.

Доказ. 1○ Идентичан jе делу следећег доказа, па га остављам читаоцу.
2○ Претпостављамо c ≠ 0, па (инверзни ел. множења) постоjи c−1 ∈ F такав да c⋅c−1 =

1. Множећи обе стране ac = bc десно са c−1, добиjамо (ac)c−1 = (bc)c−1. Примењуjући
асоциjативност множења, добиjамо a(cc−1) = b(cc−1), отуда a ⋅1 = b ⋅1, па (идентички ел.
множења) a = b, а то jе и требало доказати.

Пример 1.1.8. За произвољне a, b ∈ F важи:
1○ a ⋅ 0 = 0;
2○ (−a)b = a(−b) = −ab;
3○ (−a)(−b) = ab.

14Karl Weierstrass (1815-1897), немачки математичар.
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Доказ. 1○ Ово jе већ доказано, у делу претходног. 2○ Користећи претходни пример и
асоциjативност множења, па jош jедном таj пример, добиjамо:

(−a)b = (−1 ⋅ a)b = −1(ab) = −(ab).

Слично доказуjемо и 3○.

Ови примери иду у прилог комплетности система аксиома поља, табеле 1.1. Ти
наизглед „непотребни“ докази „очигледних“ ствари, онога што сви знамо о броjевима,
нису увек ради нових открића о броjевима, колико ради провере обухватности датих
аксиома. Редаjући сличне провере, уверавамо се да дати скуп аксиома ниjе противречан
(прави доказ непротивречности jе ипак нешто друго). Такође, примећуjемо зашто
требамо бити опрезни са лакомисленим додавањем аксиома. Може се десити да у
неразумевању последица добиjемо вишак, редунданцу или контрадикциjу.

У свим помињаним скуповима броjева осим комплексних (природни, цели, рацио-
нални и реални) постоjи поредак. За било коjа два таква броjа x, y важи x ≤ y или x ≥ y,
а ако важи обоjе, онда су дати броjеви jеднаки. Посебно, ако jе x ≤ y односно x ≥ y али
jе x ≠ y онда пишемо x < y односно x > y. Дакле, за било коjа два броjа x, y ∈ R важи
тачно jедна од релациjа x < y, x = y, x > y. Уместо скупа R овде може стаjати скуп Q,
Z или N, али не може C.

Поредак омогућуjе да природно дефинишемо отворен односно затворен интервал на
реалноj оси броjева, редом са ]a, b[ односно [a, b], за a ≤ b. У првом случаjу искључени
су гранични броjеви, у другом су укључени. Када у тексту ниjе важно да ли jе интервал
броjева отворен или затворен, онда пишемо (a, b). Еквивалент границама интервала у
у простору jе сфера, а самом интервалу кугла. Поопштаваjући назив, сфером називамо
сваку границу околине тачке (коjа jе у центру сфере), чак и када тачка представља
броj у комплексноj равни, када jе „сфера“ кружница, или тачку на реалноj оси броjева,
када jе „кугла“ – интервал. Тако добиjамо отворену и затворену околину дате тачке
уопште, аналогно отвореном и затвореном интервалу на оси броjева.

Две су важне аксиоме реалних броjева, Кантор15-Дедекиндова и Дедекиндова:

1. Постоjи биjекциjа између тачака праве и скупа реалних броjева;

2. За сваку поделу тачака праве у два непразна скупа, тако да ни jедна тачка jедног
не лежи између две тачке другог, постоjи тачка jедног од скупова коjа лежи
између свих других тачака тог скупа и свих тачака другог скупа.

Те аксиоме се могу пренети и на комплексне броjеве.
Следећа сложениjа алгебарска структура jе векторски простор. То jе удружење

комутативне групе (V,+) и тела (Φ,+, ⋅), при чему се сабирања односе не елементе
одговараjућих скупова. Елементе скупа V називамо векторима, а елементе скупа Φ
називамо скаларима. Укратко, говоримо о векторском простору V над телом скалара
Φ, или о пару (V,Φ). У овоj књизи подразумевамо да су скалари комплексни броjеви,
а изузетке ћемо посебно наглашавати.

Дефинициjа 1.1.9 (Векторски простор). Ако скуп V над телом Φ називамо векторски
простор, онда елементе првог скупа називамо векторима, а елементе другог скаларима.

15Georg Cantor (1845-1918), немачки математичар.
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Тада за све векторе x, y, z ∈ V и све скаларе α,β ∈ Φ важе аксиоме:

1. Комутациjа збира вектора x + y = y + x,
2. Асоциjациjа збира вектора (x + y) + z = x + (y + z),
3. Постоjи нула 0 ∈ V x + 0 = 0 + x = x,
4. Сваки x има инверзни − x ∈ V x + (−x) = 0,
5. Асоциjациjа множења скалара α(βx) = (αβ)x,
6. Дистрибуциjа вектора (α + β)x = αx + βx,
7. Дистрибуциjа скалара α(x + y) = αx + αy,
8. Постоjи jединица 1 ∈ Φ 1 ⋅ x = x.

(1.13)

Подразумевани скалари су комплексни броjеви.

Прве четири особине чине векторе комутативном групом у односу на операциjу
сабирања. Обзиром да су скалари комплексни броjеви, особине 5-8 су очигледне; ми
дати пар, простор V над телом C, само требамо препознати као векторски простор.

Ако су скалари реални броjеви онда и сам скуп реалних броjева може бити векторски
простор (простор R над телом R), jер задовољава свих осам аксиома. Простор компле-
ксних броjева над комплексним броjевима jе такође векторски простор. Примери векто-
рских простора су и ориjентисане дужи у n ∈ N димензиjа, како над реалним тако и
над комплексним броjевима.

Приметимо да jе и скуп полинома степена не већег од датог природног броjа n
векторски простор. Скуп низова комплексних броjева дате дужине n jе такође векторски
простор. Скуп бесконачно дугих низова (преброjиво комплексних броjева) jе векторски
простор. Векторски простор jе и скуп реалних непрекидних функциjа на сегменту [a, b]
над скупом реалних броjева.

Скуп свих решења диференциjалне jедначине

p0y
(n)

+ p1y
(n−1)

+ ⋅ ⋅ ⋅ + pny = 0, (1.14)

где су коефициjенти pk и наравно фунцкциjе y зависне од дате вариjабле, чини векторски
простор. Решења jедначине титрања жице

∂2u

dx2
− λ2∂

2u

∂t2
= 0, λ = const. (1.15)

чине векторски простор. Решења интегралне jедначине
ˆ 1

0
K(y, x)f(x)dx = f(y) (1.16)

чине векторски простор.
Посебно поучан пример векторских простора jе линеарна многострукост односно

транслациjа. Нека jе T потпростор векторског простора V, пишемо T ⊆ V, и нека jе
v ∈ V. Скуп свих вектора t+ v где jе t ∈ T назива се линеарна многострукост. Таj скуп
означавамо са Tv = T + v а називамо и транслациjом потпростора T за вектор v.

На пример, нека jе V обичан 3-Д простор (дужина, ширина, висина) а нека jе T ⊆

V скуп тачака неке равни. Додаjући различите векторе v1, v2 ∈ V тачкама равни T,
премештамо jе, кажемо транслирамо, у различите паралелне равни. Jедна линеарна
многострукост jе jедна раван паралелна датоj, а свака од њих jе посебан векторски
простор. Два вектора v1, v2 ∈ V припадаjу истоj многострукости (паралелноj равни Tv)
акко16 њихова разлика припада датоj равни, v1 − v2 ∈ T.

16акко – ако и само ако
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Ориjентисане дужи

Визуелно наjjедноставниjи вектори су ориjентисане дужи. На слици 1.2 приказани
су вектори, ориjентисане дужи

Ð→
OA,

Ð→
OB и

Ð→
OC, у правоуглом Декартовом систему

координата Oxy. Вектори коjи имаjу исти правац, смер и интензитет jеднаки су, па их
представља вектор чиjи jе почетак у исходишту O а врх у тачки са датим координатама,
овде редом A(xA, yA), B(xB, yB), C(xC , yC), или: a⃗(xA, yA), b⃗(xB, yB), c⃗(xC , yC).

Slika 1.2: Сабирање вектора.

Ориjентисане дужи OB и AC паралелне су и jеднаких дужина, као и OA∣∣BC, па jе
�OACB паралелограм. Уочимо подударне троуглове међу испрекиданим линиjама
проjекциjа тачака на координатне осе, а на апсциси приметимо xC − xA = xB, на
ординати yC − yB = yA те xA + xB = xC и yA + yB = yC , краће a⃗ + b⃗ = c⃗, или

Ð→
OA +

Ð→
OB =

Ð→
OC. (1.17)

То jе познато правило паралелограма за сабирање вектора: збир два вектора коjи
разапињу паралелограм jе диjагонала тог паралелограма.

Брзина jе вектор. То примећуjемо на реци, коjа тече брзином v⃗1 у односу на обалу, са
чамцем коjи се креће у односу на воду брзином v⃗2. Резултираjућа брзина чамца у односу
на обалу, v⃗ = v⃗1 + v⃗2, добиjа се на начин сабирања вектора по правилу паралелограма.
Отуда следи да су jош неке величине класичне динамике (убрзање, импулс, сила),
такође вектори. На пример, да jе сила вектор можемо проверити и мерењем на стубу
коjи би био забоден у тачки O површине Oxy на претходноj слици, коjи би вукли два
уређаjа силама са смеровима и интензитетима вектора

Ð→
OA и

Ð→
OB. Укупна измерена

сила на стубу не би била прост збир интензитета компоненти, већ би она имала смер и
интензитет вектора

Ð→
OC.

Простор Rn

У n-димензионалном (n = 1,2, . . . ) Декартовом систему координата Ox1x2 . . . xn,
произвољну тачку A(a1, a2, . . . , an) представља посебан уређени низ броjева, проjекциjа
на координате система. Исходиште O(0,0, . . . ,0) jе низ нула. Врх вектора

Ð→
OA jе дата

тачка A а почетак увек исходиште O. Операциjе сабирања и множења дефинише
jеднакост

α ⋅
Ð→
OA + β ⋅

Ð→
OB = α(a1, . . . , an) + β(b1, . . . , bn) = (αa1 + βb1, . . . , αan + βbn), (1.18)
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са произвољним скаларима α,β. Три разне тачке O, A и B дефинишу тачно jедну
раван, па се сабирање (1.18) своди на паралелограм на слици 1.2, без обзира што jе
простор тих тачака произвољне димензиjе n ∈ N. На таj начин видимо да тачке n-
димензионалног Декартовог система координата чине векторски простор.

Комплексни броjеви

Скуп комплексних броjева C се може представљати помоћу уређеног пара реалних
броjева (x, y), а затим цртати као на слици 1.2. Операциjе сабирања и множења
дефинишу се са:

{
(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2)

(x1, y1) ⋅ (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2).
(1.19)

Доследно, λ(x, y) = (λx,λy), a (x,0) jе реалан броj x. Даље jе (0,1) ⋅ (0,1) = (−1,0),
па jе (0,1) комплексни броj чиjи квадрат jе −1, тj. имагинарна jединица i. Броj (x, y)
пишемо x+ iy. Реални броjеви x и y називаjу се реални и имагинарни део комплексног
броjа z = x + iy. Пишемо R(z) = x и I(z) = y.

Да тако дефинисан скуп C са операциjама сабирања и множења (1.19) има структуру
поља, лако видимо провераваjући табелу 1.1. Нула сабирања jе (0,0), jединица множења
jе (1,0). Реципрочан или инверзан сабирак броjа (x, y) jе броj (−x,−y), а инверзан или
реципрочан множилац тог броjа jе броj

(x + iy)−1
=

x

x2 + y2
+ i

−y

x2 + y2
. (1.20)

Конjугован броj комплексног броjа z = x+ iy jе комплексан броj z∗ = x− iy. У координа-
тноj равни слике 1.2, конjуговано комплексни броjеви су осно симетрични око апсцисе.

Slika 1.3: Реципрочан и конjугован броj.

На слици 1.3 су приказани конjугован z∗ и њему реципрочан броj (1
z
)
∗, датог броjа

z. Модуо комплексног броjа ∣z∣ =
√
x2 + y2 =

√
z∗z jе удаљеност тачке z од исходишта O.

Када jе модуо комплексног броjа ∣z∣ < 1, тачка z jе унутар jединичне кружнице а тачка
z−1 = 1

z jе изван, као на датоj слици.

Пример 1.1.10. Конструисати реципрочну тачку.
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Конструкциjа. То jе геометриjска конструкциjа потенциjе тачке у односу на круг,
приказана сликом 1.4. Дата jе кружница k(O, r) са центром O и полупречником r и
тачка P коjа jе на слици унутар кружнице. У тачки P повучемо нормалу на праву
OP , коjа сече кружницу у тачки T . Из тачке T повучемо нормалу на праву OT до
пресека, тачке Q, са правом OP . Правоугли троуглови POT и TOQ су слични (имаjу
исте одговараjуће углове), па jе OP ∶ r = r ∶ OQ, а отуда

OP ⋅OQ = r2. (1.21)

Ова формула изражава потенциjу тачака P и Q у односу на k. Када jе r = 1 она постаjе
z ⋅ z∗ = 1, а то jе управо оно што нам jе требало.

Када jе k jединична кружница са центром у исходишту комплексне равни C а z jе
тачка P , онда jе тачка Q реципрочна тачки z. Обрнуто, ако jе Q тачка z, вањска тачка
круга k, онда конструишемо тангенту из тачке Q на k до тачке T ; из тачке T вучемо
нормалу на праву OQ до пресечне тачке P ∈ OQ коjа jе тражена реципрочна тачка.

Slika 1.4: Потенциjа тачке у односу на круг.

Са правоуглих Декартових Oxy прелазимо на поларне координате Orφ и обрнуто
трансформациjама17:

{
r =

√
x2 + y2, φ = arctg y

x ,
x = r cosφ, y = r sinφ.

(1.22)

Kомплексни броj z = x + iy у поларним координатама пишемо

z = r(cosφ + i sinφ). (1.23)

Оваj начин записивања jе користан за лакше разумевање геометриjског смисла множења
комплексних броjева:

z1z2 = [r1(cosφ1 + i sinφ1)] ⋅ [r2(cosφ2 + i sinφ2)] =

= r1r2[(cosφ1 cosφ2 − sinφ1 sinφ2) + i(cosφ1 sinφ2 + sinφ1 cosφ2)],

па примењуjући адиционе формуле косинуса и синуса, добиjамо

z1z2 = r1r2[cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)]. (1.24)

Множење комплексним броjем z = r(cosφ+i sinφ) jе композициjа хомотетиjе (истезања-
скупљања r пута) и ротациjа (за угао φ).

17На енглеском уместо arctgα пише се arctanα.
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Матрице

Скуп матрица над телом комплексних броjева jе векторски простор. Операциjе
сабирања и множења матрица-колона, x и y истог типа n × 1, дефинисане су са:

αx + βy = α

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

x1

x2

. . .
xn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

+ β

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

y1

y2

. . .
yn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

αx1 + βy1

αx2 + βy2

. . .
αxn + βyn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, (1.25)

где су коефициjенти α,β, xk, yk за k = 1,2, . . . , n комплексни броjеви. Из дефинициjе
1.1.9, векторског простора, лако се доказуjе да матрице-колоне истог типа чине вектор-
ски простор. Посебно, то видимо и из изоморфизма уређеног низа коефициjената
матрица-колона и уређеног низа Декартових координата, односно простора Rn, а ових
са ориjентисаним дужима.

На исти начин се доказуjе да матрице-врсте, истог типа 1 × n, такође чине посебан
векторски простор. Векторски простор чине и матрице истог типа m × n. Наиме,
матрице A = (xij) и B = (yij) када су истог типа, са m врста и n колона, могу се
сабирати на начин

αA + βB =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

αx11 + βy11 αx12 + βy12 . . . αx1n + βy1n

αx21 + βy21 αx22 + βy22 . . . αx2n + βy2n

. . .
αxm1 + βym1 αxm2 + βym2 . . . αxmn + βymn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, (1.26)

са произвољним α и β из датог тела скалара. На основу дефинициjе векторског
простора, лако се доказуjе да jе ова структура матрична репрезентациjа векторског
простора.

Конjуговањем елемената матрице A = (αij) типа m × n, а затим транспоновањем
(заменом врста колонама) добиjамо дуалну матрицу A† = (α∗ji) типа n ×m, за коjу
кажемо да jе придружена матрица (енг. adjoint) датоj.

Полиноми

Посматраjмо скуп полинома променљиве x датог степена n = 1,2,3, . . .

Pn = {a0 + a1x + ⋅ ⋅ ⋅ + anx
n
∣a0, a1, . . . , an ∈ Φ}, (1.27)

над датим телом Φ. Сабирање полинома из Pn дефинише jеднакост

αA(x) + βB(x) = α
n

∑
k=0

akx
k
+ β

n

∑
k=0

bkx
k
= ∑
k=0

(αak + βbk)x
n, (1.28)

са произвољним α,β ∈ Φ.
Лако jе видети да постоjи биjекциjа између низова коефициjената ak и Декартових

координата. Са сабирањем (1.28) добиjамо изоморфизам између векторског простора
полинома (степена n) над датим телом скалара са jедне стране и ориjентисаних дужи
(у n димензиjа) са друге.

Када степен полинома неограничено расте (n → ∞), онда полиноми постаjу редови
облика

A(x) = a0 + a1x + a2x
2
+ ⋅ ⋅ ⋅ =

∞

∑
k=0

akx
k. (1.29)
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Очигледно jе да и даље постоjи биjекциjа, f ∶ A→ (a0, a1, a2, . . . ), између конвергентних
редова и бесконачних (уређених) низова. Проширимо ли сабирање (1.28) на бесконачне
низове, могуће jе успоставити изоморфизам између векторског простора редова и векто-
рског простора бесконачних низова. Бесконачно димензионални векторски простори су
предмет проучавања функционалне анализе.

Трећу врсту векторских простора помоћу полинома генеришемо помоћу „необичних“
скалара. Приметимо да у дефинициjи 1.1.9 векторског простора множење скалара не
мора бити комутативно. Скалари могу бити и квадратне матрице реда n ∈ N, типа n×n,
за чиjе множење знамо да ниjе комутативно. Производ матрица A = (aij) и B = (bij)
jе матрица C = (cij) таква да jе

cij =
n

∑
k=1

aikbkj , i, j = 1,2, . . . , n. (1.30)

Другим речима, множимо k-ти елеменат i-те врсте прве матрице са такође k-тим
елементом j-те колоне друге матрице, сабирамо производе и добиjамо елеменат cij
коjи се налази у i-тоj врсти и j-тоj колони резултираjуће матрице.

Из дефинициjе множења се види да су множења диjагоналних матрица (коjе ван
главне диjагонале имаjу само нуле) комутативна

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0
. . .
0 0 . . . ann

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

b11 0 . . . 0
0 b22 . . . 0
. . .
0 0 . . . bnn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

a11b11 0 . . . 0
0 a22b22 . . . 0
. . .
0 0 . . . annbnn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(1.31)

а да множења осталих не мораjу бити, као на пример:

(
1 2
3 4

)(
1 1
1 1

) = (
3 3
7 7

) , (
1 1
1 1

)(
1 2
3 4

) = (
4 6
4 6

) .

Матрице су jеднаке ако и само ако имаjу све одговараjуће коефициjенте jеднаке, па за
претходне матрице важи импликациjа A = B ⇒ aij = bij за све i, j = 1,2, . . . , n. Да би
множење матрица уопште било могуће мора прва имати онолико колона колико друга
има врста и зато се овде ограничавамо на квадратне матрице.

Квантно стање

Физичке мере (килограм, метар, секунда) можемо посматрати као векторе коjи
разапињу векторски простор над телом неких скалара. Другу репрезентациjу вектора,
у смислу исте дефинициjе 1.1.9, чинили би физички поjмови коjи стоjе испред поменутих
мера. Трећу би могла чинити нека трећа физичка своjства, али само посебна врста међу
њима представљаjу векторе коjе називамо квантним стањима.

На пример, положаjи честице у простору представљаjу се и са „ориjентисаним
дужима“, за коjе смо видели да jесу репрезентациjа вектора, али они нису та репрезен-
тациjа коjа jе основа квантне механике, а коjе називамо и операторима положаjа.
Импулси у класичноj физици jесу вектори, али ни то ниjе она врста вектора импулса
коjе називамо операторима импулса, а о коjима ћемо овде тек причати.

Квантно стање, у ужем смислу, jе само оно стање изолованог квантованог система
коjе представљамо скупом квантних броjева и дистрибуциjом вероватноћа поjединих
исхода мерења, обзервабли. Познавање квантног стања заjедно са правилима еволуциjе
(спонтаног развоjа) тог система временом, исцрпљуjе све што се може предвидети о
понашању квантног система.
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1.1.2 Логика

Математичка логика се поjавила средином 19. века као споредна грана математике,
са настоjањем да се обjедини формална филозофска логика и математика (в. [5]). Она
jе током развоjа нотациjе, ригорозних дедуктивних метода и открића првих теориjа
називана симболичка логика, алгебра логике или формална логика. Почетком 20. века
већ се стигло до фундаменталних резултата, започето жестоким расправама око основа
саме математике и до примена.

Математички исказ jе реченица коjу означавамо словом a, b, c, . . . , x, y, z, а коjа може
имати само две вредности: тачно са ознаком ⊺ и нетачно са ознаком �. Таутологиjа
jе исказ коjи jе увек тачан а контрадикциjа jе исказ коjи jе увек нетачан.

Наjпознатиjе три операциjе над исказима су негациjа, дисjункциjа и конjункциjа.
Негациjа тачног исказа jе нетачан исказ, а негациjа нетачног jе тачан; за исказ a
негациjа jе ¬a. Дисjункциjа исказа (a ∨ b) jе исказ коjи jе тачан само ако jе бар jедан
од исказа (a или b) тачан. Конjункциjа исказа (a∧ b) jе исказ коjи jе тачан само ако су
сви дати искази (a и b) тачни.

Остале операциjе алгебре логике над исказима могу се добити помоћу негациjа,
дисjункциjа и конjункциjа. На пример, импликациjа „ако jе a онда jе b“ jе бинарна
операциjа a⇒ b коjа даjе нетачан резултат само ако jе претпоставка a тачна а последица
b нетачна, приказано табелом 1.2. Исте резултате даjе и израз ¬a ∨ b.

⇒ ⊺ �

⊺ ⊺ �

� ⊺ ⊺

Tabela 1.2: Импликациjа

Када две реченице, a и b, имаjу идентичне табеле истинитости, две табеле попут ове
за импликациjу, тада кажемо да су те реченице jеднаке и пишемо a = b. Исто значење
као и jеднакост има еквиваленциjа, коjу пишемо a⇔ b. Еквиваленциjа jе операциjа над
исказима коjа даjе тачне вредности само када су дати искази jеднаке вредности. Табеле
еквиваленциjе, a ⇔ b, и конjункциjе две импликациjе, (a ⇒ b) ∧ (b ⇒ a), идентичне
су. Ове се импликациjе даље разлажу на исказе са самим негациjама, дисjункциjама
и конjункциjама. Уопште, свака се реченица алгебре логике може представити само
негациjама, дисjункциjама и конjункциjама. Како, то каже следећа теорема.

Теорема 1.1.11. Свака бинарна операциjа алгебре логике може се представити неком
табелом попут 1.2 и изjедначити са исказом коjи садржи само негациjе, дисjункциjе
и конjункциjе.

Доказ. Лево и горе у табели су константе, ⊺ и �, вредности коjе могу узимати прва
и друга вариjабла, а унутра су четири позициjе за тачност tij , коjе дефинишу 24 = 16
различитих табела и исто толико различитих бинарних операциjа. Када на позициjи
прве врсте и друге колоне, t12, хоћемо да буде �, а на осталим трима ⊺ онда пишемо
¬a ∨ b, а то jе табела импликациjе. Када хоћемо да (само) на позициjама споредне
диjагонале, t12 и t21, буде � онда пишемо (¬a ∨ b) ∧ (a ∨ ¬b), а то jе еквиваленциjа.

Уопште, када хоћемо jош jедну негациjу у тебели, конjункциjом додамо jош jедну
заграду (x∨y), где на место x ставимо ¬a ако jе та негациjа у првом ретку или a ако jе
та негациjа у другом. Уjедно, на место y ставимо ¬b ако jе та негациjа у првоj колони
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или b ако jе та негациjа у другоj. Могуће су наjвише четири позициjе за негациjе и
према томе само четири такве заграде надовезане конjункциjама.

На пример, на табелама 1.3 налазе се дисjункциjа и конjункциjа. Дисjункциjа лево,
има � само на позициjи t22, па jе према 1.1.11 њена формула a ∨ b, што знамо да jе
тачно. Конjункциjа, десно, има � на три позициjе t12, t21 и t22, па jе према теореми
њена формула jе (¬a ∨ b) ∧ (a ∨ ¬b) ∧ (a ∨ b), што би требало бити jеднако са a ∧ b.

∨ ⊺ �

⊺ ⊺ ⊺

� ⊺ �

∧ ⊺ �

⊺ ⊺ �

� � �

Tabela 1.3: Дисjункциjа и конjункциjа

Вратићемо се на ово питање када видимо како се формуле алгебре логике могу
тестирати, затим трансформисати у еквивалентне и према томе поjедностављивати.

Пример 1.1.12 (Де Морганови образци). Проверити jеднакости:

{
1. ¬(a1 ∨ a2 ∨ ⋅ ⋅ ⋅ ∨ an) = ¬a1 ∧ ¬a2 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ ¬an
2. ¬(b1 ∧ b2 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ bn) = ¬b1 ∨ ¬b2 ∨ ⋅ ⋅ ⋅ ∨ ¬bn,

коjе се називаjу Де Морганови18 обрасци.

Решење. 1. Дисjункциjа jе тачна када jе бар jедан исказ (ak) тачан, па jе негациjа тога
да су сви искази редом нетачни.

2. Конjункциjа jе тачна када су сви искази (bk) тачни, па jе негациjа тога да jе бар
jедан од исказа нетачан.

Када у загради имамо само два исказа, доказ првог Де Моргановог образца можемо
урадити на начин приказан табелом 1.4. Лево су све четири комбинациjе вредности
вариjабли, десно су резултати. Из jеднакости колона коначних резултата следи тачност
jеднакости. То jе доказ табелирањем.

a1 a2 ¬(a1 ∨ a2) ¬a1 ∧ ¬a2

⊺ ⊺ � �

⊺ � � �

� ⊺ � �

� � ⊺ ⊺

Tabela 1.4: Де Морганов први образац.

Десне стране оваквих табела се обично развуку у више колона и до резултата се
долази корак по корак. Покушаjте исто са другим обрасцем! Мало другачиjи начин
доказа, тзв. методе контрадикциjе, демонстриран jе у следећем примеру.

Пример 1.1.13. Доказати свођењем на контрадикциjу:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

1. a⇒ (b⇒ a)
2. ((a⇒ b) ⇒ a) ⇒ a
3. (a⇒ b) ⇒ ((b⇒ c) ⇒ (a⇒ c)).

18Augustus De Morgan (1806-1871), британски математичар.
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Доказ. Тражимо када jе исказ нетачан и ако нема таквог случаjа, исказ jе увек тачан.
1. Импликациjа jе нетачна само када jе претпоставка a тачна а последица (b ⇒

a) нетачна. То исто важи за импликациjу у загради, што значи да jе b тачно и a
нетачно. Дакле, гледаjући цели исказ a jе тачно, а гледаjући у загради a jе нетачно.
То jе контрадикциjа из коjе следи закључак да не постоjи случаj када jе прва формула
нетачна; она jе увек тачна.

2. Претпоставка ((a ⇒ b) ⇒ a) jе тачна, а последица a нетачна. Према томе a jе
нетачно. Имамо редом:

⊺
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
((a⇒ b) ⇒ a) ⇒

�
©
a ,

((� ⇒ b)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

�

⇒ �) ⇒ �,

а то jе немогуће, jер шта год да jе b ∈ {⊺,�} исказ � ⇒ b jе тачан, ниjе �.
3. Такође тражимо нетачну импликациjу:

(

⊺
­
a⇒ b) ⇒ (

�
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(b⇒ c
²

⊺

) ⇒ (a⇒ c
²

�

)),

па из последње заграде следи a = ⊺ и c = �, тj.

(

⊺
­
⊺⇒ b) ⇒ (

�
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(b⇒ �) ⇒ (⊺ ⇒ �)).

Због прве заграде мора бити b = ⊺, али онда имамо:

(

⊺
³¹¹¹¹·¹¹¹¹µ
⊺ ⇒ ⊺) ⇒ (

�
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
(⊺ ⇒ �) ⇒ (⊺ ⇒ �)),

⊺ ⇒ (� ⇒ �),

⊺ ⇒ ⊺,

а то jе тачно. Претпоставка да jе исказ нетачан jе у контрадикциjи; исказ jе увек
тачан.

Приказане методе су углавном довољне за доказивање сваке таутологиjе класичне
алгебре логике. Оне би требале бити довољне за проверавање следећих идентитета.

a ∨ b = b ∨ a a ∧ b = b ∧ a комутативност
(a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c) (a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c) асоциjативност
a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) дистрибутивност.

(1.32)

Уместо тих познатих таутологиjа, проверимо jеднакост дату уз табелу 1.3:

(¬a ∨ b) ∧ (a ∨ ¬b) ∧ (a ∨ b) = a ∧ b. (1.33)

Десна страна (конjункциjа) jе тачна када су оба исказа a и b тачни, а тада jе:

(¬⊺ ∨ ⊺) ∧ (⊺ ∨ ¬⊺) ∧ (⊺ ∨ ⊺) = ⊺ ∧ ⊺,
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(� ∨ ⊺) ∧ (⊺ ∨ �) ∧ (⊺) = ⊺,

⊺ ∧ ⊺ ∧ ⊺ = ⊺,

што jе тачно. Десна страна jе нетачна када jе бар jедан исказ, a или b, нетачан. Због
(обе стране jеднакости) симетриjе, довољно jе проверити a = �. Тада (1.33) постаjе:

(¬� ∨ b) ∧ (� ∨ ¬b) ∧ (� ∨ b) = � ∧ b,

(⊺ ∨ b) ∧ (� ∨ ¬b) ∧ (� ∨ b) = �,

а лево мора бар jедна заграда бити нетачна. То заиста jесте, jер ако jе b тачно онда jе
друга заграда нетачна, а ако jе b нетачно онда jе трећа заграда нетачна. Према томе,
исказ (1.33) jесте таутологиjа.

У применама алгебре логике, дисjункциjа се често пише као збир (a+b) а конjункциjа
као производ (ab). Константа „тачно“ се означава са 1, константа „нетачно“ са 0. Тако
се то ради у техници, али наравно, понегде и другачиjе. Тачан односно нетачан исказ
у квантноj механици записуjе се и помоћу матрица колона, редом:

∣1⟩ = (
1
0
) , ∣0⟩ = (

0
1
) . (1.34)

Множећи ове колоне са лева првом Паулиjевом19 матрицом

σx = (
0 1
1 0

) , σx∣1⟩ = ∣0⟩, σx∣0⟩ = ∣1⟩, (1.35)

добиjамо негациjе. Размотримо ово мало детаљниjе. Привидно разликуjемо класичну
логику коjу стављамо заjедно са класичним компjутерима и класичном (Шеноновом)
теориjом информациjе, од квантне логике коjа би требала да иде са квантним компjу-
тером и општиjом дефинициjом информациjе (промовишу jе књиге [1] и [2]).

На слици 1.5 видимо основне типове прекидача коjе називамо и капиjама (енг. ga-
tes) или вентилима, коjи се постављаjу у струjно коло како би симулирали основне
операциjе алгебре логике. Када струjа тече пише 1, а када не тече ознака jе 0. Према
томе, AND jе конjункциjа, OR jе дисjункциjа, NOT jе негациjа.

Slika 1.5: Прекидачи у струjним колима.

19Wolfgang Pauli (1900-1958), аустриjско-шваjцарско-амерички теориjски физичар.
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У техници исказе пишемо и великим словима, негациjу цртом изнад, дисjункицjу
као збир, а конjункциjу као производ. Де Морганове образце, из примера 1.1.12 у
бинарном случаjу, у техници пишемо A +B = ĀB̄ и AB = Ā + B̄. Први се зове NOR
прекидач, други jе NAND, а њихови технички симболи су приказани на слици 1.6. То
су универзални прекидачи.

Slika 1.6: Универзални прекидачи.

Они се називаjу универзалним прекидачима jер могу симулирати било коjу операциjу
алгебре логике, без употребе других прекидача. То значи да су они веома економични
у производњи и зато широко распрострањени у употреби.

Став 1.1.14 (Универзални прекидачи). NOR и NAND су универзални прекидачи.

Доказ. Да jе прекидач NOR универзалан следи из теореме 1.1.11 и његове способности
да симулира негациjу, дисjункциjу и конjункциjу. Наиме, споjимо ли оба улаза заjедно,
добиjамо A +A = Ā, на излазу имамо негациjу улаза A. Такође, оставимо ли на улазу
слободно A али B = 0, на излазу имамо негациjу A. Прекидач OR се може добити
помоћу два узастопна прекидача NOR, тако што први има слободне улазе A и B, коjи
на излазу постаjу A +B што се затим веже на оба улаза следећег NOR прекидача
производећи A + B, дакле дисjункциjу улаза. Прекидач AND се добиjа помоћу три
NOR прекидача, прва два одвоjена у коjе иду, у први два иста улаза A, у други два
иста улаза B, а њихова два излаза Ā и B̄ улази су у трећи NOR прекидач, са коначним
излазом Ā + B̄ = AB, дакле конjункциjом улаза.

Да jе NAND прекидач универзалан доказуjемо слично. Ако су оба улаза NAND
прекидача A, излаз jе Ā, а то jе негациjа улаза. Такође, ако jе jедан улаз NAND
прекидача A а други jе 1, онда jе излаз негациjа улаза. Прекидач AND изводимо
помоћу два NAND прекидача, у први иду слободни A и B са излазом AB коjи jе
заjеднички улаз следећег NAND сада са излазом AB, дакле излаз jе конjункциjа улаза.
Прекидач OR конструишемо помоћу три NAND прекидача, прва два су одвоjена, први
са оба улаза A, други са оба улаза B, а њихови излази Ā и B̄ постаjу улази трећег
NAND прекидача, са коначним излазом ĀB̄ = A +B, дакле дисjункциjом улаза.

Прекидач f ∶ x → y jе повратан ако за било коjи излаз y постоjи jединствен улаз
x тако да jе f(x) = y. Ако jе прекидач f повратан, онда постоjи инверзан прекидач
f−1 ∶ y → x такав да jе f−1(y) = x. Негациjа, NOT на слици 1.5, jе повратан прекидач,
али конjункциjа AND и дисjункциjа OR то нису. Неповратни прекидачи не памте, губе
информациjу и зато тражимо боља решења.
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Повратне капиjе

Повратне прекидаче класичне логике прикладниjе jе називати капиjама, именом
коjе подсећа на места кроз коjа се пролази у оба смера. Тада jе истинитосну вредност
„тачно“ или „нетачно“ згодно називати бит (енг. binary digit – бинарна цифра). Jедна
од таквих капиjа jе Тофоли (енг. Toffoli gate), чиjи jе симбол приказан на слици 1.7.
То jе универзална повратна (реверзибилна) капиjа логичких кола. Тофолиjева капиjа
jе позната и као CCN капиjа (“controlled-controlled-not” gate), чиме jе описано њено
деловање. Има по три бита улаза и три бита излаза. Ако су прва два бита активна,
мења се трећи бит, иначе сва три бита остаjу иста. Тофолиjевом капиjом се може
конструисати сваки повратни процес.

Slika 1.7: Тофоли капиjа.

Пример 1.1.15. Представити Тофоли капиjу као функциjу.

Решење. Тофолиjева капиjа се може дефинисати као функциjа:

Tofoli(a, b, c) = {
(a, b,¬c), a = b = 1,
(a, b, c), иначе (otherwise). (1.36)

Само са прва два бита a, b = 1 мења се трећи.

Функциjа (1.36), заjедно са табелом истинитости и матричном формом на слици 1.8
довољно довољно описуjу Тофоли капиjу. Отуда и jедноставниjа функциjа:

Tofoli′(a, b, c) = {
¬c, a = b = 1,
c, иначе. (1.37)

Jасно jе да функциjа Tofoli’ ниjе повратна (jер не чува информациjу о првоj и другоj
вариjабли), али она jош увек jесте универзална. Наиме, због NAND(a, b) = ¬(a ∧ b),
затим

¬(a ∧ b) = Tofoli′(a, b,1), (1.38)

и зато што jе негациjа конjункциjе универзална (став 1.1.14), а може се jединствено
дефинисати помоћу Tofoli’ капиjе, то jе Tofoli’ капиjа такође универзална функциjа.

Пример 1.1.16. Показати универзалност Tofoli’ капиjе непосредно.
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Slika 1.8: Тофоли табела и матрица.

Решење. Позивамо се на теорему 1.1.11 и функциjу (1.37):

NOT(x) = Tofoli′(1,1, x),

AND(a, b) = Tofoli′(a, b,0),

OR(a, b) = (NOT(AND(NOT(a),NOT(b)) =

= Tofoli′(1,1,Tofoli′(Tofoli′(1,1, a),Tofoli′(1,1, b),0)).

Изразили смо негациjу, конjункциjу и дисjункциjу самим Tofoli’ капиjама.

Tofoli’ (1.37) jе редукциjа функциjе Tofoli (1.36), па jе већ због тога Tofoli funkcija
такође реверзибилна. Међутим, она jе и повратна што се види из jеднакости

(a, b, c) = Tofoli(Tofoli(a, b, c)). (1.39)

Tofoli функциjа примењена два пута на уређену троjку (a, b, c), враћа коначни излаз
jеднак почетном улазу.

Квантна Немачка капиjа дата jе функциjом:

D(θ) ∶ ∣a, b, c⟩ → {
i cos(θ)∣a, b, c⟩ + sin(θ)∣a, b,1 − c⟩, a = b = 1
∣a, b, c⟩, иначе. (1.40)

Она поопштава Tofolijevu, jер jе Tofoli(a, b, c) =D(π2 )(a, b, c).
Феjнманова20 капиjа (Feynman gate) jе 2 × 2 реверзибилни прекидач или функциjа,

приказана сликом 1.9. Улазне вариjабле су A и B, излазне P = A и Q = A ⊕ B, где
jе A ⊕ B = AB, тj. негациjа конjункциjе. Користи се за копирање jер jе згодна за
дуплирање тражених излаза.

Фредкинова капиjа симболично приказана на слици 1.10 свакако jе наjважниjа у
класичноj техници. Она jе прекидач, направа или коло са три улазна бита и три излаза
коjи остављаjу први бит непромењен а замењуjу следећа два ако и само ако jе први био
1.

20Richard Feynman (1918-1988), амерички теориjски физичар.
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Slika 1.9: Феjнманова капиjа.

Slika 1.10: Фредкинова капиjа.

Ставимо на први улаз Фредкинове капиjе A на други 1 на трећи 0, на другом излазу
добиjамо негациjу Ā. Ставимо на први улаз A на други B на трећи 1, на другом излазу
добиjамо дисjункциjу A + B. Ставимо на први улаз A на други B на трећи 0, на
трећем излазу добиjамо конjункциjу AB. Према томе, Фредкинова капиjа сама може
произвести све три операциjе: негациjу, дисjункциjу и конjункциjу, што значи да jе она
универзална капиjа.

Надовежемо ли две Фредкинове капиjе, излазе прве редом на улазе друге, на краjу
добиjамо почетне улазе, што значи да jе Фредкинова капиjа повратна. Приметно
jе колико jе ова капиjа jедноставниjа од Тофолиjеве, а опет jеднако универзална и
реверзибилна.

Ландауер21 jе сматрао да свака логички неповратна капиjа расипа енергиjу у околину
(в. [6]). Он jе тврдио да губитак jедног бита информациjе значи технички губитак
kT ln 2 енергиjе, где jе k Болцманова22 константа, T температура система. Када jе
процес логички повратан, када постоjи биjекциjа улаза на излаз, одговараjући уређаj
класичне технике (теориjски) може бити покренут и уназад па кажемо да jе процес
и физички повратан (реверзибилан). Тада други закон термодинамике гарантуjе да
уређаj не расипа енергиjу. Зато су у техници тако важни повратни универзални уређаjи
преносници.

Бинарни систем броjева усавршио jе Лаjбниц23 1705. године, под утицаjем античке
кинеске књиге „Jи ђинг“, постављаjући основе комбиноване аритметике и логике. Перс24

jе 1886. године описао логичке операциjе представљене струjним круговима, или евен-
туално вакуум-цевима. Форест25 jе 1907. користио модификациjу Флемингове диоде
(енг. Fleming valve) као AND прекидач, а Витгенштаjн26 jе 1921. године употребио
таблице истинитости. Развоj логичких капиjа се затим убрзавао.

21Rolf Landauer (1927-1999), немачко-амерички физичар.
22Ludwig Boltzmann (1844-1906), аустриjски физичар.
23Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), немачки математичар и филозоф.
24Charles Sanders Peirce (1839-1914), амерички филозоф и математичар.
25Lee de Forest (1873-1961), амерички проналазач.
26Ludwig Wittgenstein (1889-1957), аустриjско-британски филозоф.
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1.1.3 Кjубит

У затвореним квантним системима неке физичке величине не мењаjу своjу вредност.
За њих важе закони конзервациjе попут закона одржања енергиjе: „енергиjа не може
настати из ничега нити нестати у ништа већ се може само мењати из jедног облика у
други“. Под затвореним физичким системима подразумевамо изоловане од деловања
вањских сила и такве у коjима су конзервиране маса, енергиjа, импулс, спин, па и
информациjа. За њих кажемо да су конзервирани системи.

Из [1] знамо да сила мења вероватноће па према томе и информациjу, али да
jе укупна количина неизвесности и произведене информациjе и под деjством сила
константна. Међутим, у одсуству (вањских) сила нема промена нити количине неизве-
сности, нити информациjе, па у конзервираним системима (у одсуству вањских сила)
важи закон конзервациjе информациjе.

Према томе, слично класичним техничким повратним капиjама, спонтаним развоjем
квантног система (еволуциjа квантног стања) не губи се информациjа. Док систем
еволуира информациjа се стално складишти (у прошлости). Међутим, за разлику од
техничких направа, ми не можемо тек тако ићи назад у прошлост, па нам већ због тога
треба нови назив за „квантно коло“. Израз „прекидач“ остављамо за проста техничка
кола, израз „капиjа“ за повратна, а квантна повратна кола називаћемо вентилима.

Наравно, за математичара, избор таквих назива jе произвољан, али овде се ради и
о физици и техници. За разлику од техничког уређаjа коjег направимо и користимо,
квантно стање затичемо па га тек онда евентуално прилагођавамо. Оно се развиjа само
или под утицаjем вањских сила на начин коjи ми, за сада, jедва да контролишемо. За
разлику од класичних компjутера коjе људи нису затекли у природи, већ су их правили
да би их имали, тек од недавно (од 20. века) ми примећуjемо да су квантни компjутери
свуда око нас, а питање jе када ћемо их моћи користити. То jе jедан од разлога употребе
различитих термина.

Хадамардов27 вентил (енг. Hadamard gate) ради на jедном кjубиту (квантни бит –
jединица квантне информациjе). Стање кjубита ∣ψ⟩ jе линеарна суперпозициjа основних
стања квантне механике ∣0⟩ и ∣1⟩, рецимо (1.34), коjа у макро-свету одговараjу исходима
бацања новчића:

∣ψ⟩ = z0∣0⟩ + z1∣1⟩. (1.41)

Комплексни броjеви z0, z1 ∈ C су амплитуде Борнових 28 вероватноћа, коjе ћемо такође
обjашњавати. За сада се само подсетимо да jе збир квадрата модула ових броjева jедан

∣z0∣
2
+ ∣z1∣

2
= 1, (1.42)

када jе реализациjа бар jедног од основних стања сигуран догађаj.
При мерењу кjубита у стандардноj бази, исход ∣0⟩ има вероватноћу ∣z0∣

2, а исход ∣1⟩
вероватнћу ∣z1∣

2. Збир квадрата косинуса и синуса угла jе jединица, па (1.41) можемо
написати као ротациjу, сменом z0 = cos θ2 и z1 = eiφ sin θ

2 . Посебна ротациjа кjубита jе
Хадамардова трансформациjа, коjу за сада називамо Хадамардов вентил.

Користећи Диракову нотациjу, Хадамардов вентил дефинишемо са:

∣0⟩ →
∣0⟩ + ∣1⟩

√
2

, ∣1⟩ →
∣0⟩ − ∣1⟩

√
2

, (1.43)

27Jacques Hadamard (1863-1963), француски математичар.
28Max Born (1882-1970), немачки математичар и теориjски физичар.
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па настављамо са (1.41):

∣ψ⟩ = z0∣0⟩ + z1∣1⟩ → z0 (
∣0⟩ + ∣1⟩

√
2

) + z1 (
∣0⟩ − ∣1⟩

√
2

) ,

што након алгебарског сређивања постаjе

∣ψ⟩ =
z0 + z1
√

2
∣0⟩ +

z0 − z1
√

2
∣1⟩. (1.44)

Спољашњи производ ове суперпозициjе пишемо

∣0⟩ + ∣1⟩
√

2
⟨0∣ +

∣0⟩ − ∣1⟩
√

2
⟨1∣,

а то одговара Хадамардовоj матрици

H =
1

√
2
(

1 1
1 −1

) (1.45)

у бази ∣0⟩, ∣1⟩. Очигледно jе да узастопно конjуговање па транспоновање не мења
Хадамардову матрицу, H† = H, што по себи значи да jе ова матрица симетрична и да
jе њен квадрат идентичка, jединична матрица, H2 = I. Ових пар страна су само наjаве
следећих тема.

Поменуте квантне ротациjе кjубита, из коjих смо извукли Хадамардову, налазе се
на Блоховоj сфери приказаноj на слици 1.11. У квантноj механици, Блохова сфера jе
геометриjска репрезентациjа квантних стања са два нивоа, какав jе кjубит.

Slika 1.11: Блохова сфера.

То jе сфера jединичног полупречника у Хилбертовом простору, односно проjекти-
вном Хилбертовом простору, са наспрамним тачкама коjе одговараjу пару узаjамно
окомитих вектора стања. Северни и jужни пол Блохове сфере се обично бира тако да
одговара базним векторима ∣0⟩ и ∣1⟩ што заузврат одговара горњем и доњем стању спина
електрона. Тачке на површини сфере одговараjу чистим стањима (од коjих ће се jедно
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сигурно десити), док унутрашњости сфере одговараjу мешана стања (чиjи jе збир
вероватноћа мањи од jедан). Блохова сфера се може проширити на n-димензионални
квантни систем, али она тада престаjе бити модел за кjубит а и њена визуелна корист
jе мања.

Симбол и деловање Хадамардовог вентила jе приказан сликом 1.12. Приметимо да
он преокреће изjашњена стања у два jеднако вероватна неизjашњена стања и обрнуто.
Због општости овог вентила, то jе опште запажање о еволуциjи квантних стања. Са
принципом вероватноће, аксиом обjективне случаjности, из књиге [1], ово запажање
води ка необичним закључцима о природи васионе.

Slika 1.12: Хадамардов вентил.

На пример, ако бацањем новчића доносимо одлуку о избору пута за наставак свог
живота и ако jе падање „писма“ односно „главе“ заиста та обjективна случаjност, онда
независно од тога како jе новчић пао – закони физике се неће променити. Међутим,
JА након избора „писмо“ и JА након избора „глава“ нећу живети у истоj физичкоj
реалности. Назовимо их паралелним реалностима или мултиверзумима – називима
из спекулативне физике са коренима у античкоj грчкоj митологиjи.

На жалост, између те две реалности нема физичке комуникациjе, jер би се то
противило законима одржања. Хадамардов вентил ће неизвесност превести у извесност,
у само jедно моjе JА, али ће другим узастопним деловањем урадити обрнуто, и моjе
паралелно JА ће вратити назад у jедну од опциjа моjе претходне неизвесности. Тако
jе са мог становишта. Са становишта посматрача (честице) коме време иде унатрашке
опажање тих догађаjа jе симетрично. Jедном посматрачу Хадамардов вентил преводи
неизвесности у информациjу, а другом купи такве реализациjе из паралелних реалности,
тада као неизвесности, преводећи их назад у информациjу.

За jедног од посматрача, супротних токова времена, дешава се реализациjа неизве-
сности у информациjу, док се за другог дешава обрнуто. Другоме информациjа и
неизвесност имаjу замењене улоге.

Вратимо се сада на познату физику и познате задатке у вези са Хадамардовим
вентилом. Многи квантни алгоритми користе Хадамардову трансформациjу као поче-
тни корак, када пресликавање n = 1,2,3, . . . кjубита може бити рађено jедан по jедан.
Хадамардова матрица се може сматрати и Фуриjеовом29 трансформациjом на дво-
елементноj адитивноj групи (модула 2).

Пример 1.1.17. Применити Хадамардове матрице на основне векторе.

Решење. Узимамо да jе:

∣0⟩ = (
1
0
) , ∣1⟩ = (

0
1
) , α∣0⟩ + β∣1⟩ = (

α
β
) .

29Joseph Fourier (1768-1830), француски математичар и физичар.
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Матрично множење даjе:

H∣0⟩ =
1

√
2
(

1 1
1 −1

)(
1
0
) =

1
√

2
(

1
1
) =

∣0⟩ + ∣1⟩
√

2
,

H∣1⟩ =
1

√
2
(

1 1
1 −1

)(
0
1
) =

1
√

2
(

1
−1

) =
∣0⟩ − ∣1⟩

√
2

.

Пример 1.1.18. Узастопна примена два Хадамардова вентила на основне векторе.

Решење. Имамо узастопне трансформациjе (слика 1.13):

∣0⟩ →
∣0⟩ + ∣1⟩

√
2

→
1

√
2
(
∣0⟩ + ∣1⟩

√
2

+
∣0⟩ − ∣1⟩

√
2

) = ∣0⟩,

∣1⟩ →
∣0⟩ − ∣1⟩

√
2

→
1

√
2
(
∣0⟩ + ∣1⟩

√
2

−
∣0⟩ − ∣1⟩

√
2

) = ∣1⟩.

Другим речима, квадрат Хадамардове матрице jе jединична матрица.

Slika 1.13: Два Хадамардова вентила.

Већ смо видели (1.35) да jе Паулиjева матрица σx репрезентациjа негациjе у квантним
„колима“. Слични су и следећи али мало сложениjи примери; они су за ниво студената
квантне механике или информационих технологиjа.

Пример 1.1.19. Написати матрицу за ротациjу око y-осе Блохове сфере за испружен
угао (π радиjана). Она пресликава ∣0⟩ → i∣1⟩ и ∣1⟩ → −i∣0⟩.

Решење. То jе друга Паулиjева матрица:

σy = (
0 −i
i 0

) . (1.46)

Матричним множењем добиjамо:

σy ∣0⟩ = (
0 −i
i 0

)(
1
0
) = (

0
i
) = i∣1⟩, σy ∣1⟩ = (

0 −i
i 0

)(
0
1
) = (

−i
0
) = −i∣0⟩.

Такође jе σ2
y = I.

Пример 1.1.20. Написати матрицу ротациjе око z-осе Блохове сфере за испружен
угао, 180○. Она оставља основно стање ∣0⟩ непромењено, а пресликава ∣1⟩ у −∣1⟩.
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Решење. То jе трећа Паулиjева матрица:

σz = (
1 0
0 −1

) . (1.47)

Матричним множењем добиjамо:

σz ∣0⟩ = (
1 0
0 −1

)(
1
0
) = (

1
0
) = ∣0⟩, σz ∣1⟩ = (

1 0
0 −1

)(
0
1
) = (

0
−1

) = −∣1⟩.

Опет jе σ2
z = I.

Паулиjеве матрице и jесу дефинисане тако да њихов квадрат буде jединична матрица,
σ2 = I. Са друге стране, Хадамардова матрица jе H = 1√

2
(σx + σz). Инволуторна

матрица jе она коjа jе сама себи инверзна. Другим речима, множење матрице A jе
инволуторност (само-инверзиjа) ако и само ако jе A2 = I. Инволуторне матрице су
квадратни корени jединичних матрица.

Пример 1.1.21 (Инволуторна матрица). Нека jе x ∈ R, а σ нека jе инволуторна
матрица, тj. таква да jе њен квадрат jединична матрица, σ2 = I. Показати да
jе тада eixσ̂ = I cosx + iσ sinx.

Решење. Користимо Маклоренове (Теjлорове) развоjе у редове:

eixσ̂ =
∞

∑
k=0

(ixσ̂)k

k!
=

∞

∑
k=0

(ixσ̂)2k

(2k)!
+

∞

∑
k=0

(ixσ̂)2k+1

(2k + 1)!
=

=
∞

∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
Î + i

∞

∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
σ̂

= (cosx) Î + i(sinx) σ̂.

Пример 1.1.22. Изразити Хадамардову матрицу помоћу производа Паулиjевих.

Решење. Из претходног примера jе:

exp(iπσx/4) = (I + iσx)/
√

2, exp(iπσz/4) = (I + iσz)/
√

2.

То су ротациjе σx и σz за угао π/4. Отуда:

(I + iσx)
√

2

(I + iσz)
√

2

(I + iσx)
√

2
=

1

2
√

2
(I + i(σx + σz) − σxσz)(I + iσx) =

=
1

2
√

2
(I + i(σx + σz) − σxσz + iσx − I − σzσx − iσxσzσx)

=
i

√
2
(σx + σz) = iH,

jер из σxσz + σzσx = 0 следи σzσzσx = −σz. Отуда

H = e−iπ/2eiπσx/4eiπσz/4eiπσx/4.
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Виртуелни фотони

Знамо да се електромагнетна сила може описати разменом виртуелних фотона (енг.
virtual photons), као на Феjнмановом30 диjаграму 1.14. Виртуелан фотон γ креће од
електрона e− лево и након неког времена стиже до електрона десно. Тада делуjу закони
одржања, што се уобичаjено описуjе уз Феjнманове диjаграме.

Slika 1.14: Феjнманов диjаграм.

На пример, ако jе спин фотона био +1, онда jе спин електрона лево морао бити 1
2

(фотон може имати спин ±1, електрон ±1
2) а електрона десно −1

2 , да би након размене
фотона електрони и даље имали дозвољене вредности спина, леви −1

2 а десни 1
2 . Слична

размена импулса учиниће да се леви фотон одбиjа у лево, а десни у десно. Тако се може
разумети електрично одбиjање електрона.

Фотон на диjаграму називамо виртуелним, jер jе наведени опис проблематичан ако
фотон сматрамо (стално) реалним. У претходноj књизи „Простор-време“ обjашњавао
сам детаљниjе шта би биле тешкоће са таквим фотоном, ако не прихватимо принцип
вероватноће односно обjективност случаjности. У случаjу детерминистички уређеног
света, када свака последица има своj узрок (коjи нам не мора бити доступан), описани
догађаj био би демонстрациjа те екстремне каузалности. Испаљивање фотона од стране
електрона лево ка електрону десно на слици 1.14 jе фантастично прецизна радња,
нарочито ако узмемо у обзир да су многи фотони коjе видимо путовали до нас из дубине
васионе милиjардама година. Ако би фотон смео промашивати циљани електрон, онда
би електрон лево спонтано губио енергиjу, што експерименти не потврђуjу.

Међутим, описани догађаj постаjе jош више фантастичан ако прихватимо принцип
вероватноће и обjективност случаjности. Тада се размена импулса (спина, енергиjе)
лево не дешава све док се не деси размена десно, а то даље значи да садашњост (догађаj
десно) мења прошлост (догађаj лево). Држимо се ове (хипо)тезе из поменуте књиге и
даље.

30Richard Feynman (1918-1988), амерички теориjски физичар.
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Реалне честице су оно што констатуjемо на улазу и излазу Феjнманових диjаграма,
оне су „терминали“ кроз коjе „видимо“ унутрашњост система, па реалним сматрамо
оно што комуницира са реалним, тj. нама. Са друге стране, виртуелна честица jе
микро-честица чиjу егзистенциjу дозвољаваjу Хаjзенбергове31 релациjе неодређености
(производ неодређености импулса и положаjа, или енергиjе и времена има одређени
позитиван минимум), а чиjе би постоjање изван тих интервала нарушило законе одржа-
ња физике.

За овако схваћене реалне честице у поменутоj књизи (в. [1]) jе написано да релациjа
„бити реалан са“ има особине еквиваленциjе: рефлексивност (jа сам реалан себи),
симетриjа (ако сам jа реалан са тобом и ти си са мном), транзитивност (ако смо ти и jа
узаjамно реални, а такође ти и он, онда смо он и jа узаjамно реални). Према томе, тек
двострано опажање чини обjекте узаjамно реалним. Двострани пренос информациjе
између два узаjамно реална обjекта називамо комуникациjом. Као што смо видели,
jедна од врста не-реалности jе виртуелност, а касниjе ћемо се бавити са jош некима,
коjе ћемо све заjедно називати псеудо-реалностима.

Вратимо се на приказани Феjнманов диjаграм. Деловање виртуелног фотона може
се интерпретирати помоћу кjубита (1.41), са неjеднаким вероватноћама реализациjе
контакта. Описан jе случаj преноса фотона спина +1 са левог на десни електрон.
Следећа интеракциjа, за следећи виртуелни фотон, не може бити иста, али што се
тиче одржања спина могла би бити сличан пренос фотона спина -1, или (због одржања
спина и енергиjе) обрнут смер преноса фотона спина +1. Зато што друга интеракциjа
(стизање фотона на циљ) мења прошлост прве (полазак фотона), ове интеракциjе су
скоковите и настаjу jедна по jедна. Остаjе питање да ли фотони одскакуjу са све
удаљениjих електрона по некоj линиjи, jер би се тако могао разумети све слабиjи утицаj
jедног електрона на други и слабљење Кулонове32 силе са удаљеношћу, или jе одбиjање
електрона последица сферног ширења виртуелности?

У случаjу линиjе, електрони су све даље а за прелажење све дужег пута потребно
jе све дуже време (виртуелног) фотона за размену. Да jе време између интеракциjа
константно, електрична сила одбиjања електрона не би зависила од њихове удаљености,
што би било у нескладу са Кулоновим законом33, али би jош увек било у складу са
претходним закључком да виртуелни фотон, на слици 1.14, путуjући од електрона до
електрона има неке особине реалне светлости.

Посматраjмо одбиjање два електрона, маса у мировању m0 ≈ 9,11 × 10−31 kg, дуж
апсцисе (x-осе) између коjих лете виртуелни фотони попут пинг-понг лоптице, сваки
са истим импулсом pγ . Нека jе у n-том кораку (n ∈ N) удаљеност десног електрона од
исходишта била rn, са импулсом и брзином у релациjи pn = mvn. Емисиjом следећег
фотона, импулс овог електрона постаjе pn+1 = pn+pγ , па jе прираштаj импулса констан-
тан, pn+1 − pn = pγ , у све дужим и дужим интервалима времена. Удаљеност електрона
од исходишта повећава се на rn+1 = rn + vntn+1 = ctn+1, а отуда:

rn+1 =
rn

1 − vn
c

= ctn+1, (1.48)

где jе c ≈ 3 × 108 m/s брзина светлости у вакууму.
Видимо да количник прираштаjа импулса и времена, pγ/tn+1, даjе прилично лошу

31Werner Heisenberg (1901-1976), немачки теориjски физичар.
32Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806), француски воjни инжењер и физичар.
33Coulomb’s law: https://en.wikipedia.org/wiki/Coulomb%27s_law
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процену Кулонове силе. Зато закључуjемо да претпоставка о кретању виртуелних
фотона (неjасним) линиjама не задовољава.

У случаjу сфере, виртуелни фотон jе „размазан“ на површини 4r2π, где jе r
полупречник сфере. Центар сфере jе у електрону из коjег почиње емисиjа (виртуелног)
фотона, попут водених таласа у равни површине воде коjи наилазе jедан за другим у
облику концентричних кругова истих таласних дужина и фреквенциjа, али све мањих
амплитуда и мањих енергиjа коjе би се могле пренети на дато тело на коjе би наилазили
на различитим удаљеностима.

У случаjу сфере, виртуелни фотони крећу стално из оба електрона као сферни
таласи jеднаких енергиjа (размазаних по површи сфере) у jеднаким размацима, са
jеднаким временима пролажења, али ступаjу у интеракциjе наизменично. Тек када
сфера из првог електрона заврши интеракциjу са другим електроном, онда наjближа
сфера покренута из другог електрона ступа у интеракциjу са првим. При оваквом
опису догађаjа добиjамо тачниjу Кулонову силу.

На слици 1.15 видимо поменуте наизменичне интеракциjе сфера виртуелних фотона
γ са левим и десним електроном. Концентричне сфере са центром у левом и десном
електрону наилазе до другог електрона у виртуелним таласима реализуjући се можда
у интеракциjу тек када jе претходна завршена и када могу да врате промењени спин
и енергиjу два електрона на њихове претходне вредности. Због ширења виртуелних
интеракциjа у облику сфере и тачкастог деловања у тренутку потребе ове интеракциjе
подсећаjу на рад „квантног компjутера“. Квантна стања се понашаjу као квантни
процесори.

Slika 1.15: Интеракциjе

Површина сфере расте са квадратом полупречника, а интензитет интеракциjе вирту-
елног фотона са другим електроном опада са квадратом удаљености. То се слаже са
Кулоновим законом. Занемаримо необично велику синхронизованост догађаjа предста-
вљених сликом 1.15, али у том опису приметимо да фотон реагуjе само на оне честице
са коjима електрон интерагуjе електромагнетном силом. У другоj краjности, када би
фотон сваки пут реаговао на сваки набоj на коjи виртуелна сфера може наићи, онда
би електромагнетно поље било веома локално. Оно не би могло да утиче на даље
електроне све док ближе не одгурне, а веруjемо да се такво нешто не догађа. Оно што
мислимо да се догађа у складу jе са поменутим обjашњењем, уз уважавање принципа
вероватноће. Ако постоjи шанса да ће се виртуелни фотон реализовати, то не значи да
ће сваки виртуелни фотон у свакоj прилици ступити у интеракциjу са електроном.

Резимираjући, у формули кjубита (1.41) за основна стања, ∣0⟩ и ∣1⟩, можемо узети
„не-реаговање“ и „реаговање“ виртуелног фотона из првог електрона на присуство другог
електрона, када jе у позициjи да се таква интеракциjа оствари. Могућност интеракциjе
шири се попут сфере са центром у полазном електрону. Коефициjенти испред основних
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стања, z0 и z1, мењаjу се са удаљеношћу на начин да интензитет или шанса интеракциjе
опадаjу са квадратом удаљености, тако да важи Кулонов закон.

Сличан модел већ се примењуjе и на друге физичке силе, без обзира да ли су
носиоци поља виртуелне или реалне честице. Носиоци поља силе су бозони, честице
са целоброjним спином коjе следе Бозе-Аjнштаjнову статистику (у истом стању могу
бити идентичне честице). Примери бозона су фотони, глуони (носиоци сила између
кваркова), W и Z бозони (слаба интеракциjа), недавно откривени Хигсов бозон, или
гравитон (гравитационо поље). За разлику од носиоца, приjемници тих интеракциjа
називаjу се фермиони, честице чиjи спин ниjе цели броj и коjе следе Ферми-Диракову
статистику (у истом стању не могу бити идентичне честице).
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1.1.4 Скупови

Скуп jе колекциjа, класа, фамилиjа, или нешто томе слично, елемената. Ако jе e
елеменат скупа S пишемо e ∈ S, а ако ниjе пишемо e ∉ S. Ако jе сваки елеменат скупа
A уjедно и елеменат скупа B пишемо A ⊆ B, односно x ∈ A ⇒ x ∈ B и кажемо: „скуп
A jе подскуп скупа B“. Када важи и обрнуто, да jе сваки елеменат скупа B уjедно и
елеменат скупа A, дакле када важи и релациjа A ⊇ B, онда кажемо да су дати скупови
jеднаки и пишемо A = B. Када скупови нису jеднаки пишемо A ≠ B. Када A ≠ B, тада
A ⊆ B можемо писати A ⊂ B, а A ⊇ B можемо писати A ⊃ B.

Пресек скупова A и B jе скуп њихових заjедничких елемената:

A ∩B = {x∣x ∈ A ∧ x ∈ B}. (1.49)

Униjа скупова A и B jе скуп коjи садржи елементе сваког поjединачно:

A ∪B = {x∣x ∈ A ∨ x ∈ B}. (1.50)

Због Раселовог34 парадокса, да jе скуп свих скупова контрадикторан поjам, под универ-
залним скупом подразумевамо такав коjи садржи све потребне елементе у датом зада-
тку. У односу на дати универзални скуп U комплемент скупа jе скуп чиjи су сви
елементи изван датог скупа. Комплемент скупа A у односу на U jе:

Ac = {x∣x ∉ A ∧ x ∈ U}. (1.51)

Комплемент скупа A означавамо и са A′ или Ā не помињући универзални скуп, jер се
такав подразумева.

Пример 1.1.23 (Раселов парадокс). Не постоjи скуп свих скупова.

Доказ. Нека jе A скуп свих скупова коjи не садрже сами себе. Тада из A ∈ A следи
A ∉ A, а обрнуто из A ∉ A следи A ∈ A. То jе контрадикциjа. Како би скуп свих скупова
морао имати и скупове коjи не садрже себе, и он би био контрадикторан. Према томе,
нити постоjи поменути скуп A нити постоjи скуп свих скупова.

Раселов парадокс се може илустровати изjавом о граду коjи има тачно jедног бербе-
рина (брицу) мушкарца: „Таj берберин бриjе све оне и само оне мушкарце у граду коjи
се не бриjу сами“. Питање jе ко бриjе берберина?

Ако одговоримо да берберин бриjе себе – лажемо, jер он не бриjе оне коjи бриjу
себе. Такође ако кажемо да берберин не бриjе себе – опет лажемо, jер он управо такве
и бриjе. Ово jе контрадикциjа аналогна оноj из Раселовог парадокса.

У математици су до данас откривени многи различити облици, рађе кажемо последице
Раселовог парадокса, из коjих бисмо овде могли извући jедну поенту. Ниjе могуће
извести све истине о физичкоj материjи без ширих истина, а овима даље нема краjа.
Таj апстрактни свет идеjа (намерно алудирам на Платона35) jе бесконачно бесконачан.
Насупрот томе, свако своjство материjе jе коначно, што називамо начелом коначности
материjе.

Сличност алгебре скупова са алгебром логике jе велика. До изоморфизма те две
структуре долазимо када узмемо неки произвољан елеменат претпостављеног универза-
лног скупа и постављамо питање да ли jе он елеменат датог скупа. То, као методу,
користимо у доказу следеће теореме.

34Bertrand Russell (1872-1970), британски математичар.
35Платон (Атина, 427 - 347. п.н.е.) био jе утицаjан старогрчки филозоф и беседник, Сократов

ученик, а Аристотелов учитељ, и оснивач Академиjе у Атини.
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Теорема 1.1.24. За произвољне скупове A,B,C важе jеднакости:

комутациjа A ∩B = B ∩A A ∪B = B ∪A
асоциjациjа (A ∩B) ∩C = A ∩ (B ∩C) (A ∪B) ∪C = A ∪ (B ∪C)

дистрибуциjа A ∪ (B ∩C) = (A ∪B) ∩ (A ∪C) A ∩ (B ∪C) = (A ∩B) ∪ (A ∩C).

Доказ. Узимамо произвољан елеменат и посматрамо припадање скупу, користећи дефи-
нициjе пресека и униjе (1.49) и (1.50). На основу одговараjућих операциjа алгебре
логике (∀x) следи:

(x ∈ A) ∧ (x ∈ B) = (x ∈ B) ∧ (x ∈ A), (x ∈ A) ∨ (x ∈ B) = (x ∈ B) ∨ (x ∈ A),

а то jе комутативност пресека и униjе редом. Асоциjативност пресека следи из:

(∀x) x ∈ (A ∩B) ∩C ⇐⇒ (x ∈ (A ∩B)) ∧ (x ∈ C) ⇐⇒ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)) ∧ (x ∈ C)

⇐⇒ (x ∈ A) ∧ ((x ∈ B) ∧ (x ∈ C)) ⇐⇒ (x ∈ A) ∧ (x ∈ (B ∩C)) ⇐⇒ x ∈ A ∩ (B ∩C).

Слично се добиjа и асоциjативност униjе. Прва дистрибутивност следи из:

(∀x) x ∈ A ∪ (B ∩C) ⇐⇒ (x ∈ A) ∨ ((x ∈ B) ∧ (x ∈ C)) ⇐⇒

((x ∈ A) ∨ (x ∈ B)) ∧ ((x ∈ A) ∨ (x ∈ C)) ⇐⇒ x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪C).

Слично се проверава и друга, дистрибутивност пресека на униjу.

Ова теорема jе скуповни еквивалент jеднакостима (1.32) за исказе. Даље jе jасно да
постоjе и скуповни Де Морганови обрасци попут оних у примеру 1.1.12, тада доказаних
за исказе, а сада ћемо их доказати користећи вариjациjу претходне методе.

Теорема 1.1.25 (Де Морганови обрасци). За произвољне скупове важе jеднакости:

{
1. (A1 ∪A2 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪An)

′ = A′
1 ∩A

′
2 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩A

′
n

2. (B1 ∩B2 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩Bn)
′ = B′

1 ∪B
′
2 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪B

′
n,

коjи се називаjу Де Морганови обрасци за скупове.

Доказ. Узимамо произвољан елеменат из претпостављеног универзалног скупа и постављамо
питање да ли он припада датом скупу или не, у првом случаjу стављамо ознаку ∈ у
другом ∉. Резултате претраге 1. обрасца пишемо прегледно у табели:

A1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪An (A1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪An)
′ A′

1 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩A
′
n

∈ ∉ ∉

∉ ∈ ∈

Резултате претраге 2. обрасца пишемо у табели:
A1 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩An (A1 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩An)

′ A′
1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪A

′
n

∈ ∉ ∉

∉ ∈ ∈

Из jеднакости „припадања“ са леве и десне стране вертикалних линиjа закључуjемо да
су скупови на одговараjућоj левоj и десноj страни jеднакости jеднаки.

Еквивалентно теореми 1.1.11 сада имамо следећу лему (малу теорему) за скупове.

Лема 1.1.26. Посматраjући само по jедан (jедан по jедан) елеменат скупова, може
се доказати свака скуповна операциjа. Такође, свака скуповна операциjа се може
изразити формулом коjа садржи само пресеке, униjе и комплементе скупова.
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Тачност ове леме jе очигледна, а такође и њен значаj. Међутим, њене домете ћемо
демонстрирати прво на jедноj новоj (староj) операциjи међу скуповима, а затим и на
jедноj од претходно помињаних капиjа (ел. кола).

Дефинициjа 1.1.27. Декартов производ скупова A и B jе скуп уређених парова:

A ×B = {(x, y)∣x ∈ A ∧ y ∈ B}.

Приметимо разлику ове дефинициjе и дефинициjе пресека (1.49) где се такође
користи конjункциjа, али само jедног елемента x. Та мала разлика мења ток доказа
кориштеног у теореми 1.1.24.

Теорема 1.1.28. За Декартов производ скупова важе jеднакости:

дистрибутивност на униjу A × (B ∪C) = (A ×B) ∪ (A ×C)

дистрибутивност на пресек A × (B ∩C) = (A ×B) ∩ (A ×C)

асоциjативност (A ×B) ×C = A × (B ×C).
(1.52)

Доказ. Дистрибутивност на униjу. За произвољан уређен пар (x, y) имамо:

(x, y) ∈ A × (B ∪C) ⇐⇒

(x ∈ A) ∧ (y ∈ B ∪C) ⇐⇒

(x ∈ A) ∧ [(y ∈ B) ∨ (y ∈ C)] ⇐⇒

[(x ∈ A) ∧ (y ∈ B)] ∨ [(x ∈ A) ∧ (y ∈ C)] ⇐⇒

[(x, y) ∈ (A ×B)] ∨ [(x, y) ∈ (A ×C)] ⇐⇒

(x, y) ∈ [(A ×B) ∪ (A ×C)],

а то значи наведену jеднакост скупова. У доказу користимо (1.32).
Дистрибутивност на пресек. Полазимо од произвољног уређеног пара (x, y):

(x, y) ∈ A × (B ∩C) ⇐⇒

(x ∈ A) ∧ (y ∈ B ∩C) ⇐⇒

(x ∈ A) ∧ [(y ∈ B) ∧ (y ∈ C)] ⇐⇒

[(x ∈ A) ∧ (y ∈ B)] ∧ [(x ∈ A) ∧ (y ∈ C)] ⇐⇒

[(x, y) ∈ (A ×B)] ∧ [(x, y) ∈ (A ×C)] ⇐⇒

(x, y) ∈ [(A ×B) ∩ (A ×C)],

а то значи наведену jеднакост. Користимо и тривиjално a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ (a ∧ c).
Асоциjативност има смисла за троструки Декартов производ коjи изводимо из дефи-

нициjе 1.1.27 множећи скуп A ×B са скупом C. То jе скуп уређених троjки (x, y, z), а
сада узимамо jедну произвољну и налазимо еквиваленциjе:

(x, y, z) ∈ (A ×B) ×C ⇐⇒

[(x, y) ∈ (A ×B)] ∧ (z ∈ C) ⇐⇒

[(x ∈ A) ∧ (y ∈ B)] ∧ (z ∈ C) ⇐⇒

(x ∈ A) ∧ [(y ∈ B) ∧ (z ∈ C)] ⇐⇒

(x ∈ A) ∧ [(y, z) ∈ (B ×C)] ⇐⇒

(x, y, z) ∈ A × (B ×C),

а отуда тражена jеднакост.
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Други наjављени пример поменуте методе jе Фредкинова капиjа са слике 1.10, коjу
можемо представити и сликом 1.16.

Slika 1.16: Фредкинов прекидач.

На улазу „скупа“ A констатуjемо само „има струjе“ или „нема струjе“, а исто тако на
улазима B и C, а затим то исто меримо на излазимаX и Y . То jе еквивалент поменутим
„припада“ и „не припада“ за скупове, из чега даље произилази применљивост алгебре
Фредкиновог прекидача на поjмове наизглед веома далеке електричним колима. Тако,
из претходно обjашњене конструкциjе негациjе, дисjункциjе и конjункциjе овим колом,
сада изводимо комплемент, пресек и униjу скупова, на следећоj слици.

Елементи скупова на слици 1.17 су разна стања, а ми пратимо x коjи значи „има
напона“, ако су то струjни прекидачи. U jе универзални скуп коjи садржи све опциjе,
∅ jе празан скуп коjи не садржи нити jедну опциjу. На првоj слици са лева jе негациjа,
jер ако x ∉ A то значи да на A нема напона а онда излази остаjу jеднаки улазима па jе
A′ универзалан скуп, што значи да „има напона“, а то jе негациjа A. Обрнуто, ако x ∈ A
долази до замене излаза па jе A′ празан скуп, што значи x ∉ A′. Слична су обjашњења
за другу и трећу слику.

Slika 1.17: Фредкинови скупови.

На другоj слици, ако на доводу A „нема струjе“ (x ∉ A) не мењаjу се излази, па ће jе
у A ∪B бити ако и само ако jе има у B. Ако у A има струjе (x ∈ A) онда jе на горњем
излазу доњи улаз U , па jе A ∪B опет коректно. На трећоj слици, ако x ∉ A не мењаjу
се излази па jе на датом A ∩B празан скуп, а ако x ∈ A улази се на излазу мењаjу, па
на доњем излазу „има струjе“ ако и само ако jе има у B.

Венови диjаграми

Венови36 диjаграми су визуелан начин решавања задатака са скуповима. Њихова
употреба у равни jе jедноставна, као што се може видети у следећем примеру.

36John Venn (1834-1923), енглески логичар и филозоф.
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Пример 1.1.29. Од укупно 96 анкетираних студената њих 60 иду на часове матема-
тике, 56 иду на часове физике и 49 на часове енглеског, 30 иде на часове математике
и физике, 25 на часове математике и енглеског, 34 на часове физике и енглеског, а 20
на часове из сва три предмета.

Колико студената иде на часове математике, али не и на друга два предмета?

Решење. Цртамо три скупа M , F и E коjи имаjу заjедничких тачака, за студенте
математике, физике и енглеског, па решавање задатка почињемо од последњег податка,
од броjа 20 студената коjи похађаjу сва три предмета, а таj броj уписуjемо у пресек
M ∩F ∩E. Даље израчунавамо да од 30 студената на математици и физици њих 20 иде
и на енглески, па jе преостало само 10 студената коjи jесу у M и F али нису у скупу
E. На таj начин, корак по корак, долазимо до слике 1.18.

Дакле, од свих 60, само 25 студената иде на часове математике али не и на остала
два предмета.

Slika 1.18: Венови диjаграми студената.

Венова метода диjаграма визуелно допуњава наша знања о скуповима. Разлика
два скупа jе скуп коjи садржи елементе првог али не и другог:

A/B = {x∣x ∈ A ∧ x ∉ B}. (1.53)

На слици 1.19 видимо да скупови A/B, A ∩B и B/A немаjу заjедничких елемената и
да jе њихова униjа jеднака скупу A∪B. За скупове коjи немаjу заjедничких елемената
кратко кажемо да су дисjунктни. Броj елемената скупа S означавамо са ∣S∣.

Slika 1.19: Дисjунктни скупови A/B и B/A.
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Помоћу слике 1.19 примећуjемо да за произвољне скупове A и B важе релациjе:

∣A/B∣ + ∣A ∩B∣ + ∣B/A∣ = ∣A ∪B∣, (1.54)
∣A∣ = ∣A/B∣ + ∣A ∩B∣, ∣B∣ = ∣B/A∣ + ∣A ∩B∣, (1.55)

∣A ∪B∣ = ∣A∣ + ∣B∣ − ∣A ∩B∣, (1.56)

коjе су на различите начине корисне.

Пример 1.1.30. У кафани jе током поднева 62 људи пило по jедну кафу или неко
пиће. Њих 45 jе пило кафу, а 33 нешто друго. Колико гостиjу jе пило кафу са другим
пићем?

Решење. Означимо са A скуп оних коjи су пили кафу, а са B скуп оних коjи су попили
нешто друго. Према (1.56) имамо 62 = 45+ 33− ∣A∩B∣. Кафу са другим пићем jе узело
∣A ∩B∣ гостиjу, а то jе њих 16.

Симетричну разлику скупова A и B дефинише:

A∆B = (A/B) ∪ (B/A), (1.57)

а отуда A∆B = (A ∪B)/(A ∩B) = (Ac ∩B) ∪ (A ∩Bc).
Коначан скуп jе онаj чиjи елементи могу успоставити биjекциjу (обострано jеднозна-

чно придруживање) са коначним подскупом природних броjева. Ако су тоj биjекциjи
потребни сви прородни броjеви, онда кажемо да jе скуп преброjиво бесконачан. Овде
уведено начело коначности материjе каже да скуп чиjи су елементи своjства материjе
не може имати више од преброjиво бесконачно елемената. Међутим, постоjе коначни,
те преброjиво па и непреброjиво бесконачни нематериjални скупови.

Релациjе и функциjе

Занимљива примена Венових графова у случаjу Декартових производа скупова су
релациjе и врста релациjа коjе називамо функциjама. Према познатоj дефинициjи,
релациjа ρ = {(x, y)∣x ∈ A ∧ y ∈ B} jе скуп уређених парова (x, y) скупова A и B, са
елементима x ∈ A и y ∈ B, приказана сликама 1.20. Релациjе су и ρ и f . Скуп A
називамо домен, скуп B кодомен.

Slika 1.20: Релациjа и функциjа.

Посебну релациjу f ∶ A → B, приказану десно на тоj слици, називамо функциjа jер
jе сваки елеменат домена придруживан само по jедан пут. За функциjу кажемо да
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врши пресликавање из домена у кодомен, па елементе домена називамо оригиналима
пресликавања а резултате пресликавања копиjама. Скуп копиjа коjи се назива ранг
функциjе подскуп jе кодомена. Оригинали су „ликови“, копиjе су „слике“. Исту функциjу
описуjемо и са f(x) = y, додаjући да x ∈ A и y ∈ B.

Поново, укратко, оно што улази у пресликавање функциjом називамо домен. Оно
што би можда могло изаћи таквим пресликавањем називамо кодомен. Оно што заиста
излази функциjом називамо ранг. На датоj слици десно ранг jе прави подскуп кодомена
jер jе {b1, b2} ⊂ {b1, b2, b3}.

Инjекциjа, или „1-1“ пресликавање, jе функциjа коjа не прави дупле слике, када
x1 ≠ x2 ⇒ y1 ≠ y2. Сурjекциjа, или „на“ пресликавање, jе функциjа коjа покрива сав
кодомен, када jе сваки елеменат кодомена копиjа неког оригинала. Биjекциjа, или
„обострано jеднозначно пресликавање“, jе функциjа коjа jе инjекциjа и сурjекциjа.

Када jе функциjа биjекциjа, онда jе могуће и враћање назад пресликавања (на
начин функциjе), па таква функциjа f ∶ A → B има инверзну функциjу f−1 ∶ B → A.
Композициjа функциjе и инверзне функциjе, у оба редоследа даjе полазни елеменат:

f−1
(f(x)) = x, f(f−1

(y)) = y, (1.58)

где су x и y редом елементи домена и кодомена, па jе композициjа функциjе и инверзне
функциjе идентичка функциjа, што jе нарочито згодно ако jе A = B.

Посебне особине релациjа су рефлексивност, симетриjа, антисиметриjа и транзити-
вност. Оне се лако комбинуjу у многе, а дефинишу и две наjпознатиjе релациjе:
еквиваленциjе (rst) и поретка (rat).

Дефинициjа 1.1.31 (Еквиваленциjа и поредак). Релациjе еквиваленциjе и поретка
дефинисане су особинама рефлексивности симетриjе, антисиметриjе и транзитивно-
сти на следећи начин:

опис еквиваленциjа поредак назив
(x,x) ∈ ρ r r рефлексивност

(x, y) ∈ ρ⇒ (y, x) ∈ ρ s - симетриjа
(x, y) ∈ ρ ∧ (y, x) ∈ ρ⇒ x = y - a антисиметриjа

(x, y) ∈ ρ ∧ (y, z) ∈ ρ⇒ (x, z) ∈ ρ t t транзитивност

Еквиваленциjу у општем случаjу пишемо x ∼ y, дакле као сличност троуглова.
Наjпознатиjе релациjе еквиваленциjе су jеднакост броjева (a = b) и еквиваленциjа
исказа (a ⇔ b). Наjпознатиjе релациjе поретка су x < y (заjедно са x ≤ y и остале
одговараjуће неjеднакости) за броjеве. Релациjе поретка су и инклузиjе, x ⇒ y за
исказе и x ⊂ y за скупове.

Приметимо да бинарну релациjу ρ ∶ A↔ B у наjопштиjем случаjу можемо разумети
као подскуп Декартовог производа два скупа, ρ ⊆ A × B. Зато jе начин писања aρb
за елементе редом домена и кодомена, a ∈ A и b ∈ B, еквивалентно писању (a, b) ∈ ρ.
Инверзна релациjа датоj jе ρ−1 ⊂ B ×A, таква jе да важи еквиваленциjа

(b, a) ∈ ρ−1
⇐⇒ (a, b) ∈ ρ. (1.59)

Према томе ρ−1 = {(b, a)∣(a, b) ∈ ρ}.
На пример, ако jе ρ ∶ Z↔ Z+, релациjа између свих и само позитивних целих броjева,

дефинисана са (m,n) ∈ ρ ⇐⇒ m2 = n, инверзна релациjа jе ρ−1 = {(n,m)∣Z+×Z∧m2 = n}.
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Рецимо, (4,2) ∈ ρ и (2,4) ∈ ρ−1. Посебно, ако jе релациjа функциjа, и то биjекциjа,
онда jе њена инверзна релациjа такође функциjа. Рецимо f ∶ R− →]0,1[, функциjа
са негативних реалних броjева на позитивне реалне броjеве мање од jедан, задата са
f(x) = 1/(1 + x2) jе биjекциjа. Инверзна функциjа f−1 ∶]0,1[→ R− jе f−1(x) = −

√
1
x − 1.

Теорема 1.1.32. За функциjу f ∶ A → B инверзна релациjа jе f−1 ∶ B → A. Скупови,
редом f(A) и f−1(B) су такви да jе y = f(x) и x = f−1(y). Важе импликациjе:

1○ A1 ⊂ A2 ⇒ f(A1) ⊂ f(A2), 4○ B1 ⊂ B2 ⇒ f−1(B1) ⊂ f
−1(B2),

2○ f(A1 ∪A2) = f(A1) ∪ f(A2), 5○ f−1(B1 ∪B2) = f
−1(B1) ∪ f

−1(B2),
3○ f(A1 ∩A2) ⊂ f(A1) ∩ f(A2), 6○ f−1(B1 ∩B2) = f

−1(B1) ∩ f
−1(B2).

Поред тога 7○ f−1(Bc) = [f−1(B)]c.

Доказ. 1○ и 4○ су очигледни.
2○ Из y ∈ f(A1 ∪A2) и y = f(x), x ∈ A1 ∪A2, следи y ∈ f(A1) ∪ f(A2), што значи да jе

f(A1 ∪A2) ⊆ f(A1) ∪ f(A2). Обрнуто, из y ∈ f(A1) ∪ f(A2) следи да постоjи x ∈ A1 ∪A2

тако да jе y = f(x), што значи y ∈ f(A1 ∪A2) .
3○ Из y ∈ f(A1 ∩A2) за y = f(x) следи x ∈ A1 ∩A2, па jе y ∈ f(A1) ∩ f(A2).
5○ Из x ∈ f−1(B1 ∪B2) следи f(x) ∈ B1 ∪B2, па x ∈ f−1(B1) ∪ f

−1(B2). Обрнуто, из
x ∈ f−1(B1) ∪ f

−1(B2) следи f(x) ∈ B1 ∪B2 па x ∈ f−1(B1 ∪B2).
6○ Доказ jе формално исти са 5○, само униjу замените са пресеком.
7○ Из x ∈ f−1(Bc), y = f(x), следи y ∈ Bc, али тада y ∉ B, па x ∉ f−1(B); дакле

x ∈ [f−1(B)]c. Обрнуто, из x ∈ [f−1(B)]c, што значи x ∉ f−1(B) те y ∉ B, следи да
постоjи y = f(x) тако да x ∈ f−1(Bc).

Када jе f ∶ X → Y и g ∶ Y → Z, тада jе композициjом функциjа h(x) = g[f(x)]
дефинисано сложено пресликавање h ∶ X → Z, називамо га и сложена функциjа, коjе
означавамо са g ○ f . Дакле, за композициjу функциjа важе релациjе:

h(x) = (g ○ f)(x) = g[f(x)]. (1.60)

Скуп A пресликава се у скуп h(A) = g[f(A)].
По конвенциjи, свако пресликавање f ∶X → Y jе jеднозначно, из f(x1) ≠ f(x2) следи

x1 ≠ x2 (в. слику 1.20 десно), али ако важи и обрнуто, да из x1 ≠ x2 следи f(x1) ≠ f(x2),
онда кажемо да jе f биjекциjа (обострано jеднозначно пресликавање).

Проверите сада сами да у општем случаjу важи:

{
(∀B ⊆ Y ) f[f−1(B)] = B ∩ f(X),
(∀A ⊆X) A ⊆ f−1[f(A)],

(1.61)

ако jе f ∶ X → Y . Такође, проверите да jе увек f[f−1(B)] = B, али ако jе f биjекциjа,
тада jе и f−1[f(A)] = A.

Пример 1.1.33 (Кошиjева jедначина). Нека jе f ∶ Q→ R функциjа за коjу важи

(∀x1, x2 ∈ Q) f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2).

Доказати (∃λ ∈ R) (∀x ∈ Q) f(x) = λx.
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Доказ. Индукциjом (математичком) се лако доказуjе f(nx) = nf(x), за свако n ∈ N
и свако x ∈ Q. Посебно jе f(n) = nf(1) = λ ⋅ n, где jе λ = f(1). Из f(0) = f(0 + 0)
следи f(0) = 0, па 0 = f(0) = f[x + (−x)] = f(x) + f(−x), затим f(−x) = −f(x). Из тога
имамо f(−n) = −f(n) = −λn = λ(−n), односно f(n) = λn за свако n ∈ Z. Даље, узмимо
r = p/q ∈ Q, па приметимо λp = f(p) = f[q⋅(p/q)] = f(q⋅r) = q⋅f(r), тj. f(r) = λ⋅(p/q) = λ⋅r.
Значи, за свако x ∈ Q важи f(x) = λx.

Пример 1.1.34 (Адитивна функциjа). Нека jе f ∶ R → R и f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2)

∀x1, x2 ∈ R. Ако jе f растућа на [a, b], онда jе она растућа на R.

Доказ. Из претходног примера, f(nx) = nf(x). Даље, нека jе t ∈ [0, b − a]. Дакле
a ≤ a + t ≤ b, а функциjа f jе растућа, за x1 < x2 даjе f(x1) ≤ f(x2), па jе f(t) =

f[(a + t) − a] = f(a + t) − f(a) ≥ 0. За произвољно x ∈ R+ постоjи n ∈ N такво да jе
n(b − a) > x, па jе f(x/n) ≥ 0. Из претходног имамо f(x) = f[x ⋅ (x/n)] = nf(x/n) ≥ 0.
Затим f(x2) − f(x1) = f(x2 − x1) ≥ 0, што значи да jе f неопадаjућа на R.

У књизи „Простор-време“ (в. [1]) помињао сам дефинициjу реалности. Она се
тамо своди на физичку комуникациjу, односно могућност обостране размене физичке
информациjе, али овде, привремено, реалност можемо разумети и помоћу физичке
интеракциjе. Када се физичке честице тако понашаjу да (обострано) изазиваjу неке
физичке промене, онда кажемо да су у физичкоj интеракциjи. За обjекте кажемо да
су реални ако могу бити у интеракциjи.

На пример, када фотоном гађамо електрон, две честице размењуjу импулсе и мењаjу
кретања. Такође, када се крећемо кроз околину тако да примећуjемо њене промене и
обрнуто, своjим присуством реметимо њена претходна стања, онда смо у (обостраноj)
физичкоj интеракциjи са околином. У оба случаjа, обjекти интеракциjе су узаjамно
реални. Та релациjа „бити реалан са“ jе релациjа еквиваленциjе.
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1.1.5 Вероватноћа

Пример примене теориjе скупова налазимо и у Колмогоровљевоj37 аксиоматскоj
теориjи вероватноће (в. [7]). Вероватноћу (енг. Probability) неког догађаjаA означавамо
са P (A) или са Pr(A). Скуп Ω jе непразан универзални скуп догађаjа, а F jе скуп
подскупова из Ω коjи са P формира поље (Ω, F,P ). Важе аксиоме:

Дефинициjа 1.1.35 (Вероватноћа). Функциjа P ∶ F → R има особине:
K-1. (не-негативност) P (A) ≥ 0, за све A ∈ F ;
K-2. (нормализациjа) P (Ω) = 1;
K-3. (коначна адитивност) P (A ∪B) = P (A) + P (B) за све дисjунктне A,B ∈ F .

Функциjу P називамо вероватноћом, a (Ω, F,P ) простором вероватноћа.

Вероватноћу можемо разумети као нормирану меру количине извесности. Ако jе
реализациjа неког случаjног догађаjа A изгледниjа, тада jе P (A) веће од нуле (K-1) и
ближе jединици, да би P (A) = 1 значило сигуран догађаj (K-2). Догађаj комплементан
догађаjу A означавамо са Ā, а са ∅ празан скуп коjи jе комплементан универзалном
скупу Ω, тако да jе Ω̄ = ∅ однносно ∅̄ = Ω.

Теорема 1.1.36. За вероватноће важе релациjе:

i. P (Ā) = 1 − P (A), iii. A ⊆ B ⇒ P (A) ≤ P (B),
ii. P (∅) = 0, iv. 0 ≤ P (A) ≤ 1.

Догађаjи A,B ⊆ Ω су произвољни.

Доказ. Догађаjи A и Ā су дисjунктни, A ∩ Ā = ∅, а такође jе A ∪ Ā = Ω. Даље, из
аксиома:

P (A ∪ Ā) = P (Ω),

P (A) + P (Ā) = 1,

а отуда први став. Стављаjући A = Ω, добиjамо други став. Када jе A ⊆ B, онда су
B/A и A дисjунктни, па jе:

B = (B/A) ∪A, (B/A) ∩A = ∅,

P (B) = P (B/A) + P (A) ≥ P (A),

а отуда трећи став. Четврти став следи из прве аксиоме и претходног.

Индукциjом, из треће аксиоме може се доказати тврђење:

P (
n

⋃
k=1

Ek) =
n

∑
k=1

P (Ek), (1.62)

за узаjамно искључиве догађаjе (енг. events)E1,A2, . . . ,An. Узаjамно искључиви догађаjи
су исто што и дисjунктни догађаjи, па Ei ∩Ej = ∅ ако jе i ≠ j.

Jеднакост (1.62) се понегде наводи уместо треће аксиоме (K-3), чак и са неограниче-
ним броjем догађаjа n → ∞. Ако jе узмемо уместо аксиоме (K-3) и ставимо E1 = A и
E2 = B/A, где A ⊆ B, а ставимо Ek = ∅ за све остале k ≥ 3, онда се доказ претходне
теореме своди на приказани начин.

37Andrey Kolmogorov (1903-1987), руски математичар.

Растко Вуковић 48



КВАНТНА МЕХАНИКА

Универзум Ω jе скуп свих логички могућих исхода или резултата неке случаjне
поjаве или опита. Елемент тог скупа ω ∈ Ω jе могући резултат. Скуп Ω може бити
коначан или бесконачан.

Пример коначног броjа исхода jе бацање новчића, тада Ω = {писмо, глава}, а када
бацамо фер новчић P (писмо) = 1

2 и P (глава) = 1
2 . Збир ових вероватноћа jе, наравно,

jедан. Другачиjи пример jе бацање новчића два пута и регистровање броjа падања
„писмо“. Скуп свих могућих резултата jе Ω = {0,1,2}, са вероватноћама P (0) = 1

4 ,
P (1) = 2

4 i P (2) = 1
4 , чиjи збир jе такође jедан. Пример бесконачног броjа исхода jе

броj бацања новчића све док не падне „писмо“. Скуп свих могућих исхода тада jе
Ω = {1,2, . . . , n, . . .} са вероватноћама P (1) = 1

2 , P (2) = 1
4 , . . . , P (n) = (1

2
)
n, . . . , чиjи

збир jе поново 1.

Пример 1.1.37. Њих двоjе се договоре да се нађу између 1 и 2 часа и да на уговореном
месту чекаjу 20 минута. Колика jе вероватноћа да ће доћи до сусрета?

Slika 1.21: Договорени састанак.

Решење. Нека су x и y њихова времена доласка на место састанка изражено у минутама
након првог часа. На слици 1.21 приказан jе скуп Ω свих тачака квадрата странице 60.
Повољан догађаj A ⊂ Ω jе када ∣x − y∣ ≤ 20, а отуда:

x > y y > x
x − y ≤ 20 y − x ≤ 20
y ≥ x − 20 y ≤ x + 20

(y = x − 20) (y = x + 20)

Решење jе шрафирана површина на датоj слици. Површина читавог квадрата jе ∣Ω∣ =

602 = 3600, површине нешрафираних троуглова испод и изнад граничне линиjе су по
1
2 ⋅40 ⋅40 = 800, па jе површина шрафираног дела ∣A∣ = ∣Ω∣−2 ⋅800 = 2000. Дакле, тражена
вероватноћа да ће се њих двоjе срести износи P (A) =

∣A∣

∣Ω∣
= 2000

3600 = 0,56.

Следећа тврђења су корисне особине вероватноће у „неjасним случаjевима“, када
немамо догађаjе коjи се узаjамно искључуjу.

Лема 1.1.38. За произвољне догађаjе A,B ⊆ Ω важе jеднакости:

P (A ∪B) = P (A) + P (B) − P (A ∩B), P (A/B) = P (A) − P (A ∩B).

Доказ. Прва jе непосредна последица (1.56). Друга следи из разбиjања скупа A на
дисjунктне подскупове A/B и A ∩B.
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Пример 1.1.39. Ако бацимо две коцке одjедном, колика jе вероватноћа да оба броjа
коjи падну буду непарни или да њихов збир буде шест? Колика jе вероватноћа да оба
буду непарни али да збир ниjе шест?

Slika 1.22: Бацање коцке два пута.

Решење. На слици 1.22 видимо парове исхода, коjих има 36. Девет подвучених зеленим
су елементи догађаjа A – да су оба броjа непарна, а пет сенчених жуто чине догађаj B
– да им jе збир шест. Користећи лему 1.1.38 налазимо:

P (A ∪B) =
9

36
+

5

36
−

3

36
=

11

36
, P (A/B) =

9

36
−

3

36
=

6

36
.

Вероватноћа да су оба броjа непарна или да jе њихов збир 6 jе 11
33 , а да су непарна са

збиром коjи ниjе 6 jе 1
6 .

Понекад смо у прилици да тражимо вероватноћу неког догађаjа A знаjући да се
одређени догађаj B већ реализовао. Тада P (A∣B) називамо вероватноћом догађаjа A
под условом B.

Пример 1.1.40. Из кутиjе са 7 белих и 3 црне куглице на случаjан начин извлачимо
две куглице jедну после друге без враћања. Колика jе вероватноћа извлачења црне
куглице, ако jе прва извучена била црна?

Решење. Имамо догађаjе C1 – прва извучена куглица jе црна, C2 – друга извучена
куглица jе црна. Тада jе P (C1) =

3
10 па, ако се десио догађаj C1, у кутиjи jе остало 9

куглица, 7 белих и 2 црне. Зато jе тражена вероватноћа P (C2∣C1) =
2
9 .

Дефинишемо условну вероватноћу као количник

P (A∣B) =
P (A ∩B)

P (B)
, P (B) ≠ 0. (1.63)

Кажемо, вероватноћа догађаjа A под условом да се сигурно десио догађаj B износи
P (A∣B). За условне вероватноће jе корисно користити декомпозициjу односно разлагање
скупа, рецимо S на n дисjунктних подскупова S1, S2, . . . , Sn чиjа jе униjа скуп S. Разла-
гање скупа се назива и партициjа, а дисjунктност подскупова се може доказати и
провером свих парова.
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Приметимо да у случаjу S ⊂ A, као на слици 1.23 где jе n = 4, важе jеднакости:

S =
n

⋃
k=1

(Ak ∩ S), P (S) =
n

∑
k=1

P (Ak ∩ S), Sk = Ak ∩ S, (1.64)

jер су скупови Sk и Sj за k ≠ j дисjунктни.

Slika 1.23: Разлагање скупа S.

Теорема 1.1.41. За произвољне догађаjе из Ω важе jеднакости вероватноћа:

1○ P (A ∩B) = P (A∣B)P (B), P (B) ≠ 0,
2○ P (A ∩ S) = P (A∣S1)P (S1) + ⋅ ⋅ ⋅ + P (A∣Sn)P (Sn),
3○ P (S) = P (S∣A1)P (A1) + ⋅ ⋅ ⋅ + P (S∣An)P (An),
4○ P (A∣B ∩C) = P (A ∩B∣C)/P (B ∩C), P (B∣C) ≠ 0,

Скупови S и A су разложени редом на подскупове Sk и Ak (k = 1,2, . . . , n).

Трећа од ових jеднакости се назива формула потпуне вероватноће.

Доказ. 1○ Следи непосредно из (1.63).
2○ Следи из претходног, P (A ∩ Sk) = P (A∣Sk)P (Sk) па сабирањем по k = 1, . . . , n.
3○ Следи из S = ⋃

n
k=1(Ak∩S), те P (S) = ∑nk=1 P (Ak∩S), због P (AkS) = P (S∣Ak)P (Ak).

4○ Користимо дефинициjу (1.63) два пута:

P (A∣B ∩C) =
P (A ∩B ∩C)

P (B ∩C)
=
P (A ∩B∣C)P (C)

P (B∣C)P (C)
=
P (A ∩B∣C)

P (B ∩C)
,

што jе тражено.

Теорема 1.1.42. Условна вероватноћа (1.63) задовољава Колмогоровљеве аксиоме (де-
финициjу 1.1.35).

Доказ. K-1 следи непосредно из (1.63), тj. P (A∣B) ≥ 0.
K-2, у случаjу A = Ω следи из P (Ω∣B) = P (Ω ∩ B)/P (B) = P (B)/P (B) = 1, а у

случаjу A = B следи из P (B∣B) = P (B)/P (B) = 1, jер jе B ∩ B = B. Приметимо да
из B = (A ∩B) ∪ (Ā ∩B) а отуда P (B) = P (A ∩B) + P (Ā ∩B) ≥ P (A ∩B) имамо увек
P (A∣B) ≤ 1.
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K-3 следи из 2○ става теореме 1.1.41. Наиме, ако jе A1,A2, . . . ,An разбиjање скупа
A, онда су догађаjи A1 ∩B,A2 ∩B, . . . ,An ∩B дисjунктни и даjу збир A∩B, па из (1.62)
добиjамо:

P (A ∩B) = P (A1 ∩B) + P (A2 ∩B) + ⋅ ⋅ ⋅ + P (An ∩B),

P (A∣B) = P (A1∣B) + P (A2∣B) + ⋅ ⋅ ⋅ + P (An∣B).

Другу jеднакост смо добили делећи прву са P (B).

Теорема 1.1.43 (Ваjесова формула). Ако догађаjи A1,A2, . . . ,An чине jедно разбиjање
скупа Ω, тада jе

P (Ak∣B) =
P (B∣Ak)P (Ak)

P (B ∩A1)P (A1) + ⋅ ⋅ ⋅ + P (B ∩An)P (An)
.

То jе Баjесова формула, или формула вероватноће хипотеза.

Доказ. Следи из:

P (Ak ∩B) = P (Ak∣B)P (B) = P (B∣Ak)P (Ak),

P (Ak∣B) =
P (B∣Ak)P (Ak)

P (B)
,

па замењуjући P (B) помоћу формуле потпуне вероватноће.

На пример, симптом B поjављуjе се код болести A1,A2, . . . ,An. Позната jе верова-
тноћа сваке од болести P (Ak) за k = 1,2, . . . , n. Ако jе примећен симптомB, вероватноћа
болести Ak jе броj P (Ak∣B) коjи даjе Баjесова формула. То jе шема рада аутоматске
диjагностике.

Парадоксална декомпозициjа

У теориjи скупова, парадоксални скуп jе онаj коjи има парадоксалну декомпозициjу.
Парадоксална декомпозициjа скупа jе такво његово разлагање од коjег се затим могу
саставити два скупа идентична полазном. То jе особина коjу могу имати бесконачни
али никада коначни скупови. Када jе броj елемената скупа бесконачан називамо га
кардиналним броjем скупа, а за сам скуп кажемо да jе бесконачан. Када скуп ниjе
бесконачан он jе коначан.

У теориjи бесконачних скупова користи се аксиома бесконачности. То jе jедна од
аксиома Цермело-Френкелове теориjе скупова коjа се назива и аксиомом избора. Она
каже да постоjи скуп X такав да jе празан скуп члан X и када год jе x ∈ X, такође jе
и x ∪ {x} ∈X. Укратко, постоjи скуп X са бесконачно много чланова.

Из аксиоме бесконачности следи теорема о парадоксалноj декомпозициjи било коjег
бесконачног скупа, коjу само наводим. Сваки бесконачни скуп X може се разложити
на два дисjунктна подскупа, од коjих сваки има исти кардинални броj као и скуп X.
На пример, преброjиво бесконачан скуп целих броjева може се разложити на позитивне
и остале целе броjеве, коjи су оба преброjиво бесконачни скупови.

Другачиjи пример сличног разлагања jе тзв. Банах-Тарски парадокс. То jе теорема
из теориjе скупова и геометриjе коjа тврди да дату произвољну лопту (у тродимензио-
налном простору) увек можемо разложити на коначан броj дисjунктних скупова тачака,
од коjих се онда могу саставити две идентичне копиjе почетне лопте. Склапање jе
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процес коjи подразумева само померање делова као и њихово ротирање, без мењања
њиховог облика. Међутим, сами делови нису „геометриjска тела“ у уобичаjеном смислу,
већ бесконачна дисперзиjа (расеjање) тачака.

Таква разлагања материjалних скупова нису могућа, jер се може показати да би она
била у супротности са законима одржања физике. Отуда идеjа да постулирам принцип
коначности материjе: свако своjство физичке твари jе неки коначан скуп.

Независни догађаjи

За догађаj A кажемо да jе независан од догађаjа B када jе

P (A∣B) = P (A). (1.65)

Ако jе A независан од B тада jе и B независан од A, jер:

P (B∣A) =
P (B ∩A)

P (A)
=
P (A∣B)P (B)

P (A)
=
P (A)P (B)

P (A)
= P (B).

Према томе, независност два догађаjа A и B можемо дефинисати са

P (A ∩B) = P (A)P (B). (1.66)

Када имамо више догађаjа A1,A2, . . . ,An кажемо да су они независни ако за сваки
њихов избор Ai1 ,Ai2 , . . . ,Aim важи

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩Aim) = P (Ai1)P (Ai2) . . . P (Aim). (1.67)

За разлику од дисjунктности коjа jе дефинисана помоћу самих догађаjа, независност
дефинишемо помоћу вероватноћа, мере на догађаjима, па „независност“ треба провера-
вати и интуитивно.

Пример 1.1.44. Правилан тетраедар има три стране обоjене по jедном од различитих
боjа (црвеном, зеленом, плавом) а четврту страну има подељену на три дела у те
три боjе. Проверити независност падања боjе.

Решење. Догађаjи су: A – пала jе прва боjа (црвена), B – пала jе друга боjа (зелена), C
– пала jе трећа боjа (плава). Вероватноће су P (A) = P (B) = P (C) = 2

4 = 1
2 , P (A ∩B) =

P (B∩C) = P (C∩A) = 1
4 и P (A∩B∩C) = 1

4 , па P (A∩B) = P (A)P (B) и даље редом, али
P (A∩B ∩C) ≠ P (A)P (B)P (C), што значи да ови догађаjи jесу независни у паровима,
али не у целини.

За Ω кажемо да jе сигуран догађаj, а за ∅ да jе немогућ догађаj.

Пример 1.1.45. Ако jе A ⊆ Ω произвољан догађаj, показати да су следећи парови
догађаjа узаjамно независни:

(A,Ω), (A,∅).

Решење. Из A ∩Ω = A и P (Ω) = 1 следи P (A ∩Ω) = P (A) ⋅ 1, а то jе независност.
Из A ∩ ∅ = ∅ и P (∅) = 0 следи P (A ∩ ∅) = P (A) ⋅ 0, а то значи независност.

Пример 1.1.46. Пар догађаjа (A,B) jе независан. Доказати да су независни:

1○ (A, B̄); 2○ (Ā,B); 3○ (Ā, B̄).
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Решење. ДогађаjиA∩B иA∩B̄ су разлагање догађаjаA, те jе P (A) = P (A∩B)+P (A∩B̄),
а дато jе P (A ∩B) = P (A)P (B).

1○ P (A ∩ B̄) = P (A) − P (A ∩B) = P (A) − P (A)P (B) = P (A)[1 − P (B)] = P (A)P (B̄).
2○ P (Ā ∩B) = P (B ∩ Ā) = P (B)P (Ā) = P (Ā)P (B).
3○ Ако су независни A и B, онда су независни A и B̄. Опет, ако су независни B̄ и

A, онда су независни B̄ и Ā.

Немогућ догађаj jе онаj коjи има вероватноћу нула, па кажемо да jе могућ догађаj
за сваки коjи нема вероватноћу нула. За дисjунктне догађаjе кажемо да се искључуjу.
Ако догађаjи нису независни кажемо да су зависни.

Теорема 1.1.47. Дата су два могућа догађаjа A и B.
1○ Ако су догађаjи A и B независни, онда се они не искључуjу.
2○ Ако се догађаjи искључуjу, онда су они зависни.

Доказ. 1○ За могуће независне догађаjе A и B претпоставимо супротно, да се искључуjу.
Тада имамо P (A)P (B) ≠ 0 и P (A∩B) = P (A)P (B), а то jе контрадикциjа са претпоста-
вком P (A ∩B) = P (∅) = 0. Према томе, ти догађаjи нису дисjунктни.

2○ Ако се догађаjи A и B искључуjу, онда jе P (A ∩B) = 0, па jе P (A∣B)P (B) = 0, а
како jе P (B) ≠ 0, мора бити P (A∣B) = 0, што значи да догађаj A зависи од B.

Теорема тврди да за могуће догађаjе (различите од празног скупа) важе импликациjе:

{
1. P (A ∩B) = P (A)P (B) ⇒ P (A ∩B) ≠ 0
2. P (A ∩B) = 0 ⇒ P (A ∩B) ≠ P (A)P (B).

(1.68)

Према томе, „зависност“ jе еквивалентна „искључивости“, односно „независност“ jе екви-
валентна „неискључивости“. Савремена тумачења случаjних догађаjа квантних фено-
мена превиђаjу ове ставове и отуда нека „квантна чуда“.

Наглашавам, због леме 1.1.38 имамо P (A ∪ B) = P (A) + P (B) ако и само ако су
догађаjи A и B зависни, што на први поглед изгледа „страно“. Теорема 1.1.47 изгледа
jош „необичниjа“ савременоj физици, због чега наводим следећу примедбу.

Када се честице судараjу и одбиjаjу оне немаjу заjедничких тачака, а опет, у реду
jе рећи да су оне зависне. Присуство jедне омета ону другу и зато немаjу заjедничких
тачака. Према томе, честице коjе узаjамно реагуjу jедна на другу нису независне. Са
друге стране, таласи коjи интерферираjу, имаjу заjедничких тачака, па су независни.
Ово друго jе можда jош увек „чудно“, па ћемо га jош разматрати али мало касниjе.

Природа случаjности

Бесконачни свет идеjа чине математичке и друге истине. Он jе обjективан jер jе
непроменљив. Можемо сазнавати рецимо Питагорину теорему, да jе збир квадрата
катета сваког правоуглог троугла jеднак квадрату хипотензузе, или децимале броjа
π = 3,14159 . . . , али ништа не можемо учинити да се та истина промени. Зато за такву
апстрактну идеjу кажем да jе псеудо-информациjа.

Псеудо-информациjу можемо добиjати, на пример, апстрактним доказивањем или
мерењем. Први случаj jе сваки од данас познатих неколико стотина доказа Питагорине
теореме, а други jе мерење односа обима и пречника било коjег круга, коjе ће са већом
тачношћу мерења дати више децимала броjа π. Називам jе „псеудо“ jер ниjе „права“
информациjа, она не долази из стварне случаjности, али свеjедно, децимале сваког
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ирационалног броjа, како броjа π тако и рецимо броjа
√

2 = 1,41421 . . . , проћи ће као
„случаjни броjеви“ на свим тестовима случаjности теориjе вероватноће.

Приметимо да спознаjу апстрактне истине можемо практично употребити мењаjући
материjални свет у коме живимо, али да то неће променити саму апстракциjу. Ни на
коjи начин не можемо мењати законе природе; ми их понекад можемо само откривати.
Додаjући, приметимо да псеудо-информациjа преноси наjвише jедносмерну интеракциjу.
Преме томе, врста псеудо-информациjе jе и прошлост.

Да нема потпуне комуникациjе са прошлошћу чак и у случаjу постоjања честица
(антиматериjе) чиjи ток времена иде супротно нашем, видимо на следећи иначе познат
начин. Наиме, два посматрача са узаjамно супротним токовима времена не могу
размењивати питања и одговоре ако таква садрже и наjмању неизвесност, jер сваки од
њих мора давати одговор пре него што добиjе питање. Егзистенциjа стварне случаjности
jе аксиома у моjоj претнодноj књизи „Простор-време“, па према томе, кретање честица
унатрашке у времену можемо сматрати само насумичним „шутањем на прву лопту“,
односно доказом да су елементарне честице и информационо елементарне.

Да материjални свет ниjе саткан од света истинитосних идеjа, не би га могли
истраживати дедукциjама попут математичких. Он се састоjи од таквих истих идеjа
попут луковице коjу гулећи отварамо не налазећи бисер унутра, већ само нове и нове
апстрактне форме. Са друге стране, он jе посебан. Материjалини свет jесте део
универзалних истина, али стварна, краjња непредвидљивост jе особина jедино материjе.
Наиме, због принципа коначности, свако jе своjство материjе атомизирано, квантовано,
оно се не може бесконачно делити. Тако jе и са дедукциjом односно каузалношћу. Чак и
када би установили да „све има неки своj узрок“, на начин имплицирања бесконачности,
онда то у случаjу материjе не би било могуће. Отуда jе обjективна непредвидљивост
важна одлика материjе. Обjективна jе зато што ниjе у нашоj моћи да jе мењамо, а
непредвидљива jе зато што ниjе сасвим спознатљива.

Ово даље значи да ми, материjални, никада не можемо спознавати сву апстрактну
истину, ако jе она бесконачна; ми можемо имати перцепциjу само коначних фрагмената,
а само такви фрагменти и постоjе у материjалном свету. Са друге стране, размена
фрагмената између материjалих предмета мора имати своjе посебности. То их мења
попут капљица воде коjе се обликуjу под деловањем површинског напона и дугих сила
да би се удруживале, jер њихова коначност не дозвољава крутост. Тако долазимо до
разумевања интеракциjе помоћу информациjе. Из приложеног jе jасно да ниjе сваки
пренос информациjе праћен физичком интеракциjом, али да jе присуство интеракциjе
неопходан део физичке информациjе.

Када jе материjа та коjа прима праву, кажем физичку информациjу, или само
псеудо-информациjу, онда су на тоj страни, на страни приjемника, могуће промене
узроковане приjемом, па има смисла говорити о jедностраноj интеракциjи. Када се
информациjа размењуjе између два материjална обjекта, онда може бити и двостране
интеракциjе. Доследно претходном (где jе реалност обjашњавана интеракциjама), сада
реалност дефинишемо помоћу комуникациjе. Обjекти A и B су узаjамно реални ако
jе могућа (физичка) комуникациjа међу њима. Лако jе проверити да jе релациjа „A
jе реално у односу на B“ рефлексивна, симетрична и транзитивна, дакле да jе „бити
реалан са“ релациjа еквиваленциjе.

Међутим, разликуjемо „реалност“ од „псеудо-реалности“. Раздваjам их на „инфо-
рмациjу“ и „псеудо-информациjу“, еквивалентно раздваjању на „вероватноћу“ и „псеудо-
вероватноћу“. Прве су стварне, физичке, коjе се односе на материjалне па према томе и
коначне скупове, а друге (са префиксом „псеудо“) су остале, коjе се односе на апстрактне
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светове идеjа. Доследно томе, апстрактне светове истина можемо називати и псеудо-
материjалним. Говорим о „световима истина“, jер не постоjи „скуп свих скупова“ и о
„истини“ коjа jе ужи поjам од „идеjе“.
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1.1.6 Борнов закон

Физичке величине коjе се пишу различитим димензиjама физичких мерних jединица
(метар, килограм, секунда) имаjу све особине да представљаjу броjне осе узаjамно
окомитих координата, односно базу векторског простора. Свесно или не, сви коjи се
баве квантном физиком управо ту везу квантне механике са векторским просторима
и користе. Тада кажемо да jе квантна механика репрезентациjа векторског простора;
особине датог квантног система разапињу физичка своjства тог система у векторски
простор. Вектор таквог простора представља квантно стање. Мерење квантног стања
jе проjекциjа његовог вектора на базне осе, а деловање линеарног оператора на вектор
називамо еволуциjом квантног стања.

Квантни систем jе материjална репрезентациjа апстрактног векторског простора и,
према томе, он ће увек имати неке своjе посебности. На пример, у складу са начелом
коначности материjе jе „атомизирање“ сваког, али баш сваког, своjства материjе, па jе
квантно стање увек неки скуп честица, сваке са наjвише коначно много материjалних
особина. Из истог следи и ограничена предвидљивост физичког понашања честица,
односно принципиjелна неизбежност случаjности, а затим и потреба за вероватноћама.
Доследно, компоненте вектора стања су неке функциjе вероватноћа.

Ово jе на други начин примећено већ 1926. године када jе формулисан Борнов
закон за вероватноћу мерења (в. [9]). У свом наjjедноставниjем облику таj закон каже
да jе густина вероватноће налажења честице на датом месту пропорционална квадрату
амплитуде честицине таласне функциjе на том месту. Варадараџан38 jе jедан од првих
и наjпознатиjи коjи се успешно бавио обjашњењем зашто jе та вероватноћа jеднака баш
квадрату амплитуде а не некоj другоj функциjи, али уместо његовог ми следимо овде
доследна, мало другачиjа (в. [10]) и jедноставниjа обjашњења.

Slika 1.24: Борнова вероватноћа.

Посматраjмо вектор ∣x⟩ представљен са дужи OT на слици 1.24. Ортогонална
проjекциjа тачке T на осу ∣e2⟩ jе тачка A. Дираковом нотациjом, мерење обзервабле на
слици пишемо

Ð→
OA = ∣e2⟩⟨e2∣x⟩. (1.69)

Вектори коjи представљаjу различита физичка своjства нису колинеарни (они су орто-
гонални) и њихов збир ниjе jеднак скаларном збиру интензитета делова. Зато количник
броjева ⟨e2∣x⟩ и ∣x⟩ не може представљати вероватноћу. Да бисмо добили учешће
поjединих координата у укупноj вероватноћи, израчунаjмо допринос сваке компоненте

38Veeravalli S. Varadarajan, рођ. маjа 1937, индиjски математичар.
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вектора дуж правца ∣x⟩. Добиjамо

Ð→
OB = ∣x⟩⟨x∣

Ð→
OA = ∣x⟩⟨x∣e2⟩⟨e2∣x⟩ = ∣x⟩∣⟨e2∣x⟩∣

2, (1.70)

где смо употребили претходно (1.69). Укупно, вектор система jе дат збиром доприноса
поjединих компоненти дуж правца ∣x⟩, односно

∣x⟩ = ∣⟨e1∣x⟩∣
2
∣x⟩ + ∣⟨e2∣x⟩∣

2
∣x⟩ + ⋅ ⋅ ⋅ + ∣⟨en∣x⟩∣

n
∣x⟩ =

= (∣⟨e1∣x⟩∣
2
+ ∣⟨e2∣x⟩∣

2
+ ⋅ ⋅ ⋅ + ∣⟨en∣x⟩∣

2
)∣x⟩ = ∣x⟩,

jер jе збир вероватноћа независних исхода (израз у загради) jедан. Ето зашто за верова-
тноће морамо користити квадрате

∣⟨eµ∣x⟩∣
2
= ∣αµ∣

2
= α∗µαµ, (1.71)

а не неке друге функциjе амплитуде αµ у представљању вектора стања.
Неизвесности материjе за нас нису фиктивне, оне су стварне, кажемо обjективне су

jер их не можемо избећи. Стварне су и вероватноће коjе из тога произилазе. Према
томе, за материjалне вероватноће важи принцип вероватноће, грубо речено, да се
наjчешће догађа оно што jе наjвероватниjе (в. [1]). Због тих неизбежних неизвесности
коjе се реализуjу по законима вероватноће, фигуративно говорећи, jа сам овде где сам а
не тамо негде, jер jе са мог становишта такав положаj у овом тренутку наjвероватниjи.
Ти си тамо а не овде зато што jе са твог становишта такав положаj наjвероватниjи.
Према томе, опажање вероватноћа jе релативно у односу на поjедине честице. Свака
од њих се креће са свог становишта наjвероватниjим траjекториjама.

Са друге стране, реализациjом неизвесности настаjе информациjа. И jедна и друга,
неизвесност и информациjа, су материjалне особине, па су према томе сличне другим
особинама физикалне супстанце.

Информациjа

Наjjедноставниjу дефинициjу неизвесности односно информациjе дао jе Хартли39

1928. године, као логаритам броjа jеднаковероватних случаjних исхода. То ниjе био
први историjски покушаj дефинисања информациjе, али jе био пун погодак. Он jе
по форми одговарао начину опажања чулима (Weber–Fechner law), а за информациjу
сложеног догађаjа давао jе збир информациjа поjединих учесница.

Наиме, неизвесност исхода бацања фер новчића jе логаритам броjа два, бацања фер
коцке jе логаритам броjа шест, а исто толике су и информациjе добиjене реализациjама
тих бацања. Истовремено бацање новчића и коцке имаће 2 ⋅ 6 = 12 равноправних
исхода, па jе информациjа тог сложеног догађаjа jеднака логаритму броjа 12. Међутим,
логаритам производа jеднак jе збиру логаритама фактора, па jе информациjа сложеног
догађаjа jеднака збиру поjединих информациjа.

Хартли коjи jе радио за Белову телефонску компаниjу, своjом дефинициjом дао
jе сличним предузећима могућности израчунавања потрошње информациjе, на начин
како се израчунава потрошња електричне енергиjе, воде, или других потрепштина
за продаjу корисницима. Убрзо су уследиле и друге примене, у областима до тада
непознатим науци и техници. Значаjан допринос математичкоj теориjи информациjе и

39Ralph Hartley (1888-1970), амерички истраживач електроничар.
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комуникациjе дао jе Шенон40 1948. године, коjи jе радио за исту телефонску компаниjу.
Он jе дефинисао информациjу различито вероватних догађаjа као средњу вредност,
тачниjе речено као математичко очекивање Хартлиjевих информациjа. Дефинициjу jе
ограничио на расподеле вероватноћа, коjе ћемо обjаснити мало касниjе.

Интуитивно осећамо да су вероватниjи догађаjи мање информативни. Наиме, када
знамо да ће се нешто десити па се то и деси, онда то и ниjе неко откриће. Зато
новинари кажу да jе већа вест „човек jе уjео пса“ од вести „пас jе уjео човека“, jер
jе прва мање очекивана. Хартлиjева дефинициjа информациjе у складу jе са овим
интуитивним запажањем, jер већу неизвесност даjе више jеднаковероватних опциjа,
а логаритам већег броjа jе већи. На мало сложениjи начин и Шенонова дефинициjа
информациjе се слаже са интуициjом, а сличну зависност очекуjемо и од поопштења
познатих дефинициjа информациjе. Ова интуитивна запажања формулисао сам у
начело информациjе у књизи „Простор-време“, ради провере тог начела у извођењу
неких познатих закона физике, за сада успешно.

Исто начело се може сагледати и другачиjе. Из начела, тj. принципа вероватноће
произилази начело, односно принцип информациjе, да природа шкртари са одавањем
информациjе. Како су неке случаjности неизбежне, неизбежна jе емисиjа информациjе,
али зато што природа рађе остваруjе вероватниjе случаjности, она реализуjе мању
информациjу. Различити се закључци могу извести из овог принципа, не само у физици.
Навешћу два.

Молекуле гаса су у већем аморфном стању када су jеднолико расуте по соби, него
када су на jедноj гомили. У већем нереду оне су мање информативне. Аналогно,
вероватноћа равноправних распореда по jедне куглице у по jедну од кутиjа већа jе од
случаjног распореда свих куглица у jедну исту кутиjу. Информациjа наjвероватниjег
распореда jе наjмања, а таква се назива ентропиjом. Према принципу информациjе,
ентропиjа спонтано расте.

Други пример су жива бића, коjа сада можемо дефинисати по вишку информациjе
у односу на одговараjуће неживе твари. Попут енергиjе, коjа jе унутар живих бића
у сличном вишку. Тада су „жива бића“ и саме организациjе живих бића. Да би се
смањила емисиjа информациjе ка вани, живо биће пакуjе информациjу унутра, у већу
организациjу, што jе такође у складу са принципом информациjе.

Косинуси углова

На први поглед jесте чудно да се у представљању квантног стања ∣x⟩ помоћу базних
стања ∣eµ⟩ у иначе уобичаjеном изразу за векторе

∣x⟩ =
n

∑
µ=1

αµ∣eµ⟩, (1.72)

или нотациjом на начин (1.69), поjављуjу коефициjенти αµ коjи сами нису вероватноће,
већ су вероватноће њихови квадрати ∣αµ∣

2 = α∗µαµ. То jе смисао поменутог Борновог
правила, управо обjашњеног. Поjаснићемо то сада на jош jедан, jош апстрактниjи, па
ипак познатиjи начин.

У правоуглом систему координата чиjе осе из исходишта O дефинишу jединични
вектори e1, e2, e3 на слици 1.25, дата jе тачка T . Њене окомите проjекциjе на равни
Oe1e2, Oe2e3 и Oe3e1 су редом тачке A, B и C. Проjекциjе тих тачака редом на

40Claude Shannon (1916-2001), амерички математичар
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координатне осе су тачке T1, T2 и T3. Углови коjе вектор
Ð→
OT заклапа са координатним

осама су редом γ1, γ2 и γ3. Из математике (аналитичке геометриjе) знамо да jе

cos2 γ1 + cos2 γ2 + cos2 γ3 = 1, (1.73)

а то jе потврда Борновог правила у репрезентациjи (реалних) правоуглих Декартових
система.

Slika 1.25: Квадар у правоуглом систему.

Пример 1.1.48. Докажимо (1.73).

Доказ. Са слике 1.25 видимо:

OT
2
= OA

2
+AT

2
, OA

2
= OT

2
1 +AT

2
1,

jер су троуглови OAT и OT1A правоугли. Правоугли jе и троугао OT1T . Аналогно
имамо са остале две осе. Из тригонометриjе правоуглог троугла следи:

cos2 γ1 = (
OT 1

OT
)

2

, cos2 γ2 = (
OT 2

OT
)

2

, cos2 γ3 = (
OT 3

OT
)

2

,

cos2 γ1 + cos2 γ2 + cos2 γ3 =
OT

2
1 +OT

2
2 +OT

2
3

OT
2

=
OT

2

OT
2
= 1,

а то jе и требало доказати.

Дакле, Борнов закон заjедно са „чудима“ квантне механике део jе шире слике,
беспрекорно логичне на начине како то математика може бити. Са друге стране,
квантна механика jе материjална репрезентациjа те логике, што значи да она има и
сопствене феномене. Jедан од таквих jе време.

Поjава времена

Садашњост опажамо као информациjу у настаjању. Она jе реализациjа материjалне
неизвесности у нашу реалност коjа се пред нама попут jедне по jедне кришке таложи у
простор-време. Сваки део те реалности део jе много већег апстрактног света идеjа, али
она, цеђена из неизвесности своjствене jедино материjи, пред нама ствара специфичну
поjаву несвоjствену тоj апстракциjи, а коjу ми зовемо време.

Зато што jе у прошлом тренутку положаj чаше на столу био наjвероватниjи он ће
бити наjвероватниjи и у следећем, осим ако на чашу делуjе нека сила, jер сила jе та коjа
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може мењати вероватноће. Размишљаjући на оваj начин и посматраjући инерциjална
кретања (у одсуству сила), долазимо до закључка да слични услови проузрокуjу сличне
непосредне последице. Додатно, из принципа коначности, изводимо закључак о (при-
ближноj) периодичности сваке материjалних поjаве.

Посебна врста периодичности су треперења честица материjе у кретању, коjе зовемо
таласима. Чудно jе размишљати о таласању када знамо да га генерише апстрактни
свет где време нема нама познатог смисла. Временски редослед догађаjа jе материjална
ствар, то jе наша реалност коjа, уз претпоставку да ниjе своjствена свету идеjа, нити
дедукциjама, могла би имати изузетке супротне уобичаjеном схватању временског тока
као низа узрока и последица. Временски низ догађања ниjе еквивалент логичким
импликациjама, он следи принцип информациjе.

Када догађаjи нису узрочно-последични и не производе вишак информациjе, тада jе
могућа њихова истовремена поjава, па и поjава свих таквих у истом догађаjу. Другим
речима, када би на датом месту у истом тренутку били присутни сви материjални
узаjамно независни догађаjи целе васионе, у нашоj реалности то мора дати исти резултат
као када би ти догађаjи наилазили jедан по jедан у произвољним интервалима времена.
Такође и обрнуто, коначни ефекат поjављивања jедног по jедног независног догађаjа
биће исти као када би сви ти догађаjи на дато место стигли одjедном.

Сударање, привлачење или одбиjање честица указуjе да су оне на своjим путањама
узаjамно зависни догађаjи. За разлику од таквих, фотони (честице светлости) као да се
узаjамно не примећуjу. Њихове путање не показуjу знаке интеракциjа, нити зависности
догађаjа, што се може видети у случаjу интерференциjе чиjи назив jе у физици несретно
изабран. Наиме, интерференциjа jе физичка поjава нашег опажања, дакле поjачавања,
слабљења или поништавања таласа, али коjа не утиче на индивидуалност поjединих
учесница.

Ово ниjе уобичаjено гледање на интерференциjу као узаjамни утицаj таласа, али
га доказуjу и познати Њутнови експерименти оптике из 1704. године. Проласком
кроз призму бела светлост се разлаже на спектар коjи се затим опет враћа у белу
светлост проласком кроз другу призму. Поред овог, постоjи jош експеримента коjе
добро познаjемо а нисмо приметили да потврђуjу исто. Такав jе следећи.

Експеримент „двоструки отвор“

Коефициjенте испред базних вектора (1.69) у вектору стања ∣x⟩ називамо амплитуде.
Квадрати интензитета амплитуда представљаjу Борнове вероватноће, а то квадрирање
модула комплексних броjева збуњуjе на начин коjи се може препознати на слици 1.26
у интерференциjи и дифракциjи експеримента „двоструки-отвор“ (double-slit).

На тоj слици, таласи (рецимо светлости) крећу са позициjе O на зиду A, пролазе
кроз два уска отвора I1 и I2 у препреци B и стижу на површину C коjа их региструjе,
формираjући временом дифракционе шаре D. Посматраjмо jедно место I на застору C
и на том месту интерференциjу два таласа I1 и I2.

Када би jедан отвор био затворен не би било интерференциjе, jер за интерференциjу
требаjу бар два таласа. Таласи би наилазили из O, пролазили кроз таj jедини отвор
Ii на препреци B и груписали се на застору C, наjинтензивниjе на продору праве OI
кроз раван C, постепено смањуjући интензитет нагомилавања на даљим местима те
равни. Ако су оба отвора I1 и I2 слободна, таласи OI1 и OI2 након проласка кроз B
интерферираjу и то се види у облику дифракционих трака D на детекционоj плочи C.
То се констатуjе у екперименту и то jе сасвим у складу са класичном физиком.
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Slika 1.26: Експеримент „двоструки отвор“.

Даље се ствари компликуjу због честичне природе таласа (светлости) и због таласне
природе честица, али се и jедно и друго да ускладити са претпостављеном природом
случаjности. Пре свега, приметимо да из теореме 1.1.47 следи да таласи интерферираjу
тако да имаjу нешто заjедничко и да су управо због тога они независни случаjни
догађаjи. Важи и обрнуто, па jедноставно закључуjемо да сви независни таласи-честице
васионе ако су икада били на датом месту данас интерферираjу. Све материjалне
честице су неки таласи вероватноће, а њихова интерференциjа jе знак њихове узаjамне
независности.

Могућност „стварне случаjности“ правдали смо квантовањем информациjе и ту исту
идеjу сматрамо усклађеном са квантном природом енергиjе (светлости). На пример,
доследно jе рећи да jедан фотон не интерферира сам са собом, jер jе интерференциjа
еквивалент независних случаjних догађаjа, а за такве требаjу наjмање два. Такође,
честице-таласи интерферираће и ако се пропуштаjу у одвоjеним временским периодима
кроз два отвора на слици 1.26. Та одложена интерференциjа и дифракциjа на застору
C остаjе чудна без (хипо)теза из књиге [1], на начин како су у тоj књизи излагане.
Размотримо таj главни део, укратко, jош jедном.

Означимо са A = A(I) амплитуду исхода, а са A1 = A(I1) и A2 = A(I2) амплитуде
таласа коjи пролазе кроз наведене отворе. Квантна вероватноћа jе, према Борновом
закону, квадрат амплитуде P (I) = ∣A∣2 = A∗A, где jе A∗ конjугован комплексан броj
броjа A. Означимо са R(A),I(A) ∈ R редом реални и имагинарни део комплексног
броjа A =R(A) + iI(A) (i2 = −1), па проверимо:

{
P (I) = P (I1 ∪ I2) = P (I1) + P (I2) − P (I1 ∩ I2)

∣A∣2 = ∣A1 +A2∣
2 = (A1 +A2)

∗(A1 +A2) = A
∗
1A1 +A

∗
1A2 +A

∗
2A1 +A

∗
2A2.

(1.74)

Доњи израз, ∣A∣2 = ∣A1∣
2 + ∣A2∣

2 + 2R(A∗
1A2), након упоређивања са горњим даjе:

P (I) = ∣A∣
2, P (I1) = ∣A1∣

2, P (I2) = ∣A2∣
2, P (I1 ∩ I2) = 2R(A∗

1A2), (1.75)

где jе R(A∗
1A2) = R(A1)R(A2) + I(A1)I(A2). Како се амплитуде таласа пристиглих

кроз отворе мењаjу зависно од положаjа дуж површине C, тако се мења и реални
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део производа, а са њим и укупна вероватноћа стизања енергиjе на дато место мерне
површине на претходноj слици. То jе експериментално проверен резултат.

На следећоj слици 1.27 видимо шта се догађа када су амплитуде таласа супротне
и када су сагласне. У првом случаjу (лево), реални и имагинарни делови амплитуда
имаjу супротан знак, зато jе R(A∗

1A2) < 0 и вероватноће поjаве на застору C се смањуjу.
У другом случаjу (десно), реални и имагинарни делови амплитуда имаjу исти знак,
P (A∗

1A2) > 0, па се вероватноће на застору C повећаваjу. Отуда тамне и светле дифрак-
ционе пруге (D). Чудно jе овде, када то упоредимо са горњим изразом (1.74), да
вероватноћа удружених догађаjа може бити већа од збира поjединих.

Slika 1.27: Конструктивна и деструктивна интерференциjа.

Та синергиjа честица-таласа, да jе збир удружених већи од одвоjених сабирака,
има своjу поруку. Она као да нам каже да се jош нешто криjе испод површине. Чини
се као да честице-таласи саме не исказуjу своj потенциjал довољно као када су заjедно.
То можемо покушати разумети позиваjући се на Хаjзенбергово41 тумачење квантне
механике када jе рекао: „мерењем електрона дефинишемо његову путању“. Мерење
jе узимање информациjе – добиjене реализациjом неизвесности у информациjу дате
поjаве. Наиме, смањивање неизвесности резултира повећавањем извесности. Аналогно
вађењу jедне по jедне, означених али jеднако вероватних, куглица из кутиjе на случаjан
начин (описано у књизи [1]). Са сваком следећом погрешном извађеном куглицом
вероватноћа тражене расте а смањуjе се преостала неизвесност.

Слично се догађа отварањем кутиjе са Шредингеровом мачком. У том замишљеном
„квантном експерименту“, шансе да jе мачка у кутиjи жива односно мртва су пола-
пола, а такво jе и стварно стање до отварања кутиjе. Отварањем кутиjе добиjамо
информациjу, рецимо „мачка jе жива“, чиме се смањуjе претходна неизвесност. Дакле,
смањуjе се неизвесност многих претходних стања кутиjе, буквално додефинисањем
прошлости кутиjе и њеног садржаjа.

Ако смо ово разумели, онда jе лакши део разумети да променљиво поjављивање I1

и I2 може резултирати чудним одступањима израза (1.74).
Овим тумачењем се промовише како принцип вероватноће тако и закон конзервациjе

(одржања укупне количине) неизвесности и информациjе. Са jедне стране имамо
квантовање енергиjе; да би се поjавила (не)зависност потребна су бар два догађаjа, у

41Werner Heisenberg (1901-1976), немачки теориjски физичар.
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овом случаjу бар два кванта. Са друге стране jе интерференциjа (независних) честица-
таласа када год да су. То све заjедно оставља утисак да jе таласање супстанце коjу
видимо попут површине мора, а да jе испод те површине море (океан) неизвесности
коjа те таласе генерише, што jе такође у складу са идеjом да jе материjални свет само
део физике, да физика укључуjе и шире истине.

Таласна дужина

Борново правило нам каже да jе квадрат (интензитета) амплитуде таласа jеднак
вероватноћи са коjом можемо наћи талас-честицу на датом месту у датом тренутку.
Због тога квантне поjаве сматрамо случаjним. Честична природа ових таласа позната
jе физици из многих експеримената, али jе сада и теориjиски добиjамо из принципа
коначности. Принципиjелна jе и сама таласна природа честица, а такође и периодичност
свих материjалних поjава.

Наjвећа новост од свега у поменутом делу ове расправе jе откриће да на датом
месту интерферираjу сви таласи васионе, ма када да се поjаве. Тамо где ми опажамо
непостоjање честица-таласа заправо jе њихова збирна деструкциjа и можемо рећи да
су сви ти таласи у равнотежи, а тамо где Борнова вероватноћа показуjе позитивну
вредност можемо рећи да имамо поремећаj. То важи за све периодичне поjаве материjе
коjе су независни случаjни догађаjи.

За разлику од амплитуде коjа jе више окренута нашем тражењу, таласна дужина
jе значаjниjа другим опажањима таласа-честица. У условима у коjима би таласне
дужине биле веће, положаj честице jе размазан на дужем путу, па jе вероватноћа њеног
налажења на датом месту мања, прецизниjе речено, густина вероватноће честице jе
мања. Ту „густину честице“ ми видимо и као енергиjу или импулс.

Посматраjмо ширење светлости из jедног извора у концентричним сферама. Са
удаљавањем од извора амплитуде честица светлости опадаjу али не и њихове таласне
дужине. Те се честице разређуjу на све већим површинама сфера, не губећи енергиjу
или импулс. Ово значи да су амплитуде и таласне дужине независне поjаве, а одмах
затим следи закључак да у квантном свету имамо две врсте вероватноћа.

Ту другу врсту вероватноћа сам чешће користио у књизи „Простор-време“, провера-
ваjући принцип вероватноће. Када се горњи извор светлости креће (jеднолико) настаjе
релативистички Доплеров ефекат коjи се разматра у тоj књизи42. Приближавање
извора светлости одговара његовом боравку у нашоj будућности, jер време система у
кретању тече спориjе а у тренутку мимоилажења садашњости се поклапаjу. Опажање
краће таласне дужине светлости извора коjи нам се приближава дрско43 jе протумачено
већом вероватноћом будућности од садашњости. У одласку извора, релативне таласне
дужине светлости су веће од сопствених, па jе то тумачено смањеном вероватноћом
прошлости од садашњости. Смер кретања таласа светлости (фотона) jе од већих ка
мањим таласним дужинама, од мање вероватних ка више вероватним положаjима.

Средња вредност (аритметичка средина) долазећих и одлазећих таласних дужина
названа jе лонгитудиналном и већа jе од светлости истог извора у мировању. Она
jе jеднака трансферзалноj! За разлику од претходне физике, теориjа релативности
успешно предвиђа и трансферзални Доплеров ефекат, већу вредност таласне дужине
светлости коjа нас мимоилази у наjближоj тачци њене путање.

42в. [1], 1.3.3. Црвени помак.
43примедба колеге
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То повећање релативне у односу на сопствену вредност, како трансферзалне тако
и лонгитудиналне таласне дужине, тумачио сам релативном вероватноћом. Честице
остаjу у стању мировања (свог извора) или jедноликог праволиниjског кретања зато
што jе сваки други облик кретања за њих мање вероватан, све док на њих не делуjе
неко друго тело или сила. Према томе, принцип вероватноће jе у складу са Њутновим
законом инерциjе.

Доплеров ефекат ниjе неопходан за потврду поменутог аспекта принципа верова-
тноће. Исто се може добити и из Комптоновог ефекта, опаженог повећања таласних
дужина X-зрака и других врста електромагнетног зрачења коjе се еластично расипа
одбиjањем од електрона. Након обjављивања 1923. године, та опажања се користе за
доказ корпускуларне природе светлости (поред таласне).

Комптонов ефекат

Негде почетком 1920-их када се на основу фотоелектричног ефекта jош увек распра-
вљало о таласима светлости и фотону, Комптон jе дао jасан експериментални доказ
„честичне природе“ тих таласа. Он jе посматрао расипање γ-зрака из угљеникових
електрона и нашао расуте γ-зраке са већим таласним дужинама од упадних, као на
слици 1.28. Промена таласне дужине расте са углом расипања према Комптоновоj
формули

λ2 − λ1 = ∆λ =
h

mec
(1 − cos θ). (1.76)

На левоj страни jедакости су λ1 улазна и λ2 излазна таласна дужина расутих фотона.
Десно jе приближно h = 6,626×10−34 Js Планкова константа,me = 9,109×10−31 kg jе маса
електрона у мировању, c = 3×108 m/s брзина светлости у вакууму. Угао расипања jе θ,
а количник h/mec = 2,43× 10−12 m се назива Комптонова таласна дужина електрона.

Slika 1.28: Комптонов ефекат.

Комптон jе обрадио и обjаснио податке из свог експеримента, примењуjући законе
одржања енергиjе и импулса у интеракциjама фотона γ и електрона e− и добио да
расути фотон има мању енергиjу и већу таласну дужину према Планковоj44 формули

E = hν, (1.77)
44Max Planck (1858-1947), немачки теориjски физичар.
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где jе ν = c/λ фреквенциjа таласа. Ево таквог израчунавања.
Фотон γ са почетном енергиjом E1 = hν1 путуjе дуж апсцисе (x-осе) и расипа се

на електрону e− енергиjе Ee = mec
2, као на слици 1.28. Фотон се одбиjа од електрона

правцем коjи заклапа угао θ са апсцисом, одлазећи са енергиjом E2 = hν2. Знамо да
су таласна дужина λ и фреквенциjа ν фотона у релациjи λν = c. Енергиjа електрона
у мировању jе Ee1 = mec

2, а након сударања Ee2 =
√
p2
ec

2 +m2
ec

4, где jе p⃗e импулс
електрона након судара.

Примењуjемо закон одржања енергиjе и израчунавамо:

E1 +Ee1 = E2 +Ee2,

E1 +mec
2
= E2 +

√
p2
ec

2 +m2
ec

4,

(E1 −E2 +mec
2
)

2
= p2

ec
2
+m2

ec
4.

Примењуjући закон одржања импулса добиjамо:

p⃗1 = p⃗2 + p⃗e,

(p⃗1 − p⃗2)
2
= p⃗2

e,

p2
1 + p

2
2 − 2p1p2 cos θ = p2

e.

Множећи ову jеднакост са c2 и користећи релациjу E = pc за фотон, она постаjе

E2
1 +E

2
2 − 2E1E2 cos θ = p2

ec
2.

Комбинуjући оваj резултат са претходним, налазимо:

E2
1 +E

2
2 +m

2
ec

4
+ 2E1mec

2
− 2E2mec

2
− 2E1E2 = E

2
1 +E

2
2 − 2E1E2 cos θ +m2

ec
4,

E1mec
2
−E2mec

2
−E1E2 = −E1E2 cos θ,

1

E2
−

1

E1
=

1

mec2
(1 − cos θ),

λ2 − λ1 =
h

mec
(1 − cos θ),

а то jе формула (1.76). Из претходне добиjамо и формулу за енергиjу расутог фотона

E2 =
E1

1 + E1

mec2
(1 − cos θ)

, (1.78)

где jе E1 енергиjа упадног фотона. Како jе ∣ cos θ∣ ≤ 1 то називник десно ниjе мањи од
jедан, па jе E2 ≤ E1, а jеднакост се постиже само када нема расипања, θ = 0.

Комптон45 jе за своjе откриће 1927. године добио Нобелову награду у физици и то
jе сада класика. Оно што jе мање познато jе веза између таласне дужине, амплитуде
и вероватноће, на коjу овде (хипотетички) гледамо на претходно поменути начин.
Принципиjелно сматрамо да фотон путуjе траjекториjом коjа му изгледа наjвероватниjа,
а да сударом са електроном фотон скреће на мање вероватну путању. Додатно, таласну
дужину сматрамо показатељем вероватноће траjекториjе, на начин да већим таласним
дужинама одговараjу мање густине положаjа фотона.

45Arthur Compton (1892-1962), амерички физичар.
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1.1.7 Расподеле вероватноћа

Расподела вероватноћа jе табела или jедначина коjа повезуjе сваки исход неког
статистичког експеримента са вероватноћом догађања. У дискретном случаjу (пребро-
jивих скупова догађаjа) расподелу пишемо прегледно:

Ω ∶ (
ω1 ω2 . . . ωn
p1 p2 . . . pn

) , (1.79)

где jе P (ωk) = pk, ωi ∩ωj = ∅ и ⋃nk=1 ωk = Ω. Према томе ∑nk=1 pk = 1 jе важна одлика ове
расподеле. Често се догађа да случаjним догађаjима требамо придружити неке броjеве,
ωk → xk ∈ R, па претходну табелу пишемо:

X ∶ (
x1 x2 . . . xn
p1 p2 . . . pn

) , (1.80)

где jе P (X = xk) = pk. Средњу вредност ових броjева

µ(X) = p1x1 + p2x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + pnxn =
n

∑
k=1

xkpk, (1.81)

називамо и математичко очекивање. Средња вредност квадрата одступања од матема-
тичког очекивања µ = µ(X) jе

σ2
(X) =

n

∑
k=1

(xk − µ)
2pk, (1.82)

и назива се вариjанса. Другим речима, вариjанса jе просек квадрираних разлика
датих броjева од њихове средње вредности. Корен вариjансе, σ =

√
σ2(X) назива се

стандардна девиjациjа. Из (1.82) добиjамо:

σ2
=

n

∑
k=1

(x2
k − 2µxk + µ

2
)pk =

n

∑
k=1

x2
kpk − 2µ

n

∑
k=1

xkpk + µ
2
n

∑
k=1

pk =
n

∑
k=1

x2
kpk − 2µ ⋅ µ + µ2

⋅ 1,

а отуда

σ2
=

n

∑
k=1

x2
kpk − µ

2. (1.83)

То jе формула исте вариjансе, лакша за кориштење.

Пример 1.1.49. Бацамо фер коцку. Добиjамо два жетона ако падне 6, jедан жетон
ако падне 5, a у свим осталим случаjевима губимо jедaн жетон. Наћи очекивање и
дисперзиjу.

Решење. Средња вредност добитка (губитка) jе

µ = 2 ⋅
1

6
+ 1 ⋅

1

6
+ (−1) ⋅

4

6
= −

1

6
,

што значи да у овоj игри губимо просечно мало мање од 17 одсто (1
6 ≈ 0,16667) од

jедног жетона по бацању коцке. Вариjанса jе

σ2
= ∑x2

kpk − µ
2
= [22

⋅
1

6
+ 11

⋅
1

6
+ (−1)2

⋅
4

6
] − (

1

6
)

2
=

53

36
= 1,47222.

Стандардна девиjациjа jе σ ≈ 1,213. То jе просечно одступање добитка (губитка) од
очекивања.
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Показуjе се да се са све већим броjем понављања случаjних опита исходи све боље
групишу око расподеле вероватноћа. Интересантно jе да се мера тог смањивања,
груписање расипања исхода око очекиваних вероватноћа, може добиjати и теориjски.
Растумачити ћемо то корак по корак, примерима и доказима.

Jедноставан почетак за разумевање расподела jе индикатор IA случаjног догађаjа
A из универзума Ω, скупа свих могућности:

IA(ω) = {
1, ω ∈ A
0, ω ∈ Ac.

(1.84)

На пример, када бацимо фер новчић три пута добиjамо скуп са 23 = 8 исхода:

Ω = {ΠΠΠ,ΠΠΓ,ΠΓΠ,ΓΠΠ,ΠΓΓ,ΓΠΓ,ΓΓΠ,ΓΓΓ}

где jе Π – пало jе „писмо“, Γ – пала jе „глава“. Ако jе A = Π, онда су вероватноће броjа
поjава догађаjа A у табели: 1.5.

A вероватноћа

0 0,125
1 0,375
2 0,375
3 0,125

Tabela 1.5: Три бацања новчића.

Овде jе вероватноћа догађаjа A у jедном бацању новчића P (A) = 1
2 , а вероватноћа

да се A неће десити у том бацању P (Ā) = 1 − P (A) = 1
2 . У другачиjем експерименту,

вероватноћа догађаjа A може бити било коjи реалан броj p ∈ (0,1), тако да вероватноћа
да се A неће десити износи q = 1 − p. Дакле, P (A) = p и P (Ā) = q.

Slika 1.29: Играће карте.

Када jе догађаj A случаjно извлачење лика (џокер, дама, краљ) из шпила са 52
играће карте (слика 1.29), тада jе p = 3

13 и q = 10
13 . У низу од десет насумичних извлачења

по jедне карте из шпила, сваки пут са враћањем те карте у шпил и мешањем, свако

Растко Вуковић 68



КВАНТНА МЕХАНИКА

извлачење jе независан случаjан догађаj. Зато што свако jављање A у низу од n ∈ N
извлачења има jеднаке шансе, биће k пута (k = 0,1, . . . , n) извучено A са вероватноћом

P (∣A∣ = k) = (
n

k
)pkqn−k. (1.85)

То су вероватноће биномне расподеле, коje означавамо и PB(k).

Биномни коефициjенти

За биномне коефициjенте важе jеднакости:

(
n

k
) =

n!

(n − k)!k!
=
n ⋅ (n − 1) . . . (n − k + 1)

1 ⋅ 2 . . . k
. (1.86)

Ову формулу ћемо доказати у два корака.
Размотримо прво вариjациjе, распоређивања када jе битан редослед распоређених.

Рецимо да имамо десет такмичара коjи се боре за прва четири места ранг листе. На
првом месту може бити било коjи од њих, а то jе десет могућности. Тада, на другом
месту може бити било коjи од преосталих девет. На трећем месту може бити било
коjи од преосталих осам, а на четвртом jедан од осталих седам. Како су ова бирања
произвољна, то jе укупан броj распоређивања 10 ⋅ 9 ⋅ 8 ⋅ 7.

Уопште, када имамо n = 1,2,3, . . . такмичара коjи се боре за првих k = 1,2, . . . , n
позициjа ранг листе, броj распореда jе

V n
k = n ⋅ (n − 1) ⋅ (n − 2) . . . (n − k + 1). (1.87)

То jе броj вариjациjа класе k од n елементата. Посебан случаj jе k = n када говоримо о
пермутациjама. Иста формула важи па имамо

V n
n = n! = n ⋅ (n − 1) . . .2 ⋅ 1, (1.88)

где n! читамо „ен факториjел“. То су вариjациjе и пермутациjе без понављања, коjе су
нам овде jедине занимљиве.

Размотримо затим комбинациjе, распоређивања када ниjе битан редослед распоре-
ђивања. Рецимо да имамо скуп са десет елемената од коjих формирамо подскупове са
по четири елемента. У свакоj од укупног броjа вариjациjа 10 ⋅9 ⋅8 ⋅7 биће могуће четири
елемента распоредити у 4! = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 пермутациjе. Према томе, броj комбинациjа, броj
распореда не рачунаjући редослед jе C10

4 = V 10
4 /4!

Уопште, ако имамо скуп са n = 1,2,3, . . . елемената и издваjамо k = 1,2, . . . , n
елемената у подскуп, броj подскупова jе

Cnk =
V n
k

k!
=
n ⋅ (n − 1) . . . (n − k + 1)

1 ⋅ 2 . . . k
, (1.89)

а то jе формула (1.86).
Као што знамо из елементарне математике, писане на начин (1.86) или (1.89),
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биномне коефициjенте срећемо у развоjу степенованих бинома:

(p + q)0 1
(p + q)1 p + q
(p + q)2 p2 + 2pq + q2

(p + q)3 p3 + 3p2q + 3pq2 + q3

(p + q)4 p4 + 4p3q + 6p2q2 + 4pq3 + q4

. . . . . .

(p + q)n (
n
0
)pnq0 + (

n
1
)pn−1q1 + ⋅ ⋅ ⋅ + (

n
k
)pkqn−k + ⋅ ⋅ ⋅ + (

n
n
)p0qn

. . . . . .

(1.90)

Збир у сваком ретку jе jедан, jер jе (p + q)n = 1, па вероватноће (1.85) чине расподелу.
Сами коефициjенти образуjу Паскалов троугао:

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
. . .

(
n
0
) (

n
1
) . . . (

n
k
) . . . (

n
n
)

. . .

(1.91)

коjи jе згодниjи за памћење. Приметимо да jе сваки редак троугла симетричан:

(
n

k
) = (

n

n − k
), (1.92)

jер jе броj начина да из скупа са n елемената издвоjимо подскуп са k елемената jеднак
броjу начина да након издваjања у датом скупу остане n − k елемената.

Пример 1.1.50. Доказати (1.92) помоћу (1.89).

Доказ. Израчунавамо редом:

(
n

k
) =

n!

(n − k)!k!
=
n(n − 1) . . . [n − (n − k) + 1]

(n − k)!
= (

n

n − k
).

У Паскаловом троуглу jе збир два суседна члана jедног ретка jеднак члану између
њих следећег ретка:

(
n

k
) + (

n

k + 1
) = (

n + 1

k + 1
). (1.93)

То доказуjемо израчунавањем:

(
n

k
) + (

n

k + 1
) =

n!

(n − k)!k!
+

n!

(n − k − 1)!(k + 1)!
=

=
n!(k + 1)

(n − k)!(k + 1)!
+

n!(n − k)

(n − k)!(k + 1)!
=
n![(k + 1) + (n − k)]

(n − k)!(k + 1)!

=
(n + 1)!

(n − k)!(k + 1)!
= (

n + 1

k + 1
),

а отуда (1.93).
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Биномна расподела

Горе поменуту биномну расподелу можемо добити броjећи индикаторе (1.84), када jе
P (A) = p константно, а процес индикациjе се понавља n = 1,2,3, . . . пута, при чему броj
понављања догађаjа A износи k = 0,1, . . . , n. Биномну расподелу означавамо B(n, p).

Теорема 1.1.51. Очекивање биномне расподеле B(n, p) jе µ = np.

Доказ. За k = 0 je k(nk)p
kqn−k = 0, затим k(nk) = n(

n−1
k−1

), па имамо:

µ =
n

∑
k=0

k(
n

k
)pkqn−k =

n

∑
k=1

k(
n

k
)pkqn−k =

n

∑
k=1

n(
n − 1

k − 1
)pkqn−k =

= np
n

∑
k=1

(
n − 1

k − 1
)pk−1q(n−1)−(k−1)

= np
m

∑
j=0

(
m

j
)pkqm−j = np,

где смо ставили m = n − 1 и j = k − 1.

У биномноj расподели B(n, p) подразумевамо p+q = 1. Очекивање вариjаблеX често
пишемо E(X) = µ(X) (енг. Expectation), а вариjансу са var(X) = E(X2)−(E(X))2, што
jе само други начин писања (1.83).

Теорема 1.1.52. Вариjанса биномне расподеле B(n, p) jе σ2 = npq.

Доказ. Израчунавамо први сабирак вариjансе:

E(X2
) =

n

∑
k=0

k2
(
n

k
)pkqn−k =

n

∑
k=0

kn(
n − 1

k − 1
)pkqn−k =

= np
n

∑
k=1

k(
n − 1

k − 1
)pk−1q(n−1)−(k−1)

= np
m

∑
j=0

(j + 1)(
m

j
)pjqm−j

= np

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

m

∑
j=0

j(
m

j
)pjqm−j +

m

∑
j=0

(
m

j
)pjqm−j

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= np

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

m

∑
j=0

(
m − 1

j − 1
)pjqm−j +

m

∑
j=0

(
m

j
)pjqm−j

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= np

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

(n − 1)p
m

∑
j=1

(
m − 1

j − 1
)pj−1q(m−1)−(j−1)

+
m

∑
j=0

(
m

j
)pjqm−j

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= np [(n − 1)p(p + q)m−1
+ (p + q)m] = np[(n − 1)p + 1],

E(X2
) = n2p2

+ np(1 − p).

Затим израчунавамо:

σ2
(X) = E(X2

) − [E(X)]
2
= np(1 − p) + n2p2

− (np)2,

σ2
(X) = np(1 − p),

а то jе и требало доказати.

Биномну расподелу можемо применити када су испуњена следећа три услова. Када
jе фиксиран броj понављања опита, када су опити независни и када jе вероватноћа
исхода константна.

Растко Вуковић 71



КВАНТНА МЕХАНИКА

Пример 1.1.53. Коцка се баца 10 пута и региструjе броj „шестица“. Колика jе
вероватноћа да међу њима:

1○ буду тачно 3 шестице;
2○ броj шестица ниjе већи од 3.

Колико jе очекивање и дисперзиjа броjа шестица?

Решење. Примењуjемо биномну расподелу B(n, p), где jе n = 10, p = 1
6 и q = 5

6 .

1○ P (X10 = 3) = (
10
3
) ⋅ p3 ⋅ q7 ≈ 0,155.

2○ P (X10 ≤ 3) = ∑3
k=0 (

10
k
)pkq10−k ≈ 0,930.

Очекивани броj шестица jе µ = np ≈ 1,67, а дисперзиjа око тог броjа σ =
√
npq ≈ 1,18.

Из овог примера видимо тешкоће употребе биномне расподеле у случаjу дугих
низова, великог броjа n. Међутим, тада су све успешниjе апроксимациjе биномне
расподе, пре свега Пуасоновом46 и нормалном расподелом. Прву користимо у случаjу
када jе очекивање np < 10, иначе другу, а у оба случаjа броj понављања jе n > 50.

Пуасонова расподела

Пуасонова расподела и апроксимациjа дате су параметром µ = np > 0 са

pk = (
n

k
)pkqn−k ≈ e−µ

µk

k!
, k = 0,1,2, . . . , n→∞. (1.94)

Сама расподела jе згодна за израчунавање броjа понављања догађаjа у датом интервалу
времена.

За доказ (1.94) користимо p = µ/n, затим имамо:

lim
n→∞

P (X = k) = lim
n→∞

n!

k!(n − k)!
(
µ

n
)
k

(1 −
µ

n
)
n−k

=

= (
µk

k!
) lim
n→∞

n!

(n − k)!
(

1

nk
)(1 −

µ

n
)
n

(1 −
µ

n
)
−k

.

Приметимо:

lim
n→∞

n!

(n − k)!
(

1

nk
) = lim

n→∞

n(n − 1)(n − 2) . . . (n − k)(n − k − 1) . . . (1)

(n − k)(n − k − 1) . . . (1)
(

1

nk
) =

= lim
n→∞

n(n − 1)(n − 2) . . . (n − k + 1)

nk
= lim
n→∞

(
n

n
⋅
n − 1

n
⋅
n − 2

n
. . .

n − k + 1

n
) = 1.

Такође:

lim
n→∞

(1 −
µ

n
)
n

= e−µ, lim
n→∞

(1 −
µ

n
)
−k

= 1,

отуда:

lim
n→∞

P (X = k) = (
µk

k!
) lim
n→∞

(1 −
µ

n
)
n

(1 −
µ

n
)
−k

=
µk

k!
e−µ,

а то jе (1.94).
46Siméon Denis Poisson (1781-1840), француски математичар
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Пример 1.1.54. Раскрсницом пролази око 300 возила по часу.
1○ Колика jе вероватноћа да ниjедно возило неће проћи у датоj минути?
2○ Колики jе очекивани броj пролазака у две минуте?
3○ Колика jе вероватноћа да се таj очекивани броj и деси у две минуте?

Приказати хистограм расподеле.

Решење. Примењуjемо Пуасонову расподелу са параметром µ = 300/60 = 5.

1○ P (X0) = e
5 ⋅ 50

0! ≈ 0,00674.
2○ E(X) = 5 ⋅ 2 = 10.

3○ E(X10) = e
−10 ⋅ 1010

10! ≈ 0,12511.

Хистограм расподеле P (X) = e−10 ⋅ 10x

x! мерено у две минуте jе на слици 1.30.

Slika 1.30: Хистограм расподеле.

Ради налажења вредности Пуасонове функциjе некада су кориштене таблице, а
данас то раде компjутери. Могућност да се расподела табелира помоћу само jедног
параметра била jе веома корисна, али сада долазе до изражаjа друге особине истих
могућности. Нама jе сада интересантниjа увек иста, звонаста форма тих расподела,
коjа се назире и на претходноj слици (хистограм 1.30).

Нормална расподела

Нормална расподела дата jе параметрима µ = np и σ =
√
npq, са:

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

1○ P (
x−µ
σ = y) = 1√

2πσ2
e−y

2/2,

2○ P (a ≤ x−µ
σ ≤ b) = 1√

2π

´ b
x=a e

−y2/2 dy.
(1.95)

У оба случаjа, када n → ∞, веза са биномном расподелом постаjу очекивање µ и
дисперзиjа σ. Тада су нормална расподела и биномна (приближно) jеднаке. Приметимо
да функциjу нормалне расподеле (1○) дефинише jедан параметар y = (x − µ)/σ.

Вероватноћу (1○) нормалне расподеле можемо означити са PN(y) да би вероватноћу
(1.85) биномне расподеле означили са PB(x), где стоjи смена x = k. Погледаjмо откуда
апроксимациjа PB(x) → PN(y), када n→∞.

Прво, из (1.85) приметимо:

PB(k)

PB(k − 1)
=

(
n
k
)pkqn−k

(
n
k−1

)pk−1qn−k+1

=
(n − k + 1)p

kq
, k = 1,2, . . . , n,
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а отуда закључак да jе PB(k) растућа функциjа за k < np и да jе опадаjућа за k > np.
Другим речима, функциjа вероватноће биномне расподеле има „звонасти облик“ попут
хистограма на слици 1.30, са максимумом за аргумент kmax = np. То jе суштина рада
(в. [11]) де Моавра и открића да се биномна расподела брзо стабилизуjе са порастом n.

Де Моавр jе установио поменуту стабилност помоћу приближне вероватноће

P (X = kmax + y) ≈ PB(kmax) exp(−
y2

2npq
) ,

коjа следи из познатих апроксимациjа:

{
ln(1 + ξ) ≈ ξ, ξ ≈ 0,

1 + 2 + ⋅ ⋅ ⋅ +N = 1
2N(N + 1) ≈ 1

2N
2, N →∞.

Наиме, у претходном разломку ставимо k = kmax +m, па изведимо:

ln
PB(kmax +m)

PB(kmax +m − 1)
= ln

(n − kmax +m)p

(kmax + imq
≈ ln

(nq −m)p

(np +m)q
= ln

1 −m/(nq)

1 +m/(np)
=

= ln(1 −
m

nq
) − ln(1 +

m

np
) ≈ −

m

nq
−
m

np
= −

m

npq
.

То применимо, за 1 ≤ y ≤ n − kmax, редом на:

ln
PB(kmax + y)

PB(kmax)
= ln [

PB(kmax + 1)

PB(kmax)
⋅
PB(kmax + 2)

PB(kmax + 1)
. . .

PB(kmax + y)

PB(kmax + y − 1)
] =

= ln
PB(kmax + 1)

PB(kmax)
+ ln

PB(kmax + 2)

PB(kmax + 1)
+ ⋅ ⋅ ⋅ + ln

PB(kmax + y)

PB(kmax + y − 1)

≈ −
1

npq
−

2

npq
− ⋅ ⋅ ⋅ −

y

npq
≈ −

1

2

y2

npq
.

Отуда горња Де Моаврова вероватноћа.
Друго, приметимо да за велике броjеве n важи

PB(k) =
n!

k!(n − k)!
pkqn−k ≈

nn+1/2e−n+k+n−k
√

2π(np)k+1/2(nq)n−k+1/2
pkqn−k,

што следи из Стирлингове формуле

m! ≈
√

2πmm+1/2e−m,

за велике m. Према томе, за k ≈ np, имамо и апроксимациjу

PB(k) ≈
1

√
2π npq

.

Де Моаврова вероватноћа, за опште p, постаjе:

P (X = kmax + y) ≈
1

√
2π npq

exp(−
y2

2npq
) ,
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или сменом np = kmax, па стављаjући k уместо kmax + y, налазимо:

P (X = k) ≈
1

√
2π npq

exp [−
(k − np)2

2npq
] =

1
√

2πσ
exp [−

(k − np)2

2σ2
] .

Дакле, P (X = k) jе приближно jеднако површини испод глатке криве

f(x) =
1

√
2πσ

exp [−
(x − np)2

2σ2
] ,

на интервалу k − 1
2 ≤ x ≤ k + 1

2 дужине jедан.

Slika 1.31: Галтонова кутиjа.

Треће, приметимо да за сваки пар целих броjева 0 ≤ a < b ≤ n, важи:

P (a ≤X ≤ b) =
b

∑
k=a

PB(k) ≈
b

∑
k=a

ˆ k+1/2

k−1/2
f(x)dx =

ˆ b+1/2

a−1/2
f(x)dx.

Смена вариjабли, y = (x − np)/σ, поjедностављуjе оваj интеграл у облик

1
√

2π

ˆ β

α
e−y

2/2 dy,

где jе α = (a−np−1/2)/σ и β = (b−np+1/2)/σ. То jе познати интеграл нормалне расподеле
(1.95), коjа се назива и Гаусовом47 коjи jу jе први обjавио у своjоj монографиjи48, где
jе између осталог увео неколико важних статистичких поjмова. До недавно, нормална
расподела jе израчунавана из посебних таблица формуле

Φ(z) =
1

√
2π

ˆ z

−∞

e−y
2/2 dy,

47Carl Friedrich Gauss (1777-1855), немачки математичар.
48Gauss: Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambientium, 1809.
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па се за p = 1
2 и n = 100 биномне расподеле из табеле налазило:

P (45 ≤X ≤ 55) ≈ Φ(
55,5 − 50

5
) −Φ(

44,5 − 50

5
) ≈ 0,8643 − 0,1356 = 0,7287.

То се данас добиjа помоћу рачунара. Свеjедно, за онако или овако израчунавање,
доказали смо апрокимациjу биномне расподеле нормалном (1.95).

Нормалну расподелу често користимо за процену висине људи, крвног притиска,
броjа бодова на тесту, обима машинске производње, грешака мерења. Звонасто груписање
тих расподела дочарава Галтонова49 кутиjа (quincunx) на слици 1.31. Са горње стране
упадаjу куглице коjе се одбиjаjу од штапићастих препрека, са стране приказане у
облику тачкастог троугла, пропадаjући до вертикалних усека на дну. Централни усек
прикупља наjвише од тих куглица, а све мање усеци лево и десно од центра, формираjући
звонасту структуру куглица по преградама.

Slika 1.32: Нормална расподела.

То jе типичан облик функциjе (1.95) чиjи jе (доњи) интеграл „нерешив“. Површина
испод звонасте криве (1○) до x-осе, између апсциса a и b, jе тражена вероватноћа. То
значи да за a→ −∞ и b→∞ вредност интеграла (2○) износи jедан.

Ипак, зависно од параметара µ и σ постоjе даљне правилности те карактеристичне
криве нормалне расподеле, приказане сликом 1.32. Наjвиша ордината има апсцису µ
коjа jе математичко очекивање расподеле. Крива jе симетрична око тог екстрема, око
праве x = µ. У интервалу (µ − σ,µ + σ) апсцисе налази се 68,2 одсто вероватноће. У
интервалу µ ± 2σ апсцисе лежи 95,4 одсто вероватноће. У интервалу ±3σ око µ налази
се 99,7 одсто вероватноће, а у интервалу ±4σ чак 99,9 одсто.

Пример 1.1.55. Претпоставља се да времена реакциjе млађег возача имаjу нормалну
расподелу са средњом вредношћу µ = 0,53 дисперзиjом σ = 0,11 секунди. Коjа jе верова-
тноћа времена реакциjе краћег од 0,65 секунди?

Решење. Тражимо вероватноћу P (x < 0,65) = P (
x−µ
σ <

0,65−µ
σ ) = P (z < 1.09), а затим у

табели 1.33 читамо 0,8621. Према томе P (x < 0,65) = 0,8621.

49Francis Galton (1822-1911), енглески статистичар.
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Slika 1.33: Нормалне вероватноће.

Де Моавр jе 1738. године обjавио поменути рад „Доктрина шанси“ проучаваjући
коефициjенте биномног развоjа (a + b)n. Проценио jе да средњи члан тог развоjа има
вредност 2/

√
2πn. Гаус jе 1809. године проучавао статистику и нашао методу наjмањих

квадрата и нормалну расподелу. Зато се звонаста кривуља нормалне расподеле назива
и „Гаусово звоно“. Иначе, истовремено и независно од Гауса исте године jе и Адраин50

обjавио извођење нормалне вероватноће, али се то ниjе знало све до 1871. године када
га jе „поново открио“ Абе51.

Даљи развоj статистике урадио jе Лаплас52 доказавши поред осталог и „централну
граничну теорему“ коjа jе нагласила теориjски значаj нормалне расподеле. Да нормална
расподела ниjе само математичка алатка већ и природни феномен демонстрирао jе
Максвел53 средином 19. века.

Данас jе свођење расподела на звонасте облике нормалне расподеле рутинска ствар
математичке теориjе вероватноће, а њихова употреба препозната чак и далеко изван
класичне статистике. Након промоциjе „принципа вероватноће“ (наjвероватниjе се
дешава наjчешће) а затим и „принципа информациjе“ (природа шкртари са информаци-
jом), обjављених у књизи „Простор-време“, примећуjемо да се и нормална расподела
уклапа у исту идеjу. Расподеле вероватноћа вишеструким понављањем показуjу све
већу правилност, све већу извесност. Природа тиме као да успева уштедити своjу
неизвесност и разбацивање информациjе.

Сакривање информациjе

Ниjе више таjна да природа воли да сакрива произведену информациjу, али нас она
jош увек изненађуjе начинима на коjе то чини. Из принципа коначности следи да jе
неизвесност нужност материjалног света, а она би по своjоj природи била бесмислена
ако кад-тад не би могла прећи у извесност, дакле у информациjу. Већ ту имамо две
врсте сакривања информациjе; jедна jе сама неизвесност а друга jе шкрто трошење
неизвесности, jер су наjчешћи реализовани догађаjи управо наjвероватниjи, а они су
наjмање информативни. На почетку и на краjу процеса реализациjе имамо jеднаке
количине, неизвесности и информациjе. Таj процес „пресипање из шупљег у празно“,
називамо закон конзервациjе укупне неизвесности и информациjе.

50Robert Adrain (1775-1843), амерички математичар.
51Cleveland Abbe (1838-1916), амерички метеоролог.
52Pierre-Simon Laplace (1749-1827), француски математичар.
53James Clerk Maxwell (1831-1879), шкотски математичар.
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Другим речима, неизвесност jе само jедан од различитих облика информациjе за
коjе, као и у случаjу различитих облика енергиjе, важи закон одржања. Енергиjа и
информациjа су различите физичке поjаве и обе имаjу везе са ентропиjом (количник
топлоте и температуре). Посматрано у инерциjалним системима, тело веће брзине
има мање релативне вероватноће, већу кинетичку енергиjу и већу температуру, али
непромењену топлотну енергиjу54. Тело из мировања неће спонтано прећи у кретање,
jер му jе тамо мање вероватно стање, са такође мањом ентропиjом.

Сваки од два закључка, да jе у кретању мања вероватноћа и мања ентропиjа, jе у
складу са законом инерциjе, али заjедно изгледаjу апсурдно. Ентропиjа jе информациjа
наjвероватниjег (равномерног) распоређивања честица, она jе наjмања могућа а, на
предложени начин, у кретању jе jош мања. Информациjа расте опадањем вероватноће,
а овде се тражи да израчуната за „исти“ оптимални распоред она буде мања! То
jе парадокс ентропиjе коjи се може разрешити када узмемо у обзир релативистичку
контракциjу дужина. Релативно стискање посуде са молекулама ваздуха дуж правца
кретања, али не и окомито на таj правац ремети „наjвероватниjи положаj молекула“ у
односу на посматрача у мировању. Количина тог релативног нарушавања оптимума
таман jе довољна за отклањање поменутог апсурда.

Слично се догађа у гравитационом пољу. Телу у орбити све друге путање мање
су вероватне, а мање му изгледаjу и ентропиjе ближе центру гравитациjе. Ремећење
оптималног распоређивања молекула гаса тада долази од веће тежине, због коjе су
честице ваздуха ближе поду – гушће. Овако или онако, релативна информациjа као да
нестаjе, што ниjе могуће због закона одржања, а то jе већ другачиjи релативистички
апсурд – назовимо га парадоксом информациjе.

Разрешити ће га обjашњењe уз слику Хадамардовог вентила 1.12, прихватање исхода
у мултиверзуме. Када оба исхода бацања новчића сматрамо заиста равноправним,
онда прихватамо егзистенциjу обе настале „паралелне реалности“. Њихови временски
токови представљаjу различите низове догађаjа, а (физичка) комуникациjа између тих
низова ниjе могућа, jер би она рецимо нарушила закон одржања масе. Од мене jедног
(честице) не могу из ничега настати два таква.

Померање временске осе нагињањем ка правцу кретања или деjству силе, одговара
делимичном одласку посматраног система у паралелну реалност из коjе посматрач
не може добиjати (физичку) информациjу. То постаjе релативистичко крадуцкање
времена од стране паралелне реалности и заправо jе врста сакривања информациjе.
У том процесу нема траjног нестаjања информациjе, као што нема нити настаjања
енергиjе. Прва (информациjа) се смањуjе, а друга (енергиjа) расте, али jе у ширем
контексту укупна количина сваке од њих константна.

Доследно закону одржања информациjе, сматрати ћемо да нормална расподела
вероватноћа настаjе вишеструким понављањем исхода са све већим груписањем око
„Гаусовог звона“, не као губитак информациjе, већ као њено паковање, акумулирање
или сакривање. Тако настаjе закон великих броjева теориjе вероватноће. Понављањем,
количник броjа датих исхода и броjа покушаjа тежи вероватноћи тог исхода. Биномна
расподела реализациjе и нереализациjе жељеног исхода тежи нормалноj расподели, све
строжиjе увезуjући дисперзиjу (σ) и средњу вредност (µ) у везу коjа постаjе немогућа
за добити нагађањем нама обичним смртницима.

54хипотеза из [1]
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1.1.8 Базни вектори

Скуп елемената (вектора) векторског простора називамо базом, или скупом базних
вектора, ако су ти вектори линеарно независни а сваки вектор векторског простора jе
линеарна комбинациjа тог скупа. Уопште, база jе линеарно независан разапињуjући
скуп. Овде подразумевамо дефинициjу 1.1.9 векторског простора V над телом скалара
Φ, за коjе смо рекли да су комплексни броjеви C док не нагласимо другачиjе.

Дати су произвољни скалари α1, α2, . . . , αn ∈ Φ и вектори e1, e2, . . . , en ∈ V. Тада се
вектор

v =
n

∑
k=1

αkek = α1e1 + α2e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + αnen (1.96)

назива линеарни споj или линеарна комбинациjа вектора ek (k = 1,2, . . . , n). Кажемо да
су вектори ek линеарно независни, ако из v = 0 следи αk = 0 редом за све k = 1,2, . . . , n.
Напротив, ако jе jеднакост v = 0 могућа са бар jедним коефициjентом αk ≠ 0, тада
кажемо да су дати вектори линеарно зависни.

База векторског простора V jе скуп вектора коjи разапиње таj простор и сваки
његов потпростор. Другим речима, сваки вектор из V jе линеарна комбинациjа неких
вектора базе.

На пример, скуп линеарно независних вектора из збира на десноj страни наведене
jеднакости (1.96) чини jедну базу векторског простора. Ако нађемо jош неке векторе
коjи додати поменутом изразу испуњаваjу услов независности, тада ту базу са n вектора
сматрамо некомплетном и прошируjемо jе за нове векторе, увећаваjући броj n за броj
додатих. Међутим, ако имамо и вектор e′1, а датом изразу додамо сабирак α′1e

′
1 ≠ 0 за

коjи не би важио услов v = 0, онда из α′1 ≠ 0 i α′1e
′
1 + α1e1 + ⋅ ⋅ ⋅ + αnen = 0 следи:

e′1 = −
n

∑
k=1

αk
α′1
ek, (1.97)

што jе други начин да кажемо да jе вектор e′1 зависан од претходних. Броj елемената
базе означавамо dimV и називамо димензиjом простора.

Теорема 1.1.56. У коначно димензионалном векторском простору постоjи база, а
свака база тог простора има коначно елемената. Две разне базе истог простора увек
имаjу jеднак броj елемената.

Доказ. Нека су дате две базе A = {a1, a2, . . . , am}, B = {b1, b2, . . . , bn}, m ≤ n, векторског
простора V. Вектори из скупа A су линеарно независни и разапињу V. Онда су вектори:

a1, a2, . . . , an, b1

линеарно зависни. Идући сдесна у лево избацимо први од тих вектора коjе jе зависан
од претходних и нека jе то a1. Добиjамо низ од такође m независних вектора, па jе низ
вектора

a2, a3, . . . , an, b1, b2

линеарно зависан. Поновимо поступак избацивања, сдесна у лево избацимо први од
тих вектора коjи jе зависан од претходних, да би поново добили базу са m вектора.
Понављаjући даље, у сваком кораку имамо мешану базу вектора из база A и B, али
увек са истим броjем m елемената, до закључно базе:

b1, b2, . . . , bm.
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Дакле, броj елемената датих база jе jеднак, m = n, па кажемо да jе таj броj jеднак
димензиjи простора, dimV = n.

Са становишта квантне механике, знаjући да вектори изражаваjу своjства квантног
система, ова теорема говори о одржању броjа своjстава датог затвореног система.
Избор друге базе значи другачиjе дефинисање особина истог система и можда бољих
или лошиjих могућности мерења. Такође, теорема утврђуjе да никаквим теориjским
препакивањем дефинициjа независних физикалних поjмова од датог квантног система
не можемо добити неки други броj независних физикалних поjмова.

Погледаjмо шта се дешава ако векторском простору V′ са n′ базних вектора x′1, . . . , x
′
n′

додамо скуп са n′′ нових базних вектора x′′1 , . . . , x
′′
n′′ коjи разапињу V′′. Ако jе сваки од

нових вектора независан са првом базом, и обрнуто, онда можемо формирати векторски
простор коjи се назива директан збир датих простора

V = V′
⊕V′′, (1.98)

на начин да се сваки вектор v ∈ V може написати у облику

v = λ′v′ + λ′′v′′, (1.99)

где су вектори v′ ∈ V′ и v′′ ∈ V′′, а скалари λ′, λ′′ ∈ C.

Пример 1.1.57. Доказати да jе запис (1.99) jединствен.

Доказ. Запис нула вектора jе jединствен, jер из v′ +v′′ = 0 следи v′ = v′′ = 0. Претпоста-
вимо да jе запис неког другог вектора неjединствен, рецимо

v = v′1 + v
′′
1 = v′2 + v

′′
2 , v′1, v

′
2 ∈ V

′, v′′1 , v
′′
2 ∈ V′′.

Тада jе:
(v′1 − v

′
2) + (v′′1 − v

′′
2 ) = 0,

v′1 − v
′
2 = 0, v′′1 − v

′′
2 = 0,

jер ове разлике су вектори редом из V′ и V′′. Међутим, нула вектори су и у тим
потпросторима jединствени, па jе v′1 = v

′
2 и v′′1 = v′′2 , а то jе требало доказати.

За разлику од директног збира (1.98), простим збиром простора:

V′
+V′′ (1.100)

називамо униjу скупова вектора датих простора:

V′
+V′′

= {v′ + v′′∣v′ ∈ V′, v′′ ∈ V′′
}. (1.101)

Другим речима, ако имамо две праве p′ и p′′ са jедном заjедничком тачком, тада можемо
дефинисати два векторска простора V′ = {v′∣v′ ∈ p′} и V′′ = {v′′∣v′′ ∈ p′′} са заjедничким
исходиштем O = p′ ∩ p′′. У исходишту jе нула вектор оба простора и он припада тоj
униjи, али униjи не припада збир два ненула вектора од коjих jе jедан из првог а други
из другог простора. За разлику од простог збира, директни збир садржи све векторе
облика (1.99).

Када се урачунаjу све линеарне комбинациjе (1.99), тада се бази векторског простора
V′ додаjу вектори базе V′′ и добиjе база директног збира (1.98) тих простора. Зато раван
и права коjе се секу могу чинити директан збир простора (димензиjе 2+ 1 = 3), али две
равни коjе се секу не могу (димензиjе 2 + 2 = 4), бар не у простору са три димензиjе.
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Лема 1.1.58. Ако простори из (1.98) имаjу димензиjе n′ = dimV′, n′′ = dimV′′ и
n = dimV, онда jе n = n′ + n′′.

Доказ. Из претпоставке (1.98), за базне векторе e′k ∈ V
′ и e′′j ∈ V′′ и њихове произвољне

линеарне комбинациjе

v′ =
n′

∑
k=1

λ′ke
′
k, v′′ =

n′′

∑
j=1

λ′′j e
′′
j ,

налазимо да из v′ + v′′ = 0 следи v′ = 0 и v′′ = 0, а отуда да су сви коефициjенти ламбда
нуле. Према томе, dim(V′ ⊕V′′) = dimV′ + dimV′′, што стоjи у тврђењу.

Лема 1.1.59. Ако jе V = V′ +V′′ и n = n′ + n′′ са претходним ознакама, онда jе (1.98).

Доказ. Када би скуп вектора коjи садржи обе базе e′ = (e′k) и e′′ = (e′′j ) био линеарно
зависан, имао би наjвише n′ + n′′ − 1 = n − 1 линеарно независних вектора, па би дати
(прост) збир простора био разапет са мање од наведених n вектора. То jе противречно
тврђењу да jе таj збир n-димензионалан. Дакле, e′ и e′′ су линеарно независни.

Две последње леме истичу да се сваки вектор v ∈ V може на jедан jедини начин
писати у облику v = v′ + v′′, где jе v′ ∈ V′, v′′ ∈ V′′, са наведеним димензиjама простора.
Сабирке из (1.98) називамо директно комплементарним. Сваки систем линеарно
независних вектора коначно димензионалног простора може се надопунити до базе тог
простора, тj. сваки такав систем вектора jе подскуп бар jедне базе простора. Сваки
потпростор коначно димензионалног простора има бар jедан директан комплемент.

Димензиjе података

Непосредно пред ову секциjу (1.1.8), осврнули смо се на неколико начина сакривања
информациjе. Приметили смо да прихватање обjективне случаjности, у краjњем случаjу,
значи обавезу разматрања и паралелних реалности, поменутих и раниjе уз слику 1.12
Хадамардовог вентила. Ако се могу остваривати различите реалности, рецимо „писмо“
и „глава“ бацањем новчића, онда у свакоj од реализациjа исхода jеднако важе физички
закони. Свака од насталих паралелних реалности има jеднак броj димензиjа физичког
простор-времена, такође jеднак броjу димензиjа апстрактног векторског простора чиjа
репрезентациjа jе био квантни систем посматран у тренутку пре гранања. Кратко, за
такве апстрактне просторе кажемо да су изоморфни.

Дефинициjа 1.1.60 (Изоморфизам). Дата су два векторска простора U и V над
истим телом скалара Φ. Кажемо да jе простор U изоморфан (алгебарски) с простором
V, ако постоjи обострано jеднозначна функциjа ϕ, коjа се назива изоморфизам, са U
на V са своjством

ϕ(α1u1 + α2u2) = α1ϕ(u1) + α2ϕ(u2), ∀u1, u2 ∈ U, ∀α1, α2 ∈ Φ. (1.102)

Свако (алгебарско) тврђење о jедном простору, приликом изоморфизма прелази у
одговараjуће тврђење о другом простору. На пример, из линеарне независности вектора
u1, . . . , un ∈ U следи линеарна независност вектора v1 = ϕ(u1), . . . , vn = ϕ(un) ∈ V, и
обрнуто. Лако се проверава да jе изоморфизам релациjа еквиваленциjе (дефинициjа
1.1.31). Уосталом, рефлексивност, симетриjа и транзитивност су добро познате особине
биjекциjа – обострано jеднозначних релациjа.
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Уопште, свака два n-димензионална векторска простора над истим телом скалара
изоморфна су, па димензиjа простора одређуjе (карактерише) векторски простор са
тачношћу до изоморфизма. Посебно, квантни систем разапет одређеним физичким
своjствима изоморфан jе сваком другом квантном систему са истим броjем своjстава,
што може да изгледа веома чудно. На пример, ако посматрамо jеднак броj физичких
особина неких честица (квантни систем) и одвоjено њихове промене (еволуциjу), статику
и динамику поjаве, добићемо формално идентичне репрезентациjе. Промене, саме за
себе у свом пресеку простор-времена, ствараjу исте форме као и познате честице. То
jе зато што линеарни оператори на датим векторима чине такође векторски простор, а
они могу имати jеднак броj димензиjа.

Слично се догађа и са цепањем jедне реалности у две паралелне реалности, насталих
поменутим бацањем новчића. Своjства физичких система остаjу у свакоj од насталих
паралелних реалности. Сва моjа реалност реализована „овде“ количински jе jеднака
оноj насталоj „тамо“, у смислу физикалних закона одржања. Ти закони конзервациjе
веома отежаваjу, заправо спречаваjу узаjамна физичка опажања паралелних реалности.
Оне, jедна за другу, постаjу апстрактне теориjске „реалности“. Одржање информациjе
(у инерциjалним системима) ниjе изузетак, оно такође онемогућава комуникациjу две
случаjно настале „реалности“.

Да узаjамно деловање између паралелних реалности ниjе (лако) постићи нити са
манипулациjом условних случаjних догађаjа, што се догађа без размене информациjе,
видљиво jе из следећег примера квантне спрегнутости. Рецимо, атом нултог спина
спонтано исиjава електроне. Због закона одржања спина, лево и десно излећу по jедан
електрон сваки са по jедним спином од ±1

2 , укупног спина нула. Ако се случаjно
лево поjави електрон са негативним спином, тада ће нужно спин десног електрона
бити позитиван. У другоj реалности, леви електрон ће имати позитиван спин а десни
негативан. Према томе, из прве реалности (са негативним спином) ниjе могуће опажање
друге (са такође негативним спином), jер би се тиме нарушио закон одржања спина.

Овакво разматрање нам скривено казуjе да jеднодимензионални физички подаци
требаjу бити мерени jеднодимензионалном информациjом. Штавише, податак и њему
припадаjућа информациjа налазе се у изоморфним векторским просторима. То се лако
формализуjе, што можемо приметити на следећем примеру инфинитезималне (веома
мале позитивне) неизвесности.

Посматраjмо скоро извесне догађаjе ω ∈ Ω, вероватноћа P (ω) → 1, коjи се и наjчешће
реализуjу (принцип вероватноће). Вероватноћа таквог jе P = 1 − x, где jе x = 1/n
инфинитезимала, а релативно велико n ∈ N jе броj опциjа када се ω неће десити.
Развоjем логаритамске функциjе, у Теjлоров ред55, имамо апроксимациjу

− lnP = − ln(1 − x) ≈ x,

што значи да jе Хартлиjева информациjа (приближно) jеднака неизвесности, односно
реципрочна са броjем опциjа n. Да jе таква „информациjа“ адитивна следи из:

− ln(P1P2) = − ln[(1 − x1)(1 − x2)] ≈ x1 + x2.

Отуда, информациjу скоро сигурног догађаjа апроксимира неизвесност тог догађаjа.
Свакоj случаjноj физичкоj особини можемо придружити (припадаjућу) неизвесност и
добити два изоморфна векторска простора. То су векторски простор репрезентациjа
физичких особина и репрезентациjе одговараjућих информациjа.

55Taylor series: https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series
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Линеарни оператори

Неизбежни пратиоци у раду са базама и векторима су линеарни оператори, коjи су
заправо само посебне, jедноставне функциjе. Описни придев „линеарност“ за функциjе
у математици долази од jедначина праве линиjе, y(x) = ax + b, у Декартовом систему
координата Oxy, када jе промена ординате ∆y = y2 − y1 пропорционална промени
апсцисе ∆x = x2 − x1, тj. ∆y = a∆x. То примарно своjство линеарности се затим
прошируjе на следећи начин на функциjе уопште.

Дефинициjа 1.1.61. Функциjа f jе линеарна ако за сваки пар функциjа g1 и g2 истог
домена и за сваку вариjаблу t из њиховог домена важи:

1○ адитивност f(g1 + g2) = f(g1) + f(g2),
2○ хомогеност f(tg) = tf(g), g ∈ {g1, g2}.

(1.103)

Иста дефинициjа обухвата и операторе векторских простора. Оператор L jе линеаран
акко:

(∀α,β ∈ Φ)(∀x, y ∈ V) L(αx + βy) = αLx + βLy, (1.104)

где смо користили претходне ознаке векторских простора и иначе уобичаjено Lx уместо
L(x) у случаjу линеарних оператора. Линеарни оператори су у општем случаjу хомо-
морфизми.

Сви оператори квантне механике су линеарни, осим антилинеарних оператора,
рецимо оператора A, за коjи важи

(∀α,β ∈ C)(∀x, y ∈ V) A(αx + βy) = α∗Ax + β∗Ay. (1.105)

Оператор инверзиjе времена jе антилинеаран.
На примеру слике 1.2, сабирања вектора, може се видети да jе проjекциjа вектора

на координатну осу линеарни оператор. У Декартовом правоуглом систему Oxyz, честе
ознаке за jединичне векторе координатних оса (апсцисе, ординате и апликате) су редом
i⃗, j⃗ и k⃗, али ћемо овде користити и универзалне ознаке e⃗x, e⃗y и e⃗z. Тако, произвољан
вектор v⃗(ax, ay, az) пишемо

v⃗ = axe⃗x + ay e⃗y + az e⃗z. (1.106)

Придруживање вектора (ax, ay, az) вектору (ax,0,0), тj. његовоj проjекциjи на прву
осу, jе оператор

Px(v⃗) = axe⃗x, (1.107)

коjи називамо проjектор на апсцису. Лако jе проверити да jе овако дефинисан проjектор
линеаран оператор.

Уопште, проjектор P ∶ V→ V′ jе пресликавање вектора директног збира простора у
векторе jедног његовог потпростора:

P (v) ∶= v′ (1.108)

Да jе то добро дефинисана56 функциjа и да jе она линеарни оператор лако се проверава.
Такође jе очигледно да jе композициjа P 2 = P ○ P = P . Проjекциjа jе иденпотенциjа,
операциjа коjа примењена jедном или више пута даjе исти резултат.

Помињали смо да проjекциjа вектора (квантног стања) на осу (своjство) представља
мерење у квантном систему, односно начин да се добиjе обзервабла (мерљива величина).

56„A ∶= B“ значи „A jе дефинисано са B“
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На претходноj страници смо поменули и апроксимациjу информациjе неизвесносшћу,
коjа jе утолико тачниjа када jе вероватноћа измерене величине већа, односно да тада
постоjи и изоморфизам између два векторска простора. Другим речима, сазнања о
обзерваблама добиjамо посматрањем неизвесности.

Ротациjа

Други занимљив пример линеарног оператора jе ротациjа координатних оса

Rφ ∶ (x, y) → (x′, y′) (1.109)

коjу ћемо због значаjа детаљниjе обjаснити. У Декартовоj равни Oxy, ротациjом
координатних оса око исходишта за угао φ прелази се на такође Декартов систем Ox′y′,
при чему су везе између координата дате jеднакостима:

{
x = x′ cosφ − y′ sinφ,
y = x′ sinφ + y′ cosφ.

(1.110)

Обрнуту трансформациjу налазимо решавањем овог система, или заменом φ → −φ
непосредно због парности функциjе косинуса и непарности синуса, наиме cos(−φ) = cosφ
и sin(−φ) = − sinφ. Свеjедно добиjамо:

{
x′ = x cosφ + y sinφ,
y′ = x sinφ − y cosφ.

(1.111)

Лако jе проверити да jе пресликавање (1.110) линеаран оператор.

Пример 1.1.62. Доказати да су формуле (1.110) за ротациjу тачне.

Slika 1.34: Ротациjа координата.

Доказ. На слици 1.34 тачка T у првом систему има координате (x, y) а у другом
(x′, y′). Дакле, узимамо да jе тачка непокретна у систему Oxy, а да се координатне
осе пресликаваjу и формираjу нови ротиран систем Ox′y′. Проjекциjа тачке T на осу
x пресеца осу x′ у тачки a′, а продужетак проjекциjе на осу y пресеца осу y′ у тачки b′.

Са слике читамо:
x′ = Oa′ + a′x′, y′ = Ob′ − y′b′,

x′ =
x

cosφ
+ y′ tgφ, y′ =

y

cosφ
− x′ tgφ,
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а отуда множењем са cosφ па решавањем система следи:

x′ cosφ = x + y′ sinφ, y′ cosφ = y − x′ sinφ,

x = x′ cosφ − y′ sinφ, y = x′ sinφ + y′ cosφ, (1.112)

а то су трансформациjе (1.110).

Проблем мерења

Ротациjа не мења узаjамни положаjи тачака (квантних стања), већ само њихове
перцепциjе. Ротациjа мења опажање онога што се може мерити као и вероватноће
налажења. Можемо рећи да она мења физичка своjства, али да квантни систем у
некоj своjоj апстрактниjоj суштини остаjе исти. Поред тога, према формулама ротациjе
(1.111), она jе строго детерминистичка трансформациjа иако jе резултат ротациjе увек
стохастички – мерљив случаjном расподелом вероватноћа, коjи се може анализирати
статистички али не и прецизно предвидети. Ово друго нас уводи у познати проблем
мерења (парадокс мерења) квантне механике. Обjаснићу укратко, да jе таj проблем
сада решен и како jе некад решаван.

Пре тога приметимо да jе ротациjа геометриjска трансформациjа тачака коjа не
мења њихове међусобне удаљености, кажемо она jе изометриjа. Остале изометриjе
су разне симетриjе и транслациjа, али се свака од њих може свести на наjвише две
ротациjе. На пример, централна симетриjа, пресликавање тачака, ρc ∶ T → T ′, око дате
централне тачке C, тако да су тачке T −C −T ′ на истоj правоj, кажемо колинеарне су, а
центар (C) jе на средини између оригинала (T ) и копиjе (T ′). Међутим, свака централна
симетриjа jе ротациjа за 180○ око центра, а две узастопне централне симетриjе, око
центара C1 и C2 представљаjу транслациjу (премештање фигуре на нову позициjу
без других промена) за вектор 2

ÐÐÐ→
C1C2. Осна симетриjа jе ротациjа за испружен угао

(180○) око осе, раванска (огледалска) симетриjа jе ротациjа за исти угао око равни
(укључуjући димензиjу више).

Пропорционално повећавање или смањивање фигуре називамо хомотетиjом. То
пресликавање у геометриjи даjе сличне троуглове, а у аналитичкоj геометриjи се оно
добиjа множењем координата константом. Линеарни оператор jе композициjа ротациjа
и множења броjем, што значи да су такве и еволуциjе квантних система. Утолико
jе поменути проблем мерења шири. Ротациjе (1.111), као и множења константним
броjем, непрекидне су трансформациjе, па jе и еволуциjа (представљена непрекидним
трансформациjама) такође детерминистичка промена, а опет, квантна стања добиjана
еволуциjама су стохастичка.

Историjски пример овог проблема, тзв. парадокса мерења, jе Шредингерова мачка.
То jе овде већ помињани мисаони експеримент обjављен 1935. године, у коjем ћемо сада
нагласити оно битно за оваj парадокс. Помоћу неког механизма, као што jе распад
радиоактивног атома, намести се да мачку (не) може убити неки квантни догађаj.
Тако се макро судбина мачке везуjе са микро судбином квантног обjекта. Еволуциjа jе
детерминистичка поjава (изворно посматрана Шредингеровом jедначином), па мачка
еволуира непрекидно у линеарну комбинациjу стања коjа су „жива мачка“ или „мртва
мачка“. Између та два jе непрекидна скала вероватноћа, али ипак, коначни резултат
jе увек искључив – налажење живе или мртве мачке. Питање jе како те ниjансе
вероватноћа прелазе у строг, прецизно дефинисан исход?

Растко Вуковић 85



КВАНТНА МЕХАНИКА

То су два питања у jедном, како детерминистичка промена прелази у стохастичку и
обрнуто, како стохастичка промена прелази у детерминистичку? Овде их обjашњавамо
као и неизвесност, помоћу принципа коначности материjе. Ми можемо да замишљамо
тачку или геометриjску линиjу, али не можемо да измеримо нешто тако бесконачно
малено, као што jе „дебљина линиjе“. Све материjалне поjаве су коначне, па ако меримо
удаљеност између две „материjалне тачке“, ми меримо удаљености између њихових
замишљених центара. Када се такве удружуjу, оне се попут спаjања капљица воде
преобликуjу у нове материjалне структуре.

Такав расплет ниjе далеко од првобитне, тзв. Копенхагенске интерпретациjе (Co-
penhagen interpretation) из 1925-1927. године коjу су изнели Нилс Бор и Вернер Хаjзен-
берг, да чин посматрања проузрокуjе колапс таласне функциjе. Тоj теориjи сада више
ниjе неопходно Ноjман-Вигнерово додатно обjашњење (Von Neumann–Wigner interpre-
tation) о „колапсу изазваном свешћу“.

На први поглед jе невероватно, али само на први поглед, да jе исти расплет близак и
Еверетовоj57 интерпретациjи из 1957. године помоћу мултиверзума. Еверет jе негирао
истинитост колапса таласне функциjе и уместо тога заступао обjективну реалност
универзалне таласне функциjе. Таква jедна jедина, изложена у Еверетовоj докторскоj
дисертациjи, проузрокуjе „многе светове“, тачниjе све могуће алтернативне историjе и
будућности као реалности, свака представљаjући неку „могућност“ или „универзум“.
Постоjе многе разраде његове теориjе и, као што видите, ова књига се може сматрати
прилогом у том смеру, са изузетком што саму основну Еверетову идеjу сматрамо
погрешном.

Пре свега, из нетачног се може добити тачно, па се може добити и „мултиверзум“ из
погрешне претпоставке о „универзалноj функциjи“. Друго, та претпоставка jе погрешна
као и идеjа о скупу свих скупова, о теориjи свих теориjа, или формули свих формула.
Већ смо видели како из принципа коначности материjе следи обjективна неизвесност
материjе, принципи вероватноће и информациjе, а касниjе, да из наjвише преброjивих
коначности наше реалности следи непреброjива бесконачност паралелних реалности.
Еверетов мултиверзум jе корак од таквих, осим што jе (физичка) комуникациjа између
тих псеудо-реалности немогућа, па jе утолико теже говорити о реалноj физикалноj
поjави коjа се протеже кроз њих све.

Егзистенциjа оператора

Обзиром да квантна механика ради углавном са линеарним операторима, убудуће
радимо само са таквима, односно подразумевамо их. Са LX означавамо скуп свих
вектора Lx за x ∈ X ⊆ V. Према томе LX jе подручjе вредности, кодомен или ранг
оператора L са простора X, коjи се означава и са RL.

Теорема 1.1.63. Подручjе вредности RL, ранг линеарног оператора L ∶ X → Y , jе
потпростор у Y и dim(RL) ≤ dimX.

Доказ. Линеарни споj вектора из RL поново jе вектор из RL, па jе RL ⊆ Y . Са друге
стране, ако jе e1, . . . , en база у X онда вектори Lek са k = 1, . . . , n разапињу потпростор
RL, jер за y ∈ RL постоjи x ∈ X такво да jе y = Lx. Оно има облик x = ∑k λkek
па jе Lx = ∑k λkLek = ∑k λkyk. Како вектори fk = Lek разапињу простор RL, то jе
dimRL ≤ n = dimX.

57Hugh Everett III (1930-1982), амерички физичар.
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Пренесено на мерења, ова теорема тврди да посматрањем само одређених обзервабли
опет остаjемо у оквиру неке репрезентациjе векторских простора. Не треба знати све о
свему да бисмо знали нешто о нечему. У претходноj и следеће две теореме утврђуjемо
да jе деловање оператора на произвољан вектор потпуно одређено ако jе одређено
деловање оператора на векторе базе. Такође, доказуjемо и егзистенциjу линеарних
оператора између простора исте димензиjе.

Теорема 1.1.64. Нека jе e1, . . . , en база у простору X. Ако су A и B два оператора са
X на Y и Aek = Bek за k = 1, . . . , n, онда jе A = B.

Доказ. Очигледно, jер jе:

Ax = A
n

∑
k=1

λkek =
n

∑
k=1

λkAek =
n

∑
k=1

λkBek = B
n

∑
k=1

λkek = Bx,

за свако x ∈X, што значи A = B.

Теорема 1.1.65. За произвољне векторе f1, . . . , fn ∈ Y постоjи jедан и само jедан
(линеарни) оператор A ∶X → Y такав да jе fk = Aek и ek ∈X за k = 1, . . . , n.

Доказ. Означимо са A оператор коjи вектору x = ∑k µkek додељуjе вектор Ax = ∑k µkfk.
Тада jе вектору

αx + βy = α
n

∑
k=1

µkek + β
n

∑
k=1

νkek =
n

∑
k=1

(αµk + βνk)ek

додељен вектор

A(αx + βy) =
n

∑
k=1

(αµk + βνk)fk = α
n

∑
k=1

µkfk + β
n

∑
k=1

νkfk = αAx + βAy.

Овако дефинисан оператор A jе линеаран и Aek = fk, па jе егзистенциjа траженог
оператора доказана, а jеднозначност следи из претходне теореме.

У поопштавању оператора идемо и корак даље. Нека суX и Y векторски потпросто-
ри над истим телом скалара. Означимо са L(X,Y ) скуп свих линеарних оператора
облика L ∶X → Y , па таj скуп препознаjмо као векторски простор.

Наиме, два вектора-оператора A,B ∈ L су jеднака ако и само ако Ax = Bx за свако
x ∈ X, а тада пишемо A = B. Збир ових оператора дефинишемо као и иначе збир
функциjа:

(∀x ∈X) (A +B)x = Ax +Bx, (1.113)

па jе и оператор C = A+B линеаран и припада L. За скалар λ ∈ C дефинишемо λA као
производ тог скалара и оператора, па jе такође λA ∈ L. Даље се може доказати да jе
простор L коначно димензионалан када су броjеви m = dimX и n = dimY коначни, а
тада jе dimL =mn.

Оператори су такође вектори, па према томе њихова квантна репрезентациjа су
опет нека физичка своjства. Обрнуто, физичка своjства репрезентуjу векторе, коjе
тада називамо векторима стања а операторе над њима еволуциjама квантних стања.
Оваj необични дуализам, вектора и оператора над векторима, представља управо то
што тврде претходне теореме. Знаjући како еволуциjа мења основна стања знамо све о
еволуциjи, а са друге стране, саме те промене по своjоj форми исто су што и стања.
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Линеарна комбинациjа (линеарних) оператора може представљати квантно стање
квантног система, а то jе у квантноj механици познато. На пример, у случаjу честице
у jедноj димензиjи (на x-оси), оператор импулса jе

p̂ = −i~
∂

∂x
, (1.114)

где за имагинарну jединицу i важи i2 = −1, а ~ ≈ 1,055×10−34 Js jе Планкова редукована
константа. У бази Хилбертовог простора коjа се састоjи од сопствених стања импулса
израженоj у импулсноj репрезентациjи, деловање овог оператора jе jедноставно множење
са импулсом p, тj. он jе оператор обичног множења, као што jе оператор положаjа
оператор множења у репрезентациjи положаjа.

1.1.9 Множења вектора

У математици познаjемо неколико начина множења два, три или више вектора.
Веруjем да су вам добро позната два начина множења из прве групе, скаларни и
векторски производ – названа према резултатима, односно тачка и крстасти производ
вектора – називани према ознакама. Разматраћемо их углавном геометриjски, заjедно
са трећом врстом множења из ове групе коjа jе мање позната, а за сада jе можемо
називати комутаторским множењем. Производи више вектора се дефинишу помоћу
претходних, надовезивањем множења додатним векторима.

Скаларни производ

Скаларни производ два вектора, две ориjентисане дужи a⃗ и b⃗ jе скалар

a⃗ ⋅ b⃗ = ab cosγ, (1.115)

где су a = ∣a⃗∣ и b = ∣⃗b∣ интензитети (дужине) тих вектора, а γ = ∠(a⃗, b⃗) jе угао између
њих. Другим речима, скаларни производ jе производ дужине првог вектора и дужине
проjекциjе другог вектора на први, као што се види на слици 1.35. У широj теориjи
вектора, скаларни производ се често назива унутрашњи производ, а због начина означа-
вања и тачка производ (енг. dot product).

Slika 1.35: Скаларни производ.

У правоуглом Декартовом систему координата Oxyz jединичне векторе координа-
тних оса називамо ортови и означавамо i⃗, j⃗ и k⃗ редом за апсцису, ординату и апликату
(x, y и z осу). Када су вектори дати координатама врхова (почетак jе увек у исходишту
O), можемо писати:

a⃗ = axi⃗ + aj j⃗ + azk⃗, b⃗ = bxi⃗ + by j⃗ + bzk⃗, (1.116)
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па дефинициjа скаларног производа даjе

a⃗ ⋅ b⃗ = axbx + ayby + azbz, (1.117)

jer je i⃗ ⋅ i⃗ = 1, a i⃗ ⋅ j⃗ = 0 и слично за остале ортове. Дужина, интензитет или норма ових
вектора jе:

a =
√
a2
x + a

2
y + a

2
z, b =

√
b2x + b

2
y + b

2
z, (1.118)

што добиjамо применом Питагорине теореме. Отуда Кошиjeva неjеднакост

axbx + ayby + azbz ≤
√
a2
x + a

2
y + a

2
z

√
b2x + b

2
y + b

2
z, (1.119)

jер jе ∣ cosγ∣ ≤ 1. Са друге стране, исти изрази се често користе, рецимо за израчунавање
угла између датих вектора, као у следећем примеру.

Пример 1.1.66. Израчунати угао између вектора a⃗ = 2⃗i − 3j⃗ + 4k⃗ и b⃗ = −i⃗ + j⃗.

Решење. Израчунавамо:

(2⃗i − 3j⃗ + 4k⃗) ⋅ (−i⃗ + j⃗) =
√

4 + 9 + 16
√

1 + 1 cosγ,

−2 − 3 =
√

29
√

2 cosγ,

cosγ = −
5

√
58

≈ −0,65653

а отуда приближно γ = ∠(a⃗, b⃗) = 131○.

Комутаторски производ

За дефинисање комутаторског производа два вектора користимо управо дефинисани
скаларни производ заjедно са резултатима и доњу слику. Вектори писани масним
словима, a(ax, ay) и b(bx, by), са апсцисом чине углове редом α = ∠(xOa) и β = ∠(xOb),
док jе угао између датих вектора и даље γ = ∠(aOb).

Када у дефинициjи скаларног производа (1.115) десно, косинус заменимо са синусом,
у складу са горњом сликом добиjамо:

ab sinγ = ab sin(β − α) = ab(sinβ cosα − cosβ sinα) =

= (a cosα)(b sinβ) − (b cosβ)(a sinα) = axby − bxay.
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На основу тога дефинишемо скалар

[a,b] = axby − bxay = ab sinγ,

коjи називамо комутатор вектора a(ax, ay) и b(bx, by).
За сада приметимо само толико да дати вектори разапињу паралелограм чиjа jе

(ориjентисана) површина jеднака њиховом комутатору. Из

[b,a] = −[a,b] = −ab sin(β − α) = ba sin(α − β),

можемо видети да супротан редослед множења даjе супротан предзнак површине. Према
томе, за разлику од скаларног множења вектора коjе jе комутативно, комутаторско
множење jе антикомутативно.

Векторски производ вектора

Векторски производ вектора jе вектор чиjи jе интензитет jеднак површини парале-
лограма разапетог датим векторима, правац jе окомит на раван паралелограма, а смер
дефинише правило десне руке, приказано сликом 1.36. Када прсти десне руке показуjу
смер угла, редоследом множења од вектора a⃗ ка вектору b⃗, тада палац показуjе смер
вектора

c⃗ = a⃗ × b⃗, c = ∣a⃗ × b⃗∣ = ab sinγ, (1.120)

резултата векторског множења. Исти смер дефинише и тзв. правило десног завртња –
док се навоj заврће у раван паралелограма кружећи смером множења, завртањ се креће
смером производа вектора. Та два правила дефинишу десни систем координата.

Slika 1.36: Правило десне шаке.

У десном систему координата векторско множење ортова постаjе:

i⃗ × j⃗ = k⃗, j⃗ × k⃗ = i⃗, k⃗ × i⃗ = j⃗. (1.121)

Променом смера векторског множења мења се предзнак резултата, за разлику од ска-
ларног множења коjе jе комутативно. За оба ова множења важе закони дистрибуциjе
множења по сабирцима:

{
a⃗ ⋅ (b⃗ + c⃗) = a⃗ ⋅ b⃗ + a⃗ ⋅ c⃗, a⃗ × (b⃗ + c⃗) = a⃗ × b⃗ + a⃗ × c⃗,

(a⃗ + b⃗) ⋅ c⃗ = a⃗ ⋅ c⃗ + b⃗ ⋅ c⃗, (a⃗ + b⃗) × c⃗ = a⃗ × c⃗ + b⃗ × c⃗.
(1.122)
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Такође, оба множења су линеарни оператори:

(αa⃗ + βb⃗) ○ c⃗ = α(a⃗ ○ c⃗) + β(b⃗ ○ c⃗), (1.123)

где уместо оператора „○“ може стаjати „тачка множење“ или „икс множење“. Свеjедно
су ови изрази тачни и ако заменимо редослед дистрибуциjе. Непосредна последица
поменутих алгебарских особина jе могућност писања векторског множења помоћу дете-
рминанте

a⃗ × b⃗ =

RRRRRRRRRRRRRR

i⃗ j⃗ k⃗
ax ay az
bx by bz

RRRRRRRRRRRRRR

, (1.124)

где су вектори задати изразима (1.116) у десном систему координата.

Пример 1.1.67. Показати да jе формула (1.124) тачна.

Решење. Користећи (1.121) израчунавамо:

a⃗ × b⃗ = (axi⃗ + ay j⃗ + azk⃗) × (bxi⃗ + by j⃗ + bzk⃗) =

= axbyk⃗ − axbz j⃗ − aybxk⃗ + aybz i⃗ + azbxj⃗ − azby i⃗

= (aybz − azby )⃗i − (axbz − azbx)j⃗ + (axby − aybx)k⃗

= i⃗ ∣
ay az
by bz

∣ − j⃗ ∣
ax az
bx bz

∣ + k⃗ ∣
ax ay
bx by

∣ ,

а то jе Лапласов58 развоj детерминанте по првом ретку.

Детаље о детерминантама погледаjте у наставку (секциjа 1.2.1. Детерминанте), а
затим и теорему 1.2.17 и њене последице употребом комутатора на формулу (1.124).
То су jош увек само алгебра и геометриjа множења вектора.

Примене у електродинамици

У физици jе познато да магнетно поље B⃗ ниjе вектор. Оно jе псеудовектор, коjи
се другачиjе од вектора трансформише раванском симетриjом. Међутим, крстасти
производ псеудовектора са вектором jе вектор, па jе Лоренцова сила

F⃗ = qv⃗ × B⃗

вектор. Овде jе q набоj, v⃗ jе брзина, а B⃗ jе магнетно поље. Из релативистичког облика
Лоренцове силе (1.464) видећемо да њу не мења узастопна инверзиjа набоj-простор-
време (енг. CPT-symmetry), односно да променом предзнака све три величине, набоjа
q, положаjа r⃗ = (x, y, z) и времена t, таj закон физике остаjе непромењен.

Скаларни производ (1.115) указуjе на сагласност датих векторских величина. Када
jе таj производ позитиван (негативан), тада више jедног вектора значи више (мање)
другог. Аналогно томе, векторски производ(1.120), указуjе на увиjање датих вектора,
jедног око другог. Интензитет и смер увиjања jеднаки су интензитету и смеру вектора
резултата множења.

58Pierre-Simon Laplace (1749-1827), француски математичар.
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То видимо59 и у чувеним Максвеловим jедначинама електромагнетног поља:

1○ ∇⃗ ⋅ E⃗ = 1
ε0
ρ,

2○ ∇⃗ ⋅ B⃗ = 0,

3○ ∇⃗ × B⃗ = µ0I⃗ +
1
c2

∂
∂tE⃗,

4○ ∇⃗ × E⃗ = − ∂
∂tB⃗.

Вектор набла jе оператор

∇⃗ = (
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z
) = i⃗

∂

∂x
+ j⃗

∂

∂y
+ k⃗

∂

∂z
.

Електрична константа jе

ε0 =
1

36π
× 10−9

= 8.854 × 10−12,

у Фарадима по метру (F/m), а магнетна константа

µ0 = 4π × 10−7,

у Хенриjима по метру (H/m), одређуjу jачину електричне и магнетне силе. Њихов
производ jе ε0µ0 = 1/c2. Jединица за електрични капацитет названа jе по Фарадеjу60,
а jединица за индукциjу по Хенриjу61. Електрично и магнетно поље су E⃗ и B⃗.

Дивергенциjа jе векторски диференциjални оператор “∇⃗⋅” коjи мери интензитет
извора или понора векторскога поља у одређеноj тачки. У следећим описима W⃗ може
бити електрично или магнетно поље, али и ток воде или ветра у вртлогу. Позитивна
дивергенциjа, div W⃗ = ∇⃗ ⋅ W⃗ > 0, значи да поље цури ван, истиче изван региjе. Нулта
дивергенциjа, ∇⃗⋅W⃗ = 0, значи да jе количина излаза jеднака количини улаза. Негативна
дивергенциjа, ∇⃗ ⋅ W⃗ < 0, значи да jе улаз поља у региjу већи од излаза.

Ротор jе векторски диференциjални оператор “∇⃗×” коjи описуjе инфинитезималну
ротациjу векторског поља. Ако на датом месту постоjи вртложење, тада ће вектор
rot W⃗ = ∇⃗ × W⃗ ≠ 0 показати интензитет вртложења и његову ориjентациjу (правац и
смер). На месту где нема вртложења биће ∇⃗ × W⃗ = 0.

Сада из прве наведене Максвелове jедначине (1○) видимо да jе извирање електричног
поља E⃗ на датом месту пропорционално његовоj густини ρ. Из друге (2○) видимо да
нема нити извирања нити увирања магнетног поља. Из треће (3○) видимо да вртложење
магнетног поља B⃗ расте са збиром електричне струjе I⃗ и промене електричног поља
временом t. Из четврте (4○) видимо да jе вртложење електричног поља супротно
промени магнетног поља временом.

Примене у квантноj физици

Поопштавања ових вектора на реалне просторе више димензиjа надовезуjу се на
примене њихових множења у класичноj физици. Тада су корисне опште ознаке базних
вектора. Ортове i⃗, j⃗ и k⃗ означавамо e⃗i, e⃗j и e⃗k, а употребљавамо и ε-симбол

εijk =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

1, ако jе пермутациjа ijk парна
−1, ако jе пермутациjа ijk непарна
0, ако су бар два индекса jеднака,

(1.125)

59Electromagnetism: https://www.academia.edu/9962088/
60Michael Faraday (1791-1867), енглески научник.
61Joseph Henry (1797-1878), амерички научник.
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коjи се назива и симбол Леви-Чивита62. Векторски производ ортова пишемо

e⃗j × e⃗k = εijke⃗i, (1.126)

што jе другачиjи запис исте детерминанте (1.124). За означавање вектора користимо и
масна слова, тако да поменуте jединичне векторе пишемо ex, ey и ez.

Примене бинарних множења вектора налазимо и у квантноj механици, где су вектори
дефинисани над телом комплексних броjева. Проjекциjу вектора a на вектор b већ смо
интерпретирали као одређивање физичке особине представљене вектором b у квантном
стању представљеним са a. То jе смисао проjекциjе ab = ∣a∣ cos∠(a,b), коjи усклађуjе
квантну и претходне примене скаларног производа вектора. Мерење jе сада неодвоjиво
од вероватноће мерења.

У складу са особинама независности случаjнх догађаjа, векторски производ два
вектора представља величину њихове узаjамне зависности. Те ротационе зависности
вектора проjектоване на равни x = 0, y = 0 и z = 0 могу се изразити скаларима,
цикличним комутаторима, истим редом:

[a,b]x = aybz − azby, [a,b]y = azbx − axbz, [a,b]z = axby − aybx.

На таj начин, детерминанту (1.124) можемо развити у облик

a × b = [a,b]xex + [a,b]yey + [a,b]zez,

где су ex, ey и ez окомити jединични вектори координатних оса.
Даље примене комутатора саме се намећу. Како квадрат модула коефициjента

вектора у квантноj механици представља вероватноћу p = cos2 α мерења дате обзервабле,
онда jе разлика jединице и тог броjа p̄ = 1−p = sin2 α вероватноћа не-мерења. У случаjу
извесности мерења p→ 1 имамо занемарљиву неизвесност p̄→ 0, па информациjу − lnp
можемо апроксимирати са p̄, као што jе урађено након дефинициjе 1.1.60.

На таj начин, држећи се само Хартлиjеве информациjе, следимо обjашњење са
претодне слике (вектора a и b), дефинишемо комутатор стављаjући:

a cosα = ax, a sinα = ay.

Доследно радимо за други вектор. Први броj jе корен вероватноће налажења прве
особине (представљене апсцисом), а други броj jе корен вероватноће не-налажења те
особине. Подсећам, квантна стања представљаjу нормиране векторе, jер су квадрати
коефициjената вероватноће особина (дефинисаних осама), а збир квадрата jе jедан – у
случаjу да нема других особина сем координатних. Поопштавањем поjма информациjе
задржаћемо ово своjство и, наравно, принцип информациjе.

Комбинациjа извесности a и неизвесности b постаће ток информациjе a → b, у
односу на особину дате осе. Комутатор [a,b]x jе комуникациjа особине x квантних
стања, репрезентациjа вектора a и b, а не сама информациjа. Када jе [a,b]x = 0
укупна примљена информациjа jеднака jе предатоj, па на основу закона одржања
информациjе „закључуjемо“ да ту нема комуникациjе. Укупна промена информациjе
x поjединих вектора a и b иста jе, па сматрамо да они тада представљаjу независне
случаjне догађаjе.

Приметимо да ово обjашњење усклађуjе формално разматрања информациjе са
претходним и да jе доследно нашем посматрању информациjе као физичке величине.

62Tullio Levi-Civita (1873-1941), италиjански математичар.
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Ток информациjе са извесности на неизвесност jе вероватниjи, а прелазак информациjе
у неизвесност постаjе одузимање информациjе, односно неизвесност постаjе негативна
информациjа. Дивергенциjа и ротор тада говоре о токовима информациjе, аналогно
токовима поменутих електромагнетних поља или воде и ветра.

Пример експерименталне потврде предложеног третмана информациjе jеКомптонов
ефекат, на слици 1.28. Фотон (γ) након судара са електроном (e−) скреће за угао
(θ) настављаjући пут са већом таласном дужином. Он одлази са мањом (уздужном)
вероватноћом, односно већом неизвесношћу, па кажемо да jе у размени информациjе
током судара фотон прошао лошиjе. Фотон након судара одлази са мање (уздужне)
информациjе од оне коjе jе имао у доласку. Уjедно, та разлика говори о зависности
случаjних догађаjа фотона и електрона.

Мешовити производ

Мешовити производ вектора jе скаларни производ вектора и векторског производа

[a⃗, b⃗, c⃗] = a⃗ ⋅ (b⃗ × c⃗). (1.127)

То jе броj jеднак запремини V = Bh призме чиjа база површине B = ∣⃗b× c⃗∣ = bc sin∠(b⃗, c⃗)
jе паралелограм разапет векторима b⃗ и c⃗, а угао између нормале на базу и вектора a⃗ je
ϕ, као на слици 1.37, па jе висина призме h = a cosϕ. Зато што запремина паралелепида
(призме) не зависи од избора основе, имамо jеднакости:

a⃗ ⋅ (b⃗ × c⃗) = b⃗ ⋅ (c⃗ × a⃗) = c⃗ ⋅ (a⃗ × b⃗), (1.128)

коjе изражаваjу инвариjантност при цикличноj пермутациjи фактора.

Slika 1.37: Мешовити производ.

Када векторе мешовитог производа изразимо помоћу компоненти добиjамо

[a⃗, b⃗, c⃗] =

RRRRRRRRRRRRRR

ax ay az
bx by bz
cx cy cz

RRRRRRRRRRRRRR

, (1.129)

што следи из развоjа (1.124), па множењем (1.127). Развиjаjући ову детерминанту по
првом ретку такође добиjамо:

[a⃗, b⃗, c⃗] = ax(by, cz − cybz) + ay(bzcx − cxbz) + az(bxcy − cxby) =
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= ax[b⃗, c⃗]x + ay[b⃗, c⃗]y + az[b⃗, c⃗]z = a⃗ ⋅ (b⃗ × c⃗) = V.

То jе прва од jеднаких запремина (1.128). Први сабирак jе запремина паралелепипеда
висине ax на паралелограм [b⃗, c⃗]x коjи jе проjекциjа паралелогама разапетог векторима
a⃗ и b⃗ на раван Oyz. Слично jе и са остала два.

Интерпретирано, комутатор [b⃗, c⃗]x jе позитиван када jе особина x вероватниja у
преносу информациjе b⃗ → c⃗. Тада први сабирак ax[b⃗, c⃗]x представља вероватноћу
налажења особине x тога преноса у стању a⃗, али и обрнуто. Запремина V jе збирна
информациjа три таква очитавања. Трансформациjама координата ти се сабирци
мењаjу, мења се и однос фактора у сваком, али се не мења њихов збир. Примењуjући jе
на квантну физику ову интерпретациjу треба проширити на слободан броj координата
(физичких особина) и на комплексне векторске просторе.

Двоструки векторски производ

Двоструки векторски производ jе производ вектора и векторског производа два
вектора

v⃗ = a⃗ × (b⃗ × c⃗). (1.130)

Према дефинициjи векторског производа, оваj вектор jе нормалан на вектор b⃗× c⃗, тj. на
нормалу на паралелограм коjи разапињу вектори b⃗ и c⃗. Зато он лежи у равни вектора
b⃗ и c⃗, па jе облика

v⃗ = λbb⃗ + λcc⃗, (1.131)

где су λb и λc скалари, овде реални броjеви. Да бисмо га развили изразимо његову
прву компоненту на начин детерминанте (1.124)

v⃗x = ay(b⃗ × c⃗)z − az(b⃗ × c⃗)y = ay(bxcy − bycx) − az(bzcx − bxcz).

Десно додаjмо и одузмимо члан axbxcx да добиjемо:

vx = bx(axcx + aycy + azcz) − cx(axbx + ayby + azbz),

vx = bx(a⃗ ⋅ c⃗) − cx(a⃗ ⋅ b⃗).

Смењуjући индекс x индексима y и z, налазимо аналогне изразе за остале компоненте,
тако да краjњи резултат можемо написати у векторском облику

v⃗ = a⃗ × (b⃗ × c⃗) = b⃗(a⃗ ⋅ c⃗) − c⃗(a⃗ ⋅ b⃗). (1.132)

Ова формула значаjно олакшава рад са двоструким векторским производом (в. [12])
за примене у теориjскоj физици.

Писано помоћу комутатора, налазимо:

v⃗ = a⃗ × (b⃗ × c⃗) = (ax, ay, az) × ([b⃗, c⃗]x, [b⃗, c⃗]y, [b⃗, c⃗]z),

v⃗ =

RRRRRRRRRRRRRR

i⃗ j⃗ k⃗
ax ay az

[b⃗, c⃗]x [b⃗, c⃗]y [b⃗, c⃗]z

RRRRRRRRRRRRRR

,

v⃗ = [a⃗, [b⃗, c⃗]]xi⃗ + [a⃗, [b⃗, c⃗]]y j⃗ + [a⃗, [b⃗, c⃗]]zk⃗.

Сва три записа су jеднако тачна.
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Први сабирак у трећем изразу можемо разумети као емисиjу информациjе особине
x са стања a⃗ на пренос [b⃗, c⃗] те осообине. То jе хипотетичко тумачење коме треба jош
неколико корака до квантне физике. Репрезентациjа ориjентисаних дужи имала jе своj
познати врхунац са Максвеловом електродинамиком, а тек у касниjем развоjу теориjске
физике акценат jе стављан на даљње области математике. Тако jе теориjа опште
релативности промовисала тензорски рачун, а квантна механика алгебру векторских
простора и функционалну анализу. Све те три области математике, свака на своj начин
проучаваjу векторске просторе, уосталом као и квантна механика.

Примери у геометриjи

Пример 1.1.68. Када ће вектор c⃗ = a⃗ + b⃗ делити угао између вектора a⃗ и b⃗ на два
jеднака дела?

Решење. Када су поменути углови jеднаки, ставимо a = ∣a⃗∣, b = ∣⃗b∣ и c = ∣a⃗ + b⃗∣ па имамо
редом:

cos∠(a⃗, c⃗) =
a⃗ ⋅ c⃗

ac
, cos∠(b⃗, c⃗) =

b⃗ ⋅ c⃗

bc
,

a⃗ ⋅ (a⃗ + b⃗)

ac
=
b⃗ ⋅ (a⃗ + b⃗)

bc
,

b(a2
+ a⃗ ⋅ b⃗) = a(b⃗ ⋅ a⃗ + b2),

(a − b)(ab − a⃗ ⋅ b⃗) = 0.

Дакле, прво решење jе a − b = 0, што значи када су дати вектори (a⃗ и b⃗) jеднаких
интензитета, они разапињу ромб а диjагонала ромба (c⃗) полови угао суседних страница.
Друго решење jе ab = a⃗ ⋅ b⃗, што значи cos∠(a⃗, b⃗) = 1, тj. када су дати вектори колинеарни
и истог смера, угао између њих jе нула а нуле су и углови поделе.

Пример 1.1.69. Дати су вектори u⃗ = a cosϕi⃗ + a sinϕj⃗ и v⃗ = b cosϕi⃗ − b sinϕj⃗. Колика
jе површина паралелограма конструисаног над овим векторима.

Решење. То су вектори u⃗ =
Ð→
OA и v⃗ =

Ð→
OB на слици 1.38, одакле се види да jе тражена

површина паралелограма P = ab sin(2ϕ). Проверимо то помоћу векторских множења.
Скаларним множењем докажимо да jе угао између вектора u⃗ и v⃗ двоструко ϕ:

cos∠(u⃗, v⃗) =
u⃗ ⋅ v⃗

∣u⃗∣∣v⃗∣
=

(a cosϕi⃗ + a sinϕj⃗) ⋅ (b cosϕi⃗ − b sinϕj⃗)

∣a cosϕi⃗ + a sinϕj⃗∣∣b cosϕi⃗ − b sinϕj⃗∣
=

=
ab(cos2ϕ − sin2ϕ)

√
a2 cos2ϕ + a2 sin2ϕ

√
b2 cos2ϕ + b2 sin2ϕ

=
ab cos(2ϕ)

ab
= cos(2ϕ),

па jе заиста ∠(u⃗, v⃗) = 2ϕ, као и на слици. Са друге стране, површину P паралелограма
израчунавамо помоћу векторског производа вектора:

u⃗ × v⃗ =

RRRRRRRRRRRRRR

i⃗ j⃗ k⃗
a cosϕ a sinϕ 0
b cosϕ −b sinϕ 0

RRRRRRRRRRRRRR

= k⃗ ∣
a cosϕ a sinϕ
b cosϕ −b sinϕ

∣ = −k⃗ab(2 sinϕ cosϕ),

па jе заиста P = ∣u⃗ × v⃗∣ = ab sin(2ϕ), као и на слици.

Растко Вуковић 96



КВАНТНА МЕХАНИКА

Slika 1.38: Два вектора.

Оваj пример jе био демонстрациjа коректности векторских множења, пре него изра-
чунавање саме површине датог паралелограма.

Пример 1.1.70. Написати q⃗ = a⃗× b⃗+ b⃗× c⃗+ c⃗× a⃗ у облику jедног векторског производа.

Решење. Израчунавамо редом:

q⃗ = a⃗ × b⃗ − c⃗ × b⃗ + c⃗ × a⃗ = (a⃗ − c⃗) × b⃗ + c⃗ × a⃗ =

= (a⃗ − c⃗) × b⃗ + c⃗ × a⃗ − a⃗ × a⃗ = (a⃗ − c⃗) × b⃗ − (a⃗ − c⃗) × a⃗,

q⃗ = (a⃗ − c⃗) × (b⃗ − a⃗).

Кориштена jе релациjа a⃗ × a⃗ = 0.

Пример 1.1.71. Показати да jе (a⃗ − b⃗) × (a⃗ + b⃗) = 2(a⃗ × b⃗) и обjаснити геометриjски
смисао те релациjе.

Решење. Множимо редом:

(a⃗ − b⃗) × (a⃗ + b⃗) = a⃗ × a⃗ + a⃗ × b⃗ − b⃗ × a⃗ − b⃗ × b⃗ = 2a⃗ × b⃗,

а то jе тражени резултат. Када вектори a⃗ и b⃗ разапињу паралелограм, вектори a⃗± b⃗ су
диjагонале тог паралелограма. Диjагонале формираjу нови паралелограм двоструко
веће површине, а то jе резултат познат из планиметриjе.

У десном систему координата 3-дим простора, десни триjедар чине три вектора
v⃗1, v⃗2 и v⃗3 чиjи векторски производ прва два, датим редоследом, даjе вектор коjи са
трећим затвара оштар угао. Другим речима, вектор v⃗ = v⃗1 × v⃗2 и вектор v⃗3 имаjу смер
ка истом полупростору чиjа граница jе раван коjу разапињу вектори v⃗1 и v⃗2.

Пример 1.1.72. Дата су три некомпланарна вектора a⃗, b⃗ и c⃗ коjи образуjу десни
триjедар. Какву ориjентациjу ће имати триjедар вектора a⃗+ b⃗, b⃗+ c⃗ и c⃗+ a⃗? У каквом
односу стоjе запремине паралелепипеда конструисаних над прва три и над друга три
вектора?
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Решење. Одговор тражимо помоћу мешовитог производа вектора, знаjући (a⃗× b⃗) ⋅ c⃗ > 0
jер jе триjедар десне ориjентациjе:

[(a⃗ + b⃗) × (b⃗ + c⃗)] ⋅ (c⃗ + a⃗) =

= [a⃗ × b⃗ + a⃗ × c⃗ + b⃗ × b⃗ + b⃗ × c⃗] ⋅ (c⃗ + a⃗)

= (a⃗ × b⃗) ⋅ c⃗ + (b⃗ × c⃗) ⋅ a⃗

= 2(a⃗ × b⃗) ⋅ c⃗,

што значи да jе нови тетраедар исте ориjентациjе са двоструко већом запремином.

Пример 1.1.73. Показати да jе:

Q = (a⃗ × b⃗) ⋅ (c⃗ × d⃗) + (b⃗ × c⃗) ⋅ (a⃗ × d⃗) + (c⃗ × a⃗) ⋅ (b⃗ × d⃗) = 0.

Решење. Посматраjмо прве факторе ових сабирака као jедан вектор. Тада jе:

Q = [(a⃗ × b⃗) × c⃗] ⋅ d⃗ + [(b⃗ × c⃗) × a⃗] ⋅ d⃗ + [(c⃗ × a⃗) × b⃗] ⋅ d⃗ =

= [(a⃗ × b⃗) × c⃗ + (b⃗ × c⃗) × a⃗ + (c⃗ × a⃗) × b⃗] ⋅ d⃗.

Из формуле (1.132) следи да jе израз у загради идентички jеднак нули. Заиста, из:

(a⃗ × b⃗) × c⃗ = b⃗(a⃗ ⋅ c⃗) − a⃗(b⃗ ⋅ c⃗),

(b⃗ × c⃗) × a⃗ = c⃗(b⃗ ⋅ a⃗) − b⃗(c⃗ ⋅ a⃗),

(c⃗ × a⃗) × b⃗ = a⃗(c⃗ ⋅ b⃗) − c⃗(a⃗ ⋅ b⃗),

сабирањем све три jеднакости добиjамо (a⃗× b⃗)× c⃗+(b⃗× c⃗)× a⃗+(c⃗× a⃗)× b⃗ = 0, што jе иначе
познати Jакобиjев63 идентитет. Отуда Q = 0, што jе и требало показати.

Пример 1.1.74. Колики угао заклапаjу вектори u⃗ = (a⃗ × b⃗) × a⃗ и v⃗ = (a⃗ × b⃗) × b⃗, ако
вектори a⃗ и b⃗ заклапаjу угао ϕ?

Решење. Из окомитости вектора u⃗ ⊥ a⃗ и v⃗ ⊥ b⃗, зато што су углови са окомитим крацима
jеднаки (или су суплементни), следи да jе такође ∠(u⃗, v⃗) = ϕ. Читаоцу препуштам да
ово докаже векторски.

Наjпознатиjе репрезентациjе векторских простора су „ориjентисане дужи“ коjе су
зато толико заступљене у овоj секциjи. Са њих се лако прелази на уређене низове.
Између jединичних вектора координатних оса и трочланих низова видљива jе биjекциjа,
рецимо пресликавање e⃗x → (1,0,0), e⃗y → (0,1,0) и e⃗z → (0,0,1). Иста биjекциjа
пресликава векторе (1.116) у низове, a⃗ → (ax, ay, az) и b⃗ → (bx, by, bz), за чиjи скаларни
производ се може узети опет (1.117).

У матричним репрезентациjама векторског простора, дефинициjе 1.1.9, начин мно-
жења матрица диктира додатна своjства. Из тензорског рачуна разликуjемо ковариjа-
нтне и контравариjантне координате, па на исти начин делимо и одговараjуће уређене

63Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), немачки математичар.
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низове. Прве пишемо у облику матрице-врсте, друге у облику матрице-колоне, тако да
„скаларни производ“ вектора (1.116) буде

(ax ay az) ⋅
⎛
⎜
⎝

bx
by
bz

⎞
⎟
⎠
= axbx + ayby + azbz, (1.133)

дакле, опет jеднак (1.117). Додатно, у случаjу да тело скалара више нису реални већ
комплексни броjеви, компоненте матрице треба конjуговати када се прелази са ко- на
контра-вариjантне координате, или обрнуто.

Повећање броjа димензиjа векторског простора даље постаjе рутинска ствар. То
jе само питање дужине низа, односно типа матрице. Међутим, увид у могућности
репрезентациjа векторских простора се не исцрпљуjе тиме. Веруjем да jе многе матема-
тичаре коjи су се бавили овим апстрактним алгебарским структурама затекла ширина
физичких своjстава коjе jе било могуће употребити као базне векторе у квантним
репрезентациjама, као што их jе могла изненадити и скученост других потреба. На
пример, да сви квантно-механички вектори леже на jединичноj сфери, или да су сви
њихови оператори сами себи инверзни.

1.2 Репрезентациjе

После ориjентисаних дужи наjпознатиjе репрезентациjе векторског простора су мат-
ричне. Можда jе то већ и зато што су матрице и детерминанте у самоj основи алгебре,
као и квантне механике, показало се да су њихове посебне особине биле веома корисне
у издваjању векторских простора од осталих алгебарских структура.

Пример 1.2.1. На некоj представи били су одрасли, ученици и деца. Улазница за
одрасле коштала jе 10 КМ, за ученике 7 КМ и за дете 5 КМ и продато jе укупно 370
улазница за вредност 3170 КМ. Одраслих jе било дупло више него ученика. Колико jе
било деце колико ученика а колико одраслих?

Решење. Означимо са x, y, z редом броj деце, ученика и одраслих. Према датим
подацима формирамо систем jедначина:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

x + y + z = 370,
5x + 7y + 10z = 3170,
2y − z = 0,

чиjе решење x = 40, y = 110 и z = 220 лако налазимо на познате начине.
На пример, оваj систем решавамо методом смена. Уврстимо z = 2y из треће у другу

и прву jедначину, добиjамо

{
x + 3y = 370,
5x + 27y = 3170.

Када из прве x = 370− 3y сменимо у другоj, добиjамо 1850+ 2y = 3170, отуда 12y = 1320,
те y = 110. Из последње смене x = 370 − 3 ⋅ 110 = 40, а из прве z = 2 ⋅ 110 = 220.

Систем линеарних jедначина решававамо и помоћу детерминанти. Детерминанта
поменутог система, са детерминантама вариjабли редом, су:

D =

RRRRRRRRRRRRRR

1 1 1
5 7 10
0 2 −1

RRRRRRRRRRRRRR

, Dx =

RRRRRRRRRRRRRR

370 1 1
3170 7 10

0 2 −1

RRRRRRRRRRRRRR

, Dy =

RRRRRRRRRRRRRR

1 370 1
5 3170 10
0 0 −1

RRRRRRRRRRRRRR

, Dz =

RRRRRRRRRRRRRR

1 1 370
5 7 3170
0 2 0

RRRRRRRRRRRRRR

.
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Детерминанте вариjабли смо формирали на основу D замењуjући редом прву, другу и
трећу колону слободним коефициjентнима, коjи стоjе са десне стране jеднакости датог
система. Израчунавања ових детерминанти даће вредности:

D = −12, Dx = −480, Dy = −1320, Dz = −2640,

а то су коефициjенти Крамеровог64 система jедначина:

D ⋅ x =Dx, D ⋅ y =Dy, D ⋅ z =Dz, (1.134)

коjи има иста решења као и дати систем.
Из Крамерових jедначина, уопште, видимо да систем ниjе регуларан ако jе детерми-

нанта система нула (D = 0). То jе контрадикциjа, осим сагласности када су у том
случаjу све детерминанте вариjабли нуле (Dx = Dy = Dz = 0). У контрадикциjи дати
систем нема решења (трећа jедначина противречи првим двема), а у сагласности систем
има бесконачно решења (трећа jедначина jе споj прве две), jер jе бар jедна jедначина
вишка. Кажемо да jе систем регуларан када детерминанта система ниjе нула (D ≠ 0) а
тада систем има jединствено решење.

Ред детерминанте jе броj њених врста, односно броj колона. Подсетимо се да
детерминанте другог реда израчунавамо према формули

detA = det(
a11 a12

a21 a22
) = ∣

a11 a12

a21 a22
∣ = a11a22 − a21a12. (1.135)

Детерминанте трећег реда

detA =

RRRRRRRRRRRRRR

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

RRRRRRRRRRRRRR

(1.136)

и само њих можемо израчунавати помоћу Сарусовог65 правила, приказаног сликом 1.39.
Прве две колоне се редом додаjу на краjу детерминанте, саберу се производи елемената
на три главне диjагонале и од њих одузму производи са три споредне диjагонале.

Slika 1.39: Сарусово правило.

Израчунавамо, прво према Сарусовом правилу:

detA = (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32) − (a13a22a31 + a11a23a32 + a12a21a33)

= a11(a22a33 − a23a32) − a12(a21a33 − a23a31) + a13(a21a32 − a22a31),

64Gabriel Cramer (1704-1752), шваjцарски математичар.
65Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861), француски математичар.
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а отуда

detA = a11 ∣
a22 a23

a32 a33
∣ − a12 ∣

a21 a23

a31 a33
∣ + a13 ∣

a21 a22

a31 a32
∣ . (1.137)

То jе Лапласов66 развоj детерминанте (1.136) по првом ретку. Проверите, полазећи
од Сарусовог развоjа, исту вредност детерминанте добиjамо и развоjем детерминанте
по произвољном r-том ретку (r = 1,2,3), када елементе тог ретка ar1, ar2, ar3 множимо
редом са кофакторима, детерминантама коjе остаjу када се из водеће (1.136) избаци
редак и колона датог елемента (ark) помножена предзнаком (−1)r+k.

Када jе дата детерминанта detA = det(ark) реда n ∈ N, кофактори су n2 детермина-
нти detArk реда n − 1, добиjени избацивањем ретка r и колоне k дате детерминанте
множени предзнаком ±1, при чему су позитивни предзнаци на главноj диjагонали, а
суседи у врсти (колони) имаjу супротан знак. Ови предзнаци се мењаjу као црно-бела
поља шаховске табле:

∣
+ −

− +
∣ ,

RRRRRRRRRRRRRR

+ − +

− + −

+ − +

RRRRRRRRRRRRRR

,

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

+ − + −

− + − +

+ − + −

− + − +

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

, . . . (1.138)

Из Лапласових развоjа, ако сте их израчунали по претходноj препоруци, приметите да
множећи одговараjуће елементе r-тог ретка и истог ретка кофактора добиjате вредност
дате детерминанте, али да множећи редак елемената са погрешним ретком кофактора
добиjате нулу. Према томе, производ матрице A и матрице њених кофактора, коjа се
назива адjунгована матрица и означава са adjA, jеднак jе детерминанти detA. Другим
речима, матрица

A−1
=

1

detA
adjA (1.139)

jе инверзна матрица дате матрице. Инверзна матрица не постоjи када jе detA = 0.
Дата матрица тада ниjе биjекциjа, иако jе линеарни оператор.

Пример 1.2.2. Две врсте куглица, по x1 и x2 комада, имаjу укупну тежину 82 грама
и укупну запремину 27,5 cm3. Поjединачно, куглица прве односно друге врсте тешка
jе редом 8 односно 6 грама, запремине 2 односно 2,5 cm3. Колико има куглица?

Решење. Задатак постављамо матрично:

(x1 x2)(
8 2
6 2,5

) = (82 27,5) , (1.140)

а отуда имамо:

(x1 x2) = (82 27,5)(
8 2
6 2,5

)

−1

,

(x1 x2) = (82 27,5) [
1

8 ⋅ 2,5 − 6 ⋅ 2
(

2,5 −2
−6 8

)] ,

(x1 x2) =
1

8
(82 27,5)(

2,5 −2
−6 8

) ,

66Pierre-Simon Laplace (1749-1827), француски математичар.
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(x1 x2) =
1

8
(40 56) ,

(x1 x2) = (5 7) .

Дакле, има 5 куглица прве врсте и 7 куглица друге врсте.

Непознате x1 и x2 смо у (1.140) писали ковариjантно, као матрицу-врсту. Исти
резултат бисмо добили транспоновањем матричне jедначине, заменом врста колонама:

(
8 6
2 2,5

)(
x1

x2
) = (

82
27,5

) . (1.141)

То би био контравариjантни почетак истог решења. Приметимо да се транспоновањем
мења редослед множења матрица. Уопште jе (AB)τ = BτAτ .

1.2.1 Детерминанте

До сада смо већ помињали неке особине детерминанти, али њих треба и доказивати.
То jе тема наставка. Полазиште jе уобичаjена дефинициjа детерминанти (в. [13]) из
коjе ћемо извести углавном све важниjе њене особине а затим и особине матрица.

Дефинициjа 1.2.3. Нека су aij, за индексе ij = 1,2, . . . , n, комплексни броjеви. Нека jе
i1i2 . . . in jедна пермутациjа скупа {1,2, . . . , n} и нека jе [i1, i2, . . . , in] броj свих инверзиjа
те пермутациjе. Израз

∑
iπ

(−1)[i1,i2,...,in]a1i1a2i2 . . . anin (1.142)

где се сабира по свим пермутациjама iπ скупа {1,2, . . . , n}, jе детерминанта реда n.

Дакле, детерминанта реда n jе алгебарски збир n! = 1 ⋅ 2⋯n броjева, а сваки од тих
сабирака jе производ n датих броjева. То видимо у наведеном развоjу детерминанте
трећег реда (1.136), или у развоjу детерминанте другог реда (1.135). Елементи r-тог
ретка (врсте) детерминанте су ar1, ar2, . . . , arn. Елементи a1k, a2k, . . . , ank чине k-ту
колону (ступац) детерминанте. Елементи a11, a22, . . . , ann чине главну диjагоналу, а
елементи a1,n, a2,n−1, . . . , an,1 споредну диjагоналу детерминанте.

Теорема 1.2.4. Детерминанта detA jеднака jе детерминанти detAτ коjа се из ње
добиjа заменом одговараjућих врста и колона. Другим речима:

detA =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . .
an1 an2 . . . ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

=

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a11 a21 . . . an1

a12 a22 . . . an2

. . .
a1n a2n . . . ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= detAτ .

Доказ. Ставимо

detA′
=

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . .
bn1 bn2 . . . bnn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

.

Тада jе bij = aji, за i, j = 1,2, . . . , n. Из дефинициjе 1.2.3 следи да свако тврђење о
врстама детерминанте важи и за колоне те детерминанте и обрнуто.
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Теорема 1.2.5. Заменом места две врсте (колоне) детерминанта мења знак.

Доказ. Из дефинициjе 1.2.3 следи:

det A = ∑
iπ

(−1)[i1,...,ij ,...,ik,...,in]a1i1⋯ajij⋯akik⋯anin =

= ∑
iπ

(−1)[i1,...,ik,...,ij ,...,in]+1a1i1⋯akik⋯ajij⋯anin = −det A.

Теорема 1.2.6. Када jе сваки елеменат jедне врсте (колоне) детерминанте помножен
броjем λ тада jе детерминанта помножена броjем λ.

Доказ. Из дефинициjе имамо:
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a11 a12 . . . λa1k . . . a1n

a21 a22 . . . λa2k . . . a2n

. . .
an1 an2 . . . λank . . . ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= ∑
iπ

(−1)[i1,i2,...,ij ,...,in]a1i1a2i2⋯λakik⋯anin =

= λ∑
iπ

(−1)[i1,i2,...,in]a1i1a2i2⋯anin = λdet A.

Теорема 1.2.7. Детерминанта коjоj су две колоне (врсте) пропорционалне jеднака jе
нули.

Доказ. На основу теореме 1.2.6 имамо
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a11 . . . a1k . . . λa1k . . . a1n

a21 . . . a2k . . . λa2k . . . a2n

. . .
an1 . . . ank . . . λank . . . ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= λ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a11 . . . a1k . . . a1k . . . a1n

a21 . . . a2k . . . a2k . . . a2n

. . .
an1 . . . ank . . . ank . . . ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

.

Ставимо да jе детерминанта десно D. На основу теореме 1.2.5, да заменом две колоне
детерминанта мења знак, сада имамо D = −D а отуда D = 0.

Теорема 1.2.8. Збир две детерминанте jеднаких свих колона (врста) осим jедне, k-
те, jеднак jе детерминанти са преписаним истим колонама (врстама) и збировима
одговараjућих коефициjената k-тих колона (врста).

Доказ. Из дефинициjе следи:
RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a11 a12 . . . a′1k + a
′′
1k . . . a1n

a21 a22 . . . a′2k + a
′′
2k . . . a2n

. . .
an1 an2 . . . a′nk + a

′′
nk . . . ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= ∑
iπ

(−1)[i1,i2,...,ij ,...,in]a1i1a2i2⋯(a′kik + a
′′
kik

)⋯anin =

= ∑
iπ

(−1)[i1,i2,...,ij ,...,in]a1i1a2i2⋯a
′
kik
⋯anin +∑

iπ

(−1)[i1,i2,...,ij ,...,in]a1i1a2i2⋯a
′′
kik
⋯anin =

=

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a11 a12 . . . a′1k . . . a1n

a21 a22 . . . a′2k . . . a2n

. . .
an1 an2 . . . a′nk . . . ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

+

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a11 a12 . . . a′′1k . . . a1n

a21 a22 . . . a′′2k . . . a2n

. . .
an1 an2 . . . a′′nk . . . ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

,

а то jе и требало доказати.
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Оваj став пишемо краће

det(a1, . . . ,a
′
k + a′′k , . . . ,an) = det(a1, . . . ,a

′
k, . . . ,an) + det(a1, . . . ,a

′′
k , . . . ,an), (1.143)

где jе кориштено уобичаjено представљање детерминанти колонама.

Теорема 1.2.9. Детерминанта се не мења ако колони додамо колону помножену
константом.

Доказ. Према претходном, имамо: det(a1, . . . ,aj + λak, . . . ,ak, . . . ,an) =

= det(a1, . . . ,aj , . . . ,ak, . . . ,an) + λdet(a1, . . . ,ak, . . . ,ak, . . . ,an),

а друга од сабраних детерминанти jе нула, jер има две jеднаке колоне.

Дефинициjа 1.2.10. За детерминанту

det A =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . .
an1 an2 . . . ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

(1.144)

детерминанта коjа се добиjа изостављањем i-те врсте и j-те колоне назива се минор.
Минор помножен предзнаком (−1)i+j назива се кофактор датог елемента.

Другим речима, за дату детерминанту (1.143), минор елемента aij jе

Mij =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1n

. . . . . .
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,n

. . . . . .
an1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

, (1.145)

а кофактор Aij = (−1)i+jMij . Предзнаци ±1 кофактора се мењаjу као боjе на шаховском
пољу. Сви минори и кофактори детерминанте реда n су детерминанте реда n − 1.
Следећи став доказуjе тачност Лапласовог развоjа.

Теорема 1.2.11 (Лапласов развоj). За детерминанту (1.144), за произвољан редак r
важи

ar1Ar1 + ar2Ar2 + ⋅ ⋅ ⋅ + arnArn = det A, (1.146)

где су Arj њени кофактори.

Доказ. По дефинициjи jе:

det A = ∑
iπ

(−1)[i1,i2,...,in]a1i1a2i2 . . . anin = ∑
iπ

(−1)[1,i2,...,in]a11a2i2 . . . anin+

+∑
iπ

(−1)[2,i2,...,in]a12a2i2 . . . anin + ⋅ ⋅ ⋅ +∑
iπ

(−1)[n,i2,...,in]a1na2i2 . . . anin =

= a11(−1)1+1
∑
iπ≠1

(−1)[i2,...,in]a2i2 . . . anin + a12(−1)1+2
∑
iπ≠1

(−1)[i2,...,in]a2i2 . . . anin+
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⋅ ⋅ ⋅ + a1n(−1)1+n
∑
iπ≠n

(−1)[i2,...,in]a2i2 . . . anin =

= a11(−1)1+1M11 + a12(−1)1+2M12 + ⋅ ⋅ ⋅ + a1n(−1)1+nM1n,

det A = a11A11 + a12A12 + ⋅ ⋅ ⋅ + a1nA1n,

а то jе Лапласов развоj (1.146) по првом ретку r = 1.
Докажимо сада да важи опште тврђење става. Пермутуjмо r-ти редак дате детерми-

нанте са сваким од претходних редака. После r−1 пермутациjа, долазимо до детермина-
нте чиjи минори првог ретка су множени са (−1)k−1, али су и кофактори множени са
(−1)k−1, па резултат развоjа остаjе непромењен.

Теорема 1.2.12. За детерминанту (1.143), за два произвољна ретка i ≠ r важи

ai1Ar1 + ai2Ar2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ainArn = 0, (1.147)

где су Arj (j = 1,2, . . . , n) њени кофактори.

Доказ. Посматраjмо дату детерминанту и детерминанту det A′ коjу добиjамо заменом
r-тог реда са редом произвољних коефициjената b1, b2, . . . , bn. Према претходном (1.146)

det A′
= b1Ar1 + b2Ar2 + ⋅ ⋅ ⋅ + bnArn.

Ставимо ли свако bj = arj према претходном добићемо det A′, али ће та заменска
детерминанта тада имати два jеднака ретка, па ће према теореми 1.2.7 имати вредност
нула.

Према теореми 1.2.4, све што важи за ретке важи и за колоне.

Теорема 1.2.13. Нека су коефициjенти детерминанте (1.143) функциjе aij = aij(x).
Тада jе и det A функциjа вариjабле x чиjи jе извод по тоj вариjабли jеднак збиру:

d

dx
det A = (det A)

′
=

n

∑
r=1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a11(x) a12(x) . . . a1n(x)
. . .

a′r1(x) a′r2(x) . . . a′rn(x)
. . .

an1(x) an2(x) . . . ann(x)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

, (1.148)

где jе a′ij(x) =
d
dxaij(x).

Доказ. Према дефинициjи детерминанте:

d

dx
det A =

d

dx
∑
iπ

(−1)[i1,i2,...,in]a1i1a2i2 . . . anin =

= ∑
iπ

(−1)[i1,i2,...,in]
n

∑
r=1

a1i1a2i2 . . . ar−1,ir−1a
′
rirar+1,rr+1 . . . anin

=
n

∑
k=1

∑
iπ

(−1)[i1,i2,...,in]a1i1a2i2 . . . ar−1,ir−1a
′
rirar+1,rr+1 . . . anin ,

а отуда тражена формула.
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Пример 1.2.14. Раставити на факторе67

det A =

RRRRRRRRRRRRRR

a + x b + y c + z
b + x c + y a + z
c + x a + y b + z

RRRRRRRRRRRRRR

.

Решење. Првоj колони дате детерминанте додаjемо другу, затим трећу (теорема 1.2.9),
па из прве колоне извлачимо заjеднички фактор (теорема 1.2.6), добиjамо:

det A = (a + b + c + x + y + z)

RRRRRRRRRRRRRR

1 b + y c + z
1 c + y a + z
1 a + y b + z

RRRRRRRRRRRRRR

.

Од другог, затим од трећег ретка одузимамо први, па развиjамо детерминанту по првоj
колони (Лапласов развоj), добиjамо:

det A = (a + b + c + x + y + z) ∣
c − b a − c
a − b b − c

∣ =

= (a + b + c + x + y + z)[(c − b)(b − c) − (a − b)(a − c)]

= −
1

2
(a + b + c + x + y + z)(2a2

+ 2b2 + 2c2
− 2ab − 2bc − 2ca),

det A = −
1

2
(a + b + c + x + y + z)[(a − b)2

+ (b − c)2
+ (c − a)2

]

и види се да нема других (реалних) фактора.

Пример 1.2.15. Раставити на факторе

detA =

RRRRRRRRRRRRRR

2x + y + z y z
x x + 2y + z
x y x + y + 2z

RRRRRRRRRRRRRR

.

Решење. Други редак одузети од првог и трећег. Извући факторе (x+y + z)2, из првог
и трећег ретка.

detA = (x + y + z)2

RRRRRRRRRRRRRR

1 −1 0
x x + 2y + z z
0 −1 1

RRRRRRRRRRRRRR

Трећу колону додати другоj и развити детерминанту по доњем ретку. Добиjамо

detA = 2(x + y + z)3.

Пример 1.2.16. Израчунати det(aij)n×n где jе aij = 0 за i = j, а aij = 1 за i ≠ j.
67Задатак из зборника [14].
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Решење. Имамо

det(aij) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
. . .
1 1 1 . . . 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

.

Елементима прве колоне додаjмо елементе свих осталих колона, добиjамо

det(aij) = (n − 1)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
. . .
1 1 1 . . . 0

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

.

Прву колону редом одузмимо од свих осталих (друге, треће, ..., n-те):

det(aij) = (n − 1)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 0 0 . . . 0
1 −1 0 . . . 0
1 0 −1 . . . 0
. . .
1 0 0 . . . −1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

,

а отуда det(aij) = (−1)n(n − 1).

Комутатор тачака

Нека су у Декартовом систему Oxy дате тачке A(Ax,Ay), B(Bx,By) и C(Cx,Cy),
као на слици 1.40. Погледаjмо како се ориjентисане површине затворених фигура могу
представљати помоћу детерминатни.

Теорема 1.2.17. Површина троугла ABC je:

σ(ABC) =
1

2

RRRRRRRRRRRRRR

Ax Bx Cx
Ay By Cy
1 1 1

RRRRRRRRRRRRRR

. (1.149)

Доказ. Приметимо да се површина троугла ABC на слици 1.40 састоjи од површина
трапеза AxCxCA плус CxBxBC минус AxBxBA. Знамо да jе површина трапеза jеднака
производу полузбира основица (средња линиjа трапеза) и висине. Другим речима,
имамо

σ(ABC) =
Cy +Ay

2
(Cx −Ax) +

By +Cy

2
(Bx −Cx) −

By +Ay

2
(Bx −Ax) =

=
1

2
[Ax(By −Cy) +Bx(Cy −Ay) +Cx(Ay −By)] =

1

2

RRRRRRRRRRRRRR

Ax Bx Cx
Ay By Cy
1 1 1

RRRRRRRRRRRRRR

,

а то jе оно што смо и хтели доказати.

Комутатор тачака A,B jе броj [A,B] = AxBy − BxAy. Очигледно jе комутатор
тачака нула ако и само ако права AB садржи исходиште координатног система. Увек
jе [A,B] = −[B,A]. Непосредна последица теореме 1.2.17 jе следећа лема.
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Slika 1.40: Ориjентисана површина троугла

Лема 1.2.18. Циклични збир комутатора темена троугла jеднак jе двострукоj површини
тог троугла, тj.

[A,B] + [B,C] + [C,A] = 2σ(ABC).

Доказ.

[A,B] + [B,C] + [C,A] = (AxBy −BxAy) + (BxCy −CxBy) + (CxAy −AxCy) =

= Ax(By −Cy) +Bx(Cy −Ay) +Cx(Ay −By) = 2σ(ABC).

Нека jе на правоj AB дата тачка T , што можемо писати T ∈ AB, или A−T −B када
наглашавамо да jе T колинеарна са тачкама A и B али jе између њих. Тада jе површина
троугла ABC jеднака збиру површина троуглова ATC и TBC. Другим речима, важи
следећи став.

Теорема 1.2.19. T ∈ AB ⇐⇒ [A,B] = [A,T ] + [T,B].

Доказ. Ако jе T ∈ AB, узмимо произвољну тачку C. За површине троуглова важи

2σ(ABC) = 2σ(ATC) + 2σ(TBC),

па имамо поjедностављивања, редом:

[A,B] + [B,C] + [C,A] = ([A,T ] + [T,C] + [C,A]) + ([T,B] + [B,C] + [C,T ])

[A,B] + [C,A] = ([A,T ] + [T,C] + [C,A]) + ([T,B] + [C,T ])

[A,B] = [A,T ] + [T,C] + [T,B] + [C,T ]

[A,B] = [A,T ] + [T,B].

Обрнуто, ако важи десна страна еквиваленциjе, тада посматраjмо троугао ATB. Из

σ(ATB) = [A,T ] + [T,B] + [B,A] = [A,B] + [B,A] = 0

следи колинеарност темена A,T,B.
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Пример 1.2.20. Проверити тврђење теореме 1.2.19 помоћу ориjентисаних дужи.

Решење. Произвољна тачка T на правоj AB jе дата векторском jедначином:

Ð→
OT =

Ð→
OA +

Ð→
AB ⋅ t, t ∈ R, (1.150)

односно
(Tx, Ty) = (Ax,Ay) + (Bx −Ax,By −Ay)t. (1.151)

Другим речима, имамо систем jедначина:

Tx = Ax + (Bx −Ax)t, Ty = Ay + (By −Ay)t. (1.152)

Отуда
[A,T ] + [T,B] = AxTy − TxAy + TxBy −BxTy =

= Ax(Ay + (By −Ay)t) − (Ax + (Bx −Ax)t)Ay+

+(Ax + (Bx −Ax)t)By −Bx(Ay + (By −Ay)t)

= AxAy +AxByt −AxAyt −AxAy −BxAyt +AxAyt+

+AxBy +BxByt −AxByt −BxAy −BxByt +BxAyt

= AxBy −BxAy = [A,B].

Пример 1.2.21. Представити површине конвексног и конкавног четвороугла ABCD,
на слици 1.41, помоћу комутатора.

Slika 1.41: Конвексан и конкаван четвороугао.

Решење. Површина конвексног (лево) jе

σ(ABCD) = σ(ABD) + σ(BCD) =

= ([A,B] + [B,D] + [D,A]) + ([B,C] + [C,D] + [D,B])
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= [A,B] + [B,C] + [C,D] + [D,A].

Користећи теорему лако налазимо и површину конкавног (десно):

σ(A′B′C ′D′
) = [A′,B′

] + [B′,C ′
] + [C ′,D′

] + [D′,A′
] =

= [A′,B′
] + [B′,E′

] + [E′,C ′
] + [C ′,D′

] + [D′,E′
] + [E′,A′

]

= [A′,B′
] + [B′,E′

] + [E′,A′
] + [E′,C ′

] + [C ′,D′
] + [D′,E′

]

= σ(A′B′E′
) + σ(E′C ′D′

). (1.153)

Уопште, циклични збир комутатора дуж изломљене затворене линиjе jеднак jе
површини коjу та фигура затвара. Позитиван смер обилажења jе супротан смеру
казаљке на сату. Та површина jе позитивна (негативна) ако jе обилазимо у позитивном
(негативном) смеру. Више о овоме у прилогу [15].

Кеплерове поввршине

Други Кеплеров68 закон (закон jеднаких површина) каже да замишљена дуж коjа
спаjа центар Сунца и центар планете коjа се креће око Сунца у jеднаким временима
пребрише jеднаке површине. То су шрафиране површине на доњоj слици.

Рецимо да jе време посматрања планете на путу од тачке A до B са шрафираном
површином σ(SAB) много мање од месец дана. Нека jе угао α = ∠SAB, удаљеност од
S до A jе вектор r⃗ интензитета r, а удаљеност од A до B jе вектор dr⃗ интензитета dr.
Шрафирана површина jе инфинитезимални скалар dσ = 1

2r dr sinα, а она jе уjедно и
интензитет орjентисане површине, векторског производа вектора dσ⃗ = 1

2 r⃗ × dr⃗. Извод
по времену даjе ˙⃗σ = 1

2 r⃗ ×
˙⃗r. Други извод по времену даjе ¨⃗σ = 1

2(
˙⃗r × ˙⃗r + r⃗ × ¨⃗r).

68Johannes Kepler (1571-1630), немачки математичар.
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Први сабирак другог извода десно од jеднакости у загради jе нула, jер jе векторских
производ паралелних вектора нула. У другом сабирку вектор ¨⃗r jе убрзање планете, а
по Њутновом69 другом закону (убрзање тела сразмерно jе сили коjа на њега делуjе, а
обрнуто сразмерно маси тела) оно jе пропорционално гравитационоj сили, па има исти
правац са r⃗. Зато jе и други сабирак нула. Дакле, ¨⃗σ = 0, а отуда ˙⃗σ = const, што jе
управо други Кеплеров закон.

Ово jе познат начин доказа Кеплеровог закона jеднаких површина из Њутновог
закона силе, употребом векторског рачуна. Оно што jе у томе мање познато jе запажање
да Њутнов закон уопште ниjе битан. Уместо гравитационе силе, из тачке S може
деловати било коjа друга централна сила коjа производи кретање датог тела по датоj
путањи. Сила може бити и одбоjна. Штавише, када jе путања права линиjа, а тело
се креће jеднолико праволиниjски у одсуству сила, дужине AB и CD jеднаке су, па за
произвољну фиксну тачку S троуглови SAB и SCD имаjу jеднаке висине и основице
и опет jеднаке површине.

Запажање постаjе интересантниjе када саставимо поменуте идеjе комутатора тачака
са претходнима о комутаторском множењу вектора, па затим приметимо да површина
апроксимира информациjу. Поред познате константне брзине тока сопственог времена,
тада бисмо открили и нешто слично за релативни ток.

1.2.2 Матрице

Матрица типаm×n jе уређенаmn-торка комплексних броjева коjа се пише распоре-
ђено у облику правоугаоника у m редова и n колона. То исто се може дефинисати и
на следећи начин.

Дефинициjа 1.2.22. Матрица типа m × n jе шема облика

A =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . .
am1 am2 . . . amn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, (aij ∈ C; i = 1,2, . . . ,m; j = 1,2, . . . , n). (1.154)

Ако jе m ≠ n матрица се назива правоугаона матрица, а ако jе m = n назива се
квадратна матрица. Краћи општи начин писања матрице jе A = (aij)m×n. Броjеви aij
називаjу се елементи матрице.

Врсте, колоне и диjагонале матрице дефинишу се аналогно тим поjмовима код
детерминаната. Матрице коjе имаjу jеднак броj врста и jеднак броj колона називаjу
се матрице истог типа. Матрица чиjи су сви елементи 0 назива се нула-матрица и
означава O. Матрица чиjи су сви елементи главне диjагонале 1 а сви остали 0 назива
се jединична матрица и означава I.

Матрице A = (aij)m×n и B = (bij)m×n су jеднаке ако и само ако jе aij = bij за све
индексе i = 1,2, . . . ,m и све индексе j = 1,2, . . . , n.

Збир матрица A = (aij)m×n и B = (bij)m×n jе матрица C =A+B са коефициjентима
за све индексе редом cij = aij + bij . Производ скалара λ ∈ C и матрице A jе матрица
B = λA са коефициjентима bij = λaij .

Производ матрица A = (aij)m×n и B = (bij)n×p jе матрица C = (cij)m×p за коjу важи

cij =
n

∑
k=1

aikbkj , (i = 1,2, . . . ,m; j = 1,2, . . . , p). (1.155)

69Isaac Newton (1643-1727), енглески математичар.
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Приметимо, да би био дефинисан производ две матрице, прва матрица мора имати
онолико колона колико друга има редова.

Лема 1.2.23. Множење матрица jе асоциjативно.

Доказ. Нека су дате матрице Amn, Bnp и Cpq где индекси доле означаваjу тип. Тада
jе могуће множење матрица (AB)mp и Cpq и то jе матрица типа m × q. Истог типа jе
матрица Amn(BC)nq. Даље доказуjемо да су коефициjенти ових матрица резултата
jеднаки.

Израчунавамо редом:

(AB)C =

p

∑
γ=1

(
n

∑
β=1

aαβbβγ)cγδ = ∑
γ,β

(aαβbβγ)cγδ =

= ∑
β,γ

aαβ(bβγcγδ) =
n

∑
β=1

aαβ(
p

∑
γ=1

bβγcγδ) =A(BC),

а то jе и требало доказати.

Теорема 1.2.24 (Особине матрица). Важе следеће jеднакости:

1. αA =Aα 8. (α + β)A = αA + βA
2. IA =AI =A 9. α(A +B) = αA + αB
3. OA =AO =O 10. A +O =O +A =A
5. α(βA) = (αβ)A 12. C(A +B) =CA +CB
4. αO =Oα =O 11. α(AB) = (αA)B =A(αB)

6. A + (B +C) = (A +B) +C 13. (A +B)C =AC +BC
7. A +B = B +A 14. A(BC) = (AB)C

где α,β ∈ C, а A,B,C су произвољне матрице за коjе наведени изрази имаjу смисла.
На пример 13, потребно jе да матрице A и B буду истог типа m×n а да C буде типа
n × p.

Доказ. Особине 1-13 су очигледне. Особину 14 смо доказали у леми 1.2.23.

Да множење матрица ниjе увек комутативно види се на jедноставном примеру:

A = (
1 2
3 4

) , B = (
1 −1
1 1

) ,

AB = (
3 1
7 1

) , BA = (
−2 −2
4 6

) .

Дакле, AB ≠ BA. Матрице за коjе коjе важи AB = BA називамо комутативне
матрице. На пример, jединична матрица jе комутативна са сваком квадратном матрицом
истог реда. Свака квадратна матрица комутативна jе са самом собом.

Степен квадратне матрице A дефинишемо формулама:

A0
= I, A1

=A, A2
=AA, . . . , An+1

=AAn, . . . (1.156)

Из дефинициjе степена квадратне матрице, индукциjом, следе идентитети:

AmAn
=Am+n, (Am

)
n
=Amn, (1.157)

за m,n ∈ N.
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Дефинициjа 1.2.25. Нека jе A = (aij)m×n. Тада се матрица Aτ = (aji)n×m, дефинисана
помоћу

Aτ
=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . .
am1 am2 . . . amn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

τ

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

. . .
a1n a2n . . . amn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(1.158)

назива транспонована матрица.

Теорема 1.2.26. За транспоновање матрица важе формуле:

(αA + βB)
τ
= αAτ

+ βBτ , (AB)
τ
= BτAτ . (1.159)

Доказ. Нека jе A = (aij)m×n и B = (bij)m×n. Тада jе:

(αA + βB)
τ
= [(αaij + βbij)m×n]

τ
= (αaji + βbji)n×m = αAτ

+ βBτ ,

а то jе први део става. Други део следи из:

(AB)
τ
= [(ai1b1j + ai2b2j + ⋅ ⋅ ⋅ + ainbnj)m×n]

τ
=

= (aj1b1i + aj2b2i + ⋅ ⋅ ⋅ + ajnbni)n×m = BτAτ .

Тиме jе став доказан.

Свакоj квадратноj матрици A = (aij)n може се придружити детерминанта (1.144).
Очигледно jе да из A = B следи det A = det B. Међутим, да обрнуто не важи види се
на примеру матрица:

(
2 1
3 4

) ≠ (
1 1
1 6

) , ∣
2 1
3 4

∣ = ∣
1 1
1 6

∣ = 5 (1.160)

чиjе детерминанте су jеднаке. Такође (закључуjемо и из става 1.2.8) детерминанта
збира матрица у општем случаjу ниjе jеднака збиру детерминанти тих матрица, тj.

det(A +B) ≠ det A + det B, (1.161)

иако су те матрице квадратне истог реда. Међутим, важи следећи став.

Теорема 1.2.27 (Детерминанта производа). Важе следеће формуле:

det(αA) = αn det A, det(AB) = (detA)(detB), (1.162)

где су матрице A и B реда n, тj. типа n × n.

Доказ. Прва следи из:

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

αa11 αa12 . . . αa1n

αa21 αa21 . . . αa2n

. . .
αan1 αan2 . . . αann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= αn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . .
an1 an2 . . . ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

,

применом n пута теореме 1.2.6.
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За доказ друге формуле ставимо A = (aij)n, B = (bij)n и C = AB = (cij)n, а знамо
да jе cij = ∑

n
k=1 aikbkj . У дефинициjи детерминанте detC потражимо коефициjент

a1i1a2i2 . . . anin . Таj коефициjент ћемо наћи ако ставимо a1j = 0 за j ≠ i1, a2j = 0 за
j ≠ i2, ..., anj = 0 за j ≠ in. На таj начин добиjамо

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a1i1bi11 a1i1bi12 . . . a1i1bi1n
a1i2bi21 a1i2bi22 . . . a1i2bi2n
. . .

a1inbin1 a1inbin2 . . . a1inbinn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= a1i1a2i2 . . . anin

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

bi11 bi12 . . . bi1n
bi21 bi22 . . . bi2n
. . .
bin1 bin2 . . . binn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

.

Ако су неки од броjева i1, i2, . . . , in jеднаки, онда jе детерминанта на десноj страни
jеднака нули, jер има две jеднаке врсте. Ако су сви броjеви i1, i2, . . . , in међусобно
различити они образуjу jедну пермутациjу скупа {1,2, . . . , n} па детерминанта на десноj
страни износи

(−1)[i1,i2,...,in]a1i1a2i2 . . . anin detB,

а отуда
det C = ∑

π

(−1)[i1,i2,...,in]a1i1a2i2 . . . anin det B = (det A)(det B),

што jе и требало доказати.

Дефинициjа 1.2.28. Ако за квадратну матрицу A постоjи квадратна матрица B
таква да jе

AB = BA = I, (1.163)

тада jе A инвертибилна, а B се зове инверзна матрица матрице A.

Да квадратна матрица A може имати наjвише jедну инверзну матрицу видимо на
следећи начин. Претпоставимо да та матрица има две инверзне матрице B1 и B2. Тада
из jеднакости (1.163) следи:

B1 = IB1 = (B2A)B1 = B2(AB1) = B2I = B2, (1.164)

што значи B1 = B2.
Негативни степени матрице A дефинишу се jеднакошћу

A−(n+1)
=A−nA−1, (1.165)

где jеA−1 инверзна матрица матрицеA. Сада индукциjом можемо проширити формуле
(1.157) на негативне целе експоненте. За инвертибилне матрице важе формуле:

AmAn
=Am+n, (Am

)
n
=Amn, (1.166)

за све m,n ∈ Z.
Адjунгована матрица матрицеA, у ознаци adjA, добиjа се када се у транспонованоj

матрици, Aτ , сваки елеменат aij замени одговараjућим кофактором Aij , пишемо:

adjA =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . .
A1n A2n . . . Ann

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

. (1.167)
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Тада jе производ AadjA = det(ai1Aj1 + ai2Aj2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ainAjn)n, што према теоремама
1.2.11 и 1.2.12 значи да он постаjе матрица коjа на главноj диjагонали има све елементе
jеднаке detA, док су сви остали њени елементи 0. Дакле

AadjA =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

detA 0 . . . 0
0 detA . . . 0
. . .
0 0 . . . detA

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= (detA)I. (1.168)

Слично се доказуjе и jеднакост (adjA)A = (detA)I. Разликуjте придев „адjунгована“
за матрицу (енг. adjugate) од раниjе поменутог придева „придружена“ (енг. adjoint) за
коњуговано транспоновану матрицу, тj. придружен линеарни оператор.

Дефинициjа 1.2.29. Матрица A за коjу jе detA ≠ 0 назива се регуларна матрица.
Матрица A за коjу jе detA = 0 назива се сингуларна матрица.

Потребан и довољан услов да квадратна матрица A има инверзну матрицу A−1 jе
да A буде регуларна матрица. У том случаjу jе

A−1
=

adjA

detA
. (1.169)

Наиме, ако jе A регуларна матрица, тj. ако jе detA ≠ 0, из претходних формула
добиjамо

A
adjA

detA
=

adjA

detA
A = I,

одакле на основу дефинициjе инверзне матрице следи (1.168). Обрнуто, ако матрица
A има инверзну матрицу A−1, тада jе AA−1 = I. Међутим, како jе det I = 1 и на основу
теореме 1.2.27 о детерминанти производа, следи да jе (detA)(detA−1) = 1, што значи
да jе detA ≠ 0.

Пример 1.2.30. Доказати да jе:

(
−1 2
4 1

)

2k

= (
32k 0

0 32k) , (
−1 2
4 1

)

2k+1

= (
−32k 2 ⋅ 32k

4 ⋅ 32k 32k ) ,

за k = 1,2,3, . . . .

Доказ. Користимо методу математичке индукциjе. Први корак индукциjе jе тачан:

(
−1 2
4 1

)

2

= (
32 0
0 32) , (

−1 2
4 1

)

3

= (
−32 2 ⋅ 32

4 ⋅ 32 32 ) .

Претпоставимо да су тврђења тачна за претходно k, па проверимо за следеће:

(
−1 2
4 1

)

2k+1

= (
32k 0

0 32k)(
−1 2
4 1

) = (
−32k 2 ⋅ 32k

4 ⋅ 32k 32k ) ,

(
−1 2
4 1

)

2k+2

= (
−32k 2 ⋅ 32k

4 ⋅ 32k 32k )(
−1 2
4 1

) = (
32(k+1) 0

0 32(k+1)) .

Овим jе доказ математичком индукциjом завршен.
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Пример 1.2.31. Потражити све матрице другог реда чиjи квадрат jе нула-матрица.

Решење. Нека jе A = (
a b
c d

) тражена матрица. Тада из A2 =O следи:

(
a b
c d

) = (
0 0
0 0

) ,

(
a2 + bc ab + bd
ac + cd bc + d2) = (

0 0
0 0

) ,

a2
+ bc = 0, ab + bd = 0, ac + cd = 0, bc + d2

= 0,

d = −a, a2
= −bc,

A = (
a b
c −a

) , a2
= −bc.

Пример 1.2.32. Решити по X матричне jедначине:

AX1 = B, X2A = B, AX3 = BA−1B, X4A = BA−1B,

где jе:

A =
⎛
⎜
⎝

1 2 1
1 1 0
2 0 −1

⎞
⎟
⎠
, B =

⎛
⎜
⎝

1 1 1
0 0 0
0 0 0

⎞
⎟
⎠
.

Решење. Израчунавамо кофакторе матрице A, па детерминанту, затим адjунговану и
инверзну матрицу:

⎛
⎜
⎝

−1 1 −2
2 −3 4
−1 1 −1

⎞
⎟
⎠
, adjA =

⎛
⎜
⎝

−1 2 −1
1 −3 1
−2 4 −1

⎞
⎟
⎠
, A−1

=
⎛
⎜
⎝

1 −2 1
−1 3 −1
2 −4 1

⎞
⎟
⎠
.

Детерминанта jе detA = −1. Отуда:

X1 =A−1B =
⎛
⎜
⎝

1 1 1
−1 −1 −1
2 2 2

⎞
⎟
⎠
, X2 = BA−1

=
⎛
⎜
⎝

1 −2 1
0 0 0
0 0 0

⎞
⎟
⎠
.

Множењем даље налазимо

BA−1B =
⎛
⎜
⎝

2 2 2
0 0 0
0 0 0

⎞
⎟
⎠
,

па jе:

X3 =
⎛
⎜
⎝

2 2 2
−2 −2 −2
4 4 4

⎞
⎟
⎠
, X4 =

⎛
⎜
⎝

4 −6 2
0 0 0
0 0 0

⎞
⎟
⎠
.
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Пример 1.2.33. Нека jе A = (aij)n×n квадратна регуларна матрица са целоброjним
коефициjентима. Тада инверзна матрица A−1 има само целоброjне коефициjенте ако
и само ако detA = ±1.

Доказ. Ако jе A−1 матрица целоброjних коефициjената, сви њени кофактори су цели
броjеви, њена детерминанта jе цели броj, а због претпоставке и detA jе цели броj. Из

(detA)(detA−1
) = det(AA−1

) = det I = 1,

следи detA = ±1.
Обрнуто, ако jе detA = ±1, онда из A−1 = adjA/detA следи A−1 = ±adjA. Сваки

елеменат адjунговане матрице adjA jе нови кофактор Aij дате матирце, а то су цели
броjеви. Према томе, инверзна матрица A−1 садржи само целе броjеве.

Задатак 1.2.34. Ако jе A = (
a b
c d

), доказати да jе

A2
− (a + d)A + (ad − bc)I =O.

Полазећи од овог резултата, одредити све матрице другог реда чиjи квадрат jе нула-
матрица. Доказати да jе Ak =O, за k = 3,4,5, . . . , ако и само ако jе A2 =O.

Задатак 1.2.35. Проверити следећу репрезентациjу матрице другог реда

(
a11 a12

a21 a22
) =

a11 + a22

2
(

1 0
0 1

) −
i(a12 + a21)

2
(

0 i
i 0

)+

+
a12 − a21

2
(

0 1
−1 0

) +
i(a11 − a22)

2
(
−i 0
0 i

) ,

где jе i2 = −1. Приметимо да су матрице десно jединична и Паулиjеве.

Задатак 1.2.36. За n = 1,2,3, . . . доказати да jе

(
1 1
1 0

)

n

= (
Fn Fn−1

Fn−1 Fn−2
) ,

где су Fn Фибоначиjеви70 броjеви 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, . . . дефинисани рекур-
зивно: F−1 = 0, F0 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2.

Задатак 1.2.37. Одредити све парове матрица

A = (
a b
c d

) , B = (
α β
γ δ

)

коjи задовољаваjу услов AB = BA.

Задатак 1.2.38. Наћи вредност x тако да jе A =
⎛
⎜
⎝

x x2 1
2 3 1
0 −1 1

⎞
⎟
⎠
сингуларна.

70Leonardo Fibonacci (1175-1245), италиjански математичар.
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Задатак 1.2.39. Ако jе

A =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 −1
−1 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, B =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−3
4 −2

4 −1
4 0

0 −3
4 −2

4 −1
4

−1
4 0 −3

4 −2
4

−2
4 −1

4 0 −3
4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

проверити да ли jе ABA +A =O.

Задатак 1.2.40. Одредити α и β тако да матрице

A =
⎛
⎜
⎝

cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1

⎞
⎟
⎠
, B =

⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 cosβ − sinβ
0 sinβ cosβ

⎞
⎟
⎠
,

буду комутативне.

Посебне теме су блок-матрице, затим матрице чиjи коефициjенти су матрице, па
уопште линеарни оператори. Векторски простор матрица над телом комплексних броjе-
ва добро нам jе познат, али векторски простор матрица над телом матрица и ниjе. Ово
последње има слабо познат али видљив физикални смисао.

Матрице вектори

Квантни систем jе репрезентациjа векторског простора. Одабране обзервабле чине
базне векторе, а квантно стање jе вектор њима изражен. Еволуциjу квантног стања
представља линеарни оператор. Међутим, линеарни оператори на векторском простору
такође чине неки векторски простор, кажемо дуалан датом. Према реченом, њихове
репрезентациjе опет су квантни системи.

У функционалноj анализи, коjу ћемо овде обрађивати касниjе, дуални простор V∗

векторског простора V jе простор линеарних функциjа f ∶ V → Φ, коjе називамо
функционалима. То су све линеарне функциjе коjе векторе пресликаваjу у скаларе,
тако да jе (f1 + f2)(v⃗) = f1(v⃗) + f2(v⃗) и (αf)(v⃗) = α(f(v⃗)), где су v⃗ ∈ V и α ∈ Φ. Посебно,
дуална матрица jе коњуговано-транспонова датоj, а простор таквих такође задовољава
аксиоме векторског простора, дефинициjу 1.1.9.

Другим речима, еволуциjе квантних стања опет су нека квантна стања. Саме
промене честица су такође неке „честице“. Зато можемо говорити о дуализму физичког
простора и времена и њиховом формалном третирању помоћу кватерниона на начин
наговештен у књизи „Простор-време“, где физичко простор-време има шест димензиjа.
Ми стално опажамо три димензиjе простора, али само проjекциjу (триjу) временских.
По jедна просторна и временска оса су увек у паровима, па се правац кретања, брзина,
импулс, убрзање па и сила могу третирати као вектори. Ово и у Шварцшилдовом
гравитационом пољу (в. [1], теорема 1.4.4.).

Ротациjама координатног система прелазимо на другачиjе базне векторе, коjих увек
има jеднак броj и разапињу исти простор, али њихове репрезентациjе не мораjу увек
бити згодне мерљиве величине. Када обзервабле нису добро одабране рећи ћемо да
оне нису сопствени вектори дате трансформациjе и да тада немамо наjсретниjу базу
за физикалне интерпретациjе; немамо рад са одговараjућим сопственим величинама
посматране еволуциjе квантног стања. То се затим jеднако одражава и на дуални
простор самих квантних стања.
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1.2.3 Сопствене величине

Сопствена или своjствена величина jе сопствена вредност (eigenvalue) и сопствени
вектор (eigenvector). Налазимо их решаваjући jедначину

Ax = λx, (1.170)

где jе A = (aij)n×n квадратна матрица реда n, x = (xk)n jе вектор n-члана колона-
матрица, а λ ∈ C jе скалар.

Вектор (1.170) називамо сопственим вектором а скалар сопственом вредношћу дате
матрице. Иста jедначина се може написати у облику

(A − λI)x =O, (1.171)

где jе I jединична матрица. То jе и хомогени71 систем линеарних jедначина:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(a11 − λ)x1 + a12x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a1nxn = 0
a21x1 + (a22 − λ)x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a2nxn = 0
. . .
an1x1 + an2x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + (ann − λ)xn = 0

(1.172)

са тривиjалним решењем x1 = 0, x2 = 0, ..., xn = 0.
Приметимо да линеарне jедначине уопште, па и дату, можемо посматрати као лине-

арни споj вектора vk ∈ V (овде „коефициjената“ вектора x) над телом скалара C, при
чему вектори чине регуларну базу ако систем нема других решења осим тривиjалног.
Када на десноj страни jеднакости (уместо нула) стоjе вектори неке друге базе истог
простора, онда jе датим системом могућа трансформациjа вектора jедне базе у другу и
тада кажемо да jе систем регуларан, да има jединствено решење. Детерминанта таквог
система различита jе од нуле.

Обрнуто, да би дати систем са непознатим коефициjентима вектора x имао нетриви-
jално решење (различито од низа нула) потребно jе и довољно да детерминанта система

det(A − λI) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

. . .
an1 an2 . . . ann − λ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= pA(λ) (1.173)

буде jеднака нули. Развоjем детерминанте она постаjе полином степена n параметра
λ са водећим коефициjентом (−1)n. Таj полином назива се карактеристични полином
матрице A, а jедначина pA(λ) = 0 назива се карактеристична jедначина матрице A.
Скуп сопствених вредности назива се спектар дате матрице.

Погледаjмо даље jедан став коjи jе пре свега користан за контролу израчунавања
сопствених вредности, а затим и неколико поучних примера, од коjих jе први детаљниjе
обjашњен у књизи [16] на странама од 179-182.

Теорема 1.2.41. Производ сопствених вредности jеднак jе детерминанти матрице.

Доказ. Нека су λ1, λ2, . . . , λn све сопствене вредности матрице A. Те „ламбде“ са инде-
ксима су одређени броjеви и такође корени карактеристичног полинома

detA = pA(λ) = (λ1 − λ)(λ2 − λ) . . . (λn − λ),

71Хомогеност – в. дефинициjу 1.1.61, особину 2○.
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где jе „ламбда“ без индекса променљива. Променљиву можемо бирати да буде нула, а
узимаjући у полиному λ = 0 добиjамо detA = λ1λ2 . . . λn, што jе и требало доказати.

Пример 1.2.42. Одредити сопствене вредности и одговараjуће сопствене векторе
матрица:

A = (
3 −2
4 −3

) , B = (
1 −1
1 1

) , C = (
3 2
−2 −1

) .

Решење. У случаjу матрице A карактеристични полином jе

λ2
− 1 = 0,

са решењима λ1 = −1, λ2 = 1. Спектар дате матрице jе скуп броjева σA = {1,−1}.

Даљим решавањем по спектру, редом за λ1 = −1 и λ2 = 1, за сопствени вектор x1 = (
ξ1

η1
)

налазимо 2ξ1 = η1, а за сопствени вектор x2 = (
ξ2

η2
) налазимо ξ2 = η2, са произвољним

η1, η2 ∈ C, па бирамо:

(
3 −2
4 −3

)(
1
2
) = −(

1
2
) , (

3 −2
4 −3

)(
1
1
) = (

1
1
)

за посебна решења „сопствених задатака“ у првом случаjу.
У случаjу матрице B карактеристични полином jе

λ2
− 2λ − 2 = 0,

са решењима λ1 = 1−i, λ2 = 1+i. Спектар ове матрице чини пар конjуговано комплексних
броjева σB = {1−i,1+i}. Даљим решавањем, за прво и друго „ламбда“, налазимо ξ = ±iη,
са произвољним η ∈ C, па издваjамо:

(
1 −1
1 1

)(
1
i
) = (1 − i)(

1
i
) , (

1 −1
1 1

)(
i
1
) = (1 + i)(

i
1
) .

Ова решења се лако провераваjу непосредним множењем.
У случаjу матрице C карактеристични полином jе

λ2
− 2λ + 1 = 0,

чиjе су нуле λ1 = λ2 = 1. Спектар ове матрице jе jедночлан скуп σC = {1}, што
значи да ова матрица има само jедну сопствену вредност алгебарске вишеструкости
два. Решаваjући, налазимо ξ = −η, за произвољно η ∈ C, и важи jеднакост

(
3 2
−2 −1

)(
1
−1

) = (
1
−1

) ,

коjа се лако проверава непосредним матричним множењем.

Пример 1.2.43. Одредити сопствене вредности и сопствене векторе ротациjе (1.110).
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Решење. Ротациjу (1.110) можемо писати матрично

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)(
ξ
η
) = (

ξ′

η′
) , (1.174)

односно Rφx = x′. Карактеристична jедначина матрице Rφ jе:

∣
cosφ − λ − sinφ

sinφ cosφ − λ
∣ = 0,

λ2
− 2λ cosφ + 1 = 0,

λ1 = e
iφ, λ2 = e

−iφ.

Ако jе φ = 0, тада jе λ1 = λ2 = 1, а сви су вектори сопствени. Ако jе φ = π, тада
jе λ1 = λ2 = −1 и опет су сви вектори сопствени. Ако jе φ ≠ 0 (mod π), сопствене
вредности су различите. Сопствени вектори:

x1 = (
ξ1

η1
) , x2 = (

ξ2

η2
)

задовољаваjу jеднакости:

ξ1(cosφ − λ1) − η1 sinφ = 0, ξ2(cosφ − λ2) − η2 sinφ = 0,

−iξ1 sinφ − η1 sinφ = 0, iξ2 sinφ − η2 sinφ = 0,

а отуда:

x1 = C1 (
−1
i
) , x2 = C2 (

1
i
) , (C1,C2 ∈ C).

Задатак 1.2.44. Одредити карактеристични полином матрице

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2 −1 1 2
0 1 1 0
−1 1 1 1
1 1 1 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Решење. λ4 − 4λ3 + 2λ2 + 5λ + 2.

У интерпретациjи „усмерених дужи“ оператор не мења правац сопственог вектора,
мења се евентуално само његов интензитет пропорционално сопственоj вредности. У
простору са n ∈ N димензиjа оператор може имати наjвише n таквих вектора. У другим
репрезентациjама и другим телима скалара од те интерпретациjе остаjе аналогиjа.

Сада jе jасно да сопствени вектори представљаjу добре носиоце физичких особина.
То jе иста она веза због коjе енергиjу сматрамо физикалном, jер важи закон одржања
енергиjе, због чега и информациjу сматрамо делом физике, ако и за њу важи закон
одржања. Деловање линеарног оператора на вектор репрезентуjе еволуциjа квантног
стања при коjоj се физички смисао обзервабли не мења.

Ограничен броj сопствених вектора матрице у складу jе са начелом коначности
материjе. Али из овога произилази парадоксална бесконачна дељивост самог векторског
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простора коjу ћемо касниjе анализирати. За сада приметимо да коначност супстанциjа-
лних репрезентациjа векторског простора и његова бесконачна дељивост (континуум)
указуjу на важност релативности простор-времена. Релативни систем у кретању има
у правцу кретања краће jединице дужине (од сопствених) и спориjи ток времена.
Успоравањем времена постаjу видљиве виртуелне честице, онолико колико дозвољаваjу
Хаjзенбергове релациjе неодређености. Према томе, простор-време увек има ситниjе
поделе од датих, сваку са коначним материjалним своjствима, па га аналогно скупу
природних броjева можемо сматрати наjвише преброjиво бесконачним.

Гранична вредност

Пример 1.2.45. Применити сопствене величине на неограничено степеновање матрице.

Решење. Узећемо за пример матрицу

A = (
0,8 0,3
0,2 0,7

)

и обратимо пажњу на низ степена:

A = (
0,8 0,3
0,2 0,7

) , A2
= (

0,70 0,45
0,30 0,55

) , A3
= (

0,650 0,525
0,350 0,475

) , . . .

коjи конвергира матрици

A0 = (
0,6 0,6
0,4 0,4

) ,

коjа се лакше проверава (AA0 =A0A =A0) него што се може израчунати.
Израчунати jе можемо решаваjући сопствени проблем Ax = λx. Прво, налазимо да

ова матрица има две сопствене вредности λ1 = 1 и λ2 =
1
2 са одговараjућим сопственим

векторима, рецимо x1 = (
3
2
) и x2 = (

1
−1

), тако да jе:

(
0,8 0,3
0,2 0,7

)(
3
2
) = (

3
2
) , (

0,8 0,3
0,2 0,7

)(
1
−1

) =
1

2
(

1
−1

) ,

што jе лако проверити множењем. Jедина два вектора коjа не мењаjу своj правац након
деловања дате матрице су x1 и x2. Први од њих не мења нити своj интензитет док се
други преполовљава. Вишеструким деловањем ове матрице, први сопствени вектор
остаjе стално исти, други ишчезава.

Сви остали вектори су нека линеарна комбинациjа ова два. Формирамо ли матрицу
вектора-ступаца, коjа се множењем са датом матрицом неће мењати, брзо долазимо до
закључка да jе управо наведена матрица A0 тражена гранична вредност.

Разматрање из примера се може проширити. Нека jе дата матрица

A = (
1 − a 1 − b
a b

) , (1.175)

и потражимо граничну вредност низа A,A2,A2, . . . решаваjући сопствени проблем:

∣
1 − a − λ 1 − b

a b − λ
∣ = 0,
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λ2
− (b − a + 1)λ + (b − a) = 0,

λ12 =
(b − a + 1) ±

√
(b − a + 1)2 − 4(b − a)

2
,

λ12 =
(b − a + 1) ±

√
(−b − a + 1)2

2
,

а отуда:
λ1 = 1, λ2 = b − a. (1.176)

Ради контроле резултата, приметимо да за податке из претходног примера a = 0,2 и
b = 0,7 добиjамо заиста спектар из тог примера λ1 = 1 и λ2 = 1

2 . Друга контрола,
производ сопствених вредности jе детерминанта дате матрице (теорема 1.2.41).

За сопствену вредност λ1 = 1, за коефициjенте сопственог вектора x1 = (
ξ1

η1
) налазимо

пропорциjу ξ1 ∶ η1 = (1 − b) ∶ a. За сопствену вредност λ2 = b − a, за коефициjенте

сопственог вектора x2 = (
ξ2

η2
) налазимо однос ξ2 ∶ η2 = −1. Уопште jе:

x1 = γ1 (
1 − b
a

) , x2 = γ2 (
1
−1

) , (1.177)

где су γ1 и γ2 произвољни броjеви. Непосредним множењем проверавамо да jе заиста
Ax1 = x1 и Ax2 = (b − a)x2.

Сваки вектор (датог простора) може се представити као линеарни споj наведених
сопствених вектора. Вишеструким множењем датом матрицом, сопствени вектори не
мењаjу своj правац, при чему први остаjе непромењене дужине (због λ1 = 1) а други
(ако jе λ2 = b − a ≠ 1) или неограничено расте или ишчезава, зависно од тога да ли
∣λ2∣

n →∞ ili λn → 0. У другом случаjу налазимо граничну вредност An →A0 (n →∞),
где jе

A0 = γ (
1 − b 1 − b
a a

) , γ =
1

1 + a − b
. (1.178)

Применимо ли податке из примера (a = 0,2 и b = 0,7) добиjамо исту матрицу (A0).
Множењем можемо проверити да су тачне и општиjе jеднакости:

AA0 =A0A =A0, (1.179)

коjе се могу користити и за непосредно налажење те граничне вредности. Многе
матрице коjе срећемо у литератури, за коjе израчунавамо спектар и сопствене векторе,
могу се извести слично овоме из (1.175).

Паулиjеве матрице

Jединична са Паулиjевим матрицама редом су:

I = (
1 0
0 1

) , σx = (
0 1
1 0

) , σy = (
0 −i
i 0

) , σz = (
1 0
0 −1

) . (1.180)

Показуjе се (задатак 1.2.35) да се свака матрица другог реда може приказати као
линеарни споj ове четири. Свака од ове четири матрице остаjе непромењена након
конjуговања и транспоновања, што пишемо

X†
=X, (1.181)
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где jеX ∈ {I,σx,σy,σz}. Овим индексом († – dagger) означавамо придружену матрицу,
тj. конjуговану и транспоновану, коjу можемо називати и дуална матрица, а коjу,
наведено jе, треба разликовати од адjунговане (матрице кофактора).

С обзиром да jе квадрат сваке од Паулиjевих матрица jединична матрица, то су им
сопствене вредности ±1. Одговараjући нормирани сопствени вектори су:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ⃗x+ =
1√
2
(

1
1
) , σ⃗x− =

1√
2
(

1
−1

) ,

σ⃗y+ =
1√
2
(

1
i
) , σ⃗y− =

1√
2
(

1
−i

) ,

σ⃗z+ = (
1
0
) , σ⃗z− = (

0
1
) .

(1.182)

Сопствено стање Паулиjевих матрица jе спин. Налазимо га из сопствене jеднакости:

(
uz ux − iuy

ux + iuy −uz
)(
ξ
η
) = (

ξ
η
) ,

{
uzξ + uxη − iuyη = ξ
uxξ + iuyξ − uzη = η,

{
(uz − 1)ξ + (ux − iuy)η = 0
(ux + iuy)ξ − (uz + 1)η = 0,

{
(cos θ − 1)ξ + (e−iϕ sin θ)η = 0
(e+iϕ sin θ)ξ − (cos θ + 1)η = 0,

{
(−2 sin2 θ

2)ξ + (e−iϕ2 sin θ
2 cos θ2)η = 0

(e+iϕ2 sin θ
2 cos θ2)ξ − (2 cos2 θ

2)η = 0.

Скраћивањем прве jедначине са sin θ
2 и друге са cos θ2 , добиjамо систем:

{
(− sin θ

2)ξ + (e−iϕ cos θ2)η = 0

(e+iϕ sin θ
2)ξ − (cos θ2)η = 0,

То jе зависан сагласан систем две jедначине са две комплексне непознате ξ и η, са
бесконачно решења.

Узимамо произвољан комплексан броj ξ ∈ C, па израчунавамо η = eiϕ tg θ
2ξ уз услов

∣ξ∣2 + ∣η∣2 = 1. Опште решење jе

(
ξ
η
) = (

e−ϕ/2 cos(θ/2)

eiϕ/2 sin(θ/2)
) . (1.183)

То jе сопствени вектор ротиране Паулиjеве матрице. Приметимо да ротациjа за угао 2π
доводи до трансформациjе (

ξ
η
) → −(

ξ
η
). Дакле, да би се спин вратио на почетну позициjу

потребна су два пуна обрта вектора (1.183). Тек након обртања за угао 4π спин постаjе
исти као на почетку.

То jе врста симетриjе коjу не виђамо сваки дан, али jе ипак можемо разумети.
Дирак jе осмислио начин да визуелизуjемо ову „ротациjу“ електрона, за угао 720○,
помоћу трака приказаних овде на сликама 1.42. Слика 1: равна трака разапета између
зидова држи хоризонталном плочицу коjа jе са горње стране плава а са доње црвена.
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Слике 2 и 3: трака се окреће око своjе дуге осе, остаjући причвршћена за зидове, тако да
се плочица обрне два пута, укупно за угао 720○, на краjу опет са плавом боjом горе. У
том положаjу, без померања плочице и без одваjања трака са зидова, траке еластично
са две стране обиђу око плочице враћаjући стање на почетну 1. слику. Траке нису
постале запетљане.

Slika 1.42: Диракова трака.

То jе демонстрациjа фермиона, честице спина 1
2 , коjа се тек након два пуна круга

ротирања враћа у почетно стање. Ове слике показуjу да jе такво двоструко окретање
траке могуће без запетљавања. Данас постоjе разне презентациjе, комбинациjе те
Диракове идеjе, са више трака или са особом коjа на длановима држи по jедну чашу
док се увиjа и окреће око своjе осе, или сличних приказа. Обичан вектор реалног
простора, тзв. усмерена дуж, не може да дочара ову „ротациjу“ фермиона.

Свака од Паулиjевих матрица jе Хермитска матрица, квадратна матрица компле-
ксних броjева коjа jе jеднака сопственоj конjуговано транспонованоj па кажемо да jе
себи-придружена, што овде пишемо H† =H, за матрицу H ∈ {I,σx,σy,σz}.

Матрична механика

Матрична механика jе формулациjа квантне механике од стране Хаjзенберга, Борна
и Jордана72 из 1925. године. То jе прва концептуално аутономна и логички доследна
формулациjа квантне механике (в. [17]). Она jе обjаснила квантне скокове Боровог73

модела орбита електрона у атому интерпретираjући физичке особине честица као мат-
рице коjе еволуираjу временом. Она jе еквивалентШредингеровоj таласноj формулаци-
jи квантне механике и манифест Диракове бра-кет нотациjе.

У свом раду те 1925. године, Хаjзенберг нигде ниjе поменуо матрице, али jе за
израчунавање зрачења из атома навео израз

C(n,n − b) = ∑
a

A(n,n − a)B(n − a,n − b). (1.184)

Формално то jесте матрично множење, али jе формула била изван контекста алгебре и
означавала jе множење фреквенциjе за енергиjе од стања n до стања n−a са одговараjу-
ћим фреквенциjама за енергиjе из стања од n − a до n − b и збир таквих производа.

72Pascual Jordan (1902-1980), немачки математичар и теориjски физичар.
73Niels Bohr (1885-1962), дански физичар.
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Таj чувени рад jе предат на штампање, аутор jе отишао на одмор, а Макс Борн jе
написао: Хаjзенбергово правило множења ниjе ми дало мира. После седмице интензив-
ног размишљања и разних покушаjа изненада сам се сетио jедне алгебарске теориjе ...
такве квадратне површине су познате математичарима и они их називаjу матрицама.
Применио сам Хаjзенбергове квантне услове и нашао слагање. Одjедном, испред мене
jе стаjала чудна матрична формула

QP −PQ =
i~
2π
, (1.185)

где jе Q матрица положаjа, а P матрица импулса. Та формула jе суштина Хаjзенберго-
вог принципа неодређености, изведеног математиком. Она показуjе да квантна механи-
ка строго ограничава прецизност мерења. Посматрач може тачно сазнавати положаj
или импулс, али не и обоjе.

Насупрот таласноj формулациjи, матрична формулациjа квантне механике такође
jе обjаснила спектар (углавном енергиjе) операторима, на чисто алгебарски начин.
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1.2.4 Унитарни простори

Трансформациjе квантних стања су углавном линеарне (дефинициjа 1.1.61), а наj-
значаjниjи међу линеарним операторима су унитарни. Линеарни оператор U чиjи
инверзни U−1 jе њему дуалан U † назива се унитарни оператор:

U−1
= U †, U †U = UU †

= I. (1.186)

Матрична репрезентациjа оператора U jе матрицаU а матрична репрезентациjа дуалног,
тj. придруженог оператора U † jе придружена матрица U† коjа се добиjа конjуговањем
и транспоновањем матрице U. То jе тема ове секциjе.

Унитарне операторе можемо схватити као поопштење комплексних броjева чиjа
апсолутна вредност jе jедан. Они су оператори коjи чуваjу „дужине“ и „углове“ између
вектора па потреба за њима долази директно од Борновог правила. Формално, унитарни
оператори су изометриjе простора, тj. геометриjске трансформациjе коjе не мењаjу
удаљености тачака. Како се све изометриjе могу свести на неке ротациjе, то ове
операторе можемо сматрати врстама ротациjа у апстрактном простору вектора. Дакле,
већ помињане ротациjе jесу модел за унитарне операторе, међу коjе спадаjу и Паулиjеве
матрице (σ), или кватерниони (q) коjе ћемо тек разматрати као пример матрица са
сопственим не-реалним вредностима.

Дефинициjа 1.2.46 (Унитарни простор). За векторски простор V над телом скалара
Φ кажемо да jе унитаран ако jе дефинисано пресликавање скупа V2 у скуп Φ тако да
сваком уређеном пару вектора x, y ∈ V одговара скалар у ознаци ⟨x∣y⟩, а коjи задовољава
следеће услове:

i. ⟨y∣x⟩∗ = ⟨x∣y⟩, конjугована симетриjа,
ii. ⟨x∣y1 + y2⟩ = ⟨x∣y1⟩ + ⟨x∣y2⟩, адитивност по другом аргументу,
iii. ⟨x∣λy⟩ = λ⟨x∣y⟩, хомогеност по другом аргументу,
iv. ⟨x∣x⟩ ≥ 0, позитивна дефинитност,
v. ⟨x∣x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0, само-окомитост нуле,

(1.187)

за произвољне векторе x, y, y1, y2 ∈ V и произвољан скалар λ ∈ Φ.

Као што знамо, операциjа уведена овом дефинициjом назива се унутрашњи производ
вектора x и y, или скаларни производ тих вектора. Зависно од тога да ли тело Φ чини C
или R, простор V називамо комплексан или реалан векторски простор. Међутим, због
⟨x∣x⟩∗ = ⟨x∣x⟩ из дефинициjе следи ⟨x∣x⟩ ∈ R без обзира шта jе тело скалара. Непосредна
последица дефинициjе jе и ⟨0∣x⟩ = ⟨x∣0⟩ = 0, за произвољно x ∈ V.

Теорема 1.2.47. За унутрашњи производ важе jеднакости:

a. ⟨λx∣y⟩ = λ∗⟨x∣y⟩,
b. ⟨x1 + x2∣y⟩ = ⟨x1∣y⟩ + ⟨x2∣y⟩,
c. ⟨∑

n
µ=1 αµxµ,∑

n
ν=1 βνyν⟩ = ∑

n
µ=1∑

n
ν=1 α

∗
µβν⟨xµ∣yν⟩,

(1.188)

за све x,x1, . . . , xn, y, y1, . . . , yn ∈ V и λ,α1, . . . , αn, β1, . . . , βn ∈ C.

Доказ. Имамо редом:

⟨λx∣y⟩ = ⟨y∣λx⟩∗ = λ∗⟨y∣x⟩∗ = λ∗⟨x∣y⟩,
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а то jе тврђење a. Jеднакост b следи из:

⟨x1 + x2∣y⟩ = ⟨y∣x1 + x2⟩
∗
= ⟨y∣x1⟩

∗
+ ⟨y∣x2⟩

∗
= ⟨x1∣y⟩ + ⟨x2∣y⟩.

Трећа jеднакост (c) jе непосредна последица претходне две.

Дефинициjа 1.2.48 (Норма вектора). Броj

∣x∣ =
√

⟨x∣x⟩, (1.189)

називамо нормом вектора x. Означавамо га и са ∥x∥.

Норму вектора треба разликовати од вероватноће. За тако дефинисану норму важи
Кошиjева74 неjеднакост (1.119), за коjу постоjи велики броj занимљивих доказа.

Лема 1.2.49 (Коши-Шварцова неjеднакост). Важи неjеднакост ∣⟨x∣y⟩∣ ≤ ∣x∣∣y∣.

Доказ. Нека jе λ ∈ R. Тада jе:

0 ≤ ⟨x + λ⟨x∣y⟩y, x + λ⟨x∣y⟩y⟩ = ⟨x∣y⟩ + 2∣⟨x∣y⟩∣2λ + ∣⟨x∣y⟩∣2⟨y∣y⟩λ2.

Дакле, оваj квадратни полином по λ не сме да има реална решења, па jе дискриминанта
дописане квадратне jедначине негативна. Отуда:

∣⟨x∣y⟩∣4 − ∣⟨x∣y⟩∣2⟨x∣x⟩⟨y∣y⟩ ≤ 0,

∣⟨x∣y⟩∣2 ≤ ⟨x∣x⟩⟨y∣y⟩,

∣⟨x∣y⟩∣ ≤
√

⟨x∣x⟩
√

⟨y∣y⟩,

∣⟨x∣y⟩ ≤ ∣x∣∣y∣,

а то jе и требало доказати.

Jеднакост jе могуће постићи ако и само ако ∣x + λ⟨x∣y⟩y∣ = 0, када jе x + λ⟨x∣y⟩y = 0,
а то ће бити само када су вектори x и y пропорционални, колинеарни. Даље особине
норме виде се из следећег става.

Теорема 1.2.50. За норму важи:

i. ∣x∣ ≥ 0,
ii. ∣x∣ = 0 ⇐⇒ x = 0,
iii. ∣λx∣ = ∣λ∣∣x∣,
iv. ∣x + y∣ ≤ ∣x∣ + ∣y∣,

(1.190)

за све наведене векторе и скаларе.

Доказ. Релациjе i, ii су непосредне последице одговараjућих релациjа коjе важе за
унутрашњи производ.

Из ∣λx∣ =
√

⟨λx∣λx⟩ и
√

⟨λx∣λx⟩ =
√
λ∗λ⟨x∣x⟩ = ∣λ∣∣x∣ следи да jе и jеднакост iii тачна.

У доказу неjеднакости iv коjа се назива неjеднакост троугла користићемоШварцову
неjеднакост:

∣x + y∣2 = ⟨x + y∣x + y⟩ = ⟨x∣x⟩ + ⟨x∣y⟩ + ⟨y∣x⟩ + ⟨y∣y⟩ =

74Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), француски математичар.
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= ∣x∣2 + ⟨x∣y⟩ + ⟨x∣y⟩∗ + ∣y∣2 = ∣x∣2 + ∣y∣2 +R⟨x∣y⟩,

где последњи сабирак означава реални део комплексног броjа ⟨x∣y⟩. Међутим,

R⟨x∣y⟩ ≤ ∣⟨x∣y⟩∣ ≤ ∣x∣∣y∣,

па добиjамо:
∣x + y∣2 ≤ ∣x∣2 + ∣y∣2 + 2∣x∣∣y∣ = (∣x∣ + ∣y∣)2,

одакле тражена неjеднакост троугла (iv).

Теорема 1.2.51. У унитарном векторском простору V важи jеднакост паралелограма:

∣x + y∣2 + ∣x − y∣2 = 2∣x∣2 + 2∣y∣2, (1.191)

за све векторе x, y ∈ V.

Доказ. По дефинициjи jе:

∣x + y∣2 + ∣x − y∣2 = ⟨x + y∣x + y⟩ + ⟨x − y∣x − y⟩ =

= ⟨x∣x⟩ + ⟨x∣y⟩ + ⟨y∣x⟩ + ⟨y∣y⟩ + ⟨x∣x⟩ + ⟨x∣ − y⟩ + ⟨−y∣x⟩ + ⟨−y∣ − y⟩.

Али jе ⟨x∣ − y⟩ = −⟨x∣y⟩, ⟨−y∣x⟩ = −⟨y∣x⟩ i ⟨−y∣ − y⟩ = ⟨y∣y⟩, па имамо:

∣x + y∣2 + ∣x − y∣2 = 2⟨x∣x⟩ + 2⟨y∣y⟩ = 2∣x∣2 + 2∣y∣2,

а то jе и требало доказати.

Кватерниони

Паулиjеве матрице (1.180) су решење матричне jедначине X2 = I, а кватерниони
решење jедначине Y2 = −I. Ако прву решава X, другу решава Y = iX. Према томе,
уместо (1.180) сада имамо четири матрице:

iI = (
i 0
0 i

) , iσx = (
0 i
i 0

) , iσy = (
0 1
−1 0

) , iσz = (
i 0
0 −i

) , (1.192)

коjе називамо кватернионима. Оне су такође Хермитски придружене (енг. Hermitian
adjoint, Hermitian conjugate, Hermitian transpose), тj. Y†Y = I. Означимо матрице
кватерниона редом са:

qx = (
0 i
i 0

) , qy = (
0 1
−1 0

) , qz = (
i 0
0 −i

) , (1.193)

па приметимо да се оне при „скаларном“ множењу понашаjу као „векторско“ множење
вектора ортова Декартовог система Oxyz. Наиме:

{
q†
x ⋅ qy = qz, q†

y ⋅ qz = qx, q†
z ⋅ qx = qy,

q†
y ⋅ qx = −qz, q†

z ⋅ qy = −qx, q†
x ⋅ qz = −qy.

(1.194)

Зато у матричноj репрезентациjи векторских простора нема превише смисла инсисти-
рати на разликовању „скаларног“ од „векторског“ множења, па према томе нити на
писању „тачке“ (a ⋅ b), односно „крстића“ (a × b) приликом множења.
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Универзалност ових множења отвара могућност да квадратне матрице сматрамо
векторским простором матрица над телом скалара коjи су такође матрице. Пре тога,
осврнимо се на особине сопствених вектора кватерниона. Решаваjући сопствену jедна-
чину (1.170) налазимо:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

qx ∶ (
0 i
i 0

)(
a
a
) = i(

a
a
) , (

0 i
i 0

)(
a
−a

) = −i(
a
−a

) ,

qy ∶ (
0 1
−1 0

)(
a
ia

) = i(
a
ia

) , (
0 1
−1 0

)(
a
−ia

) = −i(
a
−ia

) ,

qz ∶ (
i 0
0 −i

)(
a
0
) = i(

a
0
) , (

i 0
0 −i

)(
0
a
) = −i(

0
a
) ,

(1.195)

где jе a ∈ C произвољан параметар. Уобичаjено jе таj параметар бирати тако да jе сваки
од сопствених вектора jединичне „дужине“, што овде значи да jе ∣q∣ = 1. Према томе,
сопствени вектори кватерниона су:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

q⃗x+ =
1√
2
(

1
1
) , q⃗x− =

1√
2
(

1
−1

) ,

q⃗y+ =
1√
2
(

1
i
) , q⃗y− =

1√
2
(

1
−i

) ,

q⃗z+ = (
1
0
) , q⃗z− = (

0
1
) ,

(1.196)

са ознакама qq⃗ = λq⃗, тj. матрица пута сопствени вектор jе сопствена вредност пута
сопствени вектор. Они означаваjу правце по коjима одговараjуће матрице кватерниона
трансформишу векторе. Размотрићемо то сада мало детаљниjе.

Slika 1.43: Сферне координате.

На слици 1.43 су приказане сферне координате онако како се наjчешће даjу у
физици. Тачка T коjа у правоуглом Декартовом систему има координате (x, y, z) у
сферном има координате (r, θ,ϕ). Удаљеност дате тачке од исходишта jе OT = r,
централни угао према z-оси jе ∠(TOz) = θ па jе z = r cos θ. Толика jе и висина TT ′
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тачке у односу на раван Oxy. Проjекциjа у раван Oxz износи OT ′ = r sin θ, а проjекциjе
те проjекциjе на апсцису и ординату су редом x = OT ′ cosϕ и y = OT ′ sinϕ. Отуда:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

x = r sin θ cosϕ
y = r sin θ sinϕ
z = r cos θ

(1.197)

За све jединичне векторе важи r = 1, укључуjући како сопствене векторе кватерниона
(1.196), тако и трансформисане jединичне векторе кватернионима (1.195).

Општи jединични вектор u⃗ = (ux, uy, uz), писан ковариjантно, за коjи у правоуглом
Декартовом систему важи jеднакост u2

x + u
2
y + u

2
z = 1, у сферном систему координата

гласи
u⃗ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), (1.198)

што следи из (1.197). Унутрашњи производ са контравариjантним вектором колоне
матрица

q⃗ = (qx,qy,qz)
τ (1.199)

износи
u⃗ ⋅ q⃗ = qx sin θ cosϕ + qy sin θ sinϕ + qz cos θ. (1.200)

Уврштаваjући матрице кватерниона добиjамо:

u⃗ ⋅ q⃗ = (
0 i
i 0

) sin θ cosϕ + (
0 1
−1 0

) sin θ sinϕ + (
i 0
0 −i

) cos θ =

= (
i cos θ i sin θ cosϕ + sin θ sinϕ

i sin θ cosϕ − sin θ sinϕ −i cos θ
)

= (
i cos θ i sin θ(cosϕ − i sinϕ)

i sin θ(cosϕ + i sinϕ) −i cos θ
) ,

па користећи Оjлерову75 формулу

eiϕ = cosϕ + i sinϕ, (1.201)

пишемо

u⃗ ⋅ q⃗ = (
i cos θ ie−iϕ sin θ
ieiϕ sin θ −i cos θ

) . (1.202)

Ово се може поjедноставити помоћу jединичних вектора. Ради тога приметимо:

e±iϕ sin θ = (cosϕ ± i sinϕ) sin θ = cosϕ sin θ ± i sinϕ sin θ = ux ± iuy,

па jе

u⃗ ⋅ q⃗ = i(
uz ux − iuy

ux + iuy −uz
) = i u⃗ ⋅ σ⃗, (1.203)

где смо извукли заjеднички фактор (имагинарну jединицу i) испред матрице, а затим
вратили смену кватерниона Паулиjевим матрицама (1.192).

75Leonhard Euler (1707-1783), шваjцарско-руско-немачки математичар.
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Ортогонални вектори

Размотримо векторе x и y унитарног простора за коjе важи jеднакост ⟨x∣y⟩ = 0, коjе
називамо окомитим или ортогоналним векторима. Затим ћемо дефинисати ортонорми-
ране системе, њихове базе, комплементе и доказати неке основне ставове у вези са њима,
неопходне за рад у квантноj механици.

Дефинициjа 1.2.52 (Ортогоналан скуп). За скуп {x1, x2, . . . , xn} вектора унитарног
векторског простора V кажемо да jе ортогоналан ако су свака два различита вектора
из тог скупа ортогонални, тj. ако из µ ≠ ν следи ⟨xµ∣xν⟩ = 0.

Важно jе приметити да ортонормирани могу бити вектори како над реалним тако и
над комплексним скаларима и да ортогоналан скуп вектора не мора бити ортонормиран76.
Другим речима, вектори и са реалним и са комплексним коефициjентима могу бити
међусобно „окомити“, а и jедни и други при томе не мораjу бити jединичних дужина.
Погледаjмо то кроз примере.

На пример, матрице-колоне реалних броjева:

x1 =
⎛
⎜
⎝

1
−1
0

⎞
⎟
⎠
, x2 =

⎛
⎜
⎝

1
1
0

⎞
⎟
⎠
, x3 =

⎛
⎜
⎝

0
0
1

⎞
⎟
⎠
, (1.204)

чине ортогоналан скуп вектора. Наиме:

⟨x1∣x2⟩ = (1 −1 0)
⎛
⎜
⎝

1
1
0

⎞
⎟
⎠
= 0, ⟨x1∣x3⟩ = 0, ⟨x2∣x3⟩ = 0.

Међутим, ∣x1∣ =
√

⟨x1∣x2⟩ =
√

2, x2 =
√

2 и x3 = 1, па оваj скуп ниjе нормиран.
Други пример су матрице комплексних броjева77:

{x1,x2,x3,x4} =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 + i
1

1 − i
i

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 + 5i
6 + 5i
−7 − i
1 − 6i

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−7 + 34i
−8 − 23i
−10 + 22i
30 + 13i

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−2 − 4i
6 + i
4 + 3i
6 − i

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎫⎪⎪⎪⎪⎪
⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

, (1.205)

коjе такође чине ортогоналан али и ортонормиран скуп вектора. Проверавамо:

∣x1∣
2
= ⟨x1∣x1⟩ = (1 − i 1 1 + i −i)

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 + i
1

1 − i
i

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=

= (1 − i)(1 + i) + 1 + (1 + i)(1 − i) − i ⋅ i = 2 + 1 + 2 + 1 = 6 ≠ 1.

⟨x1∣x2⟩ = (1 − i 1 1 + i −i)

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 + 5i
6 + 5i
−7 − i
1 − 6i

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=

76Два вектора су ортонормирана ако су ортогонални и jединичних дужина.
77A First Course in Linear Algebra: http://linear.ups.edu/
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= (1 − i)(1 + 5i) + 1 ⋅ (6 + 5i) + (1 + i)(−7 − i) − i(1 − 6i) =

= (6 + 4i) + (6 + 5i) + (−6 − 8i) + (−i − 6) = 0 + 0i = 0.

Остале парове проверите сами. Зато што jе унутрашњи производ анти-комутативан,
не морате тестирати парове са обрнутим редоследом множења. То значи да треба
проверити укупно четири норме и само (

4
2
) = 4⋅3

1⋅2 = 6 парова.

Теорема 1.2.53. Ортогоналан скуп вектора коjи су различити од нуле jе линеарно
независан скуп.

Доказ. Нека jе S = {x1, x2, . . . , xn} ортогоналан скуп вектора и xµ ≠ 0 за све µ =

1,2, . . . , n. Нека су λ1, λ2, . . . , λn произвољни скалари. Ставимо

λ1x1 + λ2x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + λnxn = 0.

Тада за свако µ = 1,2, . . . , n имамо:

λ1⟨x1∣xµ⟩ + ⋅ ⋅ ⋅ + λµ⟨xµ∣xµ⟩ + ⋅ ⋅ ⋅ + λn⟨xn∣xµ⟩ = 0,

λµ⟨xµ∣xµ⟩ = 0,

λµ = 0,

jер jе ⟨xµ∣xµ⟩ > 0. Према томе, дати вектори су независни.

Пример 1.2.54. Изразити вектор y = (3 7 4)
τ помоћу вектора (1.204).

Решење. Тражимо непознате коефициjенте a1, a2 и a3 решаваjући систем jедначина:

a1x1 + a2x2 + a3x3 = y,

a1

⎛
⎜
⎝

1
−1
0

⎞
⎟
⎠
+ a2

⎛
⎜
⎝

1
1
0

⎞
⎟
⎠
+ a3

⎛
⎜
⎝

0
0
1

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

3
7
4

⎞
⎟
⎠
,

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

a1 + a2 + 0a3 = 3
−a1 + a2 + 0a3 = 7
0a1 + 0a2 + a3 = 4

одакле a3 = 4, a2 = 5 и a1 = −2, па jе y = −2x1 + 5x2 + 4x3.

Ортонормирани вектори

Даље посматрамо „окомите“ векторе jединичне „дужине“, коjе називамо ортонор-
мираним. То су парови x и y вектора унитарног простора за коjе важи како jеднакост
⟨x∣y⟩ = 0, тако и jеднакости ∥x∥ = ∥y∥ = 1.

Дефинициjа 1.2.55 (Ортонормиран скуп). Скуп вектора {x1, x2, . . . , xn} унитарног
векторског простора V називамо ортонормираним ако jе

⟨xµ∣xν⟩ = δµν = {
1, µ = ν
0, µ ≠ ν

(1.206)

за све µ, ν = 1,2, . . . , n.
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Из претходних разматрања смо видели да сваки векторски простор има базу и
да било коjе две базе истог простора имаjу jеднак броj елемената. Затим смо увели
скаларно множење и њиме дефинисали унитарне просторе, па ортогоналност и ортонор-
мираност. Као посебна врста векторског простора, и унитарни простор има базу, увек са
jеднаким броjем елемената, па се поставља питање има ли такав увек и ортонормирану
базу? Позитиван одговор на ово питање даjе следећа теорема. Она демонстрира и
Грам-Шмитов78 поступак ортогонализациjе, конструкциjе ортонормиране базе просто-
ра V полазећи од његове произвољне базе.

Теорема 1.2.56. Сваки унитаран векторски простор има ортонормирану базу.

Доказ. Нека jе {x1, x2, . . . , xn} jедна база унитарног векторског простора V. Ставимо
y1 = x1, y2 = x2 + λy1 где скалар λ треба одредити тако да вектори y1 и y2 буду
ортогонални, дакле да буде ⟨y2∣y1⟩ = 0, имамо:

0 = ⟨y2∣y1⟩ = (x2 + λy1∣y1⟩ = ⟨x2∣y1⟩ + λ⟨y1∣y2⟩,

λ = −
⟨x2∣y1⟩

⟨y1∣y1⟩
= −

⟨x2∣x1⟩

⟨x1∣x1⟩
.

Претпоставимо да смо одредили ортогоналне векторе y1, y2, . . . , yk−1. Даље, ставимо

yk = xk + λ1y1 + λ2y2 + ⋅ ⋅ ⋅ + λk−1yk−1,

па изаберимо скаларе λ1, λ2, . . . , λk−1 тако да вектор yk буде ортогоналан са свим векторима
y1, y2, . . . , yk−1, дакле да буде ⟨yk∣yµ⟩ = 0 за све µ = 1,2, . . . , k − 1. Имамо:

0 = ⟨yk∣yµ⟩ = ⟨xk + λ1y1 + λ2y2 + ⋅ ⋅ ⋅ + λk−1yk−1∣yµ⟩ = ⟨xk∣yµ⟩ + λµ⟨yµ∣yµ⟩,

λµ = −
⟨xk∣yµ⟩

⟨yµ∣yµ⟩
, µ = 1,2, . . . , k − 1.

На таj начин се конструишу ортогонални вектори y1, y2, . . . , yn. То jе линеарно независан
скуп вектора коjи чини базу. Зато jе скуп {e1, e2, . . . , en}, где jе

eµ =
yµ

∣yµ∣
, µ = 1,2, . . . , n,

ортонормирана база простора V.

Када jеB = {e1, e2, . . . , en} база унитарног векторског простора V, онда се произвољан
вектор x ∈ V може написати у облику

x = ξ1x1 + ξ2x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ξnxn,

где су ξk ∈ C скалари датог простора. Али ако jе база B ортонормирана, тада се ови
скалари могу експлицитно одредити. Наиме, из наведене jеднакости, након множења
са ek добиjамо:

⟨x∣ek⟩ = ξ1⟨e1∣ek⟩ + ⋅ ⋅ ⋅ + ξk⟨ek∣ek⟩ + ⋅ ⋅ ⋅ + ξn⟨en∣ek⟩,

а отуда
ξk = ⟨x∣ek⟩, k = 1,2, . . . , n. (1.207)

78Jørgen Pedersen Gram (1850-1916) & Erhard Schmidt (1876-1959) дански и немачки математичари.
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Даље jе могуће извести формулу за скаларни производ вектора:

x =
n

∑
µ

ξµeµ, y =
n

∑
ν=1

ηνeν ,

⟨x∣y⟩ = ⟨
n

∑
µ=1

ξµeµ∣
n

∑
ν=1

ηνeν⟩ =
n

∑
µ=1

n

∑
ν=1

ξ∗µην⟨eµ∣eν⟩,

а отуда
⟨x∣y⟩ = ξ∗1η1 + ξ

∗
2η2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ξ

∗
nηn, (1.208)

jер jе по претпоставци (1.206).
Грам-Шмитов поступак конструисања ортонормиране базе, употребљен у доказу

теореме, лакше jе запамтити када се примети да се ту ради о проjекциjама вектора x⃗
на вектор y⃗, коjе су вектори дефинисани са:

proy⃗(x⃗) =
⟨x⃗∣y⃗⟩

∣y⃗∣2
y⃗. (1.209)

Тада прегледно Грам-Шмитов алгоритам пишемо:

1. y⃗1 = x⃗1, e⃗1 =
y⃗1
∣y⃗1∣
,

2. y⃗2 = x⃗2 − proy⃗1(x⃗2), e⃗2 =
y⃗2
∣y⃗2∣
,

3. y⃗3 = x⃗3 − proy⃗1(x⃗3) − proy⃗2(x⃗3), e⃗3 =
y⃗3
∣y⃗3∣
,

4. y⃗4 = x⃗4 − proy⃗1(x⃗4) − proy⃗2(x⃗4) − proy⃗3(x⃗4), e⃗4 =
y⃗4
∣y⃗4∣
,

. . .

(1.210)

Пример 1.2.57. Ортонормирати векторе x1 = (0,1,2), x2 = (1,1,2) и x3 = (1,0,1).

Решење. Користимо Грам-Шмитов поступак последње теореме: y1 = (0,1,2),

y2 = (1,1,2) −
(0,1,2) ⋅ (1,1,2)

∣(0,1,2)∣2
(0,1,2) = (1,1,2) −

5

5
(0,1,2) = (1,0,0),

y3 = (1,0,1) −
2

5
(0,1,2) − (1,0,0) =

1

5
(0,−2,1).

Нова база {y1, y2, y3} jе и нормирана.

Пример 1.2.58. Ортонормирати векторе x0 = 1, x1 = t и x2 = t2 у векторском
простору реалних полинома, степена не већег од два.

Решење. Конструишемо редом векторе: y0 = x0 = 1,

y1 = x1 −
⟨x1∣y0⟩

∣y0∣
2
y0 = t −

´ 1
0 t dt´ 1
0 1dt

= t −
[1

2 t
2]1

0

[t]1
0

= t −
1

2
,

y2 = x2 −
⟨x2∣y0⟩

∣y0∣
2
y0 −

⟨x2∣y1⟩

∣y1∣
2
y1 = t

2
−

´ 1
0 t

2 dt

1
⋅ 1 −

´ 1
0 t

2(t − 1
2)dt´ 1

0 (t − 1
2)

2dt
⋅ (t −

1

2
) =

= t2 −
1

3
⋅ 1 −

1
12
1
12

⋅ (t −
1

2
) = t2 − t +

1

6
.
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Према томе, ортогонална база jе:

y0 = 1, y1 = t −
1

2
, y2 = t

2
− t +

1

6
,

а како jе:

∣y0∣
2
= 1, ∣y1∣

2
=

1

12
, ∣y2∣

2
=

ˆ 1

0
(t2 − t +

1

6
)

2dt =
169

180
,

ортонормирану базу чине вектори, полиноми: ek = yk/∣yk∣, за k = 0,1,2.

Беселова неjеднакост

У теориjи векторских простора а посебно у функционалноj анализи позната jе
следећа Беселова79 неjеднакост, тврђење о компонентама вектора Хилбертовог простора
у односу на ортонормиране базе.

Теорема 1.2.59. Нека вектори e1, e2, . . . , em ∈ V чине произвољан ортонормиран скуп
датог унитарног векторског простора и нека jе x ∈ V. Ако jе λk = ⟨x∣ek⟩ ∈ C, онда
важи неjеднакост

m

∑
k=1

∣λk∣
2
≤ ∣x∣2, (1.211)

коjа се назива Беселова неjеднакост.

Доказ. Нека jе y = λ1e1 + λ2e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + λmem. Тада jе:

0 ≤ ∣x − y∣2 = ⟨x − y∣x − y⟩ =

= ⟨x∣x⟩ − ⟨x∣y⟩ − ⟨y∣x⟩ + ⟨y∣y⟩ =

= ∣x∣2 − ⟨x∣
m

∑
k=1

λkek⟩ − ⟨
m

∑
k=1

λkek∣x⟩ + ⟨
m

∑
k=1

λkek∣
m

∑
j=1

λjej⟩

= ∣x∣2 −
m

∑
k=1

λk⟨x∣ek⟩ −
m

∑
k=1

λ∗k⟨ek∣x⟩ +
m

∑
k=1

m

∑
j=1

λ∗kλj⟨ek∣ej⟩

= ∣x∣2 −
m

∑
k=1

λkλ
∗
k −

m

∑
k=1

λ∗kλk +
m

∑
k=1

λ∗kλk

= ∣x∣2 −
m

∑
k=1

λkλ
∗
k.

Према томе

0 ≤ ∣x∣2 −
m

∑
k=1

∣λk∣
2,

а отуда тражена неjеднакост.

79Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846), немачки математичар.
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У случаjу да jе m = dim(V), онда (1.211) постаjе Парсевалова80 jеднакост:

∣x∣2 =
m

∑
k=1

∣λk∣
2. (1.212)

Заиста, ако jе {e1, e2, . . . , em} jедна ортонормирана база простора V и стоjи x = λ1e1 +

λ2e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + λmem, онда jе:

∣x∣2 = ⟨x∣x⟩ = ⟨
m

∑
k=1

λkek∣
m

∑
j=1

λjej⟩ =
m

∑
k=1

m

∑
j=1

λ∗kλj⟨ek∣ej⟩ =
m

∑
k=1

λ∗kλk =
m

∑
k=1

∣λk∣
2.

Коначно димензионалне векторске просторе проучава алгебра, а бесконачно димен-
зионалне функционална анализа. Када кажемо да jе векторски простор V генерисан
или разапет бесконачним скупом вектора {v1, v2, . . .}, подразумевамо да jе сваки вектор
v ∈ V линеарни споj коначно много датих вектора λk1vk1+⋅ ⋅ ⋅+λknvkn . Слично, бесконачан
скуп вектора jе линеарно независан ако jе свака коначна комбинациjа тих вектора
линеарно независна.

80Marc-Antoine Parseval (1755-1836), француски математичар.
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1.2.5 Хилбертов простор

Физичке особине материjе коjе се мере независним физичким димензиjама (метар,
килограм, секунда) формално jе могуће посматрати као ортонормиран систем вектора.
То jе основна идеjа квантне механике, да се у датом експерименту посматра квантно
стање као вектор представљен у ортонормираноj бази изабраних физичких своjстава,
неопходних у датим условима.

Проjекциjа вектора стања на jедну од базних оса jе мерење а предмет мерења jе
обзервабла. Обзервабла се добиjа проjекциjом вектора на базни вектор, што значи
деловањем линеарног оператора у векторском простору. Деловање линеарног оператора
еквивалент jе и спонтаноj промени квантног стања коjе називамо еволуциjом квантног
стања. Отуда толики значаj линеарних оператора за саму кванту механику. Даљњи
њихов значаj долази из става да линеарни оператори над векторским простором чине
такође векторски простор, за коjи кажемо да jе дуалан датом.

У овоj секциjи jе наставак претходне са нагласком на линеарне операторе. При
томе ћемо проширити дефинициjу 1.2.46 са само две ставке, чиме добиjамо Хилбертов
простор H. Он и даље остаjе унитаран векторски простор над телом скалара (подразу-
мева се комплексних броjева C) са нама интересантним скаларним множењем, своjим
изоморфизмима и операторима.

Дефинициjа 1.2.60 (Хилбертов простор). Векторски простор V над пољем Φ заjедно
са функциjом ⟨x∣y⟩ дефинисаном на V2, са следећим особинама (∀x, y, z ∈ V, ∀λ ∈ Φ):

i. ⟨x∣y⟩∗ = ⟨y∣x⟩,
ii. ⟨x∣y + z⟩ = ⟨x∣y⟩ + ⟨x∣z⟩,
iii. ⟨x∣λy⟩ = λ⟨x∣y⟩,
iv. ⟨x∣x⟩ ≥ 0,
v. ⟨x∣x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0,
vi. (V ∋ xn → x0) ⇒ (x0 ∈ V),
vii. dimV = ∞,

(1.213)

називамо Хилбертов простор и означавамо H.

Функциjа ⟨x∣y⟩ коjа задовољава особине i-v назива се скаларни или унутрашњи
производ вектора x и y. Она дефинише унитарни простор. Када унитарном простору
додамо jош две особине он постаjе Хилбертов: vi. сваки Кошиjев низ конвергира; vii.
то jе простор са бесконачно много димензиjа. Посебно, помоћу скаларног производа
вектора дефинишемо интензитет вектора ∥x∥ =

√
⟨x∣x⟩, коjи означавамо и са ∣x∣, а коjи

називамо нормом или дужином вектора x ∈ H. Када се са d(x, y) = ∥x − y∥ дефинише
„удаљеност“ између елемената x, y ∈ H, онда Хилбертов простор постаjе метрички
простор. Када се метрички простор дефинише непосредно метриком, или наjдаље
нормом (без скаларног множења), он се назива Банахов простор.

Дефинициjа 1.2.61 (Изоморфизам). За два унитарна векторска простора V1,V2

кажемо да су изоморфни, или изометрично изоморфни, ако постоjи биjекциjа f ∶

V1 → V2 тако да важи:
a. f(x + y) = f(x) + f(y),
b. f(λx) = λf(x),
c. ⟨x∣y⟩ = ⟨f(x)∣f(y)⟩,

(1.214)

за свако x, y ∈ V и λ ∈ C.
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Упоредите ову дефинициjу са хомеоморфизмом (1.12), инjекциjу са прстена на
подпрстен, коjи jе изоморфизам само у случаjу ако има и инверзно пресликавање.
Инверзне функциjе (1.58) су само биjекциjе, коjе су истовремено инjекциjе („1-1“ пресли-
кавања) и сурjекциjе („на“ пресликавања). Аналогно, за два Хилбертова простора
H1,H2 кажемо да су изоморфни ако постоjи биjекциjа f ∶ x1 → x2 за x1 ∈ H1 и x2 ∈ H2

коjа чува линеарност операциjа и скаларни производ, дакле ако постоjи биjекциjа f са
особинама (1.214).

Теорема 1.2.62. Унитарни векторски простори коначне jеднаке димензиjе су изомо-
рфни.

Доказ. Нека су V и V′ унитарни векторски простори димензиjе n, чиjе су ортонормиране
базе B = {e1, e2, . . . , en} и B′ = {e′1, e

′
2, . . . , e

′
n}.

Нека jе x ∈ V. Тада се x може на jединствен начин приказати у облику

x = ξ1e1 + ξ2e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ξnen, ξk ∈ V, k = 1,2, . . . , n. (1.215)

Дефинишимо пресликавање f са

f(x) = ξ1e
′
1 + ξ2e

′
2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ξne

′
n ∈ V

′.

Пресликавање f jе изоморфизам. Наиме, линеарност ове функциjе jе очигледна, а
чување скаларног производа следи из ортонормираности база и

⟨x∣y⟩ = ξ∗1η1 + ξ
∗
2η2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ξ

∗
nηn = ⟨f(x)∣f(y)⟩,

за произвољно y = η1e1 + η2e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ηnen ∈ V.

Оваj став примењен на квантну механику доводи до „чудних“ поjава. На пример,
знамо да мерење обзервабле у изабраном простору значи проjекциjу на осу неког
од основних, базних вектора. Векторски простор остаjе исти ако се изабере друга
база, за коjу физичка удаљеност и протекло време углавном нису релевантни, па
мерење на другоj бази може довести до другачиjег али „спрегнутог“ разултата. Отуда
данас познати израз за квантну спрегнутост коjу су 1935. године открили Аjнштаjн,
Подолски и Розен (в. [18]), своjевремено погрешно тумачен.

У наведеном АПР-открићу, примећено jе да на два различита мерења долази до
синхронизованих резултата, где прво даjе случаjне вредности али не и друго, при чему
друго може бити тако физички удаљен догађаj од првог да би сигнал морао ићи брзином
већом од светлости. Такво усклађивање ниjе могуће осим ако теориjа квантне механике
има неке скривене параметре, закључили су аутори АПР. Међутим, оно jесте могуће у
случаjу зависних случаjних догађаjа, условне вероватноће, као у следећем примеру са
рукавицама коjи jе касниjе навео Аjнштаjн.

Пар рукавица, лева и десна, стављене су у две jеднаке кутиjе. Прва кутиjа jе послата
нама, а друга jе отишла далеко (у васиону). Ми не знамо коjа од рукавица jе у нашоj
кутиjи све док jе не отворимо, али тада истовремено сазнаjемо и коjа од рукавица jе у
оноj другоj, ма како та друга кутиjа била далеко од нас.

Оваj пример са рукавицама заправо говори о зависним случаjним догађаjима, коjи
су повезани на нивоу неизвесности, пре реализациjе у неки од исхода. То jе стање пре
добиjања информациjе, пре могућности комуникациjе и пре могућности интеракциjе
међу материjалним предметима. Он показуjе да морамо разликовати материjалну
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физичку стварност коjа се подвргава законима случаjности, од неког другог дела физике
(апстрактних закона) коjи се не подвргаваjу случаjностима.

Слично се дешава и у распаду атома нултог спина из коjег излећу електрони. Због
закона одржања импулса и спина и зато што спин електрона може имати само jедну
од две вредности, ±1

2 , из атома излећу два електрона укупног спина нула. Спин првог
електрона jе произвољан (+1

2 или −1
2) и случаjан, што се потврђуjе и у експериментима,

али jе тада спин другог изнуђен. Када год измеримо да jе спин првог електрона
позитиван мерење на другом ће показати да jе негативан и обрнуто, ма како електрони
у другом мерењу били далеко. Између њих се не преноси информациjа (брже од
светлости), jер су то спрегнути, зависни догађаjи. То jе данас познато обjашњење.

Скоро 30 година након открића АПР парадокса, Бел81 jе у свом раду из 1964. године
(в. [19]) доказао да jе претпоставка о скривеним параметрима контрадикторна. Мало
касниjе уследиле су и експерименталне потврде спрегнутих поjава, после коjих смо
научили да АПР-парадокс прихватамо као мање чудну реалност квантне механике.
Упркос вероватноћи коjа се поjављуjе у материjалним поjавама, физичким поjавама
владаjу и строги закони одржања, као закони (мало) вишег реда у односу на случаjности.
Овде само приметимо да jе та „необична“ физика у складу са теоремом 1.2.62.

Наиме, у поменутом АПР раду, након jедначине (7) прелази се на jедначину (8), а
то jе кључ „парадокса“. Те две jедначине су два приказа истог квантног стања у две
различите базе. Оспоравање мерења на другоj значи исто што и оспоравање постоjања
друге базе, а то значи оспоравање тачности теореме 1.2.62. Зато jе Бел могао наћи
контрадикциjу у претпоставци да постоjе скривени параметри, jер то jе контрадикциjа
претпоставке да наведена теорема ниjе тачна. То ће се у наставку текста додатно
потврђивати.

Основа примене векторских простора у квантноj механици jе jедноставност структу-
ре из дефинициjе 1.1.9. Да би нешто било „вектор“ довољно jе да има само особине
комутативне групе: групоидност, асоциjативност, нулу и инверзни елеменат. То свакако
имаjу физичка своjства материjе. На пример, збир два килограма и три килограма
нечега износи пет килограма тога. Када израчунавамо скаларни производ ми множимо
килограме са килограмима, метре са метрима, секунде са секундама, прецизниjе речено,
множимо коефициjенте испред њих. Зато су ове теореме тако универзалне, jер су основе
тако jедноставне и тако апстрактне.

Рекли смо да било коjу групу физичких величина, са независним jединицама мере,
можемо прогласити ортонормираним векторима. Кажемо да jе вектор x ∈ V ортогона-
лан на скуп U ⊂ V ако jе ⟨x∣u⟩ = 0 за сваки u ∈ U. То даље поопштавамо на ортогоналне
потпросторе, у смислу следеће формалне дефинициjе.

Дефинициjа 1.2.63 (Ортогоналност потпростора). Два потпростора V′ и V′′ уни-
тарног векторског простора V називамо узаjамно ортогоналним ако jе сваки вектор
скупа V′ ортогоналан на скуп V′′ и пишемо V′ ⊥ V′′.

Теорема 1.2.64. Нека су V′ и V′′ потпростори унитарног векторског простора V
и нека су B′ и B′′ редом њихове базе. Да би скуп V′ био ортогоналан на скуп V′′

потребно jе и довољно да база B′ буде ортогонална на базу B′′.

Доказ. Због B′ ⊂ V′ и B′′ ⊂ V′′, из V′ ⊥ V′′ следи B′ ⊥ B′′.

81John Stewart Bell (1928-1990), северно-ирски физичар.
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Обрнуто, нека jе B′ = {e′1, e
′
2, . . . , e

′
p} и B′′ = {e′′1 , e

′′
2 , . . . , e

′′
q } и нека jе B′ ⊥ B′′, тj.

нека jе:
⟨e′j ∣e

′′
k⟩ = 0, (j = 1,2, . . . , p; k = 1,2, . . . , q). (1.216)

За произвољне векторе x = ξ1e
′
1 + ξ2e

′
2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ξpe

′
p и y = η1e

′′
1 + η2e

′′
2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ηqe

′′
q докажимо

да jе ⟨x∣y⟩ = 0. То следи из:

⟨x∣y⟩ = ⟨ξ1e
′
1 + ξ2e

′
2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ξpe

′
p∣η1e

′′
1 + η2e

′′
2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ηqe

′′
q ⟩ =

p

∑
j=1

q

∑
k=1

ξ̄jηk⟨e
′
j ∣e

′′
k⟩ = 0,

због (1.216).

Пренесено у квантну механику, независне физичке величине остаjу независне током
еволуциjе. Да оне и формално остаjу дисjунктне каже следећа лема.

Лема 1.2.65. Нека су V′ и V′′ ортогонални потпростори унитарног векторског прос-
тора V. Тада jе V′ ∩V′′ = ∅.

Доказ. Нека jе x ∈ V′ ∩ V′′. Тада x ∈ V′ и x ∈ V′′, па због ортогоналности потпростора
важи ⟨x∣x⟩ = 0, одакле следи x = 0.

Посебно питање jе зашто квантноj механици треба баш Хилбертов простор, са
своjа два додатна услова (vi) и (vii)? Одговором ћемо се касниjе детаљниjе бавити
расправљаjући о континууму, а за сада приметимо само толико да за физичке ствари
важи не само принцип случаjности већ и принцип коначности: материjалне поjаве
су коначне, ограничене до наjвише преброjиве бесконачности. Формално, еволуциjа
квантних стања мора бити представљана ограниченим линеарним операторима, а затим
ће се показати да су такви нужно непрекидни. Да би кодомен био коначан, домен мора
бити непрекидан.

Ако (теориjом релативности) дозвољавамо бесконачно успоравање времена, онда
такође дозвољавамо формално неограничен броj тренутака временских интервала. Као
у случаjу природних броjева, броj таквих тренутака jе наjвише преброjиво бесконачан.
Међутим, опет остаjе загонетно питање: откуд непреброjива бесконачност (континуум)
простор-времена? На ово ћемо се вратити касниjе.

Поред претходно реченог, само непрекидни оператори имаjу дискретан спектар.
Како за базне векторе узимамо сопствене векторе (спектар) то jе непрекидност домена
неопходан услов квантовања физичких особина. Као што ћемо видети, математика
векторских простора открива своjства микро-света физике коjа нам могу изгледати
неочекивана од тако jедноставних поставки из дефинициjе векторског простора.

За линеарне операторе T и S у n-димензионалном унитарном простору V кажемо
да су придружени или дуални оператори ако jе

⟨T (x)∣y⟩ = ⟨x∣S(y)⟩, (1.217)

за све x, y ∈ V.

Лема 1.2.66. За линеаран оператор T постоjи само jедан придружени оператор.

Доказ. Нека jе T линеаран оператор и претпоставимо да постоjе два различита линеарна
оператора S1 и S2 са особином (1.217). Тада имамо:

⟨T (x)∣y⟩ = ⟨x∣S1(y)⟩ = ⟨x∣S2(y)⟩,
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⟨x∣S1(y)⟩ − ⟨x∣S2(y)⟩ = 0,

а како та jеднакост важи за свако x, y ∈ V биће

S1(y) − S2(y) = 0,

што по дефинициjи оператора значи S1 = S2.

Због jединствености, придружен оператор линеарног оператора T означавамо са T †,
а због линеарности довољно jе писати Tx уместо T (x). Подсетимо се да смо са L(V)

означили скуп свих линеарних оператора коjи векторе из V пресликава у исти или неки
други векторски простор jеднако димензионалан, а таj скуп смо препознали као нови
векторски простор.

Теорема 1.2.67. Нека jе V векторски простор и нека су A,B ∈ L(V) са придруженим
операторима редом A† и B†. Тада jе:

i. A† ∈ L,

ii. (A†)† = A,

iii. (λA)† = λ∗A†,

iv. (A +B)† = A† +B†,

v. (AB)† = B†A†.

(1.218)

за све поменуте операторе A,B и све скаларе λ.

Доказ. i. За произвољне векторе x,u, v и скаларе α,β важи:

⟨x∣A†
(αu + βv)⟩ = ⟨Ax,αu + βv⟩ = α∗⟨Ax∣u⟩ + β∗⟨Ax∣v⟩ =

= α∗⟨x∣A†u⟩ + β∗⟨x∣A†v⟩ = ⟨x∣αA†u + βA†v⟩.

То jе доказ линеарности и A† ∈ L.
ii. Следи из:

⟨x∣(A†
)
†y⟩ = ⟨A†x∣y⟩ = ⟨x∣Ay⟩,

а отуда тврђење.
iii. За x, y ∈ V имамо:

⟨x∣(λA)
†y⟩ = ⟨(λA)x∣y⟩ = λ∗⟨Ax∣y⟩ = λ∗⟨x∣A†y⟩ = ⟨x∣λ∗A†y⟩,

а отуда тврђење.
iv. За x, y ∈ V имамо:

⟨x∣(A +B)
†y⟩ = ⟨(A +B)x∣y⟩ = ⟨Ax +Bx∣y⟩ = ⟨Ax∣y⟩ + ⟨Bx∣y⟩ =

= ⟨x∣A†y⟩ + ⟨x∣B†y⟩ = ⟨x∣A†y +B†y⟩ = ⟨x∣(A†
+B†

)y⟩,

а отуда тврђење.
v. Ако jе x, y ∈ V, онда jе:

⟨ABx∣y⟩ = ⟨Bx∣A†y⟩ = ⟨x∣B†A†y⟩,

а са друге стране jе
⟨ABx∣y⟩ = ⟨x∣(AB)

†y⟩.

Отуда тврђење.
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У свакодневном говору реч инвариjантност значи непромењеност па, на пример, у
биологиjи кажемо „форма ћелиjске деобе остаjе инвариjантна“. У математици, инвари-
jантна функциjа или величина jе она чиjа посматрана особина остаjе непромењена
након примене дате трансформациjе. На пример, површина троугла jе инвариjантна
на изометриjе еуклидске равни. У физици, Максвелове jедначине су инвариjантне
на Лоренцове трансформациjе. Овде, линеарни оператор jе инвариjантан на дати
потпростор, ако вектор из тог потпростора пресликава у исти потпростор.

Теорема 1.2.68. За сваки линеарни оператор A комплексног унитарног векторског
простора V димензиjе n постоjи бар jедан потпростор димензиjе n−1 коjи jе инвариjа-
нтан у односу на A.

Доказ. Посматраjмо оператор A†. Како jе простор V комплексан, постоjи бар jедан
сопствени вектор x оператора A† за коjи важи A†x = λx. Докажимо да jе n − 1
димензионални потпростор U, коjи се састоjи од свих вектора коjи су ортогонални
на x, инвариjантан у односу на A. Ако u ∈ U, тада jе ⟨u∣x⟩ = 0, па имамо ⟨Au∣x⟩ =

⟨u∣A†x⟩ = ⟨u∣λx⟩ = 0, а отуда Au ∈ U.

Примери Хилбертових простора

1) Комплексни простор l2 (или Cn2 ). Елементи овог простора су бесконачне сериjе
комплексних броjева x = (ξ1, ξ2, . . . ), y = (η1, η2, . . . ) чиjи квадрати збирова конвергираjу,
са нормама (дефинициjа 1.2.48):

∥x∥2
l2 =

∞

∑
k=1

∣ξk∣
2
< +∞, ∥y∥2

`2 =
∞

∑
k=1

∣ηk∣
2
< +∞.

Jеднакост
⟨x∣y⟩ = ∑

k=1

ξ∗kηk, (1.219)

представља скаларни производ.
2) Простор функциjа l2(T ). Дат jе произвољан скуп T чиjи елементи су комплексне

не-нула функциjе x(t) на наjвише преброjиво много тачака t ∈ T тако да

∥x∥2
l2(T ) = ∑

t∈T

∣x(t)∣2,

конвергира. Скаларни производ jе дефинисан изразом

⟨x∣y⟩ = ∑
t∈T

x∗(t)y(t). (1.220)

Сваки Хилбертов простор jе изоморфан са овим за неки T .
3) Простор L2 комплексних функциjа x(s) дефинисаних на скупу S са адитивном

позитивном мером µ датом на σ-алгебри подскупа од S коjе су мерљиве и имаjу интегра-
билне квадрате модула

∥x∥2
L2

=

ˆ
S
∣x(s)∣2 dµ(s) < +∞.

Аналогно, скаларни производ jе

⟨x∣y⟩ =

ˆ
S
x∗(s)y(s)dµ(s), (1.221)
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па jе и оваj простор Хилбертов.
Просторе l2 и L2 увео jе у математику и проучавао Хилберт у свом основном раду

[20] на теориjи интегралних jедначина и бесконачних квадратних форми. Дефинициjу
Хилбертовог простора дали су Ноjман82 [21], Рис83 [22] и Стоун84 [23], када су система-
тски поставили основе те теориjе.

4) Соболев85 просторWl(Ω), коjи се такође означава саH(l). То jе простор функциjа
f(x) = f(x1, . . . , xn) на (обично отвореном) скупу Ω ⊂ Rn тако да су p-та потенциjа
(1 ≤ p ≤ ∞) апсолутне вредности f и њене генералисане деривациjе до укључуjући реда
l интеграбилне. Норма функциjе f ∈W l

p(Ω) задата jе са

∥f∥W = ∑
α

∥Dα
∥Lp , α =

n

∑
k=1

αk, (1.222)

где су деривациjе

Dαf =
∂αf

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

, D0f = f,

са нормом

∥ψ∥Lp = (

ˆ
Ω
∣ψ(x)∣p dx)

1/p

, (1 ≤ p < ∞).

У случаjу p→∞ ова норма постаjе

∥ψ∥L∞ = inf
x∈Ω

∣ψ(x)∣, (p = ∞),

тj. наjвећа доња граница датог скупа.
5) Хилбертов простор H1 функциjа са вредностима у истом Хилбертовом простору.

Дат jе неки Хилбертов простор H са своjим скаларним производом ⟨x∣y⟩ где су x, y
вектори тог простора. Затим, произвољан домен Ω ⊂ Rn функциjа f(x) ∈ H коjе су
Бошнер мерљиве [24], тj. интеграбилне са вредностима у Хилбертовом простору а коjе
припадаjу фамилиjи тзв. jаких интеграла. Интеграл квадрата норме тих функциjа
конвергира ˆ

Ω
∥f(x)∥2dx < ∞,

у смислу Лебегове (или сличне) мере на Ω. Када дефинишемо нови скаларни производ

⟨f(x)∣g(x)⟩1 =

ˆ
Ω
⟨f(x)∣g(x)⟩dx (1.223)

на скупу тих функциjа, добиjамо нови Хилбертов простор H1.
6) Скуп континуалних „Бор скоро-периодичних“ функциjа [25], на реалноj оси фор-

мираjу пред-Хилбертов простор са скаларним производом

⟨x(t)∣y(t)⟩ = lim
T→∞

1

2T

ˆ T

−T
x∗(t)y(t)dt. (1.224)

Егзистенциjа овог лимеса доказуjе се у теориjи скоро-периодичних функциjа. Оваj
простор се комплетира у класу B2 (Бесиковичеве скоро-периодичне функциjе).

82John von Neumann (1903-1957), мађарско-амерички математичар.
83Frigyes Riesz (1880-1956), мађарски математичар.
84Marshall Harvey Stone (1903-1989), амерички математичар.
85Sergei Sobolev (1908-1989), руски математичар.
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Многе од ових и сличних форми користимо у квантноj механици, jер ипак то
су само репрезентациjе апстрактног векторског простора, као што су то и поjедина
квантна стања. Свако квантно стање са датим броjем димензиjа, броjем (линеарно)
независних физичких своjстава, еквивалентно jе до изоморфизма са сваком другом
репрезентациjом векторског простора, коjа такође има дати броj димензиjа. Студирање
квантних стања помоћу апстрактног векторског простора не иде даље од изоморфизама.
Све преко те границе више ниjе ствар самих апстракциjа математике, већ постаjе
конкретна материjална физика.
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1.2.6 Унитарни оператори

Подразумевамо да jе V унитаран векторски простор и да jе L векторски простор
линеарних оператора са доменом V. Посматрамо операторе тог простора коjи се, игром
речи али добрим делом и стварно, називаjу унитарни (jединични).

Дефинициjа 1.2.69 (Нормалан оператор). Ако оператор N ∈ L комутира са себи
придруженим оператором N †, ако N †N = NN †, тада N називамо нормалан оператор.

Следећа лема утврђуjе да су слике вектора добиjене нормалним и њему дуалним
оператором истих „интензитета“. Затим доказуjемо да спектар нормалног оператора
чине ортогонални вектори, и обрнуто, да свака ортогонална база представља спектар
неког нормалног оператора.

Лема 1.2.70. Ако jе N ∶ V→ V нормалан оператор, онда ∣N †v∣ = ∣Nv∣ за све v ∈ V.

Доказ. ∣N †v∣2 = ⟨N †v∣N †v⟩ = ⟨NN †v∣v⟩ = ⟨N †Nv∣v⟩ = ∣Nv∣2.

Лема 1.2.71. Нека jе N ∶ V → V нормалан оператор. Ако jе v ∈ V сопствени вектор
оператора N са сопственом вредношћу λ, онда jе v сопствени вектор и оператора N †

са сопственом вредношћу λ∗. Другим речима: Nv = λv⇒ N †v = λ∗v.

Доказ. Ако jе N нормалан оператор, онда jе такав и оператор N−λI. Према претходноj
леми, имамо ∣(N −λI)v∣ = ∣(N −λI)†v∣ = ∣N †v −λ∗v∣. Како jе Nv = λv лева страна jе 0 па
jе и десна страна 0, што значи N †v = λ∗v.

Теорема 1.2.72. Сопствени вектори нормалног оператора коjи одговараjу различитим
сопственим вредностима jесу ортогонални.

Доказ. Нека jе N ∈ L нормалан оператор и нека су v1, v2 ∈ V сопствени вектори
оператора N такви да jе:

Nv1 = λ1v1, Nv2 = λ2v2, λ1 ≠ λ2.

Тада jе:

λ2⟨v1∣v2⟩ = ⟨v1∣λ2v2⟩ = ⟨v1∣Nv2⟩ = ⟨N †v1∣v2⟩ = ⟨λ∗1v1∣v2⟩ = λ1⟨v1∣v2⟩,

(λ2 − λ1)⟨v1∣v2⟩ = 0,

⟨v1∣v2⟩ = 0,

jер jе по претпоставци λ2 ≠ λ1.

Да важи и (скоро) обрнуто тврђење од датог у теореми, за коначно димензионалне
просторе, каже следећа лема.

Лема 1.2.73. Свака коначна ортогонална база представља сопствене векторе неког
нормалног оператора.

Доказ. За ортогоналну базу v1, v2, . . . , vn ∈ V дефинишимо линеарни оператор L ∈ L

тако да jе Lvk = λkvk, где су λk скалари, редом за k = 1,2, . . . , n. Тада jе:

L†Lvk = L
†
(λkvk) = λk(L

†vk) = λkλ
∗
kvk, LL†vk = L(λ

∗
kvk) = λ

∗
k(Lvk) = λ

∗
kλkvk,

за сваки k = 1,2, . . . , n, па из λkλ∗k = λ
∗
kλk, следи комутативност оператора, L†L = LL†,

што значи да jе L нормалан оператор.
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Приметимо да jе линеарни оператор L ∈ L нормалан ако важи било коjа од jеднакости
L† = L, L† = −L, или L† = L−1. Отуда следећа подела нормалних оператора.

1. Себи-придружен или Хермиткси оператор jе онаj за коjи важи L† = L. То су
нормални оператори са реалним сопственим вредностима (eigenvalues).

2. Косо-придружен или косо-Хермитски оператор jе онаj за коjи важи L† = −L.
То су нормални оператори са чисто имагинарним сопственим вредностима.

3. Jединични или унитарни оператор jе онаj за коjи важи L† = L−1. То су
нормални оператори чиjе су сопствене вредности комплексни броjеви jединичне норме.

Унитарни оператори имаjу jош неколико важних особина.

Лема 1.2.74. Нека jе L ∈ L и n = dimV. Следећа тврђења су еквивалентна:
(a) L jе унитаран.
(b) ⟨Lx∣Ly⟩ = ⟨x∣y⟩ за све векторе x, y ∈ V.
(c) ∣Lv∣ = ∣v∣ за све векторе v ∈ V.

Доказ. Ако jе тачно (a) онда jе L† = L−1, па jе:

⟨Lx∣Ly⟩ = ⟨L†Lx∣y⟩ = ⟨L−1Lx∣y⟩ = ⟨Ix∣y⟩ = ⟨x∣y⟩,

што значи да jе тачно (b). Ако jе тачно (b) онда jе ⟨Lv∣Lv⟩ = ⟨v∣v⟩, што jе заправо (c).
Коначно, ако jе тачно (c) онда jе (∀v ∈ V) ⟨v∣v⟩ = ⟨Lv∣Lv⟩ = ⟨L†Lv∣v⟩, што значи L†L = I,
а то jе (a).

Теорема 1.2.75. У комплексном векторском унитарном простору V за сваки нормалан
оператор A постоjи ортонормирана база B коjа се састоjи од сопствених вектора
оператора A. Матрица A оператора A jе диjагонална матрица.

Доказ. Нека jе a1 сопствени вектор оператора A. Означимо са V1 ⊂ V потпростор коjи
jе ортогоналан на вектор a1. Ако jе λ1 сопствена вредност коjа одговара вектору a1,
дакле Aa1 = λ1a1, и ако jе x ∈ V1, тада jе:

⟨a1∣Ax⟩ = ⟨A†a1∣x⟩ = ⟨λ∗1a1∣x⟩ = λ1⟨a1∣x⟩ = 0.

Према томе, из x ∈ V1 следи Ax ∈ V1, што значи да jе V1 инвариjантан потпростор
простора V у односу на оператор A. Отуда, у простору V1 постоjи бар jедан сопствени
вектор оператора A. Означимо га са a2. Нека jе V2 = {a2}

⊥ простор окомит на вектор
a2 и V′

2 = V1 ∩V2. Исто као за V1 доказуjе се и V2 инвариjантан потпростор у односу
на оператор A. Зато jе и V′

2 инвариjантан потпростор у односу на оператор A па и
он садржи бар jедан сопствени вектор a3 оператора A. Нека jе V3 = {a3}

⊥ и V′
3 =

V1 ∩ V2 ∩ V3. Настављаjући оваj поступак долазимо до инвариjантног потпростора
V′
m−1 = V1 ∩V2 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩Vm−1 коjи садржи сопствени вектор am. Стављаjући Vm = {am}⊥

коначно добиjамо
V′
m = V1 ∩V2 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩Vm = ∅.

Тиме су исцрпљени сви сопствени вектори a1, a2, . . . , am а они су по своjоj конструкциjи
ортогонални. Нека jе

ek =
ak

∥ak∥
, k = 1,2, . . . ,m,

показаћемо да jе B = {e1, e2, . . . , em} ортонормирана база унитарног простора V.
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Како су вектори ek ортонормирани, они су линеарно независни, па се скуп B може
продужити до базе B1 простора V, где jе B1 = {e1, e2, . . . , em, b1, b2, . . . , bs}. Тада се
произвољан вектор x ∈ V може jеднозначно изразити као линеарна комбинациjа вектора
базе B1:

x = α1e1 + α2e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + αmem + β1b1 + β2b2 + ⋅ ⋅ ⋅ + βsbs.

Нека jе y = β1b1+β2b2+⋅ ⋅ ⋅+βsbs и докажимо да jе y = 0. Како jе αk = ⟨x∣ek⟩ (k = 1,2, . . . ,m),
имамо:

x = ⟨x∣e1⟩e1 + ⟨x∣e2⟩e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ⟨x∣em⟩em + y,

y = x − ⟨x∣e1⟩e1 − ⟨x∣e2⟩e2 − ⋅ ⋅ ⋅ − ⟨x∣em⟩em,

⟨y∣ek⟩ − ⟨x∣ek⟩ = 0, k = 1,2, . . . ,m.

Дакле, y jе ортогонално на ek за k = 1,2, . . . ,m, што значи да jе y ∈ Vk (k = 1,2, . . . ,m),
па jе зато

y ∈
m

⋂
k=1

Vk = ∅,

тj. y = 0. То значи да се произвољан елеменат x ∈ V може изразити као линеарна
комбинациjа елемената скупа B; да jе B база простора V.

Нека jе λk сопствена вредност коjа одговара сопственом вектору ek. Тада jе Aek =
λkek и отуда

A =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

λ1

λ2

. . .
λm

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

То jе диjагонална матрица оператора A.

У складу са становиштем да физичке особине разапињу векторски простор (тачниjе:
репрезентациjу) квантног стања и посебно да их можемо сматрати ортонормираним
базним векторима, ове теореме тврде да свако квантно стање има своjе нормалне
операторе. Како су линеарни оператори еволуциjе (спонтани развоjи квантног система)
или су проjекциjе (мерења обзервабли), то су нама за сада наjпознатиjе промене на
квантном стању – увек оне коjе су повратне.

Прво, то значи да се затворени квантни систем мења тако да чува информациjу. А
то и ниjе нека новост, па сада представља само незнатну потврду претходних поставки.
Друго, то значи да када год имамо ход неког квантног стања у будућност, у односу
на нас односно у односу на уређаjе коjима пратимо таj развоj, увек постоjи и неко
становиште са обрнутим смером тока времена. Физика хипотетички већ познаjе такву
„реалност“, са обрнутим током времена (рецимо позитрона у односу на електрон), али
овде има jош нешто.

Подсећам, када бацимо новчић да би донели неку одлуку, или се (обjективно)
случаjно деси неки исход од коjег зависи наша будућност, избором будућности A уместо
будућности B улазимо у jедну од могућих паралелних реалности. Jасно jе да су
физички закони инвариjантни на такве изборе и да се све количине, за коjе важе
физички закони одржања, дуплираjу (мултиплицираjу) у реалност A и реалност B.
Због истих закона одржања ниjе могућа комуникациjа између реалности A и B, па
иако оне имаjу заjедничку прошлост, тешко jе говорити о физичким реалностима A и
B, мада оне за математику и нису нестварне.
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Занимљиве последице наведених теорема долазе из тврђења да постоjе инверзни
оператори. Оно што jе за jедног посматрача у времену реализациjа неизвесности у
информациjу, то jе за инверзног „реализациjа“ информациjе у неизвесност. Оператору
коjи jе одвео „наше“ прошло стање у исходе A и B, инверзан jе оператор коjи ће та два
стања третирати као неизвесности коjе ће колабирати у jедну од „наших“ неизвесности
доживљаваjући их тада као извесност, тj. информациjу. Наравно, то jе сада само
потврда оног размишљања са коjим jе овде већ коментарисан кjубит.

Придружена матрица

Нека jе B = {e1, e2, . . . , en} jедна ортонормирана база унитарног n-дим векторског
простора V, а нека jе L ∈ L линеарни оператор над векторима тог простора и L† њему
придружен оператор. На основу теореме 1.2.67, биће и L† линеарни оператор над V.
За матричне репрезентациjе ових оператора у бази B важи редом:

L = (αµν)n×n, L†
= (βµν)n×n,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Le1 = α11e1 + α12e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + α1nen
Le2 = α21e1 + α22e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + α2nen
. . . ,
Len = αn1e1 + αn2e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + αnnen,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L†e1 = β11e1 + β12e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + β1nen
L†e2 = β21e1 + β22e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + β2nen
. . . ,

L†en = βn1e1 + βn2e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + βnnen,

⟨Leν ∣eµ⟩ = ανµ, ⟨L†eµ∣eν⟩ = βµν ,

редом за индексе µ, ν = 1,2, . . . , n. Отуда, даље:

⟨L†eµ∣eν⟩ = ⟨eν ∣L
†eµ⟩

∗
= ⟨Leν ∣eµ⟩

∗,

βµν = α
∗
νµ,

што значи
L†

= (L∗)τ . (1.225)

Другим речима, репрезентациjе линеарног и њему придруженог оператора, L и L†, су
редом матрица и њоj придружена (конjуговано транспонована) матрица, L и L†.

Даље jе могуће доказати да jе придруживање L→ L† непрекидно, да конвергенциjа
низа Ln оператору L повлачи конвергенциjу низа L†

n оператору L†, и наравно, ако
jе λ своjствена (тj. сопствена) вредност оператора L, онда jе λ∗ своjствена вредност
оператора L†.

Трансформациjа базе

Нека jе B′ = {e′1, e
′
2, . . . , e

′
n} друга база истог простора. Вектор x ∈ V приказан у ове

две базе имаће различите компоненте:

x(e) =
⎛
⎜
⎝

ξ1

⋮

ξn

⎞
⎟
⎠
, x(e′) =

⎛
⎜
⎝

ξ′1
⋮

ξ′n

⎞
⎟
⎠
,

тако да jе:

x =
n

∑
j=1

ξjej , x =
n

∑
k=1

ξ′ke
′
k. (1.226)
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Два система скалара (ξk) и (ξ′k) представљаjу исти вектор x. Постављамо питање каква
jе веза између ових координата?

Нека jе L линеарни оператор са своjством да jе

e′k = Tek =
n

∑
j=1

tjkej (k = 1, . . . , n). (1.227)

Како T преводи базу у базу, то оваj систем jедначина има jединствено решење, па
кажемо да jе T регуларан оператор. Са (1.226) сада имамо:

n

∑
j=1

ξjej =
n

∑
k=1

ξ′ke
′
k =

n

∑
k=1

ξ′k

n

∑
j=1

tjkej ,

n

∑
j=1

[ξj −
n

∑
k=1

tjkξ
′
k]ej = 0,

а како базу B чине линеарно независни вектори, имамо

ξj =
n

∑
k=1

tjkξ
′
k, (1.228)

односно x(e) = T(e)x(e′) или x(e′) = [T(e)]−1x(e). Тиме jе доказан следећи став.

Теорема 1.2.76. Нека су (e) и (e′) две базе у простору V и T оператор коjи прву
преводи у другу са (1.227). Тада jе x(e′) = [T(e)]−1x(e), где jе T матрица оператора
T у бази (e).

Након композициjе, промене базе оператором T па онда оператором S, наjновиjа се
база добиjа из полазне помоћу оператора W = ST , а координате вектора x у наjновиjоj
бази из координата тога вектора у староj бази помоћу матрице [S(e′)]−1[T(e)]−1. При
томе jе T(e) матрица оператора T у бази (e), а S(e′) матрица оператора S у бази (e′).
Детаљниjе о овоме погледаjте у [26].

Пример 1.2.77. У простору квадратних полинома по t, стару базу чине вектори
e1 = 1, e2 = t и e3 = t2, а нову базу вектори e′1 = 1 + t, e′2 = t + t2 и e′3 = 1 + t2. Наћи
оператор T из (1.227) и њиме вектор x = 3 − t − 2t2 у новоj бази.

Решење. Имамо редом:
⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

e′1 = Te1 = e1 + e2

e′2 = Te2 = e2 + e3

e′3 = Te3 = e1 + e3,

T(e) =
⎛
⎜
⎝

1 0 1
1 1 0
0 1 1

⎞
⎟
⎠
⇐⇒ T(e)−1

=
1

2

⎛
⎜
⎝

1 1 −1
−1 1 1
1 −1 1

⎞
⎟
⎠
.

Вектор x = 3 − t − 2t2 има координате:

x(e) =
⎛
⎜
⎝

3
−1
−2

⎞
⎟
⎠
, x(e′) = [T(e)]−1x(e) =

⎛
⎜
⎝

2
−3
1

⎞
⎟
⎠
.

Дакле, x = 2(1 + t) − 3(t + t2) + (1 + t2) jе приказ вектора x у новоj бази.
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Матрице у базама

Теорема 1.2.78. За дате базе (e) и (e′) простора V са оператором T из (1.227) и са
произвољним оператором A ∈ L(V) jе

A(e′) = [T(e)]−1A(e)T(e), (1.229)

где су A и T матрице представљене у наведеним базама.

Доказ. У староj бази (e) за jедначину y = Ax имамо:

Aej =
n

∑
k=1

αkjek,

n

∑
k=1

ηkek =
n

∑
j=1

Aej =
n

∑
k=1

(
n

∑
j=1

αkjξj)ek,

ηk =
n

∑
j=1

αkjξj ,

или матрично y(e) =A(e)x(e).
У новоj бази (e′) иста jедначина y = Ax постаjе матрична y(e′) = A(e′)x(e′). Како

jе према претходноj теореми z(e) = T(e)z(e′), за произвољан вектор z ∈ V, добиjамо:

T(e)y(e′) =A(e)T(e)x(e′),

T(e)[A(e′)x(e′)] =A(e)T(e)x(e′),

T(e)A(e′) =A(e)T(e),

A(e′) = [T(e)]−1A(e)T(e),

а то jе оно што jе требало доказати.

Применимо ли ову теорему на оператор T , добиjамо T(e′) = T(e), тj. матрица
оператора T коjа веже базе иста jе у обе базе. Међутим, биће A(e′) =A(e) ако и само
ако оператори A и T комутираjу, AT = TA. Другим речима, ако оператор T преводи
jедну базу у другу, оператор A у те две базе ниjе представљен истом матрицом акко та
два оператора не комутираjу.

На пример, размотримо оператор положаjа и оператор импулса у репрезентациjи
положаjа квантне механике. Деловањем оператора положаjа x̂ променом вредности
апсцисе мења се импулс p̂x апсцисе, што значи да jе x̂p̂x ≠ p̂xx̂. Обрнуто, рецимо
променама ординате оператором положаjа ŷ не мења се импулс дуж апсцисе p̂x, што
значи да jе ŷp̂x = p̂xŷ. То jе у складу са Хаjзенберговим релациjама неодређености.
Са становишта проширења скаларног производа (1.115) на комутаторски производ
вектора и тумачења комуникациjе тим производом, нема размене информациjе између
ŷ и p̂x. Некомутативни оператори представљаjу узаjамно независне величине.

Пример 1.2.79. Посматраjмо простор, базе и оператор T из прошлог примера 1.2.77.
као и вектор x. Ако jе D оператор деривирања, наћи вектор y =Dx.

Растко Вуковић 151



КВАНТНА МЕХАНИКА

Решење. Из деривациjа De1 = 0, De2 = 1 и De3 = 2e2, следи матрица

D(e) =
⎛
⎜
⎝

0 1 0
0 0 2
0 0 0

⎞
⎟
⎠
.

У бази (e′) овом оператору припада матрица

D(e′) = [T(e)]−1D(e)T(e) =
1

2

⎛
⎜
⎝

1 1 −1
−1 1 1
1 −1 1

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

0 1 0
0 0 2
0 0 0

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

1 0 1
1 1 0
0 1 1

⎞
⎟
⎠
,

D(e′) =
1

2

⎛
⎜
⎝

1 3 2
−1 1 2
1 −1 −2

⎞
⎟
⎠
.

Тако за x = 3 − t − 2t2 имамо y = Dx = −1 − 4t, односно y(e) = (−1,−4,0)τ , а y(e′) =

D(e′)x(e′) = (−5
2 ,−

3
2 ,

3
2
) = −5

2(1 + t) −
3
2(t + t

2) + 3
2(1 + t

2).

Диjагонализациjа матрице

Теорема 1.2.75 каже да сваки нормалан оператор A у некоj ортонормираноj бази
представља диjагонална матрица. Другим речима, матрица A типа n × n се може
диjагонализирати ако и само ако има n линеарно независних вектора.

На пример, сопствене вредности λ и сопствене векторе x матрице

A = (
2 6
0 −1

) (1.230)

налазимо из:

0 = det(A − λI) = ∣
2 − λ 6

0 −1 − λ
∣ = (2 − λ)(−1 − λ),

одакле λ1 = 2 и λ2 = −1. Уврштаваjући их редом у jедначину (A − λkI)xk = 0 излази:

x1 = (
1
0
) , x2 = (

−2
1
) ,

што се лако проверава (матричним) множењем. Затим формирамо, иначе регуларну,
матрицу трансформациjе, T = (x1,x2), детаљниjе:

T = (
1 −2
0 1

) , T−1
= (

1 2
0 1

) ,

за коjу важи:

A′
= T−1AT = (

1 2
0 1

)(
2 6
0 −1

)(
1 −2
0 1

) = (
2 0
0 −1

) .

Матрица A′ jе диjагонална и слична матрици A.
Сопствени вектори диjагоналне матрице A′ су e′1 = (1,0) и e′2 = (0,1), jер jе тада

A′e′1 = 2e′1 и A′e′2 = −e′2. Они чине другу базу (e′) у коjоj jе приказана матрица
оператора A. Ти исти вектори у првоj бази (e) су и даље сопствени вектори оператора
A, али представљеног матрицом A. Сопствени вектори су jедини чиjи „правац“ се
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не мења деловањем њиховог оператора, па важи Ax = λx за квадратну матрицу A
и матрицу-врсту x, обе представљене у првоj бази (e). Према теореми 1.2.76, тада jе
сопствени вектор xk пропорционалан саTe′k за k = 1,2. Отуда, матрица трансформациjе
прве у другу базу jе заиста T = (x1,x2).

Наравно, исто следи и из теореме 1.2.78 иза коjе смо приметили да jе матрица
оператора T коjи трансформише прву у другу базу, иста у обе базе. Такође, како важи
неjеднакост A′ ≠A, то оператори A и T не комутираjу.

Сличност и еквиваленциjа

Дефинициjа 1.2.80 (Сличне матрице). За две квадратне матрице A и B истог реда
n кажемо да су сличне ако постоjи регуларна матрица T таква да jе B = T−1AT.

Аналогно, за два оператора A и B кажемо да су слични, ако постоjи регуларан
оператор T такав да jе B = T −1AT . Подразумева се да jе векторски простор над истим
телом скалара Φ.

Ове релациjе сличности су релациjа еквиваленциjе (дефинициjа 1.1.31). Скуп свих
матрица A у свим могућим базама простора V образуjе класуK(A) међу собом сличних
матрица n-тог реда с елементима из Φ. Обрнуто, за класу K међу собом сличних
матрица n-тог реда с елементима из Φ постоjи бар jедан оператор A такав да jе K скуп
свих матрица тог оператора у свим могућим базама. Такође, сличним операторима
припада иста класа сличних матрица, тj. ако jе B слично са A тада jе K(B) = K(A)

и обрнуто. Оператори додељени истоj класи матрица међу собом су слични. Докази
ових ставова се изводе на часовима више линеарне алгебре.

Дефинициjа 1.2.81 (Еквивалентни оператори). За два оператора A,B ∈ L(V) кажемо
да су еквивалентни и пишемо A ∼ B, ако постоjе регуларни оператори T,S ∈ L са
своjством да jе B = SAT .

Са часова више алгебре, такође су нам познати следећи ставови. Оператори A,B ∈ L

су еквивалентни онда и само онда, ако имаjу исти ранг, тj. ако су њихови кодомени
истих димензиjа, ако jе dimR(A) = dimR(B). Броj линеарно независних редака било
коjе коначне матрице jеднак jе броjу независних ступаца те матрице, а таj броj се зове
ранг матрице.

На пример, тражимо ранг матрице A низом еквивалентних трансформациjа:

A =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 2 1 1 −5
2 1 3 2 1
2 1 −1 6 5
2 −1 12 −5 −12

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∼

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 −2 0 1 −5
3 1 1 2 1
−1 1 1 6 5
12 −1 1 −5 −12

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∼

∼

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 0
3 7 1 −1 16
−1 −1 1 7 0
12 23 1 −17 48

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∼

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 0
0 7 1 −1 1
0 −1 1 7 0
0 23 1 −17 3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∼

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 0
0 1 7 −1 1
0 1 −1 7 0
0 1 23 −17 3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∼

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 0
0 1 0 −1 1
0 0 −8 8 −1
0 0 16 −16 2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∼

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 −8 8 −1
0 0 16 −16 2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

∼

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,
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а последња матрица, очигледно, има ранг три. Према томе, ранг матрице A jе 3.
Посебно, матрица трећег реда

A0 =
⎛
⎜
⎝

0 −2 1
2 1 3
2 1 −1

⎞
⎟
⎠
, (1.231)

коjа jе издвоjена из дате матрице A, jе регуларна. Регуларна jе квадратна матрица
чиjи ред jе jеднак њеном рангу.
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1.2.7 Полиноми оператора

Када jе V векторски простор димензиjе n ∈ N, над телом скалара Φ, онда jе L ∶ V→ V
векторски простор свих линеарних оператора димензиjе n2. Према томе, за сваки
оператор A ∈ L постоjи нетривиjалан полином степена не већег од n2 за коjи jе A нула
полинома. Потражимо такав минимални полином оператора A.

Нека jе (e) база датог векторског простора и A(e) матрица оператора A у тоj бази.
Тада jе Pn(λ) = det(λI −A), што значи

Pn(λ) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

λ − α11 −α12 . . . −α1n

−α21 λ − α22 . . . −α2n

. . .
−αn1 −αn2 . . . λ − αnn

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

, (1.232)

односно
Pn(λ) = λ

n
− σ1λ

n−1
− σ2λ

n−2
− ⋅ ⋅ ⋅ − σn, (1.233)

jе сопствени, своjствени или карактеристични полином оператора A. Израз Pn(λ) = 0
назива се своjствена, карактеристична или секуларна jедначина оператора A. Броjеви
σk не зависе од базе у коjоj се рачуна матрицаA(e), већ само од оператора A, jер сличне
матрице (дефинициjа 1.2.80) имаjу исту детерминанту. Наиме, det(T−1AT) = detA
следи из теореме 1.2.27.

Из (1.232) налазимо

(−1)n−1σn = (−1)nPn(0) = detA. (1.234)

Деривирањем добиjамо

(−1)n−2σn−1 = (−1)n−1dPn
dλ

∣
λ=0

=

RRRRRRRRRRRRRR

α22 . . . α2n

. . .
αn2 . . . αnn

RRRRRRRRRRRRRR

+

RRRRRRRRRRRRRR

α11 α13 . . . α1n

. . .
αn1 αn3 . . . αnn

RRRRRRRRRRRRRR

+ . . . ,

на основу (1.148), а то jе збир главних (диjагоналних) минора (n − 1)-ог реда матрице
A(e). Даљим деривациjама и стављањем λ = 0 налазимо, уопште, да за израчунавање
броjа σk (k = 1,2, . . . , n) треба израчунати све главне миноре k-тог реда дате матрице.
О томе говори и следећа, Кеjлиjева86 теорема (Cayley–Hamilton theorem). Посебно

σ1 = α11 + α22 + ⋅ ⋅ ⋅ + αnn, (1.235)

што се лако види и из (1.232). Таj броj, коjи такође не зависи од базе, зове се траг
оператора A и означава са TrA.

Теорема 1.2.82 (Кеjли-Хамилтон). Ако jе V n-димензионални векторски простор над
телом Φ и A ∶ V→ V линеаран оператор, тада jе

An − σ1A
n−1

− σ2A
n−2

− ⋅ ⋅ ⋅ − σn−1A − σnI = 0, (1.236)

тj. A jе нула свог своjственог полинома.
86Arthur Cayley (1821-1895), британски математичар.
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Доказ. Нека jе Bλ(e) адjунгована матрици λI(e)−A(e), елементи Bλ(e) су кофактори
елемената те матрице. Зато jе

Bλ(e) = λ
n−1B0 + λ

n−2B1 + ⋅ ⋅ ⋅ + λBn−2 +Bn−1,

где су B0, B1, ..., Bn−1 неке константне матрице. Са Bj означимо линеаран оператор
за коjи jе

Bj(e) = Bj (j = 0,1, . . . , n − 1).

Због
Bλ(e)[λI(e) −A(e)] = det(λI −A)I(e)

важи операторска jеднакост

(λn−1B0 + λ
n−2B1 + ⋅ ⋅ ⋅ + λBn−2 +Bn−1)(λI −A) =

= (λn − σ1λ
n−1

− ⋅ ⋅ ⋅ − σn−1λ − σn)I

за свако λ ∈ Φ. Упоређивањем коефициjената уз λk излази:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

B0 = I
B0A −B1 = σ1I
B1A −B2 = σ2I
. . .
Bn−2A −Bn−1 = σn−1I
Bn−1A = σnI.

(1.237)

Множењем прве jеднакости са An, друге са An−1, треће са An−2, ..., последње са A0 = I
и сабирањем добиjених резултата добиjамо (1.236), што jе и требало доказати.

Посебно, из (1.237) израчунавамо:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

B0 = I,
B1 =A − σ1I,
B2 =A2 − σ1A − σ2I,
. . .

Bk =Ak − σ1A
k−1 − ⋅ ⋅ ⋅ − σk−1A − σkI,

. . .
Bn =An − σ1A

n−1 − ⋅ ⋅ ⋅ − σn−1A − σnI = 0.

(1.238)

Оператор чиjа jе матрица

Bλ = λ
n−1I + λn−2B1 + ⋅ ⋅ ⋅ + λBn−2 +Bn−1 (1.239)

називамо адjунгованим оператором оператора λI−A. Ако jе оператор λI−A регуларан
(инвертибилан) онда се оператор

Rλ = (λI −A)
−1

=
Bλ

det(λI −A)
=

Bλ
Pn(λ)

(1.240)

назива резолвента оператора A.
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Пример 1.2.83. Проверити претходне наводе за матрицу

A = (
1 2
3 4

) .

Решење. Карактеристични полином jе

P2(λ) = det(λI −A) = det(
λ − 1 −2
−3 λ − 4

) = λ2
− 5λ − 2.

Проверавамо A2 − 5A − 2I = 0,

(
7 10
15 22

) − 5(
1 2
3 4

) − 2(
1 0
0 1

) = (
0 0
0 0

) ,

дакле, матрица A нулира своj карактеристични полином. Према Кеjли-Хамилтоновоj
теореми σ1 = 5 и σ2 = 2, па (1.238) даjе:

B0 = (
1 0
0 1

) , B1 = (
−4 2
3 −1

) , B2 = 0.

Матрицe:

Bλ = (
λ − 4 2

3 λ − 1
) , Rλ =

1

λ2 − 5λ − 2
(
λ − 4 2

3 λ − 1
)

су адjунгована матрица λI −A и резолвента. Проверавамо:

Rλ(λI −A) =
1

λ2 − 5λ − 2
(
λ − 4 2

3 λ − 1
)(
λ − 1 −2
−3 λ − 4

) = I,

што значи да jе заиста Rλ = (λI −A)−1.

Задатак 1.2.84. Проверити претходне наводе на матрици

A =
⎛
⎜
⎝

1 2 3
5 7 11
13 17 19

⎞
⎟
⎠
.

Упутство. Карактеристични полином jе

P3(λ) = det
⎛
⎜
⎝

λ − 1 −2 −3
−5 λ − 7 −11
−13 −17 λ − 19

⎞
⎟
⎠
= λ3

− 27λ2
− 77λ − 24.

Такође jе P3(A) = 0. Даље проверите сами.

Кеjли-Хамилтонову теорему можемо употребити за тражење редукованог полинома
матрице A, полинома степена jош мањег од карактеристичног а коjег иста матрица
задовољава. Понављам, за квадратну матрицу A реда n карактеристични полином
Pn(λ) = det(λI −A) дат jе изразом (1.233). Нуле тог полинома су сопствене вредности
(λ1, λ2, . . . , λn) и поред тога jе Pλ(A) = 0.
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Рецимо, даље, да имамо неки полином S(λ) = Q(λ)Pn(λ) + T (λ), дакле полином по
непознатоj λ степена не мањег од n, коjи подељен са полиномом Pn(λ) даjе количник
Q(λ) и остатак T (λ). Тада jе S(A) = Q(A)Pn(A) + T (A), па jе

S(A) = T (A), (1.241)

jер jе Pn(A) = 0. Дакле, матрица A задовољава и полином T (λ) коjи jе остатак делења
карактеристичним полиномом, а коjи jе полином реда не већег од n − 1.

Пример 1.2.85. Редукуjмо S(A) =A4 + 3A3 + 2A2 +A + I за матрицу

A = (
3 1
1 2

) .

Решење. Карактеристични полином ове матрице jе

P2(λ) = det(λI −A) = λ2
− 5λ + 5.

Он jе већ редукциjа датог полинома, са степена 4 на степен 2. Затим, делењем полинома
налазимо:

(λ4
+ 3λ3

+ 2λ2
+ λ + 1) = (λ2

+ 8λ + 37)(λ2
− 5λ + 5) + (146λ − 184),

што jе лако проверити множењем. Према томе

S(A) = 146A − 184

jе редуковани полином, сада степена 1.

Карактеристични полином и Кеjли-Хамилтонову теорему (краће: К-Х теорема)
понекад користимо за тражење виших степена матрице. На пример, матрица

A = (
1 2
3 1

) , (1.242)

задовољава карактеристичну jедначину A2 = 2A + 5I. Отуда:

A4
= (2A + 5I)2

= 4A2
+ 20A + 25I = 4(2A + 5I) + 20A + 25I = 28A + 45I.

Штавише, можемо користити рекурзиjу An+1 = 2An+5An−1 за израчунавање било коjег
степена n ∈ N матрице A. Слично, користимо их за инверзну матрицу.

Пример 1.2.86. Наћи инверзну матрицу матрице

⎛
⎜
⎝

7 2 −2
−6 −1 2
6 2 −1

⎞
⎟
⎠
,

користећи К-Х теорему87.
87Problems in Mathematics: https://yutsumura.com/
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Решење. Налазимо карактеристични полином P3(λ) = −λ
3 + 5λ2 − 7λ + 3 дате матрице.

Смењуjући λ са A и преуређуjући чланове полинома, добиjамо:

A3
− 5A2

+ 7A = 3I,

A(A2
− 5A + 7I) = 3I,

A−1
=

1

3
(A2

− 5A + 7I),

A1
=

1

3

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

⎛
⎜
⎝

25 8 −8
−24 −7 8
24 8 −7

⎞
⎟
⎠
− 5

⎛
⎜
⎝

7 2 −2
−6 −1 2
6 2 −1

⎞
⎟
⎠
+ 7

⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎟
⎠

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

A−1
=

1

3

⎛
⎜
⎝

−3 −2 2
6 5 −2
−6 −2 5

⎞
⎟
⎠
.

То jе тражена инверзна матрица.

Наравно, када матрица A ниjе регуларна, тj. ако jе њена детерминанта нула и нема
инверзне матрице, тада се може десити да важи и jеднакост и неjеднакост:

A3
=A2, A2

≠A. (1.243)

Рецимо, за сингуларну (нерегуларну) матрицу A другог реда, нека jе карактеристични
полином P2(λ) = λ2 − aλ за неки скалар a ≠ 1. Због К-Х теореме jе A2 = aA одакле
множењем добиjамоA3 = aA2, па због полазне jеднакости (A3 =A2) добиjамо aA2 =A2,
одакле A2 = 0, jер jе a ≠ 1.

Када су квадратне матрице истог редаA иB регуларне и постоjи резолвенти (1.240)
слична форма (I −AB)−1, тада постоjи и израз (I −BA)−1, без обзира да ли су дате
матрице комутативне. Наиме, пишемо ли:

{
(I −AB)−1 = I +AB +ABAB +ABABAB + . . .
(I −BA)−1 = I +BA +BABA +BABABA + . . .

доњи израз можемо представити помоћу горњег:

(I −BA)
−1

= I +B(I +AB +ABAB + . . . )A = I +B(I +AB)
−1A,

па jе
(I −BA)

−1
= I +B(I +AB)

−1A. (1.244)

Према томе, ако jе могућа инверзиjа матрице I−AB тада jе могућа и инверзиjа матрице
I −BA, а веза између те две инверзиjе jе (1.244).

Лема 1.2.87. За дати регуларни оператор A произвољни скалари x и y одређуjу
резолвенте Rx и Ry за коjе важи jеднакост Rx −Ry = (y − x)RxRy.

Доказ. Полазећи од (1.240), где xI −A пишемо просто x −A, добиjамо:

(x −A)(y −A) = xy − (x + y)A +A2
= yx − (y + x)A +A2

= (y −A)(x −A),

за свако x, y ∈ C. Отуда:

RxRy = [(x −A)(y −A)]
−1

= [(y −A)(x −A)]
−1

= RyRx,
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па Rx = (x −A)−1 и Ry = (y −A)−1 такође комутираjу. Даље имамо:

Rx −Ry = (x −A)
−1
− (y −A)

−1
=

= (y −A)(y −A)
−1

(x −A)
−1
− (x −A)(x −A)

−1
(y −A)

−1

= [(y −A) − (x −A)](x −A)
−1

(y −A)
−1

= (y − x)RxRy,

а то jе оно што jе требало доказати.

Подсећам, функциjа Pn(z) = det(z−A) jе полином непознате z до степена n, колики
jе и ред квадратне матрице A коjа представља линеарни оператор A у некоj бази,
небитно коjоj, датог векторског простора V. Скуп σ(A) = {λ1, . . . , λµ} сачињен од свих
µ = 1,2, . . . , n различитих нула тог полинома, називамо спектар. Поjедине скаларе λj
називамо сопственим вредностима датог оператора. Ако jе mj вишеструкост (дупло
поjављивање исте) сопствене вредности λj онда jе траг матрице, односно оператора

TrA =

µ

∑
j=1

mjλj (1.245)

збир сопствених вредности A са урачунатим вишеструкостима. То следи из Виетових
формула за полиноме и (1.233).

Напишимо сада карактеристични полином (1.233) на начин

cA(z) = z
n
− cn−1z

n−1
+ ⋅ ⋅ ⋅ + (−1)n−1c1z + (−1)nc0, (1.246)

коjи jе такође уобичаjен у литератури. Лако видимо да jе c0 = detA. Развоjем детерми-
нанте det(z − A) по првом ретку, jасно jе да jе коефициjент уз zn−1 овог полинома
исти као коефициjент уз zn−1 у производу (z − a11) . . . (z − ann), где су a11, . . . , ann
коефициjенти дате матрице, из чега следи да jе

cn−1 =
n

∑
k=1

akk = TrA. (1.247)

То jе исти траг исте матрице као у jедначини (1.245).
Препоставимо да jе A регуларан оператор. Како jе detA−1 detA = det(A−1A) = 1, то

за карактеристичан полином инверзне матрице налазимо:

cA−1(z) = det(z −A−1
) = det(−zA−1

)det(−z−1A)det(z −A−1
)

= (−z)nc−1
0 det(z−1

−A) = (−z)nc−1
0 cA(z

−1
)

= zn −
c1

c0
zn−1

+ ⋅ ⋅ ⋅ + (−1)n−1 cn−1

c0
+ (−1)n

1

c0
,

одакле произилази

TrA−1
=
c1

c0
=

µ

∑
j=1

mj

λj
. (1.248)

На краjу приметимо да сопствене вредности од z −A су z − λj са многострукошћу mj ,
тако да jе траг резолвенте дат изразом

Tr(z −A)
−1

=

µ

∑
j=1

mj

z − λj
, (1.249)

где jе µ ≤ n броj различитих сопствених вредности спектра оператора A.
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Оператор полинома

До сада смо решавали проблем тражења полинома датог оператора. Видели смо
да за произвољан оператор A ∈ L постоjи своjствени полином Pn(λ) = λI −A степена не
већег од n, коjи таj оператор поништава. Штавише, све нуле тог полинома су своjствене
вредности датог оператора. Сада постављамо обрнуто питање, за произвољан полином
pn(λ) степена n наћи оператор A ∈ L коме jе то своjствени полином.

Нека jе e1, . . . , en база у V и D ∈ L линеаран оператор дефинисан са:

De1 = e2, De2 = e3, . . . ,Den−1 = en, Den = δ1en + δ2en−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + δne1. (1.250)

Како су вектори базе независни, степен минималног полинома оператора D ниjе мањи
од n. Са друге стране, из претходног следи

(Dn
− δ1D

n−1
− ⋅ ⋅ ⋅ − δn−1D − δnI)e1 = 0,

па ставимо ли
Q(λ) = λn − δ1λ

n−1
− ⋅ ⋅ ⋅ − δn−1 − δn, (1.251)

биће Q(D)e1 = 0. Отуда Q(D)e2 = Q(D)De1 = DQ(D)e1 = 0 и уопште Q(D)ek = 0, за
k = 1, . . . , n. Према томе Q(D) = 0. Како jе наjстариjи коефициjент у Q jединица, то jе
Q(λ) минимални полином оператора D.

Нека jе задат произвољан полином

p(λ) = λn − α1λ
n−1

− ⋅ ⋅ ⋅ − αn−1λ − αn. (1.252)

онда (1.250) за δk = αk, са индексима редом k = 1, . . . , n, представља оператор D за
коjи jе p(λ) уjедно минималан и своjствени полином. Таj оператор се зове оператор
пратилац полинома p(λ). У бази (e) из (1.250) следи његова матрица

D(e) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 . . . 0 αn
1 0 . . . 0 αn−1

0 1 . . . 0 αn−2

. . .
0 0 . . . 1 α1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (1.253)

Наиме, означимо са Dn =D поменути оператор, а са Dn−1 оператор пратилац полинома

λn−1
− α1λ

n−2
= ⋅ ⋅ ⋅ − αn−2λ − αn−1.

То jе оператор коjи у n − 1 димензионалноj бази f2, . . . , fn делуjе на начин:

Dn−1f2 = f3, . . . , dn−1fn−1 = fn, Dn−1 = α1fn + α2fn−2 + ⋅ ⋅ ⋅ + αn−1f2,

Dn−1
n−1 − α1D

n−2
n−1 − ⋅ ⋅ ⋅ − αn−2Dn−1 − αn−1In−1 = 0,

где jе In−1 jединични оператор у n−1 димензионалном простору. За траг ових оператора
важи TrD2

n = TrD2
n−1 = α1 и уопште TrDk

n = TrDk
n−1 за k ≤ n − 1. Отуда:

TrDn−1
n−1 − α1 TrDn−2

n−1 − ⋅ ⋅ ⋅ − αn−2 TrDn−1 − (n − 1)αn−1 = 0,

и даље рекурзиjом.
Дакле, за задани полином p(λ) = λn −α1λ

n−1 − ⋅ ⋅ ⋅ −αn постоjи линеарни оператор D
за коjи jе таj полином истовремено и минималан и своjствен. Поред тога, коефициjенти
тог полинома везани су с траговима потенциjа оператора D релациjама

kαk = TrDk
− α1 TrDk−1

− ⋅ ⋅ ⋅ − αk−1 TrD, α1 = TrD. (1.254)

Матрица тог оператора у бази (e) jе (1.253).
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1.2.8 Траг матрице

Нека jе A ∶ V → V линеарни оператор. Претпоставимо да jе e1, e2, . . . , en база
векторског простора V у коjоj jе матрица датог оператора, A(e) диjагонална, са диjаго-
налним елементима λ1, λ2, . . . , λn. Подсећам, теорема 1.2.75 утврђуjе да за нормалан
оператор увек постоjи таква матрица. Тада jеAk(e), за свако k = 0,1,2, . . . , диjагонална
матрица са диjагоналним елементима λk1, λ

k
2, . . . , λ

k
n и увек jе

TrAk = λk1 + λ
k
2 + ⋅ ⋅ ⋅ + λ

k
n. (1.255)

Исти закључци важе и када jе A(e) троугаона матрица, чиjи су сви елементи са jедне
стране главне диjагонале нуле, а елементи на главноj диjагонали λ1, λ2, . . . , λn.

За такву матрицу своjствени полином jе:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

Pn(λ) = det(λI −A),
Pn(λ) = (λ − λ1)(λ − λ2) . . . (λ − λn),
Pn(λ) = λ

n − σ1λ
n−1 − ⋅ ⋅ ⋅ − σn−1λ − σn.

(1.256)

Диjагонални елементи матрице A(e) су нуле њеног своjственог полинома.
Означимо са D оператор пратилац полинома Pn(λ). Тада jе Pn(λ) своjствени

полином и оператора D. Како су λk нуле тога полинома, то jе

TrDk
= λk1 + λ

k
2 + ⋅ ⋅ ⋅ + λ

k
n = TrAk, (1.257)

односно TrDk = TrAk за свако k = 0,1,2, . . . . Међутим, коефициjенти своjственог
полинома оператора D су везани с траговима тог оператора релациjама (1.254). Те
релациjе заjедно са (1.238) омогућаваjу израчунавање адjунгованог оператора за A.
Оне се могу пресложити у следећу шему, практичну за рачунање коjа, наравно, важи
и за истоимене матрице (в. [26]).

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A1 = A TrA1 = σ1 B1 = A1 − σ1I

A2 = AB1
1
2 TrA2 = σ2 B2 = A2 − σ2I

A3 = AB2
1
3 TrA3 = σ3 B3 = A3 − σ3I

⋮ ⋮ ⋮

An−1 = ABn−2
1
n−1 TrAn−1 = σn−1 Bn−1 = An−1 − σn−1I

An = ABn−1
1
n TrAn = σn Bn = An − σnI.

(1.258)

Последње Bn = 0 и то jе контрола рачунања.
Ако jе λ0 своjствена вредност матрице A, онда (λ0I−A)Bλ0 = 0 показуjе да jе сваки

ступац адjунговане Bλ0 , коjи не ишчезава, своjствен вектор матрице A, коjи припада
своjственоj вредности λ0. То смо већ користили, на пример (1.230).

Пример 1.2.88. Нађимо своjствене величине матрице

A =
⎛
⎜
⎝

1 8 −7
2 7 −5
−4 4 −8

⎞
⎟
⎠

помоћу табеле (1.258).
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Решење. Израчунавамо према наведеноj табели, редом:

A1 =A, σ1 = TrA1 = 0, B1 =A1,

A2 =AA1 =
⎛
⎜
⎝

45 36 9
36 45 −9
36 −36 72

⎞
⎟
⎠
, σ2 =

1

2
TrA2 = 81, B2 =A2 − 81I =

⎛
⎜
⎝

−36 36 9
36 −36 −9
36 −36 −9

⎞
⎟
⎠
,

A3 =AB2 =
⎛
⎜
⎝

0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞
⎟
⎠
, σ3 = 0, B3 =A3 = 0.

Своjствени полином jе P3(λ) = λ
2 − 81λ. Адjунгована матрица

Bλ = λ
2I + λB1 +B2 =

⎛
⎜
⎝

λ2 + λ − 36 8λ + 36 −7λ + 9
2λ + 36 λ2 + 7λ − 36 −5λ − 9
−4λ + 36 4λ − 36 λ2 − 8λ − 9

⎞
⎟
⎠
.

Због σ3 = 0, матрица A jе сингуларна. Матрица резолвента jе

Rλ =
Bλ

P3(λ)
= Bλ/(λ

3
− 81λ).

Решења jедначине P3(λ) = 0 су своjствене вредности λ1 = 0, λ2 = 9 и λ3 = −9. У тим
вредностима адjунгована матрица има вредности, редом:

Bλ1 =
⎛
⎜
⎝

−36 36 9
36 −36 −9
36 −36 −9

⎞
⎟
⎠
, Bλ2 =

⎛
⎜
⎝

54 108 −54
54 108 −54
0 0 0

⎞
⎟
⎠
, Bλ3 =

⎛
⎜
⎝

36 −36 72
18 −18 36
72 −72 144

⎞
⎟
⎠
.

Следећа три вектора:

x1 =
⎛
⎜
⎝

1
−1
−1

⎞
⎟
⎠
, x2 =

⎛
⎜
⎝

1
1
0

⎞
⎟
⎠
, x3 =

⎛
⎜
⎝

2
1
4

⎞
⎟
⎠
,

су своjствени вектори дате матрице, k-ти jе пропорционалан ступцима матрице Bλk .
Према томе, x1 jе своjствени вектор матрице A са своjственом вредношћу λ1 = 0, x2

jе своjствени вектор те матрице са своjственом вредношћу λ2 = 9, x3 jе своjствени
вектор са своjственом вредношћу λ3 = −9. Зато што x1, x2 и x3 припадаjу различитим
своjственим вредностима, они су независни, па jе матрица

T(x1,x2,x3) =
⎛
⎜
⎝

1 1 2
−1 1 1
−1 0 4

⎞
⎟
⎠

регуларна (тj. има инверзну матрицу). Затим, налазимо:

T−1
=

1

9

⎛
⎜
⎝

4 −4 −1
3 6 −3
1 −1 2

⎞
⎟
⎠
, T−1AT =

⎛
⎜
⎝

0 0 0
0 9 0
0 0 −9

⎞
⎟
⎠
,

где jе T = T(x1,x2,x3). Дакле, матрица A jе слична диjагоналноj матрици коjоj се на
диjагонали налазе своjствене вредности матрице A.
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То jе била демонстрациjа примене трагова у израчунавању своjствених величина
(резолвенте, своjственог полинома, своjствене вредности и своjствених вектора ). Ради
осталих примена, корисно jе познавати и неке опште особине трага матрице коjе ћемо
сада формулисати и доказати. Подразумевамо да имамо линеарни оператор A коjи jе
у бази e1, . . . , en представљен квадратном матрицом

A =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . .
αn1 αn2 . . . αnn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

. (1.259)

Транспоновањем добиjамо матрицу Aτ чиjе колоне су одговараjуће врсте матрице A.
Траг матрице jе збир елемената на главноj диjагонали матрице

TrA = α11 + α22 + ⋅ ⋅ ⋅ + αnn. (1.260)

Траг jе линеарни оператор.

Теорема 1.2.89 (Траг матрице). За све матрице A = (αij) и B = (βij) истог реда и
сваки скалар c важе jеднакости:

1○ TrAτ = TrA
2○ Tr(A +B) = TrA +TrB
3○ Tr(cA) = cTrA
4○ Tr(BA) = Tr(AB).

Доказ.

TrAτ
= Tr

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

α11 α21 . . . αn1

α12 α22 . . . αn2

. . .
α1n α2n . . . αnn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= Tr

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . .
αn1 αn2 . . . αnn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= TrA.

Tr(A +B) = Tr

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

α11 + β11 α12 + β12 . . . α1n + β1n

α21 + β21 α22 + β22 . . . α2n + β2n

. . .
αn1 + βn1 αn2 + βn2 . . . αnn + βnn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= TrA +TrB.

Tr(cA) = Tr

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

cα11 cα12 . . . cα1n

cα21 cα22 . . . cα2n

. . .
cαn1 cαn2 . . . cαnn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= c(α11 + ⋅ ⋅ ⋅ + αnn) = cTrA.

Tr(BA) =
n

∑
i=j

n

∑
k=1

βjkαkj =
n

∑
k=1

n

∑
j=1

αkjβjk = Tr(AB).

То су редом тражене ставке.

Непосредна последица ове теореме (4○) jе

Tr(T−1AT) = Tr[T(T−1A)] = Tr[(TT−1
)A] = TrA. (1.261)

Другим речима, сличне матрице имаjу исти траг. Посебно, када jе дата матрица
диjагонална, αjk = λjδjk, све матрице њоj сличне имаjу њен траг.
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Пример 1.2.90. Наћи expD за диjагоналну матрицу

D = (
2 0
0 −3

) .

Решење. Користимо ознаку expx = ex, Оjлеров броj e = 2,71828 . . . и даље познати
развоj функциjе у Теjлоров88 ред

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ ⋅ ⋅ ⋅ +

xn

n!
+ . . . (1.262)

Израчунавамо:

D2
= (

4 0
0 9

) , D3
= (

8 0
0 −27

) , . . . , Dn
= (

2n 0
0 (−3)n

) , . . .

exp(D) = I +
D

1!
+
D2

2!
+
D3

3!
+ ⋅ ⋅ ⋅ +

Dn

n!
+ ⋅ ⋅ ⋅ =

= (
1 0
0 1

) +
1

1!
(

2 0
0 −3

) +
1

2!
(

22 0
0 (−3)2) + ⋅ ⋅ ⋅ +

1

n!
(

2n 0
0 (−3)n

) + . . .

=
⎛

⎝

1 + 2
1! +

22

2! + ⋅ ⋅ ⋅ +
2n

n! + . . . 0

0 1 + −3
1! +

(−3)2

2! + ⋅ ⋅ ⋅ +
(−3)n

n! + . . .

⎞

⎠
,

exp(
2 0
0 −3

) = (
e2 0
0 e−3) .

Користећи (1.262) може се доказати да за сваку квадратну диjагоналну матрицу
важи аналогна jеднакост

exp

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
. . .
0 0 . . . λn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

expλ1 0 . . . 0
0 expλ2 . . . 0
. . .
0 0 . . . expλn

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

. (1.263)

Штавише, у овом изразу функциjу exp(x) можемо заменити косинусном или синусном
функциjом, cos(x) и sin(x), чиjи су развоjи у Теjлорове редове:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

cos(x) = 1 − x2

2 + x4

24 − . . . = ∑
∞
k=0

(−1)k

(2k)! x
2k

sin(x) = x − x3

6 + x5

120 − . . . = ∑
∞
k=0

(−1)k

(2k+1)!x
2k+1.

(1.264)

Сабирањем ових редова добиjамо чувену Оjлерову формулу

eix = cos(x) + i sin(x), (1.265)

а отуда опет (1.262), односно (1.263). Аналогно се може доказати да се функциjа exp(x)
у изразу (1.263) може заменити сваком функциjом f(x) коjа се може развити у Теjлоров
или Маклоренов89 ред.

88Brook Taylor (1685-1731), енглески математичар.
89Colin Maclaurin (1698-1746), шкотски математичар.

Растко Вуковић 165



КВАНТНА МЕХАНИКА

Ентропиjа

Фон Ноjман jе 1932. године обjавио књигу „Математичке основе квантне механике“
(в. [29]) коjа резимира резултате његових претходних радова. Сматра се да jе посебан
значаj те књиге у негирању скривених вариjабли на подручjу термодинамике, али овде
нам она треба због пар других идеjа. Прво због његове дефинициjе ентропиjе.

У квантноj статистичкоj механици, Ноjманова ентропиjа jе проширење класичног
Гибсовог90 концепта ентропиjе на области квантне механике. За класични систем,
колекциjу класичних честица са дискретним скупом микростања, за Ei енергиjу i-тог
микростања и Pi вероватноћу дешавања током промена система, ентропиjа jе

S = −kB∑
i

Pi lnPi. (1.266)

То jе Гибсова ентропиjа, где jе kB ≈ 1,38 × 10−23 J/K Болцманова константа коjа има
димензиjу енергиjе подељене температуром, као и ентропиjа. За квантно-механички
систем са матрицом густине ρ, Ноjманова ентропиjа jе

S = −Tr(ρ lnρ), (1.267)

где се узима траг по природним логаритмима матрице. Ако ρ пишемо помоћу сопствених
вектора ∣1⟩, ∣2⟩, ∣3⟩, ..., као

ρ = ∑
j

ηj ∣j⟩⟨j∣, (1.268)

тада jе Ноjманова ентропиjа
S = −∑

j

ηj lnηj . (1.269)

На оваj начин она има форму Шенонове информациjе коjа jе откривена петнаестак
година касниjе, 1948. године.

Матрица густине jе уведена у физику од стране Ноjмана, Ландауа91 и Блоха92, на
различите начине. Они су међу првима приметили разлике између квантних поjмова
чистог, мешаног и стања суперпозициjе. Ако су прва стања вектора ∣ψk⟩, друго jе
стање статистичке колекциjе таквих, рецимо са 50 % шансе за избор чистог стања ∣ψ1⟩

и 50 % шансе за избор чистог стања ∣ψ2⟩. Матрица густине jе посебно корисна за таква,
мешана стања.

За разлику од статистичког мешања, квантна суперпозициjа изражава суптилниjу
неизвесност. Прва се бави претежно реалним опциjама из коjих се на случаjан начин
добиjаjу реални исходи, друга се више бави самом неизвесношћу коjа се тек треба
реализовати у информациjу. Суперпозициjа чистих стања jе ∣ψ⟩ = a1∣ψ1⟩ + a2∣ψ⟩ где
се прво реализуjе са вероватноћом ∣a1∣

2, а друго са вероватноћом ∣a2∣
2, при чему jе

збир ових вероватноћа jедан, али оне не мораjу бити jеднаке. Суперпозициjа колабира
у jедно од ових стања, претвараjући сву претходну количину неизвесности у насталу
информациjу. То jе оно друго место због коjег се осврћемо на Ноjманов рад.

Тако стоjе ствари са историjским развоjем. Претпостављам да су вам позната
или доступна неслагања термодинамичке и Ноjманове, односно квантне дефинициjе
ентропиjе (в. [30]), тако да ту проблематику слободно можемо третирати на мало
другачиjи начин, овде доследан.

90Josiah Willard Gibbs (1839-1903), амерички научник.
91Лев Давидович Ландау (1908-1968), совjетски математичар.
92Felix Bloch (1905-1983), шваjцарски физичар.
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Неизвесност

Речено jе да jе Хартлиjева информациjа логаритам броjа jеднаковероватних исхода
H = lnN , те jе jеднака (негативном) логаритму вероватноће (P = 1/N) поjединог исхода.
У случаjу да имамо расподелу вероватноћа (независних случаjних догађаjа са по Nj

jеднаковероватних исхода, редом вероватноћа Pj = 1/Nj за j = 1, . . . , n са jединичним
збиром P1+⋅ ⋅ ⋅+Pn = 1), свака од њих има неку Хартлиjеву информациjу (Hj = − lnPj), а
њихова средња вредност, тачниjе математичко очекивање, jе Шенонова информациjа
S = P1H1 + ⋅ ⋅ ⋅ + PnHn.

Даље приметимо да се Шенонова информациjа може посматрати као скаларни
производ „вектора“ вероватноће (P1, . . . , Pn) и Хартлиjеве информациjе (H1, . . . ,Hn),
при чему су „кординате“ тако поредане да мању множимо са већом и већу са мањом, jер
већоj вероватноћи Pj одговара мања информациjа Hj = − lnPj и обрнуто. Чињеница да
jе вероватниjи догађаj мање информативан, заjедно са принципом вероватноће (чешће
се реализуjу вероватниjи догађаjи), води до принципа информациjе (штедње одавања
информациjе), а ово до минимализма у Шеноновом изразу.

Другим речима, када би у изразу S редослед P -ова остао исти, a редослед H-ова
био промењен, добио би се већи или jеднак броj Шеноновоj информациjи. Jеднакост
би се постигла само у случаjу да су све вероватноће дате расподеле међусобно jеднаке,
када jе Шенонова информациjа максимална. То jе кључно за разумевање мог приступа
информациjи и последица.

Доследно, приметимо да jе Хартлиjево H = lnN такође и количина неизвесности
коjа се реализациjом jедног од N догађаjа претвори у информациjу. При томе су
претходна неизвесност и настала информациjа jеднаке по количини, због чега саму
неизвесност формално сматрамо врстом информациjе. Шеноново S jе и неизвесност
расподеле поменутих n исхода. У случаjу (Pj = const.) jеднаковероватних исхода
расподеле, Шенонова неизвесност има наjвећу вредност када jе jеднака поjединим
Хартлиjевим (S =Hj за j = 1, . . . , n).

Другим речима, у аморфном, jедноликом распоређивању молекула гаса у соби
спакована jе (латентно jе садржана) максимална информациjа. То jе стање наjвеће
неизвесности и наjвеће ентропиjе. На таj начин видимо да природа тежи стањима
већег „нереда“ управо због принципа информациjе. Физичко мерење jе одузимање
информациjе система, што значи смањивање његове неизвесности, па према томе и
нарушавања константности jеднаковероватних исхода расподеле – у случаjу поменутог
максимума.

На таj начин се отклања парадокс мерења термодинамике, чиjи Други закон брани
добиjање информациjе мерењем, али такође открива да ниjе добро нити становиште
квантне механике – да мерење повећава ентропиjу. Наиме, мерење одузима неизвесност
система тачно за износ информациjе коjа се добиjе мерењем. То значи нарушавање
аморфног стања у случаjу jеднолико распоређених молекула по соби, или дефинисање
обjективне путање електрона самим чином мерења његовог положаjа. Такође, отварање
кутиjе са Шредингеровом мачком и констатовања да jе мачка рецимо „жива“, одузима
се информациjа тог система и нестаjе део његове укупне неизвесности. Садашњи чин
отварања кутиjе дефинише и прошла стања мачке, чинећи све претходне догађаjе
таквима да би се мачка сада могла поjавити „жива“.
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Поларизациjа светлости

Често навођен пример за разликовање чистог и мешаног стања од суперпозициjе
jе поларизациjа светлости. Светлост jе електромагнетно зрачење чиjи кванти су
фотони. Осцилациjе магнетног поља окомите су на осцилациjе електричног поља
чиjи правац осциловања одређуjе електрични вектор коjи може да ротира око правца
кретања светлости, као на слици 1.44. Вектор осциловања може да не мења правац,
да ротира по кружници или елипси, када имамо линеарно, кружно или елиптично
поларизовану светлост. Фотон jе у чистом квантном стању ако тачно знамо у коjоj
равни осцилуjе. Ако такве фотоне пропуштамо кроз решетку чиjи су отвори паралелни
са равни осциловања – пролази сва светлост, а када их пропуштамо кроз решетку
окомиту на раван осциловања – решетка зауставља сву светлост. Према томе, линеарно
поларизована светлост jе пример чистог квантног стања.

Slika 1.44: Кружна поларизациjа светлости.

Кружна или елиптично поларизована светлост су примери суперпозициjе квантних
стања. Вертикално и хоризонтално осциловање представљамо „чистим“ векторима ∣v⟩ и
∣h⟩, а фотон може бити у било коjем стању поларизациjе датом вектором ∣ψ⟩ = a∣v⟩+b∣h⟩,
где jе a, b ∈ C и ∣a∣2 + ∣b∣2 = 1. Ако усмеримо тако поларизовану светлост кроз решетку
(поларизатор) коjа пропушта само стање ∣v⟩, светлост ће пролазити са вероватноћом
∣a∣2 коjа не мора бити 1

2 . У сваком случаjу нема „цепања“ поjединих фотона, већ само
делимичне апсорпциjе два стања, ∣v⟩ и ∣h⟩.

Међутим, сунчева светлост или светлост електричне сиjалице (енг. Incandescent
light bulb) ниjе поларизована. Она jе мешана. Неполаризована светлост се разликуjе од
поменутог стања ∣ψ⟩, jер пролази кроз поларизатор (решетку) са 50 одсто губитака, коjа
год да jе ориjентациjа поларизатора. Неполаризована светлост се не може представљати
било коjим стањем облика a∣v⟩+b∣h⟩ у неком каузалном смислу, али може бити описана
просечним вредностима. Сваки фотон jе рецимо у квантном стању ∣v⟩ или jе у стању
∣h⟩ са пола-пола шансе. Та су стања потпуно непредвидљива за експеримент и зато их
сматрамо jедним мешаним стањем.
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Чисто стање

Кажемо да jе квантни систем у чистом стању ако имамо потпуно знање о систему,
у смислу тачног познавања његовог стања. То представљамо густином вероватноће ρ
са jедном од своjствених вредности jединицом, а свим осталим своjственим вредностима
нулама93. Дакле, када засигурно знамо да jе систем у квантном стању ∣ψ⟩, онда ∣ψ⟩ мора
бити сопствени вектор оператора ρ са jедним jединим сопственим стањем 1. Другим
речима, мораjу важити jеднакости:

ρ∣ψ⟩ = ∣ψ⟩, ρ∣φ⟩ = 0, (1.270)

где jе ∣φ⟩ било коjе стање окомито на ∣ψ⟩, коjе има вероватноћу нула.
На пример, када оператор густине вероватноће пишемо

ρ = ∣ψ⟩⟨ψ∣, (1.271)

за стања ∣ψ⟩ и ∣φ⟩ израчунавамо:

ρ∣ψ⟩ = (∣ψ⟩⟨ψ∣)∣ψ⟩ = ∣ψ⟩(⟨ψ∣ψ⟩) = ∣ψ⟩(1) = ∣ψ⟩,

ρ∣φ⟩ = (∣ψ⟩⟨ψ∣)∣φ⟩ = ∣ψ⟩(⟨ψ∣φ⟩) = ∣ψ⟩(0) = 0,

а то су управо резултати (1.270).
Други пример, израчунавање просечне вредности Хермитске обзервабле у систему

у чистом стању, помоћу густине вероватноће. Зато што jе траг оператора инвариjантан
израчунавамо га у било коjоj бази квантног система, овде у бази ∣k⟩ (k = 1, . . . , n) коjа
садржи стање ∣ψ⟩:

⟨M⟩ = Tr(ρM) дефинициjа просека
= ∑

n
k=1⟨k∣ρM∣k⟩ дефинициjа трага

= ∑
n
k=1⟨k∣(∣ψ⟩⟨ψ∣)M∣k⟩ jер jе ρ = ∣ψ⟩⟨ψ∣

= ∑
n
k=1⟨k∣ψ⟩⟨ψ∣M∣k⟩

= ⟨ψ∣M∣ψ⟩,

а ово на краjу долази од

⟨k∣ψ⟩ = {
1 ∣k⟩ = ∣ψ⟩
0 ∣k⟩ ≠ ∣ψ⟩.

Према томе, за систем у чистом стању добиjамо исту средњу вредност коjу бисмо добили
и без употребе густине вероватноће.

Трећи пример jе израчунавање ентропиjе:

S = −Tr(ρ lnρ) = −⟨ψ∣ lnρ∣ψ⟩ = −⟨ψ∣ lnρψ ∣ψ⟩ =

= −⟨ψ∣ψ⟩ lnρψ = −1 ⋅ ln 1 = 0.

Према томе, нема фон Ноjманове ентропиjе. Нема нити Шенонове информациjе. То jе
логично jер смо рекли да jе систем у чистом стању, у коjем нема врдања и нема места
случаjности. Друго jе питање да ли заиста постоjи нека супстанца коjа може бити у
толико чистом квантном стању? Да уопште не комуницира? Одговор на ту дилему,
веруjем, у нескладу jе и са Ноjмановим очекивањима.

93Susskind Lectures: http://www.lecture-notes.co.uk/susskind/
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Мешано стање

За систем кажемо да jе у мешаном стању ако га познаjемо само делимично или
никако. Исказано густином вероватноће ρ, више од jедне сопствене вредности мораjу
бити различите од нуле.

На пример, са два чиста стања правимо мешано стање ∣ψ⟩ = (∣0⟩ ± ∣1⟩)/
√

2, са
матрицом густине

ρ = (
1/2 ±1/2
±1/2 1/2

) , (1.272)

у бази датих „чистих“ вектора ∣0⟩ и ∣1⟩. То ниjе база сопствених вектора!
Други пример. Израчунавамо просечне вредности Хермитске вариjабле M у

мешаном стању, узимаjући за базу {∣ek⟩ ∶ k = 1, . . . , n} сопствене векторе, тако да jе
матрица ρ диjагонална. У тоj jе бази jединична матрица

I =
n

∑
k=1

∣ek⟩⟨ek∣. (1.273)

Израчунавамо:

⟨M⟩ = Tr(ρM) =
n

∑
k=1

⟨ek∣ρM∣ek⟩ =
n

∑
k=1

⟨ek∣ρIM∣ek⟩ =

=
n

∑
k=1

⟨ek∣ρ
⎛

⎝

n

∑
j=1

∣ej⟩⟨ej ∣
⎞

⎠
M∣ek⟩ =

n

∑
k=1

n

∑
j=1

⟨ek∣ρ∣ej⟩⟨ej ∣M∣ek⟩ =

=
n

∑
k=1

⟨ek∣ρ∣ek⟩⟨ek∣M∣ek⟩ =
n

∑
k=1

ρk⟨ek∣M∣ek⟩.

Дакле, средња вредност M jе

⟨M⟩ =
n

∑
k=1

ρk⟨ek∣M∣ek⟩, (1.274)

а то jе збир, по базним векторима ek (k = 1, . . . , n), вероватноћа система да буде у k-том
стању множених просеком M у том стању.

Трећи пример jе Фон Ноjманова ентропиjа система у мешаном стању:

S = −Tr(ρ lnρ) = −
n

∑
k=1

ρk⟨ek∣ lnρ∣ek⟩ = −
n

∑
k=1

ρk lnρk.

Дакле, ентропиjа мешаног стања jе

S = −
n

∑
k=1

ρk lnρk, (1.275)

а то jе формално jеднако Шеноновоj информациjи тог система. У посебном случаjу,
када немамо никаквих знања о систему и морамо претпоставити да jе вероватноћа
сваког исхода 1/N , ентропиjа jе

S = −∑k = 1N
1

N
ln

1

N
= lnN, (1.276)

а то jе тачно jеднако Хартлиjевоj информациjи.
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1.2.9 Линеарни системи

Постављање и решавање система линеарних jедначина и неjедначина jе jедна од
познатиjих и често примењиваних области алгебре. Линеарне jедначине су нам важне
и зато што нас проучавање тих система води директно у векторске просторе, али и
зато што се сада актуелни развоj квантних компjутера тестира на брзини решавања
управо линеарних система веома великог броjа jедначина (HHL algorithm, 2009). Ради
комплетности овог прегледа, погледаjмо прво неколико класичних модела коjи се своде
на неки линеарни систем jедначина.

Модел економиjе. Претпоставља се да нека економиjа има n индустриjа од коjих
свака ради по само jедан производ, користећи само jедан процес производње. Те
индустриjе произведу годишње тачно онолико робе колико jе потребно. Са ξi означимо
количину робе коjу годишње произведе индустриjа i. Током те године индустриjа
j користи за своjу производњу робу коjу произведе индустриjа i. Са ηij означимо
количину робе i потребну индустриjи j за годишњу производњу. Са βi означимо робу
коjу требаjу вањски тражиоци, изван датих индустриjа. Отуда систем

ξi = ηi1 + ηi2 + ⋅ ⋅ ⋅ + βi, (i = 1,2, . . . , n). (1.277)

Када jе ηii ≠ 0, то значи да i-та индустриjа користи властити производ за производњу.
Природно jе претпоставити да jе потражња робе пропорционална производњи, па jе
ηij = αijξj , где су αij коефициjенти пропорционалности коjи зависе од саме технологиjе
индустриjе i и као такви су познати. Познате су и коефициjенти βj , jер означаваjу
наруџбе изван производње. Тако систем (1.227) постаjе:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1 − α11)ξ1 − α12ξ2 − ⋅ ⋅ ⋅ − α1nξn = β1

−α21ξ1 + (1 − α22)ξ2 − ⋅ ⋅ ⋅ − α2nξn = β2

. . .
−αn1ξ1 − αn2ξ2 − ⋅ ⋅ ⋅ − (1 − αnn)ξn = βn.

(1.278)

Оваj систем jедначина jе основа модела економиjе Леонтjеова94 коjи jе од 30-их година
20. века примењиван у САД и до данас jе имао доста поопштења.

Модел Леонтjева представља поjедностављену економиjу са циљем да предвиди
ниво производње за сваку од неколико врста робе. Он подразумева:

• да има довољно од сваког производа у односу на потражњу;

• да нема вишкова, неискориштене робе.

Размотримо то на jедноj веома поjедностављеноj економиjи са три улаза95: сировина,
услуге, производња. Сировина jе роба многих индустриjа, пољопривреде и рударства
на пример. Услуге укључуjу малопродаjу, рекламирање, превоз, и тако даље.

За производњу (улаз) сировина потребне су (излази) друге две индустриjе. Рецимо,
она треба превоз своjе робе на тржиште, а требаjу jоj и производне машине. Индустриjа
сировина требуjе и неке од своjих властитих производа, на пример руду гвожђа да прави
челик за шине коjима руда иде из рудника. Све ове улазе и излазе резимира табела:

94Василий Васильевич Леонтьев (1905-1999), руско-амерички економиста.
95Terry McConnell: http://barnyard.syr.edu/
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Индустриjа Сировине Услуге Производња
Сировине 0,02 0,04 0,04
Услуге 0,05 0,03 0,01

Производња 0,2 0,01 0,1

Броjеви у табели показуjу колико излаза од сваке поjедине индустриjе треба датоj
индустриjи за производњу jедног динара (новчаних jединица) сопственог излаза. На
пример, да обезбеди 1 динар вредности услуга, сектор услуга потрошиће 0,05 динара
за сировине, затим 0,03 динара за услуге и 0,01 динара за производњу.

Податке табеле пишемо у матрици трећег реда (типа 3 × 3), коjа се назива улазно-
излазна матрица:

A =
⎛
⎜
⎝

0,02 0,04 0,04
0,05 0,03 0,01
0,2 0,01 0,1

⎞
⎟
⎠
. (1.279)

Друга важна матрица jе матрица потражње, коjа садржи податке (рецимо у милионима
динара) сваког излаза коjи jе тражен од потрошача и других изван дате економиjе
(извоз). То може бити

Y =
⎛
⎜
⎝

400
200
600

⎞
⎟
⎠
. (1.280)

На пример, у другом ретку jе потражња у вредности 200 милиона динара услуга од
стране потрошача и извозника. Трећа jе матрица производње X. То jе jош jедна колона
дужине три коjа представља количине (у милионима динара вредности) производње
сваке од три индустриjе. Вредности у тим колонама су непознате, али знамо да
матрични производ AX представља део производње за интерну употребу, за саме
индустриjе ради производње њихових роба. Разлика X −AX = (I −A)X представља
количину излаза потребну да се задовољи вањска потражња. Та потражња jе тачно
jеднака (нема шкарта) матрици Y = (I−A)X. Ова матрична jедначина има решење по
непознатим X = (I −A)−1Y, односно

⎛
⎜
⎝

449,24
237,27
769,13

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

0,98 −0,04 −0,04
−0,05 0,97 −0,01
−0,2 −0,01 0,9

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

400
200
600

⎞
⎟
⎠
. (1.281)

Тако налазимо да сектор услуга треба произвести 237,27 милиона динара вредности
услуга да би та економиjа била у равнотежи.

Проблем транспорта. Исту врсту робе имамо на m складишта: на првом α1

jединица робе, на другом α2, ..., на m-том αm jединица те робе. Ту робу треба превести
до n потрошача и то: до првог β1 jединица робе, до другог β2 jединица робе, ..., до n-тог
βn jединица робе. Позната jе наjмања цена γij превоза jединице робе са складишта i
до потрошача j. Тражи се да се наведени превоз уради на наjjефтиниjи начин. Пре
свега, мора бити

m

∑
i=1

αi =
n

∑
j=1

βj . (1.282)

Означимо ли са ξij количину робе коjу треба са складишта i допремити потрошачу j,
имамо систем jедначина:

n

∑
j=1

ξij = αi,
m

∑
i=1

ξij = βj . (1.283)
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Цена транспорта дата jе функциjом

ζ =
m

∑
i=1

n

∑
j=1

γijξij . (1.284)

Тражи се решење система (1.283) уз услов да функциjа ζ има минималну вредност. То
jе проблем транспорта коjи jе поставио и решио Хичкок96 1941. године (в. [31]).

Колико таj проблем зна бити сложен покушаjмо разумети на следећем примеру
парадокса транспорта. Наиме, у неким случаjевима, могуће jе смањити укупни трошак
превоза ζ самим повећањем броjа стоваришта или одредишта.

На пример, нека су матрица цена превоза C = (γij), а матрице-колона складишта
a = (αi) одредишта b = (βj), редом:

C = (
50 300
320 60

) , a = (
5
10

) , b = (
7
8
) . (1.285)

Оптимално решење, X = (ξij), дато jе матрицом

X = (
5 0
2 8

) , (1.286)

са минимумом ζ = 1370. Сада увећаjмо коефициjенте a1 и b2 за jедан, да имамо:

a′ = (
6
10

) , b′ = (
7
9
) . (1.287)

Оптимално решење сада jе

X′
= (

6 0
1 9

) , (1.288)

са минимумом ζ ′ = 1160. Парадоксално jе овде да jедна jединица превоза више чини
трошак превоза мањим, ζ ′ < ζ, за 210.

Проблем максималног профита у индустриjи. Претпостављамо да у фабрици
радиm различитих машинаM1,M2, . . . ,Mn, на коjима се може произвести n различитих
врста роба са ланчаном производњом – сваки од производа прво се обрађуjе на машини
M1, затим на машини M2, и тако редом до машине Mn. Претпостављамо да машине
раде непрекидно (у датим интервалима времена) и да jе време потребно за преправке
рада машина са jедне врсте робе на другу занемарљиво. На тржишту jе неограничена
потреба за свих n врста роба а цене су фиксне. Треба поставити задатак (програм) за
рад фабрике тако да годишњи профит буде максималан.

Узмимо да jе машина Mi (i = 1, . . . ,m) расположива βi часова током године. Да
бисмо добили j-ту jединицу робе, треба на машини M1 радити α1j часова, на машини
M2 треба радити α2j часова, ..., наMm треба αmj часова. Профит по jединици производа
робе j jе γj . Означимо са ξj броj jединица робе j произведене током године, што значи
да таj производ на машини Mi треба радити αijξj часова. Како jе машина Mi на
располагању свега βi часова, то jе

n

∑
j=1

αijξj ≤ βi (i = 1, . . . ,m). (1.289)

96Frank Lauren Hitchcock (1875-1957), амерички математичар.
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Природно, при томе jе свако ξk ≥ 0. Профит по jединици робе j jе γj , а за ξj jединица
таj профит jе γjξj . Отуда

ζ =
n

∑
j=1

γjξj (1.290)

jе укупни профит.

Пример 1.2.91. Произвођач ради две врсте скиjа, за егзибициjе и за слалом. Прва
врста захтева 8 часова рада на дизаjну и 4 часа завршних радова. Друга врста захтева
8 часова рада на дизаjну и 12 часова у завршници. Укупни броj радних часова на дизаjну
jе 160, а на завршници 180. Коначно, броj произведених скиjа прве врсте не сме бити
већи од 15. Колико се скиjа прве и друге врсте може произвести у таквим условима?

Додатно питање, ако jе профит на свакоj скиjи прве врсте jе 5 евра, а на скиjи
друге врсте 10 евра. Колико од сваке врсте скиjа произвођач треба произвести да би
остварио наjвећи профит?

Slika 1.45: Систем неjедначина.

Решење. Означимо броj произведених скиjа прве и друге врсте редом са x и y. Према
условима задатка, формирамо систем:

x ≥ 0, y ≥ 0, x ≤ 15, 8x + 8y ≤ 160, 4x + 12y ≤ 180.

На слици 1.45 jе то представљено шрафираном области унутар изломљене линиjе коjу
формираjу апсциса, ордината и три праве: x = 15 (l1), x + y = 20 (l2), x + 3y = 45 (l3).
Пресечне тачке су l1 ∩ l2 = A(15; 15) и l2 ∩ l3 = B(7,5; 12,5).

Профит износи p = 5x+ 10y. За различите вредности параметра p имамо паралелне
праве (пуна и две испрекидане на слици), од коjих само jедна (пуна линиjа) пролази
тачком B за вредност p(B) = p(7,5; 12,5) = 5 ⋅7,5+10 ⋅12,5 = 162,5. Према томе, у датим
условима, максималан профит jе p(B) = 162,5 евра.

Проблем исхране. Тражи се прогам за исхрану човека, групе људи, или животиња
и слично, тако да та исхрана буде што jефтиниjа. Избор за исхрану се врши међу n
прехрамбених артикала, коjи садрже m хранљивих састоjака. Нека jе αij количина i-
тог хранљивог састоjка у j-том прехрамбеном артиклу, а нека jе βi минимална потребна
количина i-тог прехрамбеног артикла и нека jе γj цена jединице прехрамбеног артикла
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j. То су познате величине. Означимо ли са ξj потребну количину прехрамбеног артикла
j онда jе αijξj количина i-тог хранљивог састоjка у ξj . Зато jе

n

∑
j=1

αijξj ≥ βi (i = 1, . . . ,m). (1.291)

Цена исхране jе

ζ =
n

∑
i=1

γjξj . (1.292)

Математички проблем исхране састоjи се у одређивању ненегативне вредности промен-
љивих ξ1, . . . , ξn тако да функциjа ζ има наjмању вредност уз услове (1.291).

* * *

Наведени и слични примери воде на алгебарски проблем линеарног програмирања.
Дати су векторски простор V димензиjе n, подскупови X,Y ⊂ V, линеарни оператор
A ∶ X → Y (коjи може бити и хомеоморфизам) и низ скалара γ1, . . . , γn. Процењуjу
се вредности компоненти вектора x = (ξ1, . . . , ξn) ∈ X пресликаног датим оператором у
вектор y = (β1, . . . , βm) ∈ Y , тако да функциjа

ζ = γ1ξ1 + ⋅ ⋅ ⋅ + γnξn (1.293)

има наjвећу (наjмању) вредност у датим условима.
У случаjевима веома великог броjа n, када нас не занимаjу редом све вредности

вектора x, већ само нека његова општа своjства и одређене поjединости, у датим
условима линеарног програмирања, од недавно су у развоjу методе решавања линеарних
проблема помоћу квантних компjутера (в. прилог [32]).

На пример, Харов, Хасидим и Лоjд (Harrow, Hassidim, Lloyd) су 2009. године
пронашли jедан алгоритам (ХХЛ алгоритам) коjи нам помаже да припремимо квантно
стање ∣x⟩ = A−1∣y⟩, где jе A−1 инверзна матрица (оператор) матрице A. Он jе практичан
и брз за (грубу) обраду милиjарди улаза, када можемо сместити 230 података у свега
30 кjубита, уместо у милиjарде одвоjених мемориjа. Затим израчунавамо милиjарду
вредности одjедном, суперпозициjом ∣y⟩ коjа резултира у ∣x⟩. То jе квантни алгоритам
коjи нам неће дати све вредности вариjабли, него ће нам рећи нешто о оригиналноj
дистрибуциjи података. Можемо сазнати, рецимо, да 1234. компонента вектора x има
наjвећу амплитуду, или наћи удаљеност тог вектора до неког другог.

Конвексни скупови

Присетимо се да jедначина праве кроз две тачке T0 и T1 представљене векторима x⃗0

и x⃗1 у тродимензионалном простору има облик x⃗ = x⃗0 + λ(x⃗1 − x⃗0). Када jе параметар
λ = 0 добиjамо тачку T0, када jе параметар λ = 1 добиjамо тачку T1, за 0 < λ < 1 имамо
тачке између T0 и T1. Аналогно важи за векторе x0 и x1 неког n димензионалног
реалног или комплексног простора. Тада се скуп свих вектора x облика

x = x0 + λ(x1 − x0) = (1 − λ)x0 + λx1 (1.294)

за коjе jе 0 ≤ λ ≤ 1 зове сегмент или дуж одређена са x0 и x1. Израз x = λ0x0 + λ1x1,
где су λ0, λ1 ≥ 0 и λ0 + λ1 = 1, jе конвексна комбинациjа (споj) вектора x0 и x1.
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Уопште, конвексна комбинациjа вектора x1, x2, . . . , xm ∈ V jе вектор x облика

x =
m

∑
k=1

λkxk,
m

∑
k=1

λk = 1, λ1, . . . , λm ≥ 0. (1.295)

Скуп K ⊆ V зовемо конвексним скупом, ако K заjедно с било коjе своjе две тачке садржи
и сегмент одређен тим тачкама. Другим речима, ако из x1, x2 ∈ K за свако λ ∈ (0,1)
следи λx1 + (1 − λ)x2 ∈ K, онда и само онда jе K конвексан скуп.

Лема 1.2.92. Конвексан скуп садржи сваку конвексну комбинациjу од коначно своjих
тачака.

Доказ. За две тачке тврдња се подудара са дефинициjом. Рецимо да jе тврдња истинита
за m тачака и онда докажимо да jе истинита за m + 1 тачака.

Нека су тачке x1, . . . , xm, xm+1 ∈ K и:

x =
m+1

∑
k=1

λkxk,
m+1

∑
k=1

λk = 1, λ1, . . . , λm+1 ≥ 0.

Ако jе ∑k=1mλk = 0, онда jе x = xm+1 ∈ K, а ако jе λ = ∑mk=1 λk ≠ 0, онда jе

x = λ(
λ1

λ
x1 + ⋅ ⋅ ⋅ +

λm
λ
xm) + λm+1xm+1.

Вектор у загради jе конвексна комбинациjа m вектора из K, па jе и он у K. Означимо
ли таj вектор са y, онда jе x = λy + λm+1xm+1 конвексна комбинациjа два вектора из K,
па jе и он из K. Тиме jе доказ математичком индукциjом завршен.

Узмемо ли коначно тачака x1, . . . , xm ∈ V и направимо ли све њихове конвексне
комбинациjе, добиjамо потпуно одређен наjмањи конвексан скуп коjи те тачке садржи,
коjи се зове конвексно попуњавање или конвексна љуска вектора x1, . . . , xm. Конвексна
љуска две тачке jе сегмент (дуж), конвексна љуска три неколинеарне тачке jе троугао.
Конвексна љуска може али не мора бити конвексан скуп.

Врхови троугла су његове истакнуте тачке у смислу да тачка на страници троугла
може са неком тачком троугла формирати сегмент коjи не садржи тачке троугла, али
теме троугла то не може. Ако за тачку x и две произвољне тачке x′, x′′ троугла, из
x = λx′ + (1 − λ)x′′ (0 < λ < 1) следи x = x′ = x′′, онда jе x теме троугла. Уопште,
када за тачку x конвексног скупа и две произвољне тачке x′, x′′ тог скупа, из x =

λx′ + (1−λ)x′′ (0 < λ < 1) следи x = x′ = x′′, онда тачку x називамо екстремном тачком
датог скупа. Према томе, троугао има три екстремне тачке, квадрат четири, а рецимо
круг бесконачно.

Теорема 1.2.93. У коначно димензионалном векторском простору сваки затворени и
ограничени конвексни скуп K коjи има коначно екстремних тачака x1, . . . , xm конвексна
jе љуска тих тачака. Тада jе:

x =
m

∑
k=1

λkxk,
m

∑
k=1

λk = 1, λ1, . . . , λm ≥ 0.

При томе се каже да jе S ⊆ V затворен скуп, ако ak ∈ S и ak → a0 повлачи a0 ∈ S
и да jе S ограничен скуп ако постоjи база e1, . . . , en ∈ V таква да jе supx∈S ∣x(e)∣ < ∞

где jе ∣x(e) = ∣ξ1∣ + ⋅ ⋅ ⋅ + ∣ξn∣. Детаљниjе о затворености и ограничености расправљамо у
следећем поглављу, а за сада приметимо само да поjам ограничености не зависи о бази,
него о скупу S. Укратко, то jе била Креин-Милманова теорема (в. [33], стр. 217. и
уопште VI глава), коjу овде нећемо доказивати.
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Пример 1.2.94. Проверити колинеарност помоћу комутатора тачака и леме 1.2.18.

Решење. Тачка T (x, y) jе на сегменту (1.294) између тачака T1(x1, y1) и T2(x2, y2) ако
и само ако за произвољне p, q ≥ 0 такве да jе p + q = 1 важи T = pT1 + qT2, односно:

(x, y) = p(x1, y1) + q(x2, y2),

x = px1 + qx2, y = py1 + qy2,

Множимо прву jедначину са y1, другу са −x1, па их саберимо. Затим, множимо прву
са y2, другу са −x2, па их саберимо. Добиjамо:

xy1 − yx1 = q(x2y1 − y2x1), xy2 − yx2 = p(x1y2 − y1x2),

Отуда, користећи комутаторе тачака, налазимо:

[T,T1] = q[T2, T1], [T,T2] = p[T1, T2],

[T1, T ] = q[T1, T2], [T,T2] = p[T1, T2],

[T1, T ] + [T,T2] = [T1, T2],

jер jе p + q = 1. Према леми 1.2.18, тачке T1, T, T2 су колинеарне ако

[T1, T ] + [T,T2] + [T2, T1] = 0,

односно ако jе површина троугла T1TT2 нула.

Крамерово правило

Када jе дат линеарни систем са n jедначина и исто толико непознатих, можемо
га записати помоћу матрице A = (αij) коjа садржи коефициjенте система и матрице-
ступца X = (ξk) коjа садржи непознате

AX = B, (1.296)

где jе B = (βk) матрица-ступац слободних коефициjената датог система jедначина.
Знамо да се решење овог система, између осталог, може добити и помоћу Крамеровог
правила (1.134), коjе ћемо сада и доказати.

У литератури се то правило наjчешће изводи из релациjе A−1 = adjA/detA и
упоређуjући кофакторе развоjа (в. [34]). Међутим, ефектниjе jе писати дату матрицу
система помоћу њених ступаца, па раздвоjити и вариjабле по базним векторима:

Xk = (e1, . . . ,ek−1,xk,ek+1, . . . ,en),

где jе ej матрица-ступац коjа има све нуле осим jединице у j-том ретку, а xk jе матрица-
ступац коjа има све нуле осим ξk у k-том. Отуда:

ξk = detXk = det(AAXk) = det(AXk)/detA,

(detA)ξk = det(a1, . . . ,ak−1,b,ak+1, . . . ,an),

а то jе Крамерово правило.
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1.2.10 Линеарно програмирање

Задат jе систем
n

∑
k=1

αjkξjk = βj , (j = 1, . . . ,m), (1.297)

од m линеарних jедначина са n непознатих и реалним коефициjентима. Треба наћи сва
позитивна решења тог система. У матричном облику тог задатка тражимо све векторе
облика x = (ξ1, . . . , ξn) = ∑

n
j=1 ξjej такве да jе

Ax = b, x ≥ 0, (1.298)

где jе A матрица типа m × n, а x ≥ 0 значи ξk ≥ 0 за све елементе матрице-ступца x.
Претпоставка b ≥ 0 не нарушава општост. Свако решење наведеног система назива
се могуће решење, а таj систем сагласан или конзистентан ако има бар jедно решење,
иначе jе несагласан, неконзистентан, тj. немогућ.

Како за свако могуће решење важи jеднакост (1.298), матрица A и проширена
матрица (A,b) имаjу исти ранг r. Ако jе r < m онда jе r −m jедначина тог система
сувишно и оне се могу изоставити. Дакле, не нарушаваjући општост, претпостављамо
да jе r = m. Ако jе r = m = n имамо квадратну регуларну матрицу и систем има
jединствено решење x =A−1b, па преостаjе само провера да ли jе x ≥ 0. Дакле, проблем
jе сувише одређен и мање jе интересантан од случаjа r = m < n, када се опет сличним
поступком налазе решења система.

Означимо k-ти ступац матрице A са ak па (1.298) напишимо у облику

b = ξ1a1 + ⋅ ⋅ ⋅ + ξnan (ξ1, . . . , ξn ≥ 0). (1.299)

Дати проблем се своди на налажење свих могућих растављања вектора b по ступцима
матрице A с ненегативним коефициjентима. Могуће решење x = (ξk) зове се базично
или основно решење, ако су вектори ak за коjе jе ξk > 0 независни. Основно решење за
коjе jе m координата различито од нуле зове се недегенерисано решење, а ако то ниjе
оно се назива дегенерисано решење.

Од ступаца матрице A можемо направити (
n
m
) скупова од по m вектора. Ако су

узети ступци независни, они могу да чине регуларну матрицу B, тако да jе вектор
x = B−1b потпуно одређен. Ако jе x ≥ 0 онда jе то основно решење, а таква матрица B
назива се основна матрица. Према томе, основних решења има наjвише (

n
m
) а толико

има и основних матрица, коjе све треба проверити решаваjући овакав проблем.

Пример 1.2.95. Наћи основно решење система:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

ξ1 + 2ξ2 − ξ5 = 8
−2ξ1 + ξ3 + ξ4 + ξ5 = 4
ξ1 + 2ξ2 − ξ3 + 2ξ4 + ξ5 = 8,

где се подразумева ξ1, . . . , ξ5 ≥ 0.

Решење. Прва три ступца чине матрицу:

(a1,a2,a3) =
⎛
⎜
⎝

1 2 3
−2 0 1
1 2 −1

⎞
⎟
⎠
,
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за коjу jе

(a1,a2,a3)
−1

=
1

16

⎛
⎜
⎝

2 −8 −2
1 4 7
4 0 −4

⎞
⎟
⎠
, b =

⎛
⎜
⎝

8
4
8

⎞
⎟
⎠
.

Израчунавамо (a1,a2,a3)
−1b = −2e1 + 5e2, а то jе могуће али не и основно решење.

Друга комбинациjа jе:

(a1,a3,a5) =
⎛
⎜
⎝

1 3 −1
−2 1 1
1 −1 1

⎞
⎟
⎠
⇒ (a1,a3,a5)

−1
=

1

10

⎛
⎜
⎝

2 −2 4
3 2 1
1 4 7

⎞
⎟
⎠
,

а тада jе x = (a1,a3,a5)
−1b = 4e1 + 4e3 + 8e5 основно решење а (a1,a3,a5) jе основна

матрица.
Матрица

(a1,a4,a5) =
⎛
⎜
⎝

2 0 −1
0 1 1
2 2 1

⎞
⎟
⎠

jе сингуларна, њена детерминанта jе нула, па вектори a1, a4 и a5 не образуjу базу.

Систем jедначина из наведеног примера има (
5
3
) = 10 могућих скупова по 3 вектора,

од коjих смо навели само jедан коjи даjе основно решење. Проучимо сада нека геоме-
триjска своjства свих могућих решења таквих система.

Основно решење

Теорема 1.2.96. 1○ Скуп K = {x∣Ax = b, x ≥ 0} jе затворен и конвексан.
2○ Ако K ниjе празан скуп, онда он садржи бар jедно основно решење.
3○ Ако постоjи основна матрица B = (ai1 , . . . ,aim) и ступац ap матрице A такав

да jе B−1ap ≤ 0, онда jе K неограничен скуп.

Доказ. Да jе K затворен и конвексан скуп очигледно jе, па докажимо остале тврдње.
Нека jе x = (ξ1, . . . , ξn) ∈ K. Треба доказати да у K постоjи вектор y = (η1, . . . , ηn) такав
да су ступци ak матрице A, за коjе jе ηk > 0, независни. Ради тога пренумеришимо
ступце те матрице и координате вектора x тако да jе ξk > 0 за k ≤ p и ξk = 0 за k > p, па
имамо

b =
n

∑
k=1

ξkak =
p

∑
k=1

ξkak.

Ако су вектори a1, . . . ,ap независни, онда jе p ≤m и x jе основно решење, па jе испуњен
и услов 2○.

Међутим, ако су вектори a1, . . . ,ap зависни, тада jе ∑k λkak = 0, при чему бар за
jедно k ∈ {1, . . . , p} важи λk ≠ 0, а за такво jе

ak = −∑
j≠k

λj

λk
aj , b = ∑

j≠k

(ξj −
λj

λk
ξk)aj .

Дакле, вектор b jе споj p − 1 ступаца матрице A. Ако су при томе jош и ξj −
λj
λk
ξk > 0,

онда су ти ступци елементи из K, коjи немаjу више од p − 1 координата различитих од
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нуле. Наведена неjеднакост jе испуњена ако jе λj < 0, а за λj > 0 она повлачи ξj
λj

≥
ξk
λk
.

Отуда
ξk
λk

≤ min
j≠k

{
ξj

λj
∣λj > 0}.

Дакле, узмемо ли k такво да jе достигнут поменути минимум, онда ξj−
λj
λk
ξk > 0 jе за све

j и елиминациjа припадног вектора ak из низа a1, . . . ,ap значи постоjање елемента у K
за коjи jе наjвише p − 1 координата различито од нуле. Продужимо ли оваj поступак,
након коначно корака долазимо до тврђења 2○.

Да докажемо тврђење 3○, претпоставимо да jе

B = (a1, . . . ,am), x = B−1b = (ξ1, . . . , ξm,0, . . . ,0)

одговараjуће основно решење. Ако jе B−1ap = (λ1, . . . , λm) ≤ 0 за неко p, онда jе редом
λ1 ≤ 0, ..., λm ≤ 0, тj.

ap = λ1a1 + ⋅ ⋅ ⋅ + λmam.

Али тада jе

b =
m

∑
j=1

(ξj − λλj)aj + λap

и за λ > 0 имамо ново могуће решење

xλ =
m

∑
j=1

(ξj − λλj)ej + λep,

коjе има наjвише m + 1 координата различитих од нуле. Како jе xλ ∈ K за свако λ > 0,
то jе K неограничен скуп.

Екстремно решење

Теорема 1.2.96 утврђуjе да егзистенциjа могућег повлачи егзистенциjу основног
решења и даjе поступак за његову конструкциjу. Даље доказуjемо да су основна
решења екстремне тачке конвексног скупа K свих могућих решења, и обрнуто.

Теорема 1.2.97. Ако jе x ∈ K основно решење система Ax = b, x ≥ 0, онда jе x
екстремна тачка скупа K. Обрнуто, ако jе x екстремна тачка скупа K, онда jе K
основно решење. Скуп K има коначно екстремних тачака.

Доказ. Када jе x основно решење, онда jе b споj m независних ступаца матрице A, а
коефициjенти тога споjа су координате вектора x. Новом нумерациjом постижемо

b =
m

∑
j=1

ξjaj , x = (ξ1, . . . , ξm,0, . . . ,0).

Нека су y = (ηk) и z = (ζk) вектори из K такви да jе

x = λy + (1 − λ)z, (0 < λ < 1).

Тада jе ξk = ληk +(1−λ)ζk за k = 1, . . . , n. За k >m имамо ληk +(1−λ)ζk = 0, што заjедно
са ηk ≥ 0, ζk ≥ 0, 0 < λ < 1 повлачи ηk = ζk = 0. Према томе jе

b =
m

∑
k=1

ηkak =
m

∑
j=1

ξjaj , b =
m

∑
k=1

ζkak.
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Независност вектора a1, . . . ,am и три приказа вектора b по тим векторима повлаче
ξk = ηk = ζk за k = 1, . . . ,m. Али тада jе x = y = z, а то значи да jе x екстремна тачка
скупа K.

Докажимо сада обрнуто. Нека jе x = (ξ1, . . . , ξn) ∈ K екстремна тачка скупа K. Треба
доказати да су ступци ak матрице A за коjе jе ξk > 0 независни. Новом нумерациjом
можемо постићи да jе ξk > 0 за k ≤ p и ξk = 0 за k > p. Претпоставимо да су a1, . . . ,ap
зависни, тj. ∑pk=1 λkak = 0 и бар jедно λk ≠ 0. Како jе b = ∑

p
k=1 ξkak то jе

b =

p

∑
k=1

(ξp ± µλk)ak

за сваки реални броj µ. Узмемо ли µ > 0 довољно мало, тако да буде ξk ± µλk > 0, за
k = 1, . . . , p закључуjемо да су вектори:

y =

p

∑
k=1

(ξk + µλk)ek, z =
p

∑
k=1

(ξk − µλk)ek

елементи скупа K и да jе

x =
1

2
y +

1

2
z (y ≠ z).

Како jе последња jеднакост у контрадикциjи са претпоставком да jе x екстремна тачка,
претпоставка о зависности вектора a1, . . . ,ap нетачна jе, тj. ти су вектори независни.

Када jе K ограничен скуп, последње две теореме показуjу да jе сваки елеменат
тог скупа конвексан споj своjих екстремних тачака, да jе свако могуће решење заправо
конвексан споj основних решења. Ради тога, довољно jе познавати само основна решења.
Познаjући jедно, друга основна решења добиjамо на следећи начин.

Претпоставимо да jе B = (a1, . . . ,am) основна матрица и да jе

x = B−1b = (ξ1, . . . , ξm,0, . . . ,0)

основно решење. Ако jе

B−1ap =
m

∑
k=1

λkek ≤ 0

за неко p, онда jе K неограничен скуп, а ако то ниjе, онда jе λk > 0 за неко k и тада:

ak =
1

λk
ap − ∑

j≠k

λj

λk
ai,

b = ∑
j≠k

(ξj − ξk
λj

λk
)aj +

ξk
λk

ap.

Узмемо ли k тако да jе
ξk
λk

= min
j

{
ξj

λj
∣λj > 0}

онда jе ξj − ξk
λj
λk

≥ 0, ξk
λk

≥ 0, па jе

x1 = ∑
j≠k

(ξj − ξk
λj

λk
)ej +

ξk
λk

ep (1.300)
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основно решење. Припадна основна матрица добиjа се из B када се ступац ak замени
ступцем ap. Основно решење x1 различито jе од x, ако jе ξk ≠ 0, а то jе увек када jе
x недегенерисано основно решење. Према томе, полазећи од основног недегенерисаног
решења x, долазимо до новог основног решења x1 односно сазнаjемо да jеK неограничен
скуп.

Оптимално решење

Задат jе систем
n

∑
k=1

αjkξk = βj (j = 1, . . . ,m) (1.301)

од m линеарних jедначина са n непознатих и задана jе линеарна форма

f(x) =
n

∑
k=1

γkξk. (1.302)

При томе су све константе αjk, βj и γk реални броjеви. Треба наћи ненегативна решења
ξ1, . . . , ξn ≥ 0 коjа форму f чине максималном.

У матричноj формулациjи то jе проблем тражења вектора x = (ξ1, . . . , ξn) ≥ 0 коjи
линеарну форму f(x) чини максималном задовољаваjући jедначину Ax = b. Вектор
коjи испуњава задате услове jе оптимално решење линеарног програмирања. Према
томе, оптимално решење x0 jе елеменат скупа K = {x∣Ax, x ≥ 0}. Посебно jе

f(x0) = sup f(x) (x ∈ K), (1.303)

где supS означава супремум, наjмању горњу границу скупа S.

Теорема 1.2.98. Ако jе K = {x∣Ax = b, x ≥ 0} ограничен скуп и

f(x) =
n

∑
k=1

γkξk

задан линеарни функционал, онда jе

sup
x∈K

f(x) = f(x0),

где jе x0 нека екстремна тачка скупа K. Скуп свих тачака x ∈ K за коjе jе f(x) = f(x0)

jе конвексан скуп.

Доказ. Нека су x1, . . . ,xp све екстремне тачке скупа K, а x0 екстремна тачка за коjу jе
f(xk) ≤ f(x0) (k = 1, . . . , p). За произвољну тачку x ∈ K, према теореми 1.2.93, постоjе
броjеви λ1, . . . , λp ≥ 0 такви да jе

x =

p

∑
k=1

λkxk,
p

∑
k=1

λk = 1.

Али тада jе

f(x) =
p

∑
k=1

λkf(xk) ≤
p

∑
k=1

λkf(x0) = f(x0),

што значи да f достиже своj максимум у тачки x0. Ако jе f(x′) = f(x′′) = f(x0) онда
jе такође

f[λx′ + (1 − λ)x′′] = λf(x′) + (1 − λ)f(x′′) = f(x0),

за свако 0 < λ < 1.
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Дакле, тражење оптималне тачке у K да би f достигла наjвећу вредност прелази
са бесконачног скупа на коначан скуп екстремних тачака тог скупа, односно на скуп
основних решења. Ако jе K ограничен скуп, онда претражуjемо његових наjвише (

n
m
)

екстрема и проверавамо вредност функционала (1.291), па бирамо ону (оне) у коjоj f
има наjвећу вредност. Претраживање знатно скраћуjе симплекс метода коjу jе развио
Данциг97, налазећи оптимално без свих основних решења.

Симплекс метода

У стандардном прогаму, имамо систем (1.301) и услов (1.302). Ако се тражи min f ,
преведемо га у max(−f). Ако уместо j-те jедначине стоjи неjедначина αj1ξ1+⋅ ⋅ ⋅+αjnξn ≤
βj , додаjмо ненегативан броj cj тако да имамо jеднакост αj1ξ1 + ⋅ ⋅ ⋅ + αjnξn + cj = βj .
Обрнуту неjеднакост, αj1ξ1 + ⋅ ⋅ ⋅ + αjnξn ≥ βj , преводимо у jеднакост одузимаjући такву
ненегативну вариjаблу и добиjамо αj1ξ1 + ⋅ ⋅ ⋅ + αjnξn − cj = βj . Ако променљива xj има
недозвољен предзнак, замените jе свуда са x′j − x

′′
j , где jе x′j ≥ 0 и x′′j ≥ 0.

Пример 1.2.99. Следећи програм превести у стандардни

{
ξ1 − 3ξ2 + 2ξ3 ≤ 3
−ξ1 + 2ξ2 ≥ 2,

f(x0) = min(−2ξ1 + 3ξ2), ξ1 = ±∣ξ1∣, ξ2, ξ3 ≥ 0.

Решење. Уведимо ненегативне вариjабле c1, c2 и ξ′1 − ξ
′′
2 = ξ1 тако да добиjамо:

{
ξ′1 − ξ

′′
1 − 3ξ2 + 2ξ3 + c1 = 3

−ξ′1 + ξ
′′
1 + 2ξ2 − c2 = 2,

f(x0) = max(2ξ′1 − 2ξ′′1 − 3ξ2), ξ′1, ξ
′′
1 , ξ2, ξ3 ≥ 0.

Уместо линеарног проблема из наведеног примера, применимо симплекс методу на
следећи задатак98. Решити систем:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

2x + y + z ≤ 180
x + 3y + 2z ≤ 300
2x + y + 2z ≤ 240,

(1.304)

тако да jе f = 6x + 5y + 4z максимално, при чему x, y, z ≥ 0.
Додаjемо ненегативне вариjабле u, v,w ≥ 0 да систем неjедначина (1.304) постане

систем jедначина:
⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

2x + y + z + u = 180
x + 3y + 2z + v = 300
2x + y + 2z +w = 240,

а циљани максимум функциjе пишемо −6x − 5y − 4z + f = 0. Отуда симплекс табела:

97George Dantzig (1914-2005), амерички математичар.
98Simplex Method: https://www.youtube.com/watch?v=XK26I9eoSl8
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x y z u v w f c
2 1 1 1 0 0 0 180
1 3 2 0 1 0 0 300
2 1 2 0 0 1 0 240
−6 -5 -4 0 0 0 1 0

Пронашли смо наjнегативниjи броj (-6) у доњем ретку (функциjе максимума) и заокружили
га. У колони тог броjа израчунавамо количнике броjева c са x истог ретка:

180

2
= 90,

300

1
= 300,

240

2
= 120

и бирамо наjмањи (90), коjи припада ретку чиjи броj jе затим заокружен.
Затим делимо одабрани редак водећим (заокруженим) броjем, тако да на водећоj

позициjи буде jединица. Први ред табеле се мења, остала два не.

x y z u v w f c
1 1

2
1
2

1
2 0 0 0 90

1 3 2 0 1 0 0 300
2 1 2 0 0 1 0 240
-6 -5 -4 0 0 0 1 0

Испод водеће jединице одузимањем редака постижемо нуле. Први редак множимо
са -1 и одговараjуће резултате додаjемо другом, затим први редак множимо са -2 и
одговараjуће додаjемо трећем, па први множимо са +6 и додаjемо наjдоњем.

x y z u v w f c
1 1

2
1
2

1
2 0 0 0 90

0 5
2

3
2 −1

2 1 0 0 210
0 0 1 -1 0 1 0 60
0 −2 -1 3 0 0 1 540

Тражимо наjнегативниjи у доњем ретку, то jе броj -2, заокружимо га, па понављамо
поступак са том колоном. У сваком ретку те колоне делимо c са y, добиjамо:

90
1
2

= 180,
210

5
2

= 84.

Од та два мањи jе 84, па таj редак постаjе водећи. Делимо га са 5
2 тако да водећи броj

буде jединица.

x y z u v w f c
1 1

2
1
2

1
2 0 0 0 90

0 1 3
5 −1

5
2
5 0 0 84

0 0 1 -1 0 1 0 60
0 −2 -1 3 0 0 1 540

Изнад и испод водеће jединице одузимањем редака правимо нуле.

x y z u v w f c
1 0 1

5
3
5 −1

5 0 0 48
0 1 3

5 −1
5

2
5 0 0 84

0 0 1 -1 0 1 0 60
0 0 1

5
13
5

4
5 0 1 708
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Доњи ред више нема негативних броjева, па изводимо резултат задатка. Основне
колоне су оне коjе у доњем ретку имаjу нулу и оне даjу основна решења вариjабли,
коjе узимамо спаривањем дате колоне и колоне c датог ретка. Вариjаблама из осталих
(неосновних) колона додељуjемо нуле:

x = 48, y = 84, z = 0, u = 0, v = 0, w = 60, (1.305)

а максимална вредност функциjе jе 708, што такође узимамо из последње колоне.
Као што видимо, ова метода подсећа на Гаусов метод елиминациjе при тражењу

решења линеарног система jедначина. Међутим, нећемо jе поопштавати на комплексне
броjеве. Она тренутно ниjе занимљива квантноj механици, али биће рецимо са порастом
значаjа принципа наjмањег деjства99.

99The Principle of Least Action: http://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_19.html
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1.3 Континуум

Гледаjући са становишта саме логике, без популарности, кључне доприносе разуме-
вању векторских простора даjе и функционална анализа. То нас изненађуjе, на начин
скоро као некада питагореjце из времена Античке Грчке коjи су били веома неприjатно
затечени открићем реалних броjева, jер нерадо прихватамо реалност бесконачности.
Она jе несумњиво ту као математичка апстракциjа и као jедна од jеднако тешких
математичких истина, па према томе као и чињеница да jе 2 + 2 = 4, али jе нема
нигде „конкретизоване“ у свету физичке супстанце. За разлику од апстрактних закона
природе (намерно не кажем математике) материjалним светом управљаjу и принцип
случаjности и принцип коначности.

Под принципом случаjности овде подразумевам оно што сам у књизи „Простор-
време“ (в. [1]) називао принципом вероватноће (наjчешће се догађаjу наjвероватниjе
ствари) укључуjући (хипо)тезу о обjективноj случаjности. Како се тада нешто може и
десити и не-десити, онда аналогно математичкоj логици (посебно импликациjи) следи
закључак да jе полазна претпоставка нетачна, па постављамо важно питање: коjа? На
питање „коjа jе то претпоставка коjа доводи до дешавања различитих последица“, сада
одговарамо: „материjа“. Материjални светови могу бити и у паралелним реалностима,
коjе не могу међусобно комуницирати. За материjалне светове не важи апсолутизам
математичких истина. Све у непосредноj вези са „конкретном“ физичком супстанцом
jе коначно.

Ето зашто jе важност континуума тешко сагледати. Инфинитезимални рачун jе
мањи део наше свакодневнице, коjа jе заправо мали део апсолутних истина. Ми коjи
постоjимо углавном као материjална бића, умишљамо да опажамо реалност. Гледамо
свет око себе кроз веома мали прозор фреквенциjа електромагнетног зрачења, коjи
називамо видљива светлост, чуjемо релативно мали распон звукова, jедва да осећамо
мирисе, а чуло додира нас толико вара да смо тек недавно, помоћу науке, схватили
да материjалне ствари нису „тврде“ или „меке“, а да jе оно што називамо физичком
препреком заправо претежно неиспуњено оним што смо тамо очекивали и да том
празнином доминираjу апстрактни закони. Ми смо тако скроjени да можемо лако
поверовати у лаж опажаjа, да jе материjа обjективниjа од закона природе. Живимо у
илузиjи да jе бесконачност аномалиjа.

Поред тога, ми (физичка супстанца) комуницирамо са перцепциjама реалности. У
своj тоj илузиjи, ипак, снажна логика коjа се криjе у бесконачностима као да вришти
према нама из даљине и виче нам: „Ево и мене и jа постоjим“!

Како би уопште бесконачност икада постала део математике, да jе била нелогична?
Како би била логична да jе немогућа? То jе питање коjе се намеће увек изнова, а данас
оним „острашћеним“ квантистима што у свему виде коначност, у наjдаљем случаjу
дискретност (преброjиву бесконачност), или коjи попут Маха100 некада, не желе да
веруjу да атоми постоjе просто зато што су такви да их не можемо видети, чути,
опипати. Ми овде следимо начело обjективне случаjности и посебно његову последицу
да jе поменуто Махово схватање физичке реалности веома наивно.

До „реалности“ бесконачности стигла jе и алгебра путем скупова. Броj елемената
скупа S, коjи означавамо ∣S∣, доказуjемо броjањем и називамо кардиналношћу. Броjање
се успоставља биjекциjом елемената датог скупа и редом елемената скупа природних
броjева N = {1,2,3, . . .}. Слично како закључуjемо, рецимо, да скуп S = {a, b, c, d} има

100Ernst Mach (1838-1916), аустриjски физичар и филозоф.
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четири елемента, jер имамо придруживања:

a→ 1, b→ 2, c→ 3, d→ 4, (1.306)

поопштавамо биjекциjу на броjање бесконачних скупова чиjе броjеве тада називамо
„кардиналима“. Предмете броjимо вадећи их из кутиjе jедан по jедан изговараjући:
jедан, два, три и коначно четири, да бисмо сазнали да их има тачно четири. Ако
броjањем никада не бисмо могли стићи до краjа, онда бисмо могли рећи да предмета у
кутиjи има тачно онолико колико има природних броjева. Све супстанциjалне ствари
су коначне али ниjе сва реалност у супстанци, па броjимо и даље. Броj природних
броjева означимо са алеф-нула, ℵ0 = ∣N∣ и настављамо броjати апстрактне поjмове.

Броj целих броjева Z jеднак jе броjу природних броjева, jер постоjи биjекциjа међу
њима. Да то докажемо довољно jе приметити да низ 0,1,−1,2,−2, . . . представља
преброjавање. На слици 1.46 преброjавамо скуп Q.

Slika 1.46: Броjање разломака.

Да би их „изброjали“, прво пишемо позитивне рационалне броjеве у редовима као
матрицу, у n-том (n = 1,2,3, . . . ) ретку пишемо бесконачни низ разломака n

1 ,
n
2 ,

n
3 , . . . , и

броjимо добиjену матрицу редом пратећи стрелице на слици 1.46, прескачући броj коjи
се претходно поjављивао. Тако наилазимо на стално нове рационалне броjеве стижући
до било коjег унапред задатог позитивног рационалног броjа. Тиме се успоставља
биjекциjа између позитивних рационалних броjева и скупа природних броjева. Затим
успостављамо биjекциjу између скупа позитивних и свих рационалних броjева на начин
како се успоставља биjекциjа између N и Z. Према томе и рационалних броjева има
алеф-нула, ℵ0. Скупови са алеф-нула елемената називаjу се преброjиви скупови.

Да докажемо да реалних броjева R има непреброjиво много, приметимо битну разли-
ку њих и рационалних броjева у децималном записивању. Сваки рационални броj иза
децималног зареза има периоду цифара коjа се стално понавља. Зато можемо броj
x = 0,123123 . . . посматрати као jедначину, помножити jе са 1000 и добити jедначину
1000x = 123,123123 . . . , а отуда 1000x = 123 + x, односно 999x = 123, што значи да jе x =
123
999 , дакле рационалан броj. Брзо се схвати да jе ова метода, претварања периодичног
децималног броjа у разломак са целоброjним броjником и називником, универзална;
да jе сваки периодичан децималан броj рационалан и обрнуто, да се сваки рационалан
броj може представити периодичним децималним записом. Према томе, остали реални
броjеви су они коjи се пишу непериодичним децималама.
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Да бисмо доказали да се реални броjеви не могу поредати, узмимо само броjеве од
0 до 1 и претпоставимо да jе на слици 1.47 jедан такав низ. Ови броjеви не мораjу
бити сложени по величини, али у низу мораjу бити сви коjи су из интервала (0,1),
укључуjући и рационалне. Конструисаћемо сада броj из истог интервала коjи ниjе у
датом низу и тиме доказати, методом контрадикциjе, да тражени низ не постоjи.

Slika 1.47: Броjање ирационалних.

Приметимо да jе првом броjу у низу прва децимала цифра 5, па изаберимо било
коjу нову цифру d1 ≠ 5. У другом броjу jе друга децимала цифра 9 и изаберимо d2 ≠ 9,
трећем jе трећа децимала 5, а бираjмо d3 ≠ 5, и редом даље, ако jе у n-том броjу низа
n-та децимала цифра a бираjмо нову цифру dn ≠ a. Затим формираjмо децимални броj
од нових цифара d = 0, d1d2d3 . . . , коjи jе засигурно из истог интервала d ∈ (0,1), али
ниjе у датом низу. Наиме, броj d не може бити jеднак неком броjу из низа, jер са првим
нема jеднаку прву децималу, са другим нема jеднаку другу децималу, са трећи трећу,
и редом даље, са n-тим нема jеднаку n-ту децималу.

Дакле, редање реалних броjева из интервала (0,1) у низ ниjе могуће, претпоставка
да имамо такав низ jе контрадикторна, па онда поготово ниjе могуће редање свих
реалних броjева. То значи да jе скуп реалних броjева непреброjив, а скуп са толико
елемената колико има реалних броjева називамо континуум, ознаке c.

Даље се може претпоставити да не постоjи скуп броjева чиjа кардиналност (броj
елемената) jе строго између ℵ0 и c. То jе хипотеза континуума, коjу овде нећемо
оправдавати. Само помињем да jу jе поставио Кантор 1878. године, да jе била 23.
проблем Хилберта из 1900. године и да jе у Зермеловоj101 теориjи скупова 1908. године
узета као аксиома избора. Њену исправност jе доказао Кохен102 1963. године комплети-
раjући раниjи рад Гедела103 из 1940. године. Дакле, бесконачно велики броj између
алеф-нула и континуума постоjи, или не постоjи, изабраћете, а оба избора довешће до
jеднако тачне теориjе, ако се избор даље спроводи доследно.

Потврду неопходности континуума у квантноj механици видећемо овде, рецимо,
кроз сазнања да су физичка своjства репрезентациjа спектра линеарног оператора и да
jе спектар дискретан (квантован) ако и само ако jе њихов оператор непрекидан. Такође,
само деловањем таквих непрекидних оператора квантно стање еволуира у ограничене
(коначне) вредности. Поред поменутих, видећемо jош теорема функционалне анализе
откривених пре квантне механике, коjе као да су чекале савремену физику.

101Ernst Zermelo (1871-1953), немачки логичар и математичар.
102Paul Cohen (1934-2007), амерички математичар.
103Kurt Gödel (1906-1978), аустриjско-амерички математичар.
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1.3.1 Метрички простор

До векторских простора се не мора стићи преко алгебарске дефинициjе 1.1.9, већ се
може поћи од произвољног скупаX чиjи елементи не мораjу имати других особина осим
да их можемо називати „тачкама“ и да међу њима можемо увести поjам „растоjања“ на
начин коjи нас довољно подсећа на уобичаjену удаљеност.

Дефинициjа 1.3.1 (Метрика). Нека jе X аморфан скуп са елементима x, y, z, . . . . Ако
сваком уређеном пару (x, y) из X координирамо реалан броj d(x, y) коjи има следеће
особине, аксиоме:

I. d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y, идентичност,
II. 0 ≤ d(x, y) < +∞ позитивност,
III. d(x, y) = d(y, x) симетриjа,
IV. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) неjеднакост троугла,

кажемо да смо скуп X снабдели метриком d. Скуп X снабдевен метриком d зовемо
метрички простор, његове елементе зовемо тачкама, а d(x, y) растоjањем између тачака
x и y.

Квантни систем (група честица) може се разумети и као „аморфан“ скуп. Његова
стања представљамо физичким особинама коjе могу узимати различите вредности.
Група тих вредности дефинише овде апстрактну тачку. Истим тачкама (идентичним
групама физичких особина) придружуjемо нулто растоjање (аксиома I), коjе jе иначе
увек ненегативан броj (аксиома II). Трећа и четврта аксиома редом дефинишу мерења
„удаљености“ између промењених стања у оба смера промена.

Из дефинициjе метрике добиjамо:

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), d(z, y) ≤ d(z, x) + d(x, y),

d(x, z) − d(z, y) ≤ d(x, y), d(z, y) − d(x, z) ≤ d(x, y),

отуда
∣d(x, z) − d(z, y)∣ ≤ d(x, y). (1.307)

Зато за неjеднакост троугла (IV) можемо рећи: свака страница троугла мања jе од
збира остале две а већа од њихове разлике.

Према томе, метрички простор jе пар (X,d) коjи чине скуп X и уведена метрика d.
Jедноставни такви простори су скуп реалних броjева са метриком d(x, y) = ∣x−y∣ и скуп
комплексних броjева са метриком d(z1, z2) = ∣z1−z2∣ =

√
(x1 − x2)

2 + (y1 − y2)
2, где jе z1 =

x1+iy1, z2 = x2+iy2, сви x-ови и y-они су реални броjеви, а i2 = −1. Проблем потврђивања
метричких простора за друге скупова тачака представља релациjа троугла, IV ставка
дефинициjе, за чиjе доказивање нам требаjу Jангова104, Хелдерова105 и Минковскиjева106

неjеднакост.

Лема 1.3.2 (Jангова неjеднакост). Нека су p, q, а такође и a, b позитивни реални
броjеви. Тада важи импликациjа:

1

p
+

1

q
= 1 ⇒ ab ≤

ap

p
+
bq

q
. (1.308)

Десно, у Jанговоj неjеднакости, важи jеднакост ако и само ако ap = bq.
104William Henry Young (1863-1942), енглески математичар.
105Otto Hölder (1859-1937), немачки математичар рођен у Штутгарту.
106Hermann Minkowski (1864-1909), руски математичар професор у Кенигсбергу, Цириху и Гетингену.
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Доказ. Логаритамска функциjа f(x) = ln(x) jе конкавна (удубљена одоздо), па, као
што се види на слици 1.48, за све позитивне x, y и λ ∈ (0,1) важи:

ln[λx + (1 − λ)y] ≥ λ ln(x) + (1 − λ) ln(y),

са jеднакошћу ако и само ако x = y. Ту ставимо x = ap, y = bq и λ = 1
p , тада jе 1 − λ = 1

q ,
па сменимо у експоненте обе стране.

Slika 1.48: Конкавна функциjа.

Теорема 1.3.3 (Hölder). Дати су произвољни броjеви αν , βν ∈ C, редом за ν = 1,2, . . . , n,
и реалан броj p > 1 коjи дефинише броj q са 1/p + 1/q = 1. За свако n = 1,2, . . .

n

∑
ν=1

∣ανβν ∣ ≤ (
n

∑
ν=1

∣αν ∣
p
)

1/p

(
n

∑
ν=1

∣βν ∣
q
)

1/q

. (1.309)

То jе Хелдерова неjеднакост.

Доказ. Помоћу броjева αν и βν дефинишемо броjеве:

α′ν = αν/ (
n

∑
ν=1

∣αν ∣
p
)

1/p

, β′ν = βν/ (
n

∑
ν=1

∣βν ∣
q
)

1/q

,

и Хелдерову неjеднакост сводимо на
n

∑
ν=1

∣α′νβ
′
ν ∣ ≤ 1,

уз услове:
n

∑
ν=1

∣α′ν ∣
p
= 1,

n

∑
ν=1

∣β′ν ∣
q
= 1.

Даље користимо Jунгову неjеднакост (1.174), стављамо a = ∣α′ν ∣ и b = ∣β′ν ∣ редом за
индексе ν = 1,2, . . . , n и сабирамо добивене неjеднакости. Налазимо:

n

∑
ν=1

∣α′νβ
′
ν ∣ ≤

1

p

n

∑
ν=1

∣α′ν ∣
p
+

1

q

n

∑
ν=1

∣β′ν ∣
q
=

1

p
+

1

q
= 1,

што jе и требало доказати.
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Када jе p = q = 2 Jангова неjеднакост постаjе позната неjеднакост „АГ“, између
аритметичке и геометриjске средине

ab ≤
a2 + b2

2
, (1.310)

а тада Хелдерова неjеднакост постаjе Коши-Шварцова.
Кошиjева или Шварцова107 неjеднакост, поред леме 1.2.49, може се добити и из

скаларног производа поопштеног n-димензионалног векторског простора „ориjентисаних
дужи“ где (1.116) постаjе

a⃗ = a1e⃗1 + a2e⃗2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ane⃗n, b⃗ = b1e⃗1 + b2e⃗2 + ⋅ ⋅ ⋅ + bne⃗n, (1.311)

са ортовима108 e⃗k (k = 1,2, . . . , n). Због ∣ cosγ∣ ≤ 1, скаларни производ (1.119) даjе

a1b1 + a2b2 + ⋅ ⋅ ⋅ + anbn ≤
√

a2
1 + a

2
2 + ⋅ ⋅ ⋅ + a

2
n

√

b21 + b
2
2 + ⋅ ⋅ ⋅ + b

2
n, (1.312)

а то jе Хелдерова неjеднакост за p = q = 2.

Теорема 1.3.4 (Minkowski). Нека су αν , βν ∈ C за ν = 1,2, . . . , n и нека jе реалан броj
p ≥ 1. Тада за свако n ∈ N важи релациjа:

(
n

∑
ν=1

∣αν + βν ∣
p
)

1/p

≤ (
n

∑
ν=1

∣αν ∣
p
)

1/p

+ (
n

∑
ν=1

∣βν ∣
p
)

1/p

, (1.313)

коjу називамо неjеднакост Минковског.

Доказ. Доказ jе нетривиjалан за p > 1. Примењуjемо Хелдерову неjеднакост два пута:

n

∑
ν=1

∣αν + βν ∣
p
≤

n

∑
ν=1

∣αν ∣∣αν + βν ∣
p−1

+
n

∑
ν=1

∣βν ∣∣αν + βν ∣
p−1

≤

≤ (
n

∑
ν=1

∣αν ∣
p
)

1/p

(
n

∑
ν=1

∣αν + βν ∣
qp−q

)

1/q

+ (
n

∑
ν=1

∣βν ∣
p
)

1/p

(
n

∑
ν=1

∣αν + βν ∣
qp−q

)

1/q

≤ (
n

∑
ν=1

∣αν + βν ∣
p
)

1/q ⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

(
n

∑
ν=1

∣αν ∣
p
)

1/p

+ (
n

∑
ν=1

∣βν ∣
p
)

1/p⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

одакле због 1/p + 1/q = 1 следи тврђење.

Коначно, са неjеднакошћу Минковског, можемо за различите скупове доказивати
да су метрички простори. У простору уређених n-торки броjева, коjи означавамо Cn,
метрику уводимо на разне начине.

На пример, ако су x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), y = (η1, η2, . . . , ηn) и z = (ζ1, ζ2, . . . , ζn) такве
n-торке (n ∈ N), онда jе са

d(x, y)p = (
n

∑
ν=1

∣ξν − ην ∣
p
)

1/p

, 1 ≤ p < +∞, (1.314)

107Hermann Schwarz (1843-1921), немачки математичар.
108орт – вектор ортонормиране базе
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дефинисана метрика у простору, коjи означавамо са Cnp или Rnp када желимо нагласити
да су чланови низа комплексни или реални броjеви. Када n→∞ таj простор означавамо
са `p, уз услов конвергенциjе редова. У случаjу да експонент неограничено расте,
p→∞, али не и n, метрика постаjе

d(x, y)∞ = max
1≤ν≤n

∣ξν − ην ∣. (1.315)

То jе метрички простор коjи се некада означава и са Cn∞ или Rn∞, а коjи за n → ∞

постаjе простор m.
Jасно jе да израз (1.314) има све особине растоjања из дефинициjе 1.3.1. Неjасна

jе можда (IV) неjеднакост троугла. Добиjамо jе сменом αν = ξν − ην и βν = ζν − ην у
неjеднакост Минковског. Тако из:

(
n

∑
ν=1

∣ξν − ην ∣
p
)

1/p

≤ (
n

∑
ν=1

∣ξν − ζν ∣
p
)

1/p

+ (
n

∑
ν=1

∣ζν − ην ∣
p
)

1/p

,

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),

излази и IV.
Занимљиви су случаjеви простора непрекидних функциjа реалне или комплексне

променљиве из интервала [a, b] за b−a < +∞, коjе могу узимати комплексне или реалне
вредности, а коjе означавамо са Cp[a, b] или Lp[a, b]. Лако jе проверити да израз

d(x, y) = (

ˆ b

a
∣x(t) − y(t)∣pdt)

1/p

, 1 ≤ p < +∞, (1.316)

има све особине из дефинициjе растоjања. На пример, особина I, очигледно jе тачна
када се x и y поклапаjу, али и обрнуто, ако jе d(x, y) = 0, онда jе x идентички jеднако
y у [a, b]. Наиме, када би за неко t = t0 било x(t0) ≠ y(t0), тj. ∣x(t0) − y(t0)∣ = δ > 0,
онда би непрекидна функциjа ∣x(t)−y(t)∣ била већа од δ/2 у читавом jедном интервалу
позитивне дужине, па дати интеграл не би био нула. Из ове контрадикциjе следи да jе
интегралом (1.316) добро дефинисано растоjање. Посебно, када p→∞, таj интеграл се
своди на

d(x, y) = max
a≤t≤b

∣x(t) − y(t)∣ (1.317)

а тада се метрички простор означава са C[a, b].
Ако имамо два метричка простора (X ′, d′) и (X,d) тако да jе X ′ ⊂ X и d′ = d за

сваки пар тачака из X ′, кажемо да jе X ′ метрички потпростор од X. Сваки део Y ⊆X
метричког простораX може се схватити као метрички потпростор одX са индуцираном
(преписаном) метриком из X у Y .

Дефинициjа 1.3.5 (Изометриjа). Два метричка простора X и Y су изометрична ако
између њих постоjи биjекциjа f ∶X → Y таква да jе

dY (f(x1), f(x2)) = dX(x1, x2), (1.318)

за сваки пар тачака x1, x2 ∈X.

Два изометрична простора можемо разликовати само по њиховим посебностима,
по природи њихових елемената. Теореме коjе даље доказуjемо не тичу се таквих
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нарочитих особина, него важе jеднако за све метричке просторе. Рецимо, ако jе неки
метрички простор X ′изометричан неком потпростору од X, рећи ћемо да jе простор
X ′ потпростор од X.

За скуп кажемо да jе уређен ако постоjи релациjа поретка (дефинициjа 1.1.31) коjа
важи за све парове елемената тог скупа. Унутар уређеног скупа S има смисла тражити
минимум или максимум, редом minS или maxS, наjмањи или наjвећи елеменат скупа,
ако такав постоjи. Са inf S и supS означавамо редом инфимум и супремум скупа S.
Инфимум jе наjвећа горња граница, а супремум jе наjмања доња граница датог скупа
у оквиру неког ширег скупа X. На пример, у оквиру реалних броjева:

inf{0,−1,−2, . . .} = −∞, inf{3,4,5} = 3, inf ∅ = +∞,
sup∅ = −∞, sup{3,4,5} = 5, sup{1,2,3 . . .} = +∞.

Прецизниjе, за оквирни скуп X = R скупа S = {x∣a < x < b} и a, b ∈X, пишемо:

inf
x∈X

S = a, sup
x∈X

S = b. (1.319)

Инфимум подскупа S (бар делимично) уређеног скупаX jе наjвећи елеменат уX коjи jе
мањи или jеднак сваком од елемената из S. Супремум подскупа S jе наjмањи елеменат
из X коjи jе већи или jеднак од свих елемената из S.

Растоjање између скупова A,B ⊂X и диjаметар скупа S ⊂X су редом:

d(A,B) = inf
x∈A,y∈B

d(x, y), d(S) = sup
x,y∈S

d(x, y). (1.320)

Скуп S ⊂X jе ограничен ако има коначан диjаметар.

Пример 1.3.6. Показати да jе у скупу X израз

d(x1, x2) =
∣x1 − x2∣

1 + ∣x1 − x2∣

добро дефинисана метрика и наћи диjаметар скупа S ⊂X, ако jе:
1. X = R и S = {x∣0 < ∣x∣ < 1}; 2. X = C и S = {z∣0 < ∣z∣ < 1}.

Решење. Позитивност и симетриjа метрике, дефинициjе 1.3.1, очигледне су у оба.
1. Неjеднакост троугла доказуjемо уз претпоставке x1 ≥ x2 ≥ x3 и M = ∣x1 − x2∣ ≥

∣x2 − x3∣, коjе не умањуjу општост:

d(x1, x2) + d(x2, x3) =
∣x1 − x2∣

1 + ∣x1 − x2∣
+

∣x2 − x3∣

1 + ∣x2 − x3∣
≥

≥
∣x1 − x2∣

1 +M
+

∣x2 − x3∣

1 +M
≥

∣x1 − x3∣

1 +M
≥

∣x1 − x3∣

1 + ∣x1 − x3∣
,

d(x1, x2) + d(x2, x3) ≥ d(x1, x3).

Из
d(S) =

∣1 − (−1)∣

1 + ∣1 − (−1)∣
=

2

3
,

следи да jе диjаметар d(S) = 2
3 .

2. Приметимо да реална функциjа f(x) = x
1+x има извод f ′(x) = 1

(1+x) > 0, што
значи да jе растућа. Ставимо ли x = d(z,0)и уз претходне претпоставке доказ следи на
исти начин. Узимамо две краjње тачке, z1 = 1 и z2 = −1 кугле S, налазимо опет исто
d(S) = 2

3 .
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Оваj пример показуjе да у метричким просторима ниjе неопходна потпуна уређеност,
релациjа поретка, за одређивање рецимо растоjања, диjаметра, ограничености, па у
том смислу нити за тражење екстрема. Упознаjмо сада jош неколико важних поjмова
функционалне анализе.

Када jе c ∈ X фиксирана тачка и r позитиван реалан броj, скуп тачака x ∈ X
за коjи важи неjеднакост d(c, x) < r односно d(c, x) ≤ r називамо отвореном односно
затвореном куглом са центром у c и полупречником r. Сфером са центром c и полупре-
чником r називамо скуп тачака x ∈ X за коjи важи d(c, x) = r. Отворену куглу
означавамо K]c, r[, затворену K[c, r], а ако jе свеjедно коjа jе од те две K(c, r). Скуп
S ⊂ X jе отворен ако за свако x ∈ S постоjи неко r > 0 тако да K]x, r[⊂ S. Скуп jе
затворен ако му jе комплемент отворен.

Лако се доказуjе да jе сваки отворен скуп бесконачан. Униjа ма колико и пресек
коначно много отворених скупова jе отворен скуп. Такође, важе дуални ставови. Сваки
коначан скуп jе затворен. Пресек ма колико и униjа коначно много затворених скупова
jе затворен скуп. Међутим, празан скуп и читав простор су и отворени и затворени
скупови. Ако у простору сем празног скупа и читавог простора нема другог скупа коjи
jе истовремено и отворен и затворен, кажемо да jе простор повезан или конексан.

Ови поjмови су увођени у математичку анализу пре открића квантне механике, а
видећемо и зашто, али они нису „произвољни“ ни са становишта савремене физике.
Посебно, полазећи од овде помињаног принципа коначности, за коjи смо рекли да
важи за свако своjство физичке супстанцу, приметимо да све што jе бесконачно ниjе
супстанца. Ослањаjући се на поjмове „коначно“ и „бесконачно“ из математичке анализе
и на њену доследност, приметимо даље да супстанцу чине само затворени скупови, те да
су празан скуп као и сав простор истовремено и коначни и бесконачни. Отуда следећа
последица, коjу овде одваjамо као посебну (хипо)тезу.
Сваки део вакуума као и (цела) васиона су истовремено и материjални и нематериjални.

Околина скупа A ⊂X jе сваки скуп коjи садржи jедан отворен скуп у коjем jе скуп
A. За ε > 0 куглу K]x, ε[ називамо епсилон околином (ε-околина) тачке x. Тачка x
jе унутрашња тачка скупа A ако jе A њена околина. Скуп свих унутрашњих тачака
скупа A означавамо Ȧ.

На пример, унутрашњост интервала (a, b) jе отворени интервал ]a, b[. Унутрашњост
скупа рационалних броjева jе празан скуп. Скуп A jе отворен тада и само тада ако jе
околина сваке своjе тачке. Ȧ jе наjвећи отворени скуп садржан у A, па jе и jеднакост
Ȧ = A карактеристика отворених скупова. Унутрашњост од Ȧ jе Ȧ. Ако jе A ⊂ B онда
jе Ȧ ⊂ Ḃ. Унутрашњост A ∩B jе Ȧ ∩ Ḃ.

Тачка x jе адхерентна тачка скупа A ако у свакоj њеноj околини лежи бар jедна
тачка из A. Скуп свих адхерентних тачака скупа A називамо адхеренциjом тог скупа
и означавамо Ã. Прецизниjе, адхерентна тачка потскупа A тополошког простора109 X
jе тачка x ∈ X коjа у сваком отвореном скупу коjи садржи x има бар jедну тачку из
A. Адхерентна тачка се разликуjе од граничне тачке, тачке међе, jер се за граничну
тачку тражи да сваки отворени скуп коjи садржи x садржи наjмање jедну тачку из A
различиту од x. Тако jе свака гранична тачка адхерентна, али обрнуто не важи.

Очигледно jе A ⊂ Ã. Адхеренциjа размака (a, b) ⊂ R jе затворен размак [a, b].
Адхеренциjа скупа Q jе скуп R. Ако x ниjе унутрашња (адхерентна) тачка скупа A она
jе адхерентна (унутрашња) тачка комплементног скупа Ac. Према томе, Ã jе наjмањи

109Тополошки простор се може дефинисати као скуп тачака, заjедно са скупом околина поjединих
тачака. Прецизна дефинициjа jе у наставку.
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затворени скуп коjи садржи A, па затворене скупове карактерише и jеднакост Ã = A.
Адхеренциjа од Ã jе Ã. Ако jе A ⊂ B онда jе Ã ⊂ B̃. Адхеренциjа A ∪B jе Ã ∪ B̃.

Тачка x jе гранична тачка, тачка међе руба скупа A, ако jе истовремено адхерентна
тачка оба скупа A и Ac. Значи, међа од A jе истовремено и међа комплемента Ac. Међу
интервала (a, b) чине тачке a и b. У R, међа скупа Q jе скуп R. Међа сваког скупа jе
затворен скуп.

Резимираjући ове основне поjмове функционалне анализе можемо рећи да се све
тачке простора могу поделити у три категориjе у односу на дати скуп: унутрашње
тачке скупа A, унутрашње тачке комплемента Ac и тачке међе (оба та скупа). Такође,
са становишта принципа коначности можемо рећи да се свака физичка реалност може
поделити у три категориjе, те да материjа у свакоj своjоj тачки граничи са апстрактним,
бесконачним.

Тачка x jе изолована тачка скупа A ако постоjи околина тачке x у коjоj, сем x, нема
других тачака из A. Тачка x jетачка нагомилавања скупа A ако у свакоj њеноj околини
лежи бар jедна тачка из A различита од x. Прецизниjе, тачка нагомилавања jе тачка x
тополошког простора X ако у било коjоj околини x постоjи тачка из A различита од x.
Колекциjу тачака нагомилавања скупа A називамо изведени скуп скупа A и означавамо
са A′.

Приметимо да тачка нагомилавања може али и не мора припадати скупу. У скупу
R, скупу A = { 1

n} за n = 1,2,3, . . . , не припада његова jедина тачка нагомилавања
(нула). На истом скупу видимо да (A′)′ ниjе jеднако A′, jер jе A′ = {0}, док jе (A′)′ = ∅.
Међутим за произвољан скуп важи Ã = A ∪A′. Изведени скуп рационалних броjева jе
скуп реалних броjева. Скуп jе затворен тада и само тада ако му припадаjу све тачке
нагомилавања, тj. A′ ⊂ A. Отуда, сваки затворени скуп jе дисjунктна униjа своjих
изолованих тачака и своjих тачака нагомилавања.

Скуп A jе перфектан ако му припадаjу све тачке нагомилавања и ако jе свака његова
тачка jедна тачка нагомилавања, тj. A′ = A. Просто речено, потскуп тополошког
простора jе перфектан скуп ако jе затворен и нема изолованих тачака. Скуп A je свуда
густ у скупу B, ако jе било коjа тачка из B адхерентна тачка од A, тj. B ⊂ Ã.

Другим речима, скуп A jе свуда густ у B ако се у свакоj околини било коjе тачке
из B налази бар jедна тачка из A, па jе скуп рационалних броjева свуда густ у скупу
реалних броjева. Поред тога, затворени размак у R jе перфектан скуп, а такав jе и
скуп свих реалних броjева.

Сада можемо дефинисати тополошки простор на други начин. На пример, када
метричком простору одузмемо метрику, добиjамо тополошки простор. Прецизниjе,
тополошки простор, коjи називамо и апстрактни тополошки простор, jе скуп X заjедно
са колекциjом отворених подскупова T коjа задовољава следећа четири услова:

1. Празан скуп ∅ jе у T .
2. X jе у T .
3. Пресек коначног броjа скупова из T такође припада T .
4. Униjа произвољно много скупова из T такође jе у T .

Алтернативно, T може бити дефинисано затвореним скуповима110, а у том случаjу
услови 3 и 4 постаjу: (3) пресек ма колико скупова из T jе такође у T , односно (4)
униjа коначног броjа скупова из T jе такође у T .

Вратимо се сада на главну тему, на наставак приче о метричким просторима. Скуп
A ⊂ X jе нигде густ у X, ако његова адхеренциjа Ã не садржи ни jедну куглу, или

110в. Wolfram Mathworld: http://mathworld.wolfram.com/
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што jе исто, ако Ã нема унутрашњих тачака. Такође, скуп X jе нигде густ ако jе
унутрашњост затварања111 X празан скуп. Скуп Z jе нигде густ у R. Скуп A ⊂ X jе
прве категориjе у X, ако jе униjа наjвише преброjиво много нигде густих скупова у X.
Сваки скуп коjи ниjе прве по дефинициjи jе друге категориjе у X.

Jасно jе да jе униjа коначно много нигде густих скупова и сама таква, али то не мора
бити у случаjу преброjиве униjе. На пример, скуп рационалних броjева jе преброjива
униjа нигде густих скупова (од по jедне тачке), али сам ниjе нигде густ.

То су све добро познати поjмови метричких простора, корисне алатке свих коjи
се баве математичком анализом. Разумевање наведених примера овде jе препуштено
интуициjи читаоца, али треба знати да у базним уџбеницима то уопште ниjе тако.
Ма како да изгледа „очигледан“ сваки од тих ставова jе током развоjа ове области
математике вишеструко доказиван, пре свега не би ли се открила нека недоследност у
том „неприродном“ поjму бесконачности. Коначно, добили смо теориjу у коjоj би било
теже открити неку недоследност него можда и у самоj таблици множења за основце.
Зато физичари, инжењери и многи други коjи користе ову грану математике и не
помишљаjу да преиспитуjу њену тачност.

Ево jош неколико мање или више очигледних ставова, од коjих ћу некима навести и
доказе. Сваки непразан отворен скуп у R jе униjа наjвише преброjиво много дисjунктних
отворених размака. Сваки непразан затворени скуп у R добиjа се одстрањивањем
наjвише преброjиво много отворених размака реалне осе. У случаjу jедноставних
скупова ово изгледа jедноставно, али иначе ниjе.

На пример, нека jе F0 затворени интервал [0,1]. Одстранимо из F0 отворени
интервал ]1

3 ,
2
3[ и (затворени) скуп коjи остане означимо са F1. Одстранимо отворену

средњу трећину из сваког од одвоjених интервала F1, а оно што остане означимо са F2.
Настављаjући оваj поступак, када n→∞, добиjамо низ скупова Fn од коjих сваки има
2n дисjунктних затворених интервала дужина по 3−n, при чему jе Fn ⊂ Fn−1. Канторов
скуп F дефинисан jе са

F =
∞

⋂
n=1

Fn. (1.321)

Скуп F jе затворен. Тачке 0, 1, 1
3 ,

2
3 ,

1
9 ,

7
9 ,

8
9 , ..., као краjеви одстрањених отворених

размака, очигледно припадаjу скупу F , али то нису и jедине тачке тог скупа. Зову
се тачке прве врсте, а има их преброjиво много. Међутим, кардинални броj (броj
елемената) скупа F jе континуум, па он има континуум тачака коjе нису тачке прве
врсте, а коjе се називаjу тачкама друге врсте. Како jе F затворен скуп и нема изолованих
тачака, он jе перфектан скуп.

Теорема 1.3.7 (Bolzano-Weierstrass). Сваки ограничен бесконачан скуп у R има бар
jедну тачку нагомилавања.

Доказ. Нека тачке скупа леже у интервалу [a, b], b− a < ∞. Поделимо га на два дела и
узмимо интервал [a1, b1] у коjем jе бесконачно много тачака. Поделимо оваj интервал
на два дела и узмимо интервал [a2, b2] у коjем има бесконачно много тачака. Након
n = 1,2,3, . . . подела добиjамо све краће интервале [an, bn], bn − an → 0 коjи стално
садрже бесконачно много елемената. Из начина поделе jе jасно да за краjеве ових
интервала важе неjеданкости am < bn, те да bn − am → 0 када max{m,n} → ∞, а отуда,
постоjи реалан броj коjи припада свим овим интервалима.

111Затварање скупа A jе наjмањи затворени скуп коjи садржи A.
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Последњи закључак jе последица претходно помињане аксиоме избора, да сваки
скуп има функциjу избора. У мање општем облику то jе став да сваки подскуп реалних
броjева X ⊂ R коjи има коначну маjоранту (миноранту) има супремум (инфимум).
Или, jош конкретниjе, да низ уметнутих интервала [an, bn] ⊂ R, таквих да jе an < bn,
[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn], bn − an → 0, n→∞, има заjедничку тачку.

Болцано-Ваjерштрасова теорема jе посебност реалне анализе, да сваки бесконачан
низ затворених интервала у Rn има конвергентан подниз. Први jу jе доказао Болцано112

1817. године као лему за доказ теореме о средњоj вредности (ако непрекидна функциjа
мења знак, она на том интервалу има нулу). Педесетак година касниjе, резултат jе
проверио Ваjерштрас и од тада jе она jедна од наjважниjих теорема анализе.

Колико ми jе познато, у озбиљниjим текстовима функционалне анализе и физике (до
фебруара 2018. године), нема асоцирања поjмова адхеренциjе, отварања скупова или
тачака нагомилавања са физичком супстанцом. Ако jе тако, ту везу сада промовишем
па jе морам и поjаснити. Зато што нису бесконачне, све величине за коjе сматрамо
да представљаjу неке материjалне вредности коначне су, условно речено квантоване
су, а доследно томе, сваку материjалну структуру можемо разумети као коначан скуп
честица и то jе одговор на оно (jош увек отворено) познато питање: шта све може бити
квантно стање у квантноj механици.

Материjа увек граничи, кажемо има међу, са бесконачношћу, а на обе стране те
границе налази се васиона. На обе стране границе су обjективне физичке поjаве.
Физичке репрезентациjе бесконачних скупова метричких простора анализе такође су
обjективне, мада нису материjалне. Ту везу овде сматрамо неупитном па се поставља
питање где су оне даље границе те бесконачности, са становишта материjе?

112Bernard Bolzano (1781-1848), чешки математичар.
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1.3.2 Комплетирање простора

Метрички простор S jе сепарабилан ако у њему постоjи наjвише преброjив свуда
густ скуп тачака.

Пример 1.3.8. Простор Rn jе сепарабилан.

Обjашњење. Треба помоћу метрике (1.314) овог простора показати да у свакоj ε-околини
тачке x = (ξν) ∈ Rn постоjи тачка r = (ρν) са рационалним координатама. А да то jесте
тачно показуjе избор рационалних броjева ρν тако да jе

∣ξν − ρν ∣ <
ε

√
n
, (ν = 1,2, . . . , n),

коjи jе могућ, а резултира са

d(x, r) = (
n

∑
ν=1

∣ξν − ρν ∣
p
)

1/p

< ε.

Скуп тачака са рационалним координатама jе преброjив, па jе према овоме свуда густ
у Rnp , за свако p ∈ N, па и за p = 2.

Слично се доказуjе да jе и простор Cn, коjи се из претходног добиjе заменом реалних
броjева у координатама комплексним, сепарабилан. Међутим, ниjе сепарабилан простор
m ограничених низова (ξν), са метриком

d(x, y) = sup
ν

∣ξν − ην ∣, (1.322)

за произвољне x = (ξν) и y = (ην) низове броjева. Заиста, уочимо скуп бинарних низова,
броjева 0 или 1, коjи jе очигледно подскуп m. Кардинални броj (броj елемената) тог
скупа jе континуум, jер се сваки децимални броj може на jединствен начин записати
бинарним низом. Око сваке тачке бинарног низа опишимо куглу полупречника 1

3 , коjе
ће све бити дисjунктне, jер jе растоjање било коjе две тачке представљене тим низовима
1. Сваки свуда густ скуп уm морао би да има бар по jедну тачку у свакоj од ових кугли,
те би био више него преброjив.

Пример 1.3.9. Простор C[a, b], дефинисан метриком (1.317), сепарабилан jе.

Обjашњење. Ово се може показати сличним избором као у примеру 1.3.8, jер се у
произвољно малоj околини ирационалног броjа увек може наћи рационалан броj, а
скуп рационалних броjева jе преброjив.

Оваj пример jе суштина веома важне и онима коjи се баве математичком анализом
веома познате теореме Стоун113-Ваjерштраса, чиjи строги доказ због опширности овде
изостављамо.

Теорема 1.3.10 (Стоун–Ваjерштрас). Нека jе x(t) jедна на размаку [a, b] непрекидна
функциjа и нека jе ε > 0 произвољан броj. Тада постоjи полином pε(t) такав да jе

∣x(t) − pε(t)∣ < ε, (1.323)

за сваки t ∈ (a, b).
113Marshall Harvey Stone (1903-1989), амерички математичарr.
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Речником метричких простора теорема гласи: „Скуп полинома jе свуда густ у
простору C[a, b]“. Из тога следи пример 1.3.9, jер се може показати да jе скуп полинома
са рационалним коефициjентима (коjи jе преброjив) свуда густ у C[a, b]. У математичкоj
анализи ова теорема се назива и Ваjерштрасова апроксимациjа полиномом. Она тврди
да се свака непрекидна функциjа дефинисана на затвореном интервалу [a, b] може
униформно апроксимирати, блиско колико год jе потребно, помоћу полинома. Зато
што су полиноми jедноставне функциjе и што их компjутери израчунаваjу непосредно,
ова теорема има и практичну и теориjску вредност. Оригиналну верзиjу поставио jе
Ваjерштрас 1885. године, а поопштио jу jе Стоун 1937. године.

Друга верзиjа ове теореме, друга Ваjерштрасова теорема, каже да свака периодична
непрекидна функциjа периоде 2π може бити униформно апроксимирана, блиско колико
год jе потребно, тригонометриjским полиномима

1

2
α0 +

∞

∑
k=1

(αk coskt + βk sinkt). (1.324)

Из тога следи да jе сепарабилан простор C̃[0,2π], непрекидних и периодичних функциjа
x(t) периоде 2π, са метриком истом као у C[0,2π].

Дефинициjа 1.3.11 (Базни скупови). Колекциjа отворених скупова простора X je
базa тог простора ако се сваки непразан отворен скуп из X може приказати као
униjа скупова из те базе скупова.

Колекциjа свих отворених скупова из X jе тривиjална база. База jе и колекциjа
свих отворених кугли у X, а jош економичниjа jе колекциjа свих отворених кугли
рационалних полупречника. За простор X кажемо да jе наjвише преброjиве базе ако
у њему постоjи база од наjвише преброjиво много елемената. Може се доказати да jе
простор наjвише преброjиве базе ако и само ако jе сепарабилан.

Колекциjа скупова се назива покривање скупа A ако свака тачка x ∈ A лежи у бар
jедном скупу те колекциjе. Посебно, када се ради о отвореним скуповима, говоримо
о отвореном покривању. Из сваког отвореног покривања сепарабилног простора X
може се издвоjити jедно наjвише преброjиво покривање тог простора. Последњи исказ
jе Линделофовa114 теорема.

Дефинициjа 1.3.12 (Конвергенциjа). Кажемо, низ (xn) из простора X конвергира
тачки x тог простора, ако низ броjева

d(xn, x) → 0, n→∞. (1.325)

Другим речима, x ∈X jе гранична вредност датог низа.

Када низ (xn) конвергира x, пишемо xn → x (n→∞), или

lim
n→∞

xn = x. (1.326)

Такође, низ (xn) конвергира тачки x, ако свакоj околини Vx одговара природни броj n0

такав да из n ≥ n0 следи xn ∈ Vx.

Теорема 1.3.13. Сваки конвергентан низ jе ограничен.
114Ernst Leonard Lindelöf (1870-1946), фински математичар.
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Доказ. Из d(x,xn) < ε за n ≥ n0 следи да се све тачке скупа {xn}, сем можда њих
коначно много, налазе у кугли K]x, ε[. За довољно велико r лежаће тада све тачке
скупа {xn} у кугли K]x, r[.

За сваки стриктно растући низ природних броjева n1 < n2 < n2 < . . . , низ (xnk)
je делимични низ низа (xn). Тачка x je адхерентна вредност низа (xn) ако постоjи
делимичан низ (xnk) коjи конвергира ка x.

Теорема 1.3.14. Потребан и довољан услов да jе x адхерентна вредност низа (xn)
jесте да свакоj околини Vx тачке x и сваком природном броjу m одговара природан броj
r >m тако да jе xr ∈ Vx.

Доказ. Услов jе потребан, jер за адхерентну вредност x низа (xn) постоjи делимични
низ (xnk) коjи конвергира ка x. У свакоj околини Vx леже сви чланови низа (xnk) сем
њих коначно много. Дакле, за ма како велики природан броj m постоjаће довољно
велико nk тако да jе nk >m и xnk ∈ Vx.

Услов jе довољан, jер тада из низа (xn) можемо издвоjити (тоталном индукциjом)
делимични низ (xnk) узимаjући: n1 = 1, а када смо изабрали nk−1 бирамо за nk први
природан броj већи од nk−1 за коjи jе d(x,xnk) < 1/k. Због limk→∞ d(x,xnk) = 0, x jе
адхерентна вредност низа (xn).

Са {xn} означавамо скуп вредности низа (xn). Скуп и низ су различити поjмови,
па и адхерентна тачка скупа ниjе исто што и адхерентна вредност низа. Рецимо,
реални низ (1/n) има нулу као адхерентну вредност, док су нула и сви елементи скупа
{1/n} његове адхерентне тачке. Међутим, обрнуто, свака адхерентна вредност низа
(xn) jесте jедна адхерентна тачка скупа {xn}. Слично jе и са поjмовима адхерентне
вредности низа (xn) и тачака нагомилавања скупа {xn}. Свака тачка нагомилавања
скупа jе адхерентна вредност низа, али обрнуто ниjе тачно, што се види из примера
низа 1,1,1, . . . u R. Таj низ има jединицу као адхерентну вредност, а одговараjући
скуп вредности има само jедан jедини елеменат, па нема тачку нагомилавања. Уопште,
означимо ли са A(xn) колекциjу адхерентних вредности низа (xn), тада:

(xn)
′
⊆ A(xn) ⊆ {xn}, (1.327)

где обе инклузиjе могу бити стриктне.
Између адхерентних тачака, тачака нагомилавања скупа и граничних вредности

низа, постоjи уска веза о коjоj говоре и следећи ставови. Скуп адхерентних вредности
низа jе затворен скуп. Потребан и довољан услов да jе x адхерентна тачка скупа S jе
да постоjи низ тачака (xn) из S коjи конвергира ка x. Потребан и довољан услов да jе
x тачка нагомилавања скупа S jесте да постоjи низ међусобно различитих тачака (xn)
из S коjи конвергира ка x.

Дефинициjа 1.3.15 (Кошиjев низ). Низ (xn) jе Кошиjев низ ако сваком ε > 0 одговара
природан броj n0 тако да из m > n ≥ n0 следи d(xm, xn) < ε.

Из дефинициjе следи да се сви чланови Кошиjевог низа, сем њих наjвише коначно
много, налазе у кугли K]xn0 , ε[, па према томе и сви у мало већоj кугли. Тиме jе
доказан први став следеће теореме.

Теорема 1.3.16. Сваки Кошиjев низ jе ограничен. Сваки конвергентан низ jе Кошиjев
низ.
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Доказ. Ако jе низ (xn) конвергентан, тада xn → x, а то значи да за свако ε > 0 постоjи n0

тако да из n ≥ n0 следи d(x,xn) < ε. Зато заm > n ≥ n0 je d(xm, xn) ≤ d(xm, x)+d(x,xn) ≤
2ε, а то значи да jе (xn) Кошиjев низ.

Међутим, обрнут исказ последњем ниjе тачан. На пример, у метричком простору
рационалних броjева са уобичаjеном метриком, уочимо низ (qn) где jе qn децимални
разломак добиjен када се у децималном развоjу (ирационалног) броjа

√
2 узме само

првих n децимала. Тада jе (qn) Кошиjев низ у Q, jер за m > n jе d(qm, qn) < 1/10n → 0
(n→∞), али (qn) не конвергира ни jедном рационалном броjу.

Дефинициjа 1.3.17 (Комплетан простор). Метрички простор jе комплетан ако у
њему сваки Кошиjев низ конвергира.

Може се доказати да jе (помињана) Дедекиндова аксиома у скупу реалних броjева
R еквивалентна комплетности реалне праве, посебно, да jе простор реалних броjева
комплетан. То се одмах преноси на комплексне броjеве, jер су реална и имагинарна оса
комплексне равни C две реалне осе. Грубо речено, то су ставови анализе коjи се иначе
изражавjу мало прецизниjе.

Метрички простор X jе комплетан тада и само тада ако пресек сваког монотоно
опадаjућег низа затворених кугли Kn у X, чиjи низ полупречника тежи нули када
n →∞, садржи jедну jедину тачку простора. Ако jе X комплетан метрички простор и
A jедан његов потпростор, ако jе A затворен скуп у X, тада jе и A, посматран за себе
као метрички простор, jедан комплетан простор. Сваки комплетан метрички простор
X jе друге категориjе у самом себи.

Докази ових исказа се могу наћи у бољим (ригорозниjим) уџбеницима анализе па их
овде изостављам. Последњи наведени (Baire category theorem) jе 1899. године доказао
Бер115 у своjоj докторскоj тези. За кориштење у квантноj механици, надам се, биће
довољно само познавање ових тврђења, без доказа.

Пример 1.3.18. Простор lp (1 ≤ p < ∞), са метриком (1.314), jе комплетан.

Обjашњење. Нека jе (xn) jедан Кошиjев низ у lp. Тада за свако ε > 0 постоjи n0 ∈ N
тако да за свако m > n ≥ n0 буде

d(xm, xn) = (
∞

∑
k=1

∣ξmk − ηnk ∣
p
)

1/p

< ε. (1.328)

Због ∣ξmk −η
n
k ∣ ≤ d(xm, xn) низ (ξnk )n=1,2,... за сваки фиксиран индекс k = 1,2, . . . jе Кошиjев

низ у R. Како jе R комплетан простор, постоjи броj ξk тако да ξnk → ξk када n → ∞

(k = 1,2, . . . ). Како jе сваки Кошиjев низ ограничен, то jе

d(xn,0) = (
∞

∑
k=1

∣ξnk ∣
p
)

1/p

≤ r, 0 = (0,0, . . . ),

одакле jе за свако n и свако j
j

∑
k=1

∣ξnk ∣
p
≤ rp.

115René-Louis Baire (1874-1932), француски математичар.
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Пустимо ли да n→∞, добиjамо
j

∑
k=1

∣ξk∣
p
≤ rp,

за свако j. То значи да су делимичне суме реда ∑∞
k=1 ∣ξk∣

p са позитивним члановима
ограничене, што значи да jе таj ред конвергентан. Остаjе да покажемо xn → x у смислу
метрике у lp. Из (1.328) следи

j

∑
k=1

∣ξmk − ξnk ∣
p
< εp,

за m > n ≥ n0 и за свако j. Пустимо ли m→∞ , добиjамо

j

∑
k=1

∣ξk − ξ
n
k ∣
p
≤ εp,

за n ≥ n0. Дакле, d(xn, x) ≤ ε за n ≥ n0, што значи xn → x у смислу метрике у lp.

Раниjе смо видели да простор m ограничених низова са метриком (1.322) ниjе
сепарабилан. Међутим, он jесте комплетан, што се види у следећем примеру.

Пример 1.3.19. Простор m jе комплетан.

Обjашњење. Нека jе (xn) jедан Кошиjев низ у m. Тада jе d(xm, xn) < ε за m > n ≥ n0,
па важе неjеднакости:

∣ξmk − ξnk ∣ < ε, (k = 1,2, . . . ) (1.329)

Низ k-тих координата (ξnk )n=1,2,... jе Кошиjев низ у R, те постоjи броj ξk такав да ξnk → ξk
када n →∞ за свако k = 1,2, . . . . Како jе (xn) као Кошиjев низ ограничен, d(xn,0) ≤ r,
биће тим пре ∣ξnk ∣ ≤ r за свако n и свако k. Пустимо ли да n→∞, следи ∣ξk∣ ≤ r за свако
k, тj. низ (ξk) jе ограничен, па тачка x = (ξk) припада простору m. Коначно, ако у
(1.329) пустимо да m→∞ добиjамо ∣ξk − ξ

n
k ∣ ≤ ε за n ≥ n0 и свако k = 1,2, . . . , што значи

да jе
sup
k

∣ξk − ξ
n
k ∣ ≤ ε, n ≥ n0.

То jе конвергенциjа, xn → x, у смислу метрике у m.

Пример 1.3.20. Простор C[a, b] jе комплетан.

Обjашњење. Тачке простора C[a, b] су непрекидне функциjе x(t) домена са интервала
[a, b] и метрике (1.318). Нека jе (xn) jедан Кошиjев низ у C[a, b]. Тада

∣xm(t) − xn(t)∣ < ε, m > n ≥ n0, ∀t ∈ [a, b]. (1.330)

За фиксирано t датог домена, низ броjева xn(t) jе, према томе, jедан Кошиjев низ у
R. То значи да постоjи броj x(t), t ∈ [a, b], такав да xn(t) → x(t) када n → ∞. Када t
пролази размак [a, b], овим jе дефинисана функциjа x(t) на [a, b]. Ако у (1.330) пустимо
да m→∞ добићемо

∣x(t) − xn(t)∣ ≤ ε, n ≥ n0, ∀t ∈ [a, b],

што по дефинициjи значи да низ xn(t) конвергира ка x(t) униформно на [a, b]. Дакле,
функциjа x(t) jе гранична вредност униформно конвергентног низа непрекидних функ-
циjа, а то значи да jе и сама непрекидна. Према томе, x(t) лежи у C[a, b] и xn → x у
смислу метрике у C[a, b].
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Посебан случаj простора ознаке Cp[a, b], или ознаке Lp[a, b], са метриком (1.316) jе
простор C1[a, b] из следећег примера. Тачке x метричког простора C1[a, b] су непрекидне
функциjе x(t) (a ≤ t ≤ b), а растоjање jе дефинисано са

d(x, y) =

ˆ b

a
∣x(t) − y(t)∣dt. (1.331)

Када у простору Cp[a, b] пустимо p→∞, добиjамо претходни C[a, b].

Пример 1.3.21. Простор C1[a, b] ниjе комплетан.

Обjашњење. Нека jе

x(t) = {
n, 0 ≤ t ≤ 1/n2,

t−1/2, 1/n2 ≤ t ≤ 1,

низ непрекидних функциjа домена размака [0,1]. За m > n jе

d(xm, xn) =

ˆ 1

0
∣xm(t) − xn(t)∣dt ≤

ˆ 1/n2

0
t−1/2dt =

2

n
→ 0,

па jе (xn) Кошиjев низ у C1[a, b]. Међутим, (xn) не конвергира ниjедноj непрекидноj
функциjи на [0,1]. Наиме, ако jе x(t) произвољна непрекидна функциjа на [0,1] она
jе тада на том интервалу ограничена, па постоjи природан броj M тако да jе ∣x(t)∣ ≤M
за 0 ≤ t ≤ 1. Али тада за n ≥ 2M и 0 ≤ t ≤ 1/(2M)2 имамо xn(t) ≥ 2M , па за те вредности
n важи

d(xn, x) ≥

ˆ 1/(2M)2

0
∣xn(t) − x(t)∣dt ≥

ˆ 1/(2M)2

0
∣∣xn(t)∣ − ∣x(t)∣∣dt ≥

≥

ˆ 1/(2M)2

0
(2M −M)dt =

1

4M
,

што искључуjе могућност да xn → x у смислу метрике у C1[a, b].

Због великог значаjа комплетних простора међу метричким просторима, од посебног
jе интереса размотрити могућност да се некомплетан простор „комплетира“. Рецимо
као комплетирање ∶ Q → R, комплетирање скупа рационалних броjева у скуп реалних
броjева. Оно jе код метричких простора чак и jедноставниjе, jер не мора да се води
рачуна о алгебарскоj структури нити о структури поретка, као у случаjу рационалних
броjева. Да jе то увек могуће говори следећи став, чиjи доказ због опширности не
наводим (в. [35], стр. 54-56.).

Теорема 1.3.22 (Комплетирање простора). Нека jе X некомплетан метрички про-
стор. Тада постоjи комплетан метрички простор X, тако да jе jедан у њему свуда
густ потпростор X∗ изометричан са X.

Знамо да квантна механика лежи на овим темељима, jер jе њена основа Хилбертов
простор, коjи jе пре свега комплетан а затим векторски (равни еуклидски) над телом
комплексних броjева, снабдевен скаларним производом. Координатне осе тих вектора
представљене су комплексним броjевима, а они – реалним осама. Ето зашто нам треба
реална анализа у комплексним анализама теориjске квантне физике.

Нека jе (xn) низ тачака у R. Ако сваком (ма како великом) реалном броjу M
одговара природни броj n0 такав да

n ≥ n0 ⇒ xn >M, (1.332)
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кажемо да дати низ (одређено) дивергира ка +∞ (позитивна бесконачност) и пишемо
xn → +∞. Симетрично имамо xn → −∞. Дати низ монотоно расте ако jе xn ≤ xn+1,
а ако пише xn < xn+1 онда значи да он стварно расте. Симетрично дефинишемо
монотоно и стварно опадаjуће низове. Рекли смо да jе тачка x адхерентна вредност
низа (xn) ако постоjи делимични низ (xnk) коjи конвергира ка x. Томе сада додаjемо
и тачке ±∞ (одређено) дивергентних низова.

Теорема 1.3.23 (Принцип монотоности). Монотоно растући низ (xn) или конвергира
ка sup{xn} или дивергира ка +∞, већ према томе да ли jе ограничен с десне стране
или ниjе. Симетричан исказ важи за монотоно опадаjуће низове.

Доказ. Претпоставимо да низ (xn) монотоно расте и да jе xn <M . Како jе скуп {xn}
ограничен с десне стране постоjи sup{xn} = x. На основу дефинициjе супремума, за
свако ε > 0 постоjи елеменат xN скупа {xn} такав да jе x − ε < xN ≤ x. Због монотониjе
низа тада jе x ≥ xn > x − ε за свако n = N,N + 1, . . . , што значи да xn → x.

Ако дати низ ниjе ограничен, тада за ма како велики броj M постоjи елеменат xN
скупа {xn} такав да jе xN > M , а због монотониjе низа xn > M за свако n ≥ N , што
значи да низ (xn) (одређено) дивергира ка +∞.

Теорема 1.3.24 (Bolzano-Weierstrass). Сваки ограничени низ реалних броjева (xn) има
бар jедну адхерентну вредност.

Доказ. Имамо два случаjа. Скуп вредности {xn} низа (xn) jе коначан, или jе бесконачан.
У првом случаjу се у низу бар jедан члан бесконачно пута понавља и он jе адхерентна
вредност. У другом случаjу, бесконачан ограничен скуп вредности има бар jедну тачку
нагомилавања (према претходним ставовима) и ова jе адхерентна вредност низа.

Претпоставља се да читалац има нека основна знања из инфинитезималног рачуна.
Под тиме се подразумева познавање основа рада са лимесима, изводима и интегралима,
на нивоу студента коjи jе прошао математику I, или бар бољег завршеног ученика
гимназиjе. Ово jе надградња тих знања.

Дефинициjа 1.3.25 (Лимес). Нека jе (xn) низ реалних броjева и нека jе A скуп
адхерентних вредности тог низа. Лимес инфериор и лимес супериор низа су:

lim inf
n→∞

xn = inf A, lim sup
n→∞

xn = supA.

За лимес инфериор односно лимес супериор користе се и ознаке lim xn односно
lim xn. Из саме дефинициjе следи да jе:

lim inf
n→∞

xn = −∞, lim sup
n→∞

xn = +∞,

тада и само тада ако дати низ ниjе ограничен с леве односно десне стране. Када су ови
лимеси коначни, за њих важи следећа теорема.

Теорема 1.3.26. Ако jе лимес супериор реалног низа (xn) коначан броj, тада важе
следећа тврђења (и симетрична за лимес инфериор).

1○ За свако ε > 0 постоjи бесконачно природних броjева nk (k = 1,2, . . . ) тако да

xnk > lim
n→∞

xn − ε.
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2○ За свако ε > 0 постоjи природан броj n0 такав да

xn < lim
n→∞

x0 + ε, ∀n > n0.

3○ Лимес супериор од xn jе jедини реални броj коjи има особине 1○ и 2○.

Доказ. Означимо са b = lim supxn = lim xn, када n→∞.
1○ Скуп A(xn) jе затворен, па му припада његов супремум, а отуда jе b адхерентна

вредност датог низа.
2○ Претпоставимо супротно, да постоjи jедно ε > 0 тако да за бесконачно много

природних броjева nk буде xnk ≥ b+ ε. Како jе због b < +∞ низ (xn), а према томе и низ
(xnk), ограничен с десне стране, xnk <M , постоjала би у интервалу [b+ ε,M] бар jедна
адхерентна вредност низа (xnk) а тиме и низа (xn), што противречи чињеници да jе b
наjвећа адхерентна вредност низа (xn).

3○ Претпоставимо да постоjе два различита реална броjа b < b′ коjи задовољаваjу
1○ i 2○. Нека jе произвољан броj из размака x ∈ [b, b′]. Зато што jе 2○ имамо xn < x,
за n > n0, али тада b′ не задовољава 1○, jер у довољно малоj околини тачке b′ може
лежати само коначно много чланова низа (xn). Значи не могу оба b и b′ истовремено
задовољавати 1○ и 2○.

Ако супремум односно инфимум скупа {xk, xk+1, . . .} кратко означимо са, редом:

sup
n≥k

xn, inf
n≥k

xn, (1.333)

тада за лимес супериор и лимес инфериор (lim xn и lim xn када n →∞) важи следећи
познати став, коjи нећемо доказивати:

lim
n→∞

xn = inf
k≥1

sup
n≥k

xn, lim
n→∞

xn = sup
k≥1

inf
n≥k

xn, (1.334)

за низ реалних броjева (xn).
Резимираjмо. Простор jе векторски ако испуњава услове дефинициjе 1.1.9. Када му

се дода скаларно множење вектора, простор постаjе унитаран, а ако jе jош и комплетан
он се назива Хилбертов простор. Хилбертови простори (дефинициjа 1.2.60) су основа
квантне механике и зато оволико труда да дођемо до поjма комплетности. Са друге
стране, до истих можемо стићи директно из метричких, преко Банахових116 простора.
Они су тема следећег наслова.

Даље смо претпоставили (као нову хипотезу) да су тачке репрезентациjе физичких
система. Своjства тачака (метричких простора) су физичка своjства. Само коначни
скупови тачака могу представљати оне особине коjе се у физици обично називаjу
супстанцом или нечим материjалним, па су бесконачни скупови апстрактни али такође
обjективни. Затворени скупови су наjвише преброjиво бесконачни и само такви могу
бити представници материjалних своjстава. Сви отворени скупови су нематериjални,
сви њихови пресеци су нематериjални. Празнина и сав простор су и материjални и
нематериjални, jер су они (jедини) и отворени и затворени скупови истовремено.

116Stefan Banach (1892-1945), пољски математичар.
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1.3.3 Банахов простор

Приметимо да „векторе“ векторског простора сада третирамо као „тачке“ метричког
простора, али нам то не смета jер ћемо у даљем тексту увек тачно знати са чиме радимо.
У векторском простору тачкама придружуjемо векторе коjи су линеарни споj базних
вектора. У квантноj репрезентациjи векторског простора вектори постаjу квантна
стања а базни вектори обзервабле. Слично радимо и са метричким простором где
тачка такође представља групу обзервабли.

Новост jе да метричком простору X сада придружуjемо тело скалара F . Непразном
скупу X чиjе елементе x, y, z, . . . даље називамо тачкама или векторима, придружимо
скуп F чиjе елементе α,β, λ, µ, . . . називамо скаларима, за коjе важе аксиоме векторског
простора и добиjамо (линеарни) векторски простор коjи означавамо паром (X,F ). У
нашим првим ознакама то jе векторски простор (V,Φ).

У векторском простору снабдевеним скаларним множењем, коjи се назива унитарни
простор, норму вектора дефинише 1.2.48, за коjу смо доказали теорему 1.2.50. Даље
настављамо са том теоремом као дефинициjом заjедничке норме оба простора, вектор-
ског и метричког. То радимо са циљем да помоћу норме дефинишемо већ помињану
метрику 1.3.1, да бисмо формално повезали та два простора.

Дефинициjа 1.3.27 (Норма вектора). Векторски простор X над F jе нормиран ако
постоjи ненегативна функциjа дефинисана за свако x ∈ X коjу називамо нормом век-
тора x и означавамо ∥x∥, са особинама:

i. ∥0∥ = 0 и ∥x∥ > 0 за x ≠ 0 поузданост,
ii. ∥λx∥ = ∣λ∣∥x∥ за свако λ ∈ C хомогеност,
iii. ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ субадитивност.

Уместо ∥x∥ норму вектора x означавамо и са ∣x∣. Ако ненегативна функциjа задовољава
само особине (ii) и (iii) назива се полунорма.

Из претходног текста користимо израз „комплетан простор“ за онаj у коjем сваки
Кошиjев низ вектора конвергира. Израз „векторски“ и у алгебри и у анализи значи
да за простор важи дефинициjа 1.1.9, а израз „норма“ jе замена за дужину вектора,
аналогно дужини „ориjентисаних дужи“. Тако стигосмо до, у анализи веома важног,
Банаховог простора.

Дефинициjа 1.3.28 (Банахов простор). Нормиран простор X над F коjи jе комплетан
у односу на метрику коjу у њему индуцира норма, називамо Банахов простор.

Банахови простори X и Y , над истим скупом скалара, су конгруентни ако су
алгебарски изоморфни и изометрични, тj. ако постоjи обострано jеднозначно преслика-
вање (биjекциjа) f ∶X → Y таква да jе:

{
изоморфизам ∶ f(λ1x1 + λ2x2) = λ1f(x1) + λ2f(x2),

изометриjа ∶ ∥f(x)∥Y = ∥x∥X ,
(1.335)

за све векторе x,x1, x2 и све скаларе λ1, λ2. Пресликавање f називамо конгруенциjа.
Проверите да метричке и нормиране просторе повезуjу следеће две релациjе:

∥x∥ = d(0, x), d(x, y) = ∥x − y∥. (1.336)
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Такође jе лако проверити да за претходне примере простора важи:

lnp ∶ ∥x∥p = (∑
n
ν=1 ∣ξν ∣

p)
1/p ,

ln∞ ∶ ∥x∥∞ = max1≤ν≤n ∣ξν ∣,

Lp[a, b] ∶ ∥f∥p = (
´ b
a ∣f(t)∣pdt)

1/p
,

C[a, b] ∶ ∥f∥ = maxa≤t≤b ∣f(t)∣.

(1.337)

Користе се и друге ознаке, рецимо ln2 jе Kn, где K може бити R или C.
Ако jе X Банахов простор и Y ⊂X, а сам за себе jе Банахов простор са алгебарском

и метричком структуром индуцираном из X, за Y кажемо да jе Банахов потпростор
од X. Међутим, ако jе Y векторски потпростор Банаховог простора X, онда Y не
мора да буде и Банахов потпростор од X. То jе зато што jе „векторски простор“ чисто
алгебарски поjам, док jе „Банахов потпростор“ алгебарско-метрички поjам. Ту разлику
демонстрира следећи пример.

Пример 1.3.29 (Некомплетан простор). У C∞
p постоjи скуп V вектора, са произвољно

али коначно много координата различитих од нуле и jедан векторски потпростор од
C∞
p , али коjи ниjе Банахов потпростор од C∞

p , тj. ниjе комплетан.

Решење. Такав jе низ тачака из V

xn = (ξnν ), ξnν = {
2−ν , ν = 1,2, . . . , n − 1
0, ν = n,n + 1, . . .

(1.338)

коjи конвергира тачки x = (2−ν), са ν = 1,2, . . . редом у координатама, jер jе

∥xn − x∥ = (
∞

∑
ν=1

2−νp)

1/p

,

међутим, Кошиjев низ (xn) из V не конвергира у V , jер x ∉ V .

У примеру 1.3.20 смо видели да jе простор непрекидних функциjа са метриком
C[0,1] комплетан, а затим, у следећем, да jе простор истих функциjа са метриком
C1[0,1] некомплетан. Функциjа из тог следећег примера 1.3.21 конвергира ка функциjи
сличноj хиперболи (y = 1/

√
x) чиjа jе асимптота y-оса, па ординате у близини леве

границе интервала [0,1] неограничено расту, а такво понашање не иде уз ту метрику.
Оба та простора су метрички, али само први jе Банахов. Еквивалентно томе, оба та
простора су векторски, али само први jе Хилбертов.

Напомињем, уопште, разлика између Банаховог и Хилбертовог простора jе у томе
што првом ниjе потребан скаларни производ. Разлика измећу квантних репрезентациjа
Банаховог и Хилбертовог простора jе у финоћи структуре.

Теорема 1.3.30. Нека jе V векторски потпростор Банаховог простора X. Његова
адхеренциjа V̄ jе Банахов потпростор од X.

Доказ. Да су оба, V и V̄ , векторски потпростори од X проверавамо помоћу два низа
тачака (xn) и (yn) из V коjи конвергираjу редом ка x и y из V̄ , стављаjући да n→∞:

αxn + βyn ∈ V (∀n) (∀α,β ∈ F ),

αx + βy ∈ V̄ (∀α,β ∈ F ),

што jе и требало доказати.
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Пошто су неке везе између ових апстрактних простора и квантних система овде по
први пут излагане, морам бити досадан и понављати главна места, евентуално на мало
другачиjе начине. Из претходне књиге (в. [1]) jе разумљиво зашто подразумевамо
законе одржања информациjе. Посебно, у инерциjалним системима физике држимо
да важи закон одржања (конзервациjа) саме информациjе, али шире, у затвореним
системима, то jе закон одржања „неизвесности + информациjе“. Томе смо овде додали
и принцип коначности.

Третираjући бесконачне скупове тачака метричких простора као нематериjалне али
обjективне физичке поjаве (рецимо као законе природе), за материjалне поjаве нам
остаjу само коначни скупови. Без обзира хоћемо ли или нећемо преброjиво бесконачним
скуповима додељивати материjалне репрезентациjе, оне ће бити дискретне. Простиjе
речено, материjални део физике, на краjу, увек jе квантован. То jе jедан аспект
принципа коначности. Неспособност затвореног квантног система да губи информациjу
и квантовање, дугорочно гледаjући, принуђуjе га на понављање. То значи да ћемо у
квантноj физици такође препознати математичку теориjу (детерминистичког) хаоса и
форме попут Лорензовог117 атрактора представљеног сликом 1.49.

Slika 1.49: Лорензов атрактор.

Како у теориjи хаоса, коjа узима да мале разлике почетних услова могу довести до
великих разлика коначних резултата, разумети понављање, атракторе? Сам принцип
коначности нама значи дискретност коjа води до квантовања, а оно даље води до
честичне природе материjалних поjава. Међу овима примећуjемо и таласне пакете.
Мењање распореда коначног броjа честица, пре или касниjе, доводи до понављања

117Edward Norton Lorenz (1917-2008), амерички математичар.
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сличних стања а затим и до сличног понашања. Узроци коjи знатниjе утичу на исходе
нама су мање видљиви, па су нам исходи наизглед непредвидљиви, али jедначине коjе
генеришу атракторе, попут оног на слици 1.49, сасвим су детерминистичке.

Са друге стране, овде се држимо и претпоставке о обjективноj случаjности. Посту-
лирање обjективне случаjности не мења суштину (иначе детерминистичке) теориjе
хаоса, као што не мења нити суштину (по том питању неизjашњене) теориjе вероватноће.
Читаоцу то може звучати чудно, али постулирање обjективности неизвесности, наспрам
детерминизма коjи нам не би био доступан, не мења нити суштину квантне теориjе! У
оба случаjа (заиста или само нама непредвидљивим) квантно стање коjе представља
неизвесности неколико могућих исхода колабира у jедно од њих, при чему сва количина
претходне неизвесности постаjе тачно jеднака информациjи реализованог jедног од
исхода. Шта jе тада са другим могућностима?

Подразумеваjући обjективну случаjност ми подразумевамо и реализациjе осталих
могућности. Оне се тада остваруjу у паралелне реалности, са коjима очигледно не
можемо комуницирати, jер нам то не дозвољаваjу закони одржања. Друге „паралелне
реалности”, различите од реализоване наше, нама су физикално недоступне (бар непо-
средно), па их можемо сматрати тако-рећи непостоjећим.

На пример, ако jе неки кjубит био суперпозициjа неизвесности A и B и у нашоj
реалности jе колабирао у информациjу A, он jе у некоj нама „паралелноj реалности“
колабирао у информациjу B. Због закона одржања нема комуникациjе између наше
и те реалности, jер би опажаjући „паралелне информациjе“ ми опажали дуплирану
рецимо масу а то би било супротно закону одржања масе. Међутим, постоjи посматрач
(jедна или више честица), чиjи jе ток времена обрнут нашем а за коjег су две поменуте
информациjе – неизвесности, инверзног кjубита. Таj инверзни кjубит њих враћа у обе
наше неизвесности коjе за тог другог посматрача постаjу по jедна од информациjа
његових „паралелних реалности“.

Прецизниjа анализа описаног, рекли смо, полази од става да се еволуциjа квантних
стања представља помоћу нормалних оператора коjи су реверзибилни. Обjашњаваjући
ту везу, надам се, разумели смо и зашто су оператори квантних стања баш нормални.
Како год, то су оператори коjи могу вратити исходе у почетне неизвесности.

Наставимо сада са теоремом 1.3.30, о адхеренциjи у Банаховом простору. У овом
контексту та теорема казуjе да се сваки материjални квантни систем може допунити
нематериjалним (апстрактним законима) тако да се комплетира, да постане Банахов,
а даље и Хилбертов простор. Приметимо да се при томе материjални и апстрактни
делови односе као рационални и ирационални елементи (дела) реалне осе. Вероватноћа
да ћемо насумично бираjући jедну тачку из интервала (0,1) ⊂ R извући рационалан
броj jе нула. Када бисмо могли бирати, шанса да се у комплетираном простору физике
нађемо тачно у материjалном делу ништавна jе, па ипак смо ми баш тамо. Ово jе
парадокс комплетирања, за разлику од следећег.

Формално гледаjући, нека jе A део векторског простораX. Линеал над A jе наjмањи
векторски потпростор од X коjи садржи A. Може се показати да jе линеал од A ⊂ X
скуп свих (коначних) линеарних комбинациjа облика

λ1x1 + λ2x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + λnxn, (1.339)

где jе (x1, x2, . . . , xn) било коjи коначан агрегат вектора из A, а λk су произвољни
скалари у F .

Наиме, скуп свих линеарних комбинациjа (1.339) садржи A, а он jе и векторски
потпростор од X. Да jе он и наjмањи векторски потпростор од X коjи садржи A
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долази отуда што сваки векторски потпростор од X коjи садржи A мора садржавати
и све линеарне комбинациjе (1.339).

Физичка интерпретациjа овог става jе следећа. Квантном стању додељуjемо вектор
попут (1.339). То jе вектор, у наjбољем случаjу линеал ортонормираних базних вектора
xk, додељен тачки векторског простора коjу уjедно можемо сматрати и тачком метричког
простора. Тачка метричког простора jе, дакле, колекциjа обзервабли. Еволуциjом
квантног стања, поменути вектор се помера али само по jединичноj сфери (ако jе
нормиран вероватноћом), представљаjући неки „унутрашњи универзум“ датих обзерва-
бли. При томе он дефинише и позициjе метричког простора. Додаjући нове обзервабле
квантном стању додаjемо нове димензиjе одговараjућем векторском простору и нове
димензиjе придруженом метричком простору.

Бираjући друге обзервабле, са другим базним векторима линеала (1.339), добиjамо
другачиjе jединичне сфере. Оне опет представљаjу тачке неког (другачиjег) метричког
простора. Свака таква сфера-тачка представља неку нашу материjалну реалност. Али,
наших материjалних реалности има наjвише преброjиво много, па се поставља питање:
„са чиме ћемо све такве комплетирати“? Узимам да jе, рецимо успоравањем времена
релативним кретањем, могуће добиjати све детаљниjе и детаљниjе „слике“ вакуума,
односно све веће и веће енергиjе датог предмета, све до бесконачности, али да jе таj
прираштаj енергиjе квантован.

И у првом и у другом случаjу репрезентациjе, Банаховог простора обзерваблама,
имамо наизглед парадоксалан проблем са принципом коначности. Промене вредности
поjедине обзервабле дискретне су, па линеал (1.339) ниjе свуда густ, а опет знамо да
се простор коjи он дефинише може комплетирати. Питање jе како? Са чиме? Пре
него што покушам одговорити на таква питања, прођимо ово речено jош jедном, сада
формално.

За два дисjунктна векторска потпростора Y и Z одX кажемо да су комплементарни
ако jе линеал њихове униjе jеднак X. Ако су Y и Z комплементарни векторски
потпростори од X, тада сваком x ∈ X одговара y ∈ Y и z ∈ Z тако да jе x = y + z и
та репрезентациjа jе jеднозначна.

Заиста, зато што jе X линеал од Y ∪ Z, сваки вектор x ∈ X има репрезентациjу
поменутог облика. Када би постоjала jош jедна таква репрезентациjа, рецимо x = u+ v
(u ∈ Y и v ∈ Z), из y + z = y + v следило би да вектор w = y − u = v − z лежи у оба, у Y и
у Z, тj. w ∈ Y ∩Z, али простори Y и Z су дисjунктни, па jе y − u = 0 и v − z = 0.

Дакле, прича о векторским просторима са почетка књиге се понавља, уз допуне
коjе би jеднако могли додавати и тамо. Тамо смо у векторске просторе улазили са
позициjа алгебре, овде са позициjа функционалне анализе, а универзалност резултата
говори, пре свега о доследности математике уопште, а затим и о снази поставки квантне
механике коjа jе као ни jедна грана физике пре ње толико апстрактна.

Вектори x1, x2, . . . , xn ∈X су линеарно зависни ако постоjе скалари λ1, λ2, . . . , λn ∈ F
од коjих jе бар jедан различит од нуле, али jе израз (1.339) jеднак нули. У противном,
ако из jеднакости датог израза са нулом следи λ1 = λ2 = ⋅ ⋅ ⋅ = λn = 0 за поменуте
векторе кажемо да су линеарно независни. За бесконачно много вектора кажемо да су
линеарно независни, ако су вектори коjи припадаjу било коjоj коначноj колекциjи тих
вектора линеано независни. Из ове дефинициjе, линеарно независних вектора, мора се
искључити нула-вектор.

Приметимо да линеарна независност преласком на квантну репрезентациjу постаjе
нови закон одржања физике. Независност обзервабли од обзервабли, или независност
процеса од процеса. Она говори о конзервациjи поjмова физике, попут енергиjе, о
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немогућности настанка из ничега и нестанка у ништа физичких своjстава. Лакоћа
представљања ових поjмова помоћу алгебре вектора и њихова везаност за истинитосни
смисао, инспирише нас даље да материjу схватамо као апстрактне исказе.

Формално, у векторском простору lp (p ≥ 1) линеарно су независни вектори:

e1 = (1,0,0, . . . ), e2 = (0,1,0, . . . ), e3 = (0,0,1, . . . ), . . . (1.340)

Таj векторски простор понекад означавамо и са R∞
p односно C∞

p , зависно од тога да ли
су скалари реални или комплексни броjеви. У векторском простору C[a, b] вектори:

x0 = 1, x1 = t, x2 = t
2, . . . (1.341)

линеарно су независни. Наиме, свака њихова линеарна комбинациjа jе полином по t, а
он jе идентички jеднак нули ако су му сви коефициjенти jеднаки нули.

Векторски простор jе n-димензионалан ако у њему постоjи n линеарно независних
вектора, а сваки систем од n + 1 вектора jе линеарно зависан. Уколико векторски
простор има више од коначно много линеарно независних вектора, тада кажемо да jе
он бесконачно димензионалан.

Скуп B линеарно независних вектора простора X образуjе Хамелову118, или алгеба-
рску базу тог простора ако jе линеал од B jеднакX. Прецизниjе, исказ „сваки векторски
простор има базу“ еквивалентан jе „аксиоми избора“, а отуда сваки векторски простор
може имати неограничено много Хамелових база, а све оне имаjу исти (кардинални)
броj елемената. Посебно, ако jе простор n-димензионалан онда (свака) његова база има
тачно n елемената, вектора.

Знамо да линеарно независна физичка своjства, са различитим мерним димензионим
jединицама (попут килограма, метра, секунде) разапињу квантни простор, односно
векторски „простор“ квантне механике. Понављам, за свако посебно квантно стање
коjе посматрамо током датог задатка ми постављамо посебан векторски простор коjи
остаjе исти док год третирамо исто стање (у развоjу). Међутим, броj база коjе разапињу
дати векторски простор ниjе ограничен, а то доводи до „чудних“ открића у квантноj
физици, од коjих jе овде, након теореме 1.2.62, обjашњаван АПР-парадокс.

Реализациjом случаjних догађаjа настаjе информациjа коjу доживљавамо као про-
стор, време, материjу. У Банаховом простору сву ту материjу, дакле информациjу,
можемо представљати тачкама са рационалним координатама. Како jе Банахов простор
комплетиран у континууму, то смо ми његов ништаван део (вероватноћа случаjног
избора рационалног броjа у скупу реалних jе нула). Према томе, у односу на сву
васиону њен материjални део коjи припада нама jе ништаван. Тако опет долазимо до
претходно постављеног питања: „шта су то остали, нематериjални делови васионе“?

Са становишта jедног посматрача (са нашег становишта), нематериjални делови
васионе не могу бити информациjе, jер би у противном такође припадали њеном мате-
риjалном делу. Према томе, они не могу бити продукт физичке случаjности, коjа се
може опажати или мерити, па такве не можемо смештати у наш физички простор
и време. Зато нам jе АПР-парадокс тако „чудан“, jер се тиче физичких поjава са
коjима имамо чулна искуства, а о њима морамо размишљати апстраховано од простора,
времена и материjе.

Са наjављеним схватањем, материjа jе као луковица састављена од исказа неке
логике, коjу ми разумемо као законе природе или опажамо као силе и друга деjства са

118Georg Hamel (1877-1954), немачки математичар.
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доживљаjима (мокро, тврдо, обоjено) у коjима ти искази постаjу jедва приметни. На
таj начин можемо разумети и оно што ниjе материjа, као апстрактне исказе коjе ниjе
могуће опажати чулима или физичким детекторима.

Дакле, физичке конкретности као и апстракциjе – су закони, нужности. Са друге
стране, постулираjући обjективну случаjност прихватамо све реализациjе кjубита (и
уопште све „паралелне реалности“). Како такве реализациjе настаjу стално, а опциjа
има преброjиво много, (ℵ0 – алеф нула), онда „паралелних реалности“ има континуум
(2ℵ0 = c). Таj континуум „реалности“ jе довољан за затварање простора.

Пример 1.3.31. Показати да jе 2ℵ0 = c.

Решење. Познато jе да се сви реални броjеви из интервала (0,1) ⊂ R могу написати у
бинарном облику 0, b1b2 . . . bn . . . , где су цифре било коjе од две, bn ∈ {0,1}. На првоj
позициjи може бити свака од те две цифре, на другоj опет, ..., на n-тоj исте две, ...,
укупно 2ℵ0 . Уз слику 1.47 jе показано да jе то континуум c.

У аксиоматскоj теориjи скупова доказуjу се jош општиjи ставови (в. [36]). На
пример, ако jе ℵk кардинални броj скупа Sk редом за k = 0,1,2, . . . тада jе ℵk+1 = 2ℵk

кардинални броj њему партитивног скупа, скупа свих подскупова Sk+1 = P(Sk), али
нам такви овде нису неопходни.

Ако су X и Y два n-димензионална векторска простора над истим скупом скалара,
они су алгебарски изоморфни. Како jе алгебарски изоморфизам релациjа еквиваленциjе,
довољно jе показати да jе X алгебарски изоморфан векторском простору Rn (над
одговараjућим скупом скалара), да би се доказао било коjи други изоморфизам. Иначе,
то већ имамо у теореми 1.1.56.

За скуп вектора A ⊂ X кажемо да jе фундаменталан или затворен у X ако jе
линеал (1.339) над A свуда густ у X. Ако jе скуп A преброjив, таj скуп вектора jе
фундаменталан у X.

Пример 1.3.32. Низ вектора (1.340) jе фундаменталан у lp (p ≥ 1).

Обjашњење. Ако jе x = (ξν) произвољна тачка у lp, за свако ε > 0 тачка x = ∑
n
ν=1 ξνeν ,

из линеала над (en) лежаће у ε-околини тачке x, ако n изаберемо тако велико да
∞

∑
ν=n+1

∣ξν ∣
p
< εp,

што се због конвергенциjе реда ∑∞
ν=1 ∣ξν ∣

p увек може постићи. Заиста, тада jе

∥x − xn∥ = (
∞

∑
ν=n+1

∣ξν ∣
p
)

1/p

< ε,

па jе линеал над (en) свуда густ у lp.

Ако jе (xn) фундаменталан низ у Банаховом простору X тада jе скуп тачака облика
линеала (1.339) свуда густ у X. Али тада jе и такав скуп тачака где су λk рационални
броjеви, свуда густ у X, а такав скуп jе очигледно преброjив. Према томе, ако у
простору X постоjи фундаменталан низ, простор jе сепарабилан. Важи и обрнуто, у
сваком сепарабилном Банаховом простору постоjи фундаменталан низ вектора. Као
фундаменталан можемо узети ма коjи преброjив скуп коjи jе свуда густ у X. Дакле,
Банахов простор jе сепарабилан тада и само тада ако у њему постоjи фундаменталан
низ вектора.
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1.3.4 Линеарни оператор

Поновићемо сада неке нама већ познате особине линеарних оператора, осврћући
се на њихове посебности у континууму. У даљем тексту означавамо са X и Y два
Банахова простора, са тачкама x и y. Сматрамо да су они и векторски простори над
истим телом F скалара. Нула-вектор и нула-норму пишемо jеднако 0 у оба простора.
Пресликавање A ∶X → Y пишемо y = A(x), или jедноставно y = Ax када jе то могуће, а
уместо пресликавање кажемо и оператор.

Оператор A ∶X → Y jе адитиван ако jе A(x1 +x2) = Ax1 +Ax2 за сваки пар вектора
x1, x2 ∈ X. Из Ax = A(x + 0) = Ax + A0 следи A(0) = 0, да jе A(0) нула-вектор у Y .
Слично, из 0 = A(0) = A(x − x) = A(x) +A(−x) следи A(−x) = −A(x), да се негативни
елемент из X пресликава у негативан у Y .

У интерпретациjи, вектор jе квантно стање представљено линеарним споjем обзер-
вабли, а линеарни оператор врши еволуциjу (промену) квантног стања. Сама адити-
вност значи да два стања еволуираjу у два стања, при чему се њихове посебности
одржаваjу. Приметимо да то наглашава честичну природу квантних стања119. Вакуум
jе нула-вектор, коjи према овоме може еволуирати само у вакуум. Квантна стања коjа
се могу узаjамно поништавати (анихилирати) мораjу еволуирати у квантна стања коjа
се могу узаjамно поништавати. Следећа лема говори о симетриjи промена адитивним
оператором, да постепеност у jедном случаjу значи постепеност у свим.

Лема 1.3.33. Ако jе адитивни оператор непрекидан у jедноj тачки простора, онда jе
он непрекидан на читавом простору.

Доказ. Ако jе адитивни оператор непрекидан у тачки x0, x произвољна тачка, а (xn)
низ коjи конвергира ка x, све у истом простору, онда имамо:

Ax0 = lim
n→∞

A(xn − x + x0) = lim
n→∞

(Axn −Ax +Ax0) = ( lim
n→∞

Axn −Ax) +Ax0,

а отуда
lim
n→∞

Axn = Ax,

што jе и требало доказати.

И даље за оператор A коjи jе адитиван и хомоген, A(λx) = λA(x), кажемо да jе
линеаран и пишемоA(αx+βy) = αAx+βAy, без непотребних заграда. Због нормираности
(вероватноћа) квантних стања, хомогеност би се могла чинити сувишна, али она то ниjе
због ширег контекста. Сада ћемо видети да jе управо хомогеност та коjа онемогућава
дивергенциjу квантног стања, експлозиjу нечег коначног у бесконачно.

За разлику од алгебре у анализи су потребни инфимум, тj. наjвећа вредност коjа
jе мања или jеднака свакоj из датог скупа вредности, и аналогно, супремум, наjмања
вредност коjа jе већа или jеднака свакоj од датих. Са inf S и supS означавамо редом
инфимум и супремум скупа S, или детаљниjе као у изразу (1.319).

Дефинициjа 1.3.34 (Норма оператора). Линеарни оператор A ∶ X → Y jе ограничен
ако постоjи ненегативан броj M такав да jе

∥Ax∥ ≤M∥x∥, (∀x ∈X). (1.342)

Инфимум броjева M за коjе важи (1.342), je норма оператора A означавана са ∥A∥.
119У квантноj физици jе jош увек неjасно шта све може бити „квантно стање“, иако адитивност намеће

одговор да jе то „скуп честица“.

Растко Вуковић 213



КВАНТНА МЕХАНИКА

Према томе, оператор A jе ограничен ако има коначну норму ∥A∥, када важи

∥Ax∥ ≤ ∥A∥∥x∥, (∀x ∈X). (1.343)

Користимо само две врсте ознака за норме, ∥ . . . ∥ ili ∣ . . . ∣, али приметимо да оне имаjу
више од два значења. У последњоj неjеднакости, ∥Ax∥ jе норма вектора у простору
копиjа Y , ∥A∥ jе норма оператора, а ∥x∥ jе норма вектора из X, оригинала ових
пресликавања. Смисао норме увек jе видљив из датог текста и отуда слобода употребе
ознака.

Лема 1.3.35. За хомогени оператор A важе jеднакости:

∥A∥ = sup
x∈X/{0}

∥Ax∥

∥x∥
= sup

∥x∥≤1
∥Ax∥ = sup

∥x∥=1
∥Ax∥. (1.344)

Доказ. Приметимо да (1.342) за x ≠ 0 гласи

∥Ax∥

∥x∥
≤M,

а да jе инфимум броjеваM исто што и супремум броjева на левоj страни те неjеднакости.
Због хомогености оператора имамо даље:

∥A∥ = sup
x∈X/{0}

∥Ax∥

∥x∥
= sup
x∈X/{0}

∥
1

∥x∥
Ax∥ = sup

x∈X/{0}
∥A(

x

∥x∥
) ∥.

Међутим, за свако x ∈X/{0} jе норма вектора x/∥x∥ jеднака jедан, па jе

∥A∥ = sup
∥x∥=1

∥Ax∥,

чиме jе доказан трећи израз од тражених jеднакости. Други доказуjемо узимаjући само
оне тачке x ∈X за коjе jе ∥x∥ ≤ 1, па из (1.343) имамо

sup
∥x∥≤1

∥Ax∥ ≤ ∥A∥ = sup
∥x∥=1

∥Ax∥,

а очигледно важи и обрнута неjеднакост. Отуда све три jеднакости (1.344).

Теорема 1.3.36. Линеарни оператор A ∶ X → Y jе непрекидан тада и само тада ако
jе ограничен.

Доказ. Ако jе оператор ограничен, биће:

∥Axn −Ax0∥ = ∥A(xn − x0)∥ ≤ ∥A∥∥xn − x0∥,

а отуда, због xn → x0, непрекидност у произвољноj тачки x0.
Обрнуто, ако операторA ниjе ограничен на читавомX, због (1.344) он ниjе ограничен

ни на jединичноj сфери ∥x∥ = 1. Дакле, постоjи низ тачака (xn) са ∥x∥ = 1 такав да
∥Axn∥ ≥ δn →∞. Али тада низ

yn =
xn
δn
→ 0,

док jе ∥Ayn∥ ≥ 1 за свако n. На основу леме 1.3.33 он тада не може бити непрекидан ни
у jедноj другоj тачки.
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Теорема 1.3.37. Линеарни оператор A ∶X → Y jе ограничен само ако сваки ограничен
скуп у X пресликава у ограничен скуп у Y .

Доказ. Ако jе оператор ограничен и S ограничен скуп, тj. ∥A∥ < ∞ и ∥x∥ ≤M за свако
x ∈ S, тада jе ∥Ax∥ ≤ ∥A∥∥x∥ <M∥A∥ за свако x ∈ S.

Обрнуто, ако jе K ⊂ X jединична затворена кугла, тада jе њена слика AK ⊂ Y
ограничен скуп, тj. постоjи броj M > 0 такав да jе ∥Ax∥ ≤M (∀x ∈ K). За свако x ≠ 0
jе x/∥x∥ ∈K, па jе

∥A
x

∥x∥
∥ ≤M,

односно ∥Ax∥ ≤M∥x∥. Последња неjеднакост важи и за x = 0, а отуда тражени став.

Пример 1.3.38. Бесконачна матрица jе оператор коjи пресликава простор lp у простор
lq, при чему jе 1/p + 1/q = 1.

Обjашњење. Нека jе A = (αµν) бесконачна матрица броjева, таква да jе за неко q > 1

∞

∑
µ=1

∞

∑
ν=1

∣αµν ∣
q
< +∞.

Она дефинише линеарни оператор y =Ax са

ηµ =
∞

∑
ν=1

αµνξν , µ = 1,2, . . . ,

где су x = (ξµ) и y = (ηµ) бесконачне матрице-колоне.
Да jе оваj оператор ограничен следи из (1/p + 1/q = 1):

∣ηµ∣ ≤ (
∞

∑
ν=1

∣αµν ∣
q
)

1/q

(
∞

∑
ν=1

∣ξν ∣
p
)

1/p

,

∞

∑
µ=1

∣ηµ∣
q
≤

∞

∑
µ=1

∞

∑
ν=1

∣αµν ∣
q
⋅ (

∞

∑
ν=1

∣ξν ∣
p
)

q/p

,

∥y∥lq ≤
⎛

⎝

∞

∑
µ=1

∞

∑
ν=1

∣αµν ∣
q⎞

⎠

1/q

∥x∥lp ,

∥A∥ ≤
⎛

⎝

∞

∑
µ=1

∞

∑
ν=1

∣αµν ∣
q⎞

⎠

1/q

,

што значи да jе ова матрица ограничен оператор коjи пресликава lp у lq.

Да су коначне матрице (ограничени) линеарни оператори, ваљда jе познато. То jе
тривиjално. Интересантниjи jе случаj са интегралима, рецимо са простором Lp неких
мерљивих функциjа x на размаку [a, b], или слично на неком другом мерљивом скупу
S, тако да jе ∣x∣p интеграбилна функциjа. Тада ако jе скоро свуда x(t) = y(t) на датом
скупу S, кажемо да су функциjе x и y еквивалентне и пишемо x ∼ y, jер су њихови
интеграли jеднаки.

Растко Вуковић 215



КВАНТНА МЕХАНИКА

Простор Lp[S] jе метрички простор када се растоjање дефинише са

d(x, y) = (

ˆ
S
∣x(t) − y(t)∣pds)

1/p

. (1.345)

Да важи неjеднакост троугла следи из Минковскиjеве неjедначине за интеграле, коjа
се изводи из Хелдерове неjедначине за интеграле на начин аналоган ономе како смо из
Хелдерове неjедначине за збирове (теорема 1.3.3) извели одговараjућу Минковскиjеву
неjедначину. У наjопштиjем облику те две неjеднакости гласе:

Хелдерова ∶
´
S ∣fg∣ds ≤ ∥f∥p∥g∥q,

Минковскиjева ∶ ∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p,
(1.346)

где jе 1/p + 1/q = 1, 1 ≤ p < q, a f и g су мерљиве функциjе.
На пример, ако jе S = [a, b] интервал реалних броjева, из реалне анализе нам jе

познато да jе простор Lp[a, b] сепарабилан, затим, да jе скуп непрекидних функциjа
свуда густ у истом, да jе тамо и скуп полинома свуда густ, те да jе оваj простор (Lp[a, b])
комплетан. Посебно, ако низ (xn) конвергира ка x у смислу метрике Lp[a, b], тада
постоjи делимични низ (xn) коjи скоро свуда на (a, b) конвергира ка x.

Други пример, ако jе K(s, t) мерљива функциjа на квадрату Q = {(s, t)∣0 ≤ s, t ≤ 1}

а интеграл
´ 1

0 ∣K(s, t)∣dt ≤D за свако s ∈ [0,1], онда jе са

y(s) =

ˆ 1

0
K(s, t)x(t)dt (1.347)

дефинисан ограничен линеаран оператор y =Kx, коjи пресликава простор ограничених
функциjа у самог себе, а назива се Фредхолмов120 оператор. Функциjа K(s, t) jе његово
jезгро.

Дефинициjа 1.3.39 (Инверзан оператор). Када за линеарни оператор A ∶ X → Y
постоjи оператор A−1 ∶ Y →X тако да jе

A−1
(Ax) = x, ∀x ∈X, (1.348)

кажемо да jе A−1 инверзан оператор оператора A.

Из расправе о скуповним функциjама знамо да за егзистенциjу инверзног оператора
основни оператор мора бити биjекциjа. Из теореме 1.1.3, став 2, следи да jе A(A−1y) = y,
дакле да су оператори A i A−1 комутативни.

Теорема 1.3.40. Ако линеарни оператор A ∶ X → Y има инверзан A−1 ∶ Y → X, онда
jе A−1 линеаран оператор.

Доказ. Ако A има инверзан оператор A−1, тада jе не само A−1(Ax) = (A−1A)x = x за
свако x ∈ X, већ и A(A−1y) = (AA−1)y = y за свако y ∈ Y . За произвољна два вектора
y1, y2 ∈ Y и произвољне скаларе λ1, λ2, тада због линеарности A имамо:

A−1
(λ1y1 + λ2y2) = A

−1
(λ1AA

−1y1 + λ2AA
−1y2) =

= A−1A(λ1A
−1y1 + λ2A

−1y2) = λ1A
−1y1 + λ2A

−1y2.

Према томе, ако постоjи A−1 таj оператор jе такође линеаран.
120Erik Ivar Fredholm (1866-1927), шведски математичар.
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Са овим видимо да су оператори и њима инверзни оператори у квантним системима
формално равноправни. Додаjмо овоме и став познат из елементарне математике, да
jе инверзна функциjа инверзне функциjе полазна функциjа, овде (A−1)−1 = A. Што се
тиче физикалне интерпретациjе, то значи да нема формалних разлога за оспоравање
инверзне еволуциjе, при чему jе инверзна инверзноj – наш ток догађаjа.

Теорема 1.3.41. Да би линеарни оператор A ∶ X → Y имао инверзан оператор A−1,
потребан и довољан услов jе да постоjи броj m > 0 такав да jе

∥Ax∥ ≥m∥x∥, (∀x ∈X). (1.349)

Тада jе ∥A−1∥ ≤ 1/m.

Доказ. Наведени услов jе довољан, jер за Ax = 0 из услова следиm∥x∥ < 0, отуда ∥x∥ = 0,
што значи x = 0. Другим речима, из A(x1 − x2) = 0 следи x1 − x2 = 0, односно из x1 ≠ x2

следи Ax1 ≠ Ax2, а то jе дефинициjа биjекциjе, што значи да A има инверзни оператор.
Тада се услов (1.349) може писати у облику

∥y∥ ≥m∥A−1y∥, (∀y ∈ Y ),

што значи да jе оператор A−1 ограничен на Y и да jе A−1 ≤ 1/m.
Наведени услов jе потребан, jер ако A има ограничен инверзан оператор A−1, онда

постоjи константа M < +∞ таква да за свако x ∈X важи:

∥A−1
(Ax)∥ ≤M∥Ax∥,

∥Ax∥ ≥
1

M
∥x∥,

што се своди на дати услов са m = 1/M .

Теорема 1.3.42 (Изоморфизам). Простори X и Y су (алгебарски и тополошки) изо-
морфни тада и само тада ако постоjи линеарни оператор A ∶ X → Y и ако постоjе
позитивне константе m и M тако да jе

m∥x∥ ≤ ∥Ax∥ ≤M∥x∥,

за свако x ∈X.

Доказ. Линеарни оператор A jе биjекциjа и зато има инверзан оператор A−1, а отуда
изоморфизам. Поред тога, оператори A и A−1 су непрекидни, а отуда хомеоморфизам
и ограниченост.

Према томе, ако су ∥.∥1 и ∥.∥2 две норме на векторском простору X, онда су норми-
рани векторски простори X1 = (X, ∥.∥1) и X2 = (X, ∥.∥2) (алгебарски и тополошки)
изоморфни тада и само тада ако постоjе позитивне константе m и M такве да jе

m∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤M∥x∥, ∀x ∈X. (1.350)

Када су испуњене ове неjедначине кажемо да имамо еквиваленте норме. Доказ ових
неjеднакости следи из претходне теореме, сменом X = X1 и Y = X2, а за A бирањем
идентичког оператора I, када jе Ix = x за свако x.

Растко Вуковић 217



КВАНТНА МЕХАНИКА

Резимираjући приметимо да теорема 1.3.36, коjа каже да jе линеарни оператор
непрекидан само када jе ограничен, говори о глаткоћи еволуциjе квантних стања.
Следећа теорема 1.3.37, каже да непрекидан оператор неће ограничен скуп пресликати
у бесконачан и обрнуто, говори нам да у физичком свету нема спонтаних реакциjа
коjима би нешто коначно ескалирало у бесконачно. Подсећам, бесконачност jе за
математику нешто природно, обjективно, а ова теорема говори о условима забране
развоjа коначних величина у бесконачне (у физици). Она jе израз принципа коначности
материjе, као што jе еволуциjа физичких стања прича линеарних оператора.

Инверзни оператори су посебна поjава. Из теореме 1.3.41 следи да оператор A коjи
квантно стање x неће поништити има инверзан оператор. Другим речима, ако важи
закон одржања неке физичке величине тада за сваку њену еволуциjу постоjи и инверзна
еволуциjа. Да jе то такође нека еволуциjа квантног стања (линеаран оператор), потвр-
ђуjе теорема 1.3.40.

Микро-светом физике доминираjу случаjни догађаjи. Ту се апстрактна неизвесност
реализуjе у информациjу, попут стања током бацања новчића коjа постаjу jедан исход:
„писмо“ или „глава“. Тако настаjе информациjа коjу, између осталог опажамо и као
простор, време, материjу. Ако сам опазио да jе након бацања новчића пало „писмо“,
онда се у некоj „паралелноj реалности“ десила „глава“. Развоj квантног стања са нашег
становишта генерише оператор A, док инверзни оператор A−1 генерише обрнут ток, он
наше извесности претвара у наше неизвесности. Нема формалне сметње претпоставци
да постоjи инверзан посматрач коме наши могући исходи представљаjу узроке, а наши
узроци – поjедине последице.

Линеарна функционела

Посебни линеарни оператори, коjи се у функционалноj анализи називаjу линеарне
функционеле, пресликаваjу векторе у скаларе. Jасно jе да сви закључци о линеарним
операторима важе и за линеарне функционеле али да оне имаjу и своjе посебности.
Присетимо се унитарног векторског простора, дефинициjе 1.2.46, па погледаjмо следећу,
тзв. Рис-Фрешеову121 теорему.

Теорема 1.3.43 (Riesz-Fréchet). Нека jе X векторски простор коначне димензиjе са
скаларним производом и линеарном функционелом f ∶ X → F . Постоjи jединствен
вектор v ∈X такав да jе f(u) = ⟨u∣v⟩ за сваки вектор u ∈X.

Доказ. Како jеX коначно димензионалан векторски простор са скаларним производом,
постоjи ортонормирана база e1, e2, . . . , en ∈X, тако да за произвољан вектор u ∈X важи
u = ⟨e1∣u⟩e1 + ⟨e2∣u⟩e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ⟨en∣u⟩en. Како jе f линеарна функционела, па према томе и
линеарно пресликавање, налазимо:

f(u) = f(⟨e1∣u⟩e1 + ⟨e2∣u⟩e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + ⟨en∣u⟩en) =

= ⟨e1∣u⟩f(e1) + ⟨e2∣u⟩f(e2) + ⋅ ⋅ ⋅ + ⟨en∣u⟩f(en)

= ⟨e1∣f(e1)u⟩ + ⟨e2∣f(e2)u⟩ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⟨en∣f(en)u⟩,

jер су f(ek) скалари из F . Ставимо v = f(e1)e1 + f(e2)e2 + ⋅ ⋅ ⋅ + f(en)en, па претходни
израз постаjе f(u) = ⟨u∣v⟩.

121Maurice René Fréchet (1878-1973), француски математичар
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Jединственост доказуjемо претпостављаjући да постоjе два вектора v, v′ ∈ X таква
да за свако u ∈ X важи jеднакост f(u) = ⟨u∣v⟩ = ⟨u∣v′⟩. Тада je 0 = ⟨u∣v⟩ = −⟨u∣v⟩, тj.
0 = ⟨u∣v − v′⟩, па jе v − v′ = 0, односно v = v′.

Обзиром да су нама приоритетни унитарни простори X (над комплексним телом
скалара F ), наjважниjе су нам функционеле f ∶ X → R. Отуда у квантноj механици
интерес за следећим Хан-Банаховом ставом, иначе корисним у функционалноj анализи
уопште. У основноj верзиjи, коjу нећемо доказивати (в. [35], стр 222. став 1), не захтева
се да jе потпростор Y затворен.

Став 1.3.44 (Hahn-Banach). Када jе X реалан Банахов простор и на његовом потпро-
стору Y ⊂ X дефинисана реална ограничена линеарна функционела g норме M = ∥g∥y,
тj. ∣g(y)∣ ≤M∥y∥ за свако y ∈ Y , тада на X постоjи реална ограничена функционела f
таква да jе f(y) = g(y) када y ∈ Y и ∥f∥x = ∥g∥y.

Алгебарски дуални простор X† (означава се и са X∗ или X ′) векторског простора
X над телом F jе векторски простор линеарних функционела на датом простору. Како
су линеарна пресликавања векторског простора хомеоморфизми (инjективна), дуални
простор се понекад означава и са Hom(X,F ). Иако су оба простора над истим телом,
вектори дуалног простора се понекад називаjу ковектори.

За коначно димензионалне просторе, димензиjе дуалног и датог простора су jеднаке
(dimX† = dimX). Када су e1, . . . , en ∈ X и e1, . . . , en ∈ X† редом базе датог и дуалног
простора, са горњим и доњим индексима, тада подразумевамо релациjе:

⟨ej ∣α1e
1
+ ⋅ ⋅ ⋅ + αne

n
⟩ = αj , j = 1, . . . , n (1.351)

за било коjи избор коефициjената αj ∈ F . При томе jе

eje
k
= δkj = {

1 j = k
0 j ≠ k,

(1.352)

где jе δkj Кронекеров122 делта симбол. На пример, за базне векторе e1 = (
1
0
) и e2 = (

0
1
)

простора R2, дуална база jе e1 = (1,0), e2 = (0,1), па jе: e1e
1 = 1, e1e

2 = 0, e2e
1 = 0 и

e2e
2 = 1. Уопште, ако векторе X пишемо као матрице-колоне, онда векторе дуалног

простора X† пишемо као конjуговане матрице-врсте.
За разлику од уобичаjеног начина писања у математици, на начин уобичаjен у

квантноj механици, основна матрична репрезентациjа вектора овде jе матрица-колона,
а дуалног вектора матрица-врста (са конjугованим коефициjентима). Дуалну матрицу
A добиjамо конjуговањем и транспоновањем дате матрице A† = (A∗)τ . То треба
разликовати од адjунговане матрице (adjA) коjа се добиjа израчунавањем кофактора,
па затим транспоновањем, да би производ њих две била jединична матрица множена
детерминантом AadjA = IdetA. Међутим, посебност Хермитских оператора, коjима
обилуjе квантна механика, jесте да су кофактори матрице подељени детерминантом
тачно jеднаки конjугованим елементима, краће речено, да jе дуални оператор jеднак
адjунгованом. То често направи збрку у оваквим текстовима, уместо да поjедностави
ствари.

Како су сви векторски простори исте димензиjе над истим пољем (анти)изоморфни,
(анти)изоморфан jе и дуални простор са датим простором. У случаjу реалних скалара

122Leopold Kronecker (1823-1891), немачки математичар.
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то jе изоморфизам, а када jе F поље комплексних броjева, прецизно речено, то jе анти-
изоморфизам. Дуални простор дуалног простора jе тада полазни простор (X†† = X).
У случаjу бесконачно димензионалног простора дати и дуални простор не мораjу бити
изоморфни (биjективни), него су само хомеоморфни (инjективни).

Ево jош неколико примера, другачиjих, дуалних простора: lnq = (lnp )
†, ln1 = (ln∞)† и

Lq = (Lp)†, где jе 1
p +

1
q = 1, a p ∈ [1,∞[. Многи од сличних простора jош увек нису

откривени у квантноj физици, па овде нема много смисла пописивати их. Довољно jе
знати да постоjе, да се добро уклапаjу у ставове коjе смо наводили и да неке од њих
већ сада налазимо у квантноj механици.

Из дефинициjе 1.1.31 знамо да jе релациjа поретка рефлексивна, антисиметрична
и транзитивна. За било коjа два реална броjа x, y ∈ R можемо написати или x ≤ y или
y ≤ x, па кажемо да jе R потпуно уређен скуп. Међутим, скуп низова x = (ξ1, . . . , ξn),
y = (η1, . . . , ηn), ... jе делимично уређен, jер за неке чланове тог низа важи релациjа
ξj ≤ ηj , док за друге може да важи ηk ≤ ξk. Следећу, тзв. Зорнову123 лему, овде
узимамо као аксиому.

Дефинициjа 1.3.45 (Zorn). Претпоставимо да парциjално уређен скуп S има особину
да сваки ланац у S има горњу границу у S. Тада скуп S садржи бар jедан максимални
елеменат.

Овде се подразумева да произвољном елементу s0 ∈ S делимично уређеног скупа
S можемо придружити ланац ⋅ ⋅ ⋅ ≤ s−2 ≤ s−1 ≤ s0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ . . . у коjем се налазе
сви елементи из S коjи су у релациjи поретка са s0. То jе непосредна последица
аксиоме избора, коjу смо већ помињали као прихватљиву, али следи и из Хаусдорфовог
принципа максимума124 коjи каже да jе сваки потпуно уређен подскуп датог парциjално
уређеног скупа садржан у максималном потпуно уређеном подскупу тог парциjално
уређеног скупа.

Ова „ситничарења“ из функционалне анализе добиjаjу на значаjу са дефинициjама
физичке реалности. Потсећам, прва од тих дефинициjа jе да су узаjамно реалне
твари оне коjе могу узаjамно интераговати, рецимо размењивати енергиjу, или jедна
другоj променити положаj. Побољшана дефинициjа реалности jе да су узаjамно реални
обjекти они коjи могу комуницирати, размењивати информациjу.

Ако говоримо jош прецизниjе, говоримо о jедном смеру тока информациjе, о само
jедноj половини комуникациjе, када A прима информациjу о B, па „реалност“ можемо
апстраховати и на математичке теореме. То генералишемо на све истине коjе су нам
доступне, па онда и на неистине коjе граде неку таутологиjу125. Пример ових послењих
су дезинформациjе за коjе знамо да могу да утичу и на ток историjе. У случаjу овако
jедносмерне „реалности“, када B не прима информациjу од A или бар никако не реагуjе
на њу, рекли смо да jе B псеудо реално за A.

Раздваjањем смерова тока информациjе и враћањем на комуникациjу, примећуjемо
да се обjекти информишу перцепциjама. Неко A има перцепциjу неког B и ништа
више. Ми у овоj књизи не идемо даље. Тада аксиома избора говори о уређености
временског тока датог посматрача, а Хаусдорфов принцип максимума о временским
токовима раниjе помињаних паралелних реалности.

123Max August Zorn (1906-1993), немачки математичар.
124Hausdorff maximal principle: https://en.wikipedia.org/wiki/Hausdorff_maximal_principle
125Таутологиjа – исказ коjи jе увек тачан.
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За сублинеарну функционелу f ∶ X → R на реалном векторском простору X за све
векторе x,x1, x2 ∈X и λ ∈ R+ важе услови:

{
1○ f(λx) = λf(x) позитивна хомогеност
2○ f(x1 + x2) ≤ f(x1) + f(x2) субадитивност. (1.353)

За такву функционелу важи следећа верзиjа Хан-Банаховог става, коjу такође нећемо
доказивати (в. [37], стр. 32).

Став 1.3.46. Нека jе f сублинеарна функционела на реалном векторском простору X
и нека jе Y ⊂ X његов потпростор. Ако jе g ∈ Y † линеарна функционела за коjу важи
g(y) ≤ f(y) за све y ∈ Y (f jе маjоранта за g), тада постоjи линеарна функционела
g′ ∈X† таква да jе g′(y) = f(y) за све y ∈ Y и g′(x) ≤ f(x) за све x ∈X.

У случаjу векторских простора на телу комплексних броjева имамо следећу верзиjу
Хан-Банаховог става, коjи такође нећемо доказивати.

Став 1.3.47. Нека jе f сублинеарна функционела на комплексном векторском простору
X. Ако jе дат линеарни потпростор Y ⊂ X и линеарно пресликавање φ ∶ Y → C, тако
да jе R[φ(y)] ≤ f(y) за све y ∈ Y , тада постоjи линеарно пресликавање ψ ∶X → R такво
да jе ψ(y) = φ(y) за y ∈ Y и R[ψ(x)] ≤ f(x) за све x ∈X.

Детаље о овоj области математике потражите у уџбеницима функционалне анализе,
или на пример [38], [39] и [40] из библиографиjе.
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1.3.5 Непокретна тачка

Пресликавање g метричког простора X у самог себе jе контракциjа ако постоjи
позитиван броj q < 1 такав да за сваки пар тачака x1, x2 ∈X важи неjеднакост

d[g(x1), g(x2)] ≤ qd(x1, x2). (1.354)

Изненађуjуће jе велики броj ситуациjа у коjима се може препознати ова наизглед
необична формула, везана за Банахов став о непокретноj тачки.

Теорема 1.3.48 (Banach). Контракциjа g комплетног метричког простора X у самог
себе има jедну и само jедну непокретну тачку.

Доказ. Изаберемо произвољну тачку x0 ∈X, формирамо низ тачака

x1 = g(x0), x2 = g(x1), x3 = g(x2), . . . , xn = g(xn−1), . . .

и покажимо да jе то Кошиjев низ. Заиста, због општег

d(xn, xn−1) = d[g(xn−1), g(xn−2)] ≤ qd(xn−1, xn−2)

и понављаjући ово n − 1 пута налазимо:

d(xn, xn−1) = q
n−1d(x1, x0) = aq

n−1,

d(xn, xm) = d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + ⋅ ⋅ ⋅ + d(xm−1, xm), n <m,

d(xn, xm) ≤ aqn + aqn+1
+ ⋅ ⋅ ⋅ + aqm−1

=
aqn

1 − q
,

d(xn, xm) → 0, m > n→∞.

Како jе X комплетан, постоjи тачка x̄ ∈X коjоj конвергира низ (xn), тj.

lim
n→∞

xn = x̄,

а како jе g контракциjа, биће:

d[xn+1, g(x̄)] = d[g(xn), g(x̄)] ≤ qd(xn, x̄),

lim
n→∞

xx+1 = g(x̄),

x̄ = g(x̄),

па jе x̄ тражена непокретна тачка.

За доказ ове теореме ниjе довољно d[g(x1), g(x2)] < d(x1, x2), уместо (1.354), што се
види на примеру пресликавања g ∶ [1,∞[→ [1,∞[ дефинисаним са g(x) = x + 1/x, коjе
нема непокретну тачку. Међутим, ту мањкавост jе могуће заобилазити на начине на
коjе jе оваj став временом развиjан. У овом доказу jе демонстриран и метод тражења
решења jедначине x = g(x) методом сукцесивних апроксимациjа, што jе непосредна и
прва примена ове теореме.

Пример 1.3.49. Наћи решење jедначине cosx − xex = 0.
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Решење. Посматраjмо низ итерациjа xn+1 = e−xn cosxn. Ако xn → x̄ када n → ∞, онда
сменом xn+1 = xn = x̄ добиjамо дату jедначину. Да jе низ итерациjа Кошиjев низ
проверавамо израчунавањем: x0 = 1, x1 = 0,199, x2 = 0,803, ..., x31 = x32 = 0,518.
Према томе, решење дате jедначине до три децимале jе x = 0,518.

Другачиjи пример jе апроксимациjа непрекидне функциjе y = f(x) тангентом.
Дефинициjа деривациjе, односно извода у тачки x0 jе

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x) − f(x0)

x − x0
, (1.355)

а отуда апроксимациjа
f(x0 + h) ≈ f(x0) + f

′
(x0)h, (1.356)

коjа jе утолико тачниjа што jе броj h = x − x0 → 0 мањи.
На пример, у тачки x = x0 непрекидне функциjе f(x) = x2 извод jе f ′(x0) = 2x0, па

из (1.356) следи:
(x0 + h)

2
≈ x2

0 + 2x0h,

x2
0 + 2x0h + h

2
≈ x2

0 + 2x0h,

што jе утолико тачниjе уколико jе h мањи броj, jер jе тада броj h2 jош мањи.

Slika 1.50: Метод тангенте.

На слици 1.50 видимо параболу f(x) = x2 и њену тангенту (праву y = x− 1) у тачки
x = 1. Када апсцису x = 1 повећамо за h = 0,1 на тангенти долазимо до ординате y = 1,1
али на параболи стижемо jош вишље. Формула (1.356) даjе f(1,1) ≈ 1 + 2 ⋅ 0,1 = 1,2 а
тачна вредност jе 1,12 = 1,21.

Трећи пример jе решавање jедначине Њутновом итерациjом. Знамо да jе корен
броjа пет броj између два и три (2 <

√
5 < 3). Да бисмо дошли до тачниjе процене,

посматраjмо функциjу f(x) = x2 − 5, односно jедначину f(x) = 0. Извод ове функциjе
jе f ′(x) = 2x, па претходна метода у тачки x0 = 2 за прву апроксимациjу x1 даjе:

f(x0) + f
′
(x0)(x1 − x0) ≈ 0,
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f(2) + f ′(2)(x1 − 2) ≈ 0,

−1 + 4(x1 − 2) ≈ 0,

4x1 ≈ 9,

где jе x1 ≈
√

5, па jе
√

5 ≈ 9
4 = 2,25. Иначе

√
5 = 2,236 . . . .

Slika 1.51: Њутнов метод тангенте.

То jе први корак Њутновог приближног решавања jедначине f(x) = 0 непрекидне
функциjе. Полази се од нулте апроксимациjе x0 и прву апроксимациjу x1 налазимо
помоћу претходне методе тангенте:

f(x0) + f
′
(x0)(x1 − x0) ≈ 0,

x1 − x0 ≈ −
f(x0)

f ′(x0)
,

а отуда

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
. (1.357)

Ово jе општа формула Њутнове итерациjе. Наиме, када израчунамо x1 смењуjемо
x1 → x0 и тражимо ново x1 коjе можемо означити са x2. Поступак понављамо док
(ако) нам се жељени броj децимала почне понављати.

Посебно, у случаjу квадратне jедначине f(x) = x2 −a = 0 ова метода се своди на низ
итерациjа

xn+1 =
1

2
(xn +

a

xn
) , n = 0,1,2, . . . , (1.358)

познатих и у Месопотамиjи пре више од 3,5 милениjума.
Услове конвергенциjе итерациjа као и итерациjе, непрекидних функциjа jедне

променљиве, можемо тражити и помоћу развоjа функциjа у Теjлорове редове. Нека jе
x̄ решење jедначине

x = g(x), (1.359)
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а ми покушавамо доћи до тог решења итерациjама xn+1 = g(xn), n = 0,1,2, . . . . Теjлорова
теорема и поменути услови даjу:

g(x) = g(x̄) + (x − x̄)g′(x̄) + . . . ,

g(x) − x̄ ≈ g′(x̄)(x − x̄),

xn+1 − x̄ ≈ g
′
(x̄)(xn − x̄).

Другим речима, растоjање између узастопних процена и корена множено jе са g′(x̄)
приближно, у свакоj итерациjи. Према томе, итерациjе (1.359) конвергираjу када
∣g′(x̄)∣ < 1, а дивергираjу када ∣g′(x̄)∣ > 1.

На пример, функциjа f(x) = x2 − 5 се може свести на облик (1.359) на наjмање два
начина x = g1(x) и x = g2(x), редом:

x =
x + 5

x + 1
, x =

3x2 − 5

2x
,

xn+1 =
xn + 5

xn + 1
, xn+1 =

3x2
n − 5

2xn
,

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

g′1(x) = (x+5
x+1

)
′
= − 4

(x+1)2
, g′1(α) = −

4
(
√

5+1)2
≈ −0,38

g′2(x) = (3x2−5
2x )

′

= 3x2+5
2x2

, g′2(α) =
3(

√
5)2+5

2(
√

5)2
= 2,

где jе x̄ =
√

5. Видимо да само први од ова два растава обезбеђуjе конвергенциjу
итерациjе, xn+1 = g1(xn).

Теорема 1.3.50. Нека jе g ∶ [a, b] → [a, b] диференциjабилна функциjа таква да

(∀x ∈ [a, b]) ∣g′(x)∣ ≤ q < 1.

Тада g има тачно jедну фиксну тачку x̄ ∈ [a, b] а низ итерациjа xn+1 = g(xn) са
почетном вредношћу x0 ∈ [a, b] конвергира ка x̄.

Доказ. Конвергенциjа xn → x̄ следи из низа неjеднакости:

∣xn − x̄∣ = ∣g(xn−1) − g(x̄)∣ ≤ q∣xn−1 − x̄∣ ≤ q
2
∣xn−2 − x̄∣ ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ≤ q

n
∣x0 − x̄∣ → 0,

jер qn → 0. Када би у датим условима постоjале две фиксне тачке x̄′ и x̄′′, тада би било
∣x̄′ − x̄′′∣ = ∣g(x̄′) − g(x̄′′)∣ ≤ q∣x̄′ − x̄′′∣ < ∣x̄′ − x̄′′∣. Отуда x̄′ = x̄′′ = x̄.

На пример, кубну jедначину x3 − 7x + 2 = 0 решаваjу итерациjе xn+1 = 1
7(x

3
n + 2)

функциjе g ∶ [0,1] → [0,1], са било коjом почетном тачком x0 ∈ [0,1], jер из x = g(x)
добиjамо g(x) = 1

7(x
3 + 2) и извод g′(x) = 3

7x
2 коjи jе мањи од jедан за сваку почетну

вредност x0 из домена. Почетна вредност x0 = 0 даjе x1 ≈ 0,286 па x2 ≈ 0,289 а то су
прве три децимале решења. Почетна вредност x0 = 1 даjе x1 ≈ 0,429 затим x2 ≈ 0,297
па x3 ≈ 0,289. Ова брзина конвергенциjе xn → x̄ ≈ 0,297 последица jе мале вредности
броjа g′(x̄) ≈ 0,036. Из доказа теореме се види да мањи броj q ∈ [0,1[ генерише бржу
конвергенциjу итерациjе.

У пракси jе често тешко проверити услов g([a, b]) ⊆ [a, b] теореме, па нам ту може
помоћи позната теорема средње вредности математичке анализе, или њена jедноста-
вниjа верзиjа коjа се назива Ролова теорема, коjих ћемо се само подсетити помоћу
следеће две слике.

Растко Вуковић 225



КВАНТНА МЕХАНИКА

На слици 1.52 jе граф непрекидне функциjе y = f(x), испрекидана крива коjа израња
изнад апсцисе у тачки x = a, достиже максимум у тачки x = c и поново нестаjе испод
апсцисе иза тачке x = b. У тачки максимума тангента на криву паралелна jе апсциси па
jе извод f ′(c) = 0. Ролова теорема каже да реална функциjа f на затвореном интервалу
[a, b] и диференциjабилна на отвореном интервалу ]a, b[, за коjу важи f(a) = f(b), мора
имати тачку c ∈]a, b[ такву да jе f ′(c) = 0.

Slika 1.52: Ролова теорема.

На слици 1.53 jе граф непрекидне функциjе y = f(x) коjа кривуда изнад x-осе.
Секанта jе дуж коjа спаjа две тачке те криве са апсцисама x = a и x = b, а паралелно са
њом повучена jе тангента коjа додируjе криву у тачки апсцисе x = c.

Slika 1.53: Теорема средње вредности.

Теорема средње вредности каже да за сваку функциjу y = f(x) непрекидну на
интервалу [a, b] и диференциjабилну на интервалу ]a, b[ постоjи тачка c ∈]a, b[ таква
да jе тангента у тоj тачки паралелна секанти коjа спаjа краjње тачке функциjе датог
интервала.
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Дакле, у датим условима, постоjи апсциса c таква да jе

f ′(c) =
f(b) − f(a)

b − a
. (1.360)

То у условима претходне, теореме 1.3.50, значи да за довољно мало ε > 0 мора да важи
инклузиjа g([x̄ − ε, x̄ + ε]) ⊆ [x̄ − ε, x̄ + ε]. Према томе важи следеће тврђење.

Став 1.3.51. Нека jе x̄ фиксна тачка g(x). Нека jе g(x) диференциjабилна на интервалу
[x̄ − ε, x̄ + ε] за неко ε > 0, a g задовољава услов ∣g′(x)∣ ≤ q < 1 за све x из тог
интервала. Тада низ (xn) дефинисан са xn+1 = g(xn), са почетном вредношћу x0 у
датом интервалу, конвергира ка x̄.

Када jе g инвертибилна, тада jе x̄ фиксна тачка функциjе g ако и само ако jе x̄
фиксна тачка функциjе g−1. Користећи ово, понекад фиксну тачку функциjе g тражимо
помоћу фиксне тачке функциjе g−1. На пример, ако jе g(x) = 3x + 4, тада jе g′(x) = 3
за све x, па итерациjе дивергираjу. Међутим, g−1(x) = 1

3x −
4
3 и (g−1)′ = 1

3 па итерациjе
конвергираjу.

Степеновање матрица

Итерациjе матрица можемо посматрати преко њиховог спектра. У претходним
секциjама смо видели да су сопствене вредности λ1, . . . , λn матрице A реда n решења
матричне jедначине Ax = λx коjа води до полиномне jедначине

λn + cn−1λ
n−1

+ cn−2λ
n−2

+ ⋅ ⋅ ⋅ + c0 = 0. (1.361)

За велике броjеве n, због грешака заокруживања, полиномне jедначине постаjу тешке
за методе итерациjе, па морамо тражити алтернативне путеве. То нарочито ако нам не
требаjу сва решења, већ само доминантна сопствена вредност, наjвећа од апсолутних
вредности λ0 = max ∣λk∣, коjа jе често од наjвећег практичног значаjа.

Нема свака матрица доминантну сопствену вредност. На пример126, матрице:

(
1 0
0 −1

) ,
⎛
⎜
⎝

2 0 0
0 2 0
0 0 1

⎞
⎟
⎠

(1.362)

са сопственим вредностима λ1 = 1 и λ2 = −1, односно λ1 = 1, λ1 = 2 и λ1 = 2 редом, немаjу
доминантне сопствене вредности. Међутим, многе матрице jе имаjу. Ради лакшег
разумевања методе матричне итерациjе прво ћемо посматрати jедан jедноставан случаj
са два начина решавања.

Пример 1.3.52. Наћи доминантну сопствену вредност и одговараjући сопствени
вектор матрице

A = (
2 −12
1 −5

)

класичном методом.

Решење. Карактеристични полином jе λ2 + 3λ + 2 = (λ + 1)(λ + 2), па су сопствене
вредности λ1 = −1 и λ2 = −2, а доминантна λ0 = λ2 = −2. Одговараjући сопствени
вектор jе x0 = t(3,1)

τ , t ≠ 0.
126Fisica computacional: http://ergodic.ugr.es/cphys/
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Тражење доминантне сопствене вредности матричном итерациjом (power met-
hod) своди се на степеновање дате матрице, корацима. Први корак претпоставимо
приближно сопственом вектору, рецимо x1. Затим имамо:

x2 =Ax1, x3 =Ax2 =A2x1, . . . , xn+1 =Axn =Anx1, . . . (1.363)

а ако се резултат почне понављати, то jе то. Када нађемо сопствени вектор одговараjућа
сопствена вредност jе тзв. Реjлиjев127 количник из следећег става.

Теорема 1.3.53 (Rayleigh). Ако jе x сопствени вектор матрице A, онда jе сопствена
вредност дата изразом

λ =
Ax ⋅ x

x ⋅ x
.

Таj броj се назива Реjлиjев количник.

Доказ. Како jе x сопствени вектор од A, а знамо да jе Ax = λx, па jе:

Ax ⋅ x

x ⋅ x
=
λx ⋅ x

x ⋅ x
= λ,

а то jе требало доказати.

Пример 1.3.54. Наћи доминанту сопствену вредност и одговараjући сопствени вектор
матрице

A = (
2 −12
1 −5

)

матричном итерациjом, затим наћи сопствену вредност као Реjлиjев количник.

Решење. Почињемо са инициjалном ненултом апроксимациjом x1 = (1,1)τ :

x2 =Ax1 = (
2 −12
1 −5

)(
1
1
) = −4(

2,50
1,00

)

x3 =Ax2 = (
2 −12
1 −5

)(
−10
−4

) = 10(
2,80
1,00

)

x4 =Ax3 = (
2 −12
1 −5

)(
28
10

) = −22(
2,91
1,00

)

x5 =Ax4 = (
2 −12
1 −5

)(
−64
−22

) = 46(
2,96
1,00

)

x6 =Ax5 = (
2 −12
1 −5

)(
136
46

) = −94(
2,98
1,00

)

x7 =Ax6 = (
2 −12
1 −5

)(
−280
−94

) = 190(
2,99
1,00

)

и примећуjемо да се низ приближава вредности вектора x0 = (3,1)τ , за коjи већ знамо
да jе сопствени вектор дате матрице. Затим налазимо

Ax0 = (
2 −12
1 −5

)(
3
1
) = −2(

3
1
) ,

а отуда jе сопствена вредност (Реjлиjев количник) λ0 = −2.
127The Lord Rayleigh (1842-1919), енглески физичар.
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Из овог примера се види како степеновањем матрице расту коефициjенти резултата
коjе смо морали скраћивати делећи их све са jедним, обично наjвећим. Таj метод
умањивања резултата делењем наjвећим коефициjентом назива се скалирање.

Пример 1.3.55. Израчунати доминантни сопствени вектор степеновањем и скалира-
њем, матрице

A =
⎛
⎜
⎝

1 2 0
−2 1 2
1 3 1

⎞
⎟
⎠

Узети x0 = (1,1,1)τ за почетну апроксимациjу.

Решење. Прва итерациjа даjе вектор

Ax0 =
⎛
⎜
⎝

1 2 0
−2 1 2
1 3 1

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

1
1
1

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

3
1
5

⎞
⎟
⎠
,

па скалирањем долазимо до прве апроксимациjе

x1 =
1

5

⎛
⎜
⎝

3
1
5

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

0,60
0,20
1,00

⎞
⎟
⎠
.

Друга итерациjа даjе:

Ax1 =
⎛
⎜
⎝

1 2 0
−2 1 2
1 3 1

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

0,60
0,20
1,00

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

1,00
1,00
2,20

⎞
⎟
⎠
,

а отуда друга апроксимациjа

x2 =
1

2,20

⎛
⎜
⎝

1,00
1,00
2,20

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

0,45
0,45
1,00

⎞
⎟
⎠
.

Настављаjући оваj процес, у седмом кораку добиjамо вектор:

x =
⎛
⎜
⎝

0,50
0,50
1,00

⎞
⎟
⎠

коjи се даље понавља. Реjлиjев количник даjе одговараjућу (доминантну) сопствену
вредност λ = 3.

Следећа теорема открива да jе довољан услов конвергенциjе ове методе да се дата
матрица може диjагонализирати (и да има доминантну сопствену вредност).

Теорема 1.3.56. Ако jе A квадратна матрица реда n са доминантном сопственом
вредношћу, онда постоjи ненулти вектор x0 такав да низ вектора

Ax0, A
2x0, A

3x0, . . . , A
kx0, . . . (1.364)

конвергира ка сопственом вектору коме одговара доминантна сопствена вредност
дате матрице.
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Доказ. Како сеA може диjагонализирати, то постоjи n линеарно независних сопствених
вектора x1, . . . ,xn са одговараjућим сопственим вредностима λ1, . . . , λn. Претпоставимо
да су те сопствене вредности (и вектори) поредане тако да jе λ1 доминантна. Због
независности ових вектора, они формираjу базу у Rn. За инициjалну апроксимациjу
бираjмо ненулти вектор чиjи водећи коефициjент ниjе нула

x0 = c1x1 + ⋅ ⋅ ⋅ + cnxn.

Ако jе c1 = 0, метода можда неће конвергирати, али онда заменимо x0. Множењем
добиjамо:

Ax0 =A(c1x1 + ⋅ ⋅ ⋅ + cnxn)

= c1(Ax1) + ⋅ ⋅ ⋅ + cn(Axn)

= c1(λ1x1) + ⋅ ⋅ ⋅ + cn(λnxn).

Понављањем множења матрицом, обе стране jеднакости, добиjамо

Akx0 = c1(λ
k
1x1) + ⋅ ⋅ ⋅ + cn(λ

k
nxn),

одакле

Akx0 = λ
k
1 [c1x1 + c2 (

λ2

λ1
)

k

x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + cn (
λn
λ1

)

k

xn] .

Сада, због претпоставке да λ1 има већу апсолутну вредност од осталих сопствених
вредности, следи да су сви разломци ∣λj/λ1∣ < 1 за j = 2, . . . , n, те да (λj/λ1)

k → 0 када
k →∞. Отуда, тачност апроксимациjе

Akx0 ≈ λ
k
1c1x1, c1 ≠ 0,

расте са порастом k. Како jе x1 доминантни сопствени вектор, следи да било коjи
скалар помножен са x1, даjе такође доминантан сопствени вектор.

Доказ ове теореме пружа увид у брзину конвергенциjе методе. Када сопствене
вредности A поредамо тако да jе

∣λ1∣ > ∣λ2∣ ≥ ∣λ3∣ ≥ ⋅ ⋅ ⋅ ≥ ∣λn∣,

онда видимо да степеновање брже напредуjе до циљане вредности, непокретне тачке,
ако jе количник ∣λ2/λ1∣ мањи броj, a спориjе ако jе таj количник ближе jединици. Са
друге стране, видљиво jе да се исти доказ лако прошируjе и на комплексне броjеве, да
иста теорема важи и за матрице са комплексним коефициjентима.

Матрица A наведене теореме може бити репрезентациjа оператора A квантног
система, jер њима иначе одговараjу нормални оператори са диjагоналним матрицама.
Сама теорема тада каже да еволуциjа A захваћеног квантног стања x0, вишеструко
понављана, тече ка доминантном сопственом вектору, рећи ћемо доминантном квант-
ном стању, ако такво постоjи. Оно jе атрактор, чиjу егзистенциjу у квантном свету
смо доказивали расправом уз слику 1.49.
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1.3.6 Монотони низови

Низ (xn) такав да jе xn+1 ≤ xn (xn ≤ xn+1) за свако n ∈ N, назива се монотон низ.
Посебно, назива се монотоно растући (опадаjући) низ. Када уместо неjеднакости ≤

стоjи неjеднакост < онда кажемо да jе низ стварно или строго растући (опадаjући).
Већ смо доказали принцип монотоних низова, теорему 1.3.23, а даље ћемо погледати
неколико мало сложениjих особина ових низова, коjе можемо посматрати и као неке
посебности итерациjе функциjа више вариjабли.

Нека jе E уређен скуп елемената са релациjом поретка ≤ и нека jе ⊙ произвољна
операциjа на том скупу са инверзном операциjом ⊘. Операциjе ⊙ и ⊘ могу бити
било коjи пар попут сабирање-одузимање, множење-делење, степеновање-кореновање,
експонент-логаритам, или нешто слично, под условом да jе x ⊙ y = z еквивалентно са
x = z ⊘ y, за x, y, z ∈ E. Нека произвољни елементи x, y, z ∈ E имаjу следећа своjства:

1○ x ≤ z ⊙ y ⇒ x⊘ y ≤ z; 2○ x ≤ y ⇒ z ⊙ x ≤ z ⊙ y. (1.365)

У случаjу да jе ⊙ сабирање или множење, захтеви (1.365) су уобичаjене алгебарске
трансформациjе при решавању jедноставних jедначина.

Монотоно растућа функциjа ϕ ∶ En → E са n ∈ N вариjабли xk, yk ∈ E и xk ≤ yk за
свако k = 1, . . . , n, има своjство

ϕ(x1, . . . , xn) ≤ ϕ(y1, . . . , yn). (1.366)

Монотоно опадаjућа функциjа ϕ ∶ En → E, таква да из xk, yk ∈ E и xk ≥ yk редом, има
своjство

ϕ(y1, . . . , yn) ≤ ϕ(x1, . . . , xn). (1.367)

Монотоно растућу и опадаjућу функциjу понекад наглашавамо означаваjући их редом
са ϕ↑ и ϕ↓. На пример, ϕ↑(x, y) = x + y, ϕ↓(x, y) = −x − y.

Пресликавање ϕ ∶ En → E називамо хомогеним, односно семихомогеним ако:

{
ϕ(λ⊙ x1, . . . , λ⊙ xn) = λ⊙ ϕ(x1, . . . , xn),
ϕ(λ⊙ x1, . . . , λ⊙ xn) ≤ λ⊙ ϕ(x1, . . . , xn),

(1.368)

где jе λ ∈ E. На пример, хомогена jе функциjа ϕ(x, y) = ax + by, где jе ⊙ уобичаjено
множење, jер jе ϕ(λx,λy) = a(λx) + b(λy) = λ(ax + by) = λϕ(x, y). Семихомогена jе
функциjа ϕ(x, y) = a

√
x + b

√
y на скупу E = (1,∞).

Подразумевамо, назовимо га своjство-М, да свака два елемента уређеног скупа
имаjу маjоранту (горњу границу, максимум, супремум), коjу ћемо означити са µ.

Теорема 1.3.57. Нека jе E ≠ ∅ уређен скуп са релациjом поретка ≤, а пресликавање
ϕ↑ ∶ E

n → E (n ∈ N) монотоно растуће и семихомогено. Нека су (xk) и (yk) низови
коjи задовољаваjу релациjе:

xk+n ≤ ϕ↑(xk, . . . , xk+n−1), ϕ↑(yk, . . . , yk+n−1) ≤ yk+n, (k ∈ N). (1.369)

Тада постоjи елеменат L ∈ E са особином да jе xk ≤ L ⊙ yk, где jе ⊙ операциjа са
своjствима (1.365) на скупу E.

Доказ. Докажимо да маjоранта L = µ(x1 ⊘ y1, . . . , xn ⊘ yn) испуњава дате услове.
За k = 1,2, . . . , n тврђење jе тачно jер jе

xj ≤ L⊙ yj ⇐⇒ xj ⊘ yj ≤ L (j = 1,2, . . . , n).
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Претпоставимо да jе тврђење тачно за k, k + 1, . . . , k + n − 1, тj. да jе

xk+j−1 ≤m⊙ yk+j−1, j = 1,2, . . . , n.

Отуда и због рашћења функциjе ϕ↑ важе неjеднакости

xk+n ≤ ϕ↑(xk, . . . , xk+n−1) ≤ ϕ↑(L⊙ yk, . . . , L⊙ yk+n−1),

па због семихомогености пресликавања, следе неjеднакости

xk+n ≤ L⊙ ϕ↑(yk, . . . , yk+n−1) ≤ L⊙ yk+n,

што према принципу математичке индукциjе значи да jе тврђење теореме тачно за
сваки природни броj k.

На пример, када jе ⊙ уобичаjено множење, а функциjа ϕ(x, y) = x+y на скупу E = N,
наjмања вредност за L jе jединица. Она се постиже у случаjу идентичних низова (xk)
и (yk) са вредностима редом: 1, 1, 3, 5, 8, 13, ..., што jе лако проверити.

Поменуто своjство-М маjоранте низа може се пренети на функциjе n = 1,2, . . .
вариjабли домена позитивних реалних броjева E = R+ као своjство:

(∃M ∈ E)(∀xk ∈ E) ϕ(x1, . . . , xn) ≤M max{x1, . . . , xn}, (1.370)

коjе ако важи, називамо своjство М-max дате функциjе. Посебно, приметимо да за
домен E = R+ = {x ∶ x > 0} и n = 2 пресликавање

ϕ(x, y) = {

x
x+y , x, y ∈ [1,∞[

0, x, y ∉ [1,∞[,
(1.371)

ниjе ни растуће, нити семихомогено, али има своjство М-max.
Ова теорема се може проширити са неколико ставова Тасковића128 (в. [41]), од коjих

наводим само први из 1979. године, о паровима неjедначина или на паровима система
неjедначина, и други из 1974. године.

Став 1.3.58. Нека jе E ≠ ∅ уређен скуп са релациjом поретка ≤, са монотоно растућом
и семихомогеном функциjом ϕ ∶ E2n−2 → E (n ∈ N), а низови (xk), (x′k), (yk), (y′k)
задовољаваjу релациjе:

xn, x
′
n ≤ ϕ(x1, . . . , xn−1, x

′
1 . . . , x

′
n−1), ϕ(y1, . . . , yn−1, y

′
1, . . . , y

′
n−1) ≤ yn, y

′
n. (1.372)

Тада постоjе елементи L,G ∈ E са особином

xn ≤ L⊙ yn, x′n ≤ G⊙ y′n, (∀n ∈ N)

где jе ⊙ операциjа на скупу E са особинама (1.365).

Доказ овог тврђења видети у раду Тасковића [42]. Следећа jе његова теорема коjу
ћемо овде доказати, али прво погледаjмо jедну лему.

128Милан Тасковић, рођ. 1945, српски математичар.
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Лема 1.3.59. Нека jе E = R+ и пресликавање ϕ ∶ En → E (n ∈ N) монотоно растуће и
семихомогено. Тада за произвољне a1, a2, . . . , an реалне броjеве неjедначина

ϕ(a1, a2x, . . . , anx
n−1

) ≤ xn,

за фиксирано n, има бар jедно решење.

Доказ. Дефинишимо пресликавање f ∶ E → E са129 f(x) ∶= ϕ(∣a1∣x
1−n, ∣a2∣x

2−n, . . . , ∣an∣).
Из претпоставки следи да jе пресликавање f монотоно опадаjуће, па отуда постоjи неко
θ > 0, тако да jе f(θ) ≤ θ. Због семихомогености и монотониjе важе неjеднакости:

ϕ(x1, a2θ, . . . , anθ
n−1

) ≤ f(∣a1∣, ∣a2∣θ, . . . , ∣an∣θ
n−1

) ≤ θn−1f(θ) ≤ θn,

чиме jе лема доказана.

Теорема 1.3.60 (Тасковић). Нека jе E = R+, n ∈ N, а пресликавање ϕ ∶ En → E има
своjство M-max (1.370) са константом M . Нека низ (xk) позитивних реалних броjева
задовољава неjеднакости:

xk+n ≤ ϕ(xk, xk+1, . . . , xk+n−1), (∀k ∈ N), (1.373)

где jе n фиксан броj. Тада постоjе позитивни броjеви L и θ такви да jе:

xk ≤ Lθ
k, ∀k = 1,2, . . . (1.374)

Посебно, ако jе M ∈ (0,1), онда jе и θ ∈ (0,1). Иначе, када jе M = 1, тада jе θ = 1 и при
томе низ (xk) конвергира.

Доказ. Нека jе θ ∈ E и нека jе L = max{x1θ
−1, . . . , xnθ

−n}. Онда jе за k = 1, . . . , n тврђење
(1.374) тачно. Нека jе оно тачно и за k, k+1, . . . , k+n−1 (k > n), онда према претпоставци
и леми:

xk+n ≤ ϕ(xk, . . . , xk+n−1) ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ≤ Lθ
k max{1, θ, . . . , θn−1

}M ≤ Lθk+n.

Када jе константа M ∈ (0,1), пошто jе функциjа g1(x) = x−nmax{1, x, . . . , xn−1}M
непрекидна у тачки x = 1 и g1(1) < 1, то постоjи θ ∈ (0,1) тако да jе g1(θ) < 1, тj.
max{1, θ, . . . , θn−1} < θn, одакле (1.374).

За случаj M = 1, нека jе tk ∶= max{xk, . . . , xk+n−1} ≥ tn+1, што значи да jе низ (tk)
дефинисан максимумом x-ова из датог скупа те да jе монотоно опадаjући. Нека jе t ∈ E
гранична вредност низа (tk). Ако jе ε > 0 онда постоjи m(ε) тако да jе t − ε < tk < t + ε
за k ≥m(ε). Неjеднакост (1.373) повлачи важење следеће неjеднакости, за p + q = 1:

xk+n ≤ tk = pxk + qmax{xk+1, . . . , xk+n−1}. (1.375)

Даље, треба доказати да jе за све k ≥m(ε) тачна и следећа неjеднакост

βk ∶= max{xk+1, . . . , xk+n−1} ≥ t − ε.

Претпоставимо да ова неjеднакост ниjе тачна, што значи да за неко k0 ∈ N имамо
βk0 < t − ε. Тада, према претходноj неjеднакости, важе и неjеднакости:

xk0+n ≤ pxk0 + qmax{xk0+1, . . . , xk0+n−1} ≤ p(t + ε) + q(t − ε) = t + (p − q)ε.

129„A ∶= B“ значи „A jе дефинисано са B“
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Ако jе p < q овде имамо xk0+n < t, што jе контрадикциjа. Ако jе p ≥ q, тада према (1.375)
важи:

xk0+n+1 ≤ pxk0+1 + qmax{xk0+2, . . . , xk0+n−1, xk0+n} ≤

≤ p(t − ε) + q(t + ε) = t + (q − p)ε,

а отуда опет контрадикциjа да гранична вредност (tk) ниjе t. Те контрадикциjе доказуjу
да низ (tk) конвергира. Тиме jе теорема доказана.

Теорема 1.3.61. Нека jе E = R+ и n ∈ N, а пресликавање ϕ ∶ En → E има своjство
M-max са константом M ∈ (0,1), и нека за низове xk, yk ∈ E важи

xk+n ≤ ϕ(xk, xk+1, . . . , xk+n−1) + yk, (∀k ∈ N).

Тада: 1○ ако ред ∑ yk конвергира, онда и ред ∑xk конвергира;
2○ ако jе низ (yn) ограничен, онда jе и низ (xk) ограничен;
3○ ако jе lim yk = 0, онда jе и limxk = 0.

Доказ. Нека jе tk = max{xk, . . . , xk+n−1}. Сада jе за k ∈ N тачна неjеднакост

tk+1 = max{xk+1, . . . , xk+n} ≤ max{tk, xk+n}.

Отуда, важи и неjеднакост

tk+1 ≤ max{tk,Mtk + yn}, ∀k ∈ N.

Када jе (tk) опадаjући низ, доказ иде исто као и у претходноj теореми, па остаjе да
докажемо неjеднакост

tk+1 ≤Mtk + yn, ∀k ∈ N.

Али, тада jе (индукциjом)

tk+1 ≤M
kt1 +

k−1

∑
i=0

M iyn−1, ∀k ∈ N.

Са датом неjеднакошћу за низове (xk) и (yk), следе сви закључци теореме.

Последице ових тврђења су и неки случаjеви пресликавања коjа нису контракциjе,
али имаjу фиксну тачку коjоj конвергираjу. На пример, низ реалних функциjа (γn)
дефинисан са γ1(x) = x(1 + x2)−1 и γn(x) = γ1(γn(x). Други пример, ако jе (xn)
ограничен низ реалних броjева за коjи важи:

xk+2 ≤ pxk+1 + qxk, p, q > 0, p + q = 1, (1.376)

онда jе (xk) конвергентан низ. Општиjе последице су следеће Прешићево130 откриће
из 1965. године, тврђење Курепе131 из 1972. године, затим ставови Матковског132 и
Џона Бибиjа из 1975. године.

130Славиша Прешић (1933-2008), српски математичар.
131Ђуро Курепа (1907-1993), српски математичар.
132Janusz Matkowski, рођ. 1942, пољски математичар.
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Став 1.3.62 (Прешић). Нека jе (xn) низ ненегативних броjева коjи испуњава услов

xn+k ≤ a1xn + ⋅ ⋅ ⋅ + akxn+k−1, (n = 1,2, . . . ),

где су a1, . . . , ak ненегативне константе. Тада постоjе позитивни броjеви L и θ са
своjством xn ≤ Lθ

n, за све n = 1,2, . . . .

Став 1.3.63 (Курепа). Нека низ (xn) у метричком простору (X,d) задовољава

d(xn+1, xn) ≤ a1d(xn, xn−1) + ⋅ ⋅ ⋅ + and(xn−k+1, xn−k),

где jе a1 + ⋅ ⋅ ⋅ + ak ∈ [0,1], ai ≥ 0. Тада jе (xn) Кошиjев низ у (X,d).

Подсећам, Кошиjев или фундаменталан низ (xn) у метричком простору (X,d) jе
онаj код коjег за свако ε > 0 постоjи k0 ∈ {1,2,3, . . .} са своjством да jе d(xm, xn) < ε за
све m,n ≥ k0, тj.

(∀ε > 0)(∃k0 ∈ N) m,n ≥ k0 ⇒ d(xm, xn) < ε. (1.377)

Такав jе на пример низ xn = 1/(n + 1), за n ∈ N, X = (0,1) и d(x, y) = ∣x − y∣.

Став 1.3.64 (Матковски). Нека jе βi ≥ 0 (i = 1,2, . . . , n) и нека све нуле полинома
p(z) = zn − β1z

n−1 − ⋅ ⋅ ⋅ − βn леже унутар jединичне кружнице. Ако низови ak, bk ≥ 0
(k = 1,2, . . . ) задовољаваjу jеднакост

ak+n ≤ β1an+k−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + βnak + bk, k = 0,1, . . . ,

тада:
1○ ако jе низ (bk) ограничен, онда jе и низ (ak) ограничен;
2○ ако jе lim bk = 0, онда jе и limak = 0.

Доказ овог става следи из услова да нуле полинома p(z) леже у кругу ∣z∣ < 1, што jе
еквивалентно Кошиjевоj теореми за полиноме, услову β1+β2+⋅ ⋅ ⋅+βn < 1, коjа применом
овде последње претходне теореме на пресликавање ϕ(t1, . . . , tn) = β1t1+⋅ ⋅ ⋅+βntn (ti ≥ 0),
као своj специjални случаj даjе наведени став.

Банахова теорема 1.3.48 не би била тема математичке анализе када не би била
дефинисана и помоћу околина, а наjважниjа таква околина jе затворена jединична
кугла. Нека jе то

Kn
= {x ∈ Rn ∶ ∥x∥ ≤ 1}. (1.378)

Дакле, Kn jе скуп тачака jединичне кугле са центром у исходишту у n димензионалном
простору Rn. Подскуп R ⊂ Kn назива се ретракт, ако тамо постоjи непрекидно
пресликавање r ∶ Kn → R, коjе се назива ретракциjа (повлачење), такво да jе r(x) = x
за свако x ∈ R.

Важно jе приметити да сфера поменуте кугле ниjе ретракт. Прецизниjе, скуп

Sn−1
= {x ∈ Rn ∶ ∥x∥ = 1} (1.379)

ниjе ретракт у Kn. Наиме, ретракциjа r индуцира хомоморфизам r∗. Природно инjек-
тивно пресликавање s ∶ Sn−1 → Kn такође индуцира хомоморфизам s∗. Композициjа rs
jе идентичко пресликавање на Sn−1, па jе и r∗s∗ идентичко пресликавање, а то води у
контрадикциjу. Отуда следећа, Брауверова133 теорема134, верзиjа теореме 1.3.48, коjу
само наводим, без доказа.

133L. E. J. Brouwer (1881-1966), холандски математичар.
134Brouwer fixed-point theorem: https://en.wikipedia.org/wiki/Brouwer_fixed-point_theorem
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Став 1.3.65 (Браувер). Нека jе f ∶ Kn → Kn непрекидна функциjа. Тада f има
непокретну тачку x̄ ∈ Kn.

Теорема фиксне тачке Шаудера135 jе проширење теореме фиксне тачке Браувера на
тополошке векторске просторе (Хилбертове и Банахове), коjи могу бити бесконачне
димензиjе. Она тврди да за непразан конвексан затворен подскуп Хаусдорфовог
тополошког векторског простора и T ∶ K → K непрекидно пресликавање такво да
jе T (K) садржано у компактном подскупу из K, пресликавање T има фиксну тачку.
Другим речима136, она за T непрекидно и компактно пресликавање Банаховог простора
X на самог себе, такво да jе за неко 0 ≤ λ ≤ 1 скуп

{x ∈X ∶ x = λTx} (1.380)

ограничен, тврди да T има фиксну тачку. Према томе, Шаудерова теорема jе линеарно
операторска верзиjа jедначине непокретне тачке x̄ = g(x̄).

Брауверов став се даље прошируjе на сваки непразан компактан конвексан подскуп
K Банаховог простора, када опет, свака непрекидна функциjа f ∶ K → K има фиксну
тачку x̄ ∈ K. Да су фиксне тачке и монотони низови заиста важни у различитим
областима и применама математике погледаjмо на примерима, прво Фробениjусове137

теореме и у истоj грани, алгебри, на доказу њене основне теореме.

Теорема 1.3.66 (Frobenius). Ако квадратна матрица има строго позитивне елементе,
онда она има строго позитивне сопствене вредности.

Доказ. Квадратну матрицу A можемо посматрати као линеарно пресликавање са Rn
на Rn. Уведимо компактни конвексни скуп

K = {x ∈ Rn ∶
n

∑
j=1

xj = 1, xj ≥ 0, j = 1, . . . , n}

и дефинишимо f(x) = Ax/∥Ax∥1, где jе ∥x∥1 = ∑
n
j=1 ∣xj ∣ еуклидска 1-норма. Приметимо,

ако x ∈K, онда су све компоненте вектора x ненегативне и бар jедна jе строго позитивна.
Отуда су и све компоненте вектора Ax строго позитивне. Тада jе f непрекидно пресли-
кавање са K на K, и према томе постоjи x′ ∈K такво да jе Ax′ = ∥Ax′∥1x

′.

Теорема 1.3.67 (Основна алгебре). Нека jе p(z) = a0 + a1z + ⋅ ⋅ ⋅ + anz
n комплексни

полином степена n ≥ 1. Тада постоjи z0 ∈ C такво да jе p(z0) = 0.

Доказ. Не умањуjе општост замена C са Rn, као ни претпоставка an = 1. Нека jе
r = 2 + ∣a0∣ + ⋅ ⋅ ⋅ + ∣an−1∣. Дефинишимо непрекидну функциjу g ∶ C→ C са

g(z) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

z −
p(z)
r ei(1−n)ϑ ∣z∣ ≤ 1

z −
p(z)
r z1−n ∣z∣ > 1,

где jе z = ρeiϑ са ϑ ∈ [0,2π[. Размотримо сада компактни и конвексни скуп

S = {z ∶ ∣z∣ ≤ r}.

135Juliusz Schauder (1899-1943), пољски математичар jевреjског порекла.
136Користим различите ознаке да читаоца упознам са уобичаjеним терминима ове области.
137Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), немачки математичар.
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Да бисмо применили Брауверов став треба показати да g(S) ⊂ S. Ово jе тачно, jер из
∣z∣ ≤ 1 следи:

∣g(z)∣ ≤ ∣z∣ +
∣p(z)∣

r
≤ 1 +

1 + ∣a0∣ + ⋅ ⋅ ⋅ + ∣an−1∣

r
≤ 2 ≤ r.

Обрнуто, ако jе 1 < ∣z∣ ≤ r имамо:

∣g(z)∣ ≤ ∣z −
p(z)

rzn−1
∣ = ∣z −

z

r
−
a0 + a1z + ⋅ ⋅ ⋅ + an−1z

n−1

rzn−1
∣

≤ r − 1 +
∣a0∣ + ⋅ ⋅ ⋅ + ∣an−1∣

r
≤ r − 1 +

r − 2

r
≤ r.

Како jе S инвариjантно за g, па g има фиксну тачку z0 ∈ S, а она jе очигледно корен
датог полинома p.

Ово jе основна теорема алгебре коjа се, као што видите доказуjе помоћу математичке
анализе. Како полином pn(z) степена n има бар jедну комплексну нулу z1, он се може
поделити полиномом z − z1, тако да jе pn(z) = pn−1(z) ⋅ (z − z1). Количник овог дељења
jе полином pn−1(z) степена n − 1 коjи опет има бар jедну комплексну нулу z2, тако да
jе pn−1(z) = pn−2(z) ⋅ (z − z2). Настављаjући, долазимо до закључка да се дати полином
може написати у облику pn(z) = an(z − z1) . . . (z − zn), дакле да он има n нула, односно
да се може раставити на n линеарних комплексних фактора.

Када су коефициjенти aj датог полинома реални броjеви, конjуговањем jедначине
pn(z) = 0 добиjамо pn(z∗) = 0, одакле нови закључак: ако jе z нула (корен) полинома
pn(z) = 0, онда jе и z∗ нула истог полинома. Према томе, ако jе n = 2k паран броj, онда
дати полином има k конjуговано комплексних нула, парова zj и z∗j (j = 1, . . . , k), а ако
jе n непаран броj, онда има бар jедну чисто реалну нулу. Као што смо видели, ово али
и пуно тога другог, последице су теорема о непокретноj тачки.

Генералисана информациjа

Последња тврђења, а нарочито став 1.3.62 и 1.3.64, повезуjу квантну механику
са генералисаном информациjом и њеним посебним случаjем, овде такође помињаном
Шеноновом информациjом. Подсећам, количина неизвесности L, или информациjа,
односно слобода, чиjа jе општа формула (према [2]) скаларни производ

L = ax + by + cz + . . . ,

вектора (a, b, c, . . . ) и (x, y, z, . . . ), са коначним овде ненаведеним броjем компоненти.
Фактори ових сабирака представљаjу по две вредности датих опциjа, афирмативне и
њоj супротстављене.

Класична информациjа jе Шенонова и она jе специjални случаj исте формуле. Тада
су компоненте првог вектора вероватноће догађаjа (расподеле вероватноћа), а другог
информациjе добиjене након евентуалне реализациjе одговараjућих случаjности. Већоj
вероватноћи одговара мања информациjа, па jе збир L jе минималан у односу на све
могуће пермутациjе датих компоненти.

У сваком сабирку тада jе садржан принцип информациjе, да природа шкртари са
информациjом, jер jе садржан принцип вероватноће, да природа реализуjе наjрадиjе
оно што jе наjвероватниjе. Шенонов збир, према томе, изражава принцип наjмањег
деjства физике, jер спаруje мање броjеве из првог низа, множећи их, са већим броjевима

Растко Вуковић 237



КВАНТНА МЕХАНИКА

другог низа. Доказ минимума jе ствар елементарне математике. Да jе информациjа
физичко деjство разматрано jе у књизи [1], заjедно са поменутим принципима.

Поопштење класичне формуле информациjе добиjамо када мање броjеве првог низа,
првог вектора, не множимо обавезно са већим другога. Тада L ниjе минимално, добиjена
неизвесност односно информациjа већа jе од „наjмањег деjства“, па се носиоц увећане
слободе L не креће траjекториjама коjе дефинишу jедначине физике. Таква су жива
бића, коjа према томе апсорбуjу више информациjе него што им „природно“ (према
законима физике) припада.

У слободи живих бића криjе се вишак информациjе, а њихово настоjање да траjу jе
другачиjи израз поменутог принципа информациjе. Наглашавам jош jедном, природна
jе тежња за неодавањем информациjе, али њено стварно сакривање, негирање – ниjе
могуће. Ово последње зато што jе реализациjа какве-такве неизвесности неизбежна,
као што jе неизбежна и (понека) обjективна случаjност.

Према томе, у две моjе поменуте књиге („Информациjа перцепциjе“ и „Простор-
време“) на два сагласна начина дефинисано jе „живо биће“. Прво, то jе оно коjе
може да доноси одлуке, а затим то jе оно коjе има више генералисане информациjе
од одговараjуће неживе твари. Доследно овим дефинициjама, за разлику од неживог,
живо биће се може одрицати личне слободе у име колективне, што jе облик скривања
информациjе, такође спонтан према принципу информациjе. Дарвинова138 еволуциjа
тада има оваj спонтани додатак коjи jе убрзава. Додатно, саму организациjу живих
бића треба посматрати као посебно (сложениjе) живо биће.

За разлику од живих, нежива бића немаjу поменути вишак информациjе, па принцип
информациjе код њих изнуђуjе спонтани раст ентропиjе. Молекуле гаса се у соби
настоjе распоређивати jеднолично, узимаjући аморфна стања, ради одавања што jе
могуће мање информациjе.

Принцип информациjе налаже и да квантни систем еволуира у мање (или jеднако)
информативна стања претходнима. Другим речима, да jе мање података потребно за
одређивање будућности него прошлости. Доследно моjем тумачењу садашњости, као
производа информациjе у настаjању, односно спориjем току времена због релативно
мање производње информациjе, наше време у васиони успорава.

То су неке од тема коjе сам у овоj књизи желео избегавати али на тражење колега
неке помињем. Импликациjе на Шенонову теорему ми jе обећао написати као додатак
књизи jедан од рецензената, па се тиме не бавим. Оне су такође у вези са горњим
теоремама.

Квантна компактибилност

За разлику од алгебре, квантна механика тек од недавно открива могућности ових
апстрактних алатки. Jедан од наjраниjих радова на ту тему био jе Лидерсов139 из 1951.
године (в. [43]) чиjи превод на енглески се поjавио тек 2006. године (в. [44]). Оно из
тог рада што данас називамо Лидерсово правило (Lüders rule) описуjе промене стања
квантног система током селективног мерења140. Када неку обзерваблу A са сопственом
вредношћу ai и придруженом сопственом проjекциjом, означеном у складу са ознаком
проjектора (1.108) са Pi, i = 1,2, . . . , меримо на систему у стању T и постигнемо резултат

138Charles Darwin (1809-1882), енглески природњак, геолог и биолог.
139Gerhart Lüders (1920-1995), немачки теориjски физичар.
140Busch, Paul and Lahti, Pekka (2008) Lueders Rule (Compendium Entry).
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ak, онда се то стање трансформише у T ′ ∶= PkTPk/Tr(TPk). То jе извод из дела текста
коjи следи.

Герхарт Лидерс jе своjе правило формулисао на Ноjмановом опису процеса мерења
(в. [29]) разматраjући принцип или постулат проjекциjе, односно колапс таласне
функциjе. Он посматра инструмент употребљен за опис промене стања система због
мерења, било да jе оно селективно или не. Лидерсов инструмент, IL, састоjи се од
операциjе облика ILX(T ) = ∑ai∈X PiTPi, за праћење поновљивог, идеалног, недегенериса-
ног мерења. Таквим мерењем, без селективног читања резултата, стање система се
трансформише у T → ILR(T ) = ∑i PiTPi = ∑iTr(TPi)T

′
i , а постулат проjекциjе каже да

то стање колабира у T ′k, ако jе ak стварни резултат мерења.
Из теориjе векторских простора знамо да су линеарни оператори на векторе такође

неки вектори, па аналогно томе, да су еволуциjе квантних стања такође нека квантна
стања, да су промене обзервабли – неке обзервабле. Посебно, саме промене су честично-
таласне природе сличне осталим обзерваблама. Друго, физички процеси реагуjу на
околину, и обрнуто, аналогно осталим обзерваблама. На оваj начин jе могуће говорити
и о комуникациjи. На пример, из теореме 1.1.47 следи да способност комуникациjе
представља врсту зависности, а из књиге „Простор-време“ (в. [1]), да зависност води
ка „генералисаноj информациjи“, или тачниjе „количини слободе“, и некомутативности.
То отвара нову тему у коjу не идемо, за сада. Нагласићемо само у физици већ познате
односе између комутативности оператора и независности вероватноћа догађаjа коjе
они представљаjу.

Ледерсов опис мерења открива ту особину независности, названу компактибилност
обзервабли A и B дискретног спектра: оне комутираjу ако и само ако се очекивана
вредност B не мења под неселективним Лидерсовим оператором A у било коjем стању
T . Оваj резултат jе основа за аксиому локалне комутативности и у релативистичкоj
квантноj теориjи поља. Узаjамна комутативност обзервабли, придружених различитим
областима простор-времена, значи немогућност утицаjа исхода мерења у jедноj региjи
на исходе у другоj. Али поменута способност саме промене да буде обзервабла, овом
правилу прави изузетке. Да бисмо боље разумели изузетке, поновићу ово на jош jедан
начин и само мало прецизниjе.

Уопште, у комплексном сепарабилном Хилбертовом простору H са себи-придруже-
ним оператором A дискретног спектра и спектралне декомпозициjе A = ∑i aiEi релациjа
B = ∑iEiBEi важи за себи-придружен оператор B ако и само ако B комутира са
свим Ei. Другим речима, ако оператори A и B комутираjу, тада исходи мерења
друге обзервабле – репрезентациjе оператора B, не зависе од претходног мерења прве
обзервабле – репрезентациjе оператора A. Оваj став jе 1998. године проширен на
„неоштре“ обзервабле представљене „семиспектралном“ мером и на jош неке посебне
обзервабле (в. [45]). Израз „инструмент“ jе уведен у раду [46] за опис промене стања
система током квантног мерења.

Строга поновљивост мерења узима се у смислу Ноjманове хипотезе поновљивости
коjа каже: ако физичку величину датог система меримо узастопно, добиjаћемо jеднаке
вредности. За мерење се каже да jе слабо поновљиво ако, парафразирам, узастопна
примена инструмената на елементе поља jош увек даjе jеднаке резултате као када се
jедан инструмент примени на пресек тих елемената.

О фиксним тачкама квантних операциjа можете наћи у раду групе аутора, [48], из
2002. године. Тамо се разматра скуп ограничених линеарних оператора (bounded linear
operators) означен са B и E скуп квантних ефеката (quantum effects), на Хилбертовом
простору H. Квантни ефекти одговараjу квантним мерењима типа „да-не“, коjа могу
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бити „неоштра“. Скуп оператора густине ρ (density operator) квантних система (сви
на простору H) jе

D = {ρ ∈ T ∶ Tr(ρ) = 1}, (1.381)

где jе T скуп оператора трагова, коjим се дефинише Ноjманова ентропиjа (1.267).
У раду се посматраjу дискретни низови Ek ∈ E (k = 1,2, . . . ,) „неоштрих“ ефеката

мерења (да-не) чиjи збир конвергира. Вероватноћа налажења k-тог исхода у стању ρ jе
Pρ(Ek), а након мерења jе E1/2

k ρE
1/2
k /Tr(ρEk). Резултираjуће стање након мерења али

без обзервациjе дато jе са
φ(ρ) = ∑

k

E
1/2
k ρE

1/2
k , (1.382)

коjе jе афино пресликавање (чува тачке, праве и равнине) са скупа D на самог себе.
Чињеница да се мерењем не нарушава ρ изражава се са φ(ρ) = ρ, дакле jедначином
фиксне тачке, коjа важи ако и само ако ρ комутира са сваким Ek (в. [49]). Тада
се каже да jе ρ компактибилно са сваким Ek, а сам таj став се назива генералисано
Лидерсово правило (Lüders rule). Са тим налазом постаjе видљивиjе да за два стања за
коjа кажемо да су „компактибилна“ можемо рећи и „не узнемираваjу се“.

У дуалноj слици, вероватноћа да ће ефекат A бити измерен у стању ρ износи

Pφ(ρ)(A) = Tr(A∑
k

E
1/2
k ρE

1/2
k ) = Tr(∑

k

E
1/2
k AE

1/2
k ) . (1.383)

Ако A у било коjем од своjих стања ниjе нарушено мерењем, биће

∑
k

E
1/2
k AE

1/2
k = A, (1.384)

коjе се, дефинишући φ(A) = ∑kE
1/2
k AE

1/2
k , своди на φ(A) = A. Међутим, ово A сада

не мора бити у скупу T + (простора H), а доказ поменутог Лидерсовог правила не
ради. Услов φ(A) = A сада не значи обавезну компактибилност A са свим стањима
Ek. Међутим, некомутативност оператора A са неким Ek ниjе препрека да се из закона
потпуне вероватноће, теореме 1.1.41 став 3○, добиjе:

Tr(ρA) = Pρ(A) = ∑Pρ(Ek)Pρ(A∣Ek)

= ∑Tr(ρEk)
Tr(E

1/2
k ρE

1/2
k A)

Tr(ρEk)
= Tr(ρ∑E

1/2
k AE

1/2
k ) .

Како ово разумети, да када се ради о расподели вероватноћа, када закон потпуне
вероватноће важи за све ρ ∈ D, да онда опет добиjамо φ(A) = A?

На пример, када jе мерење Ek извршено у jедноj ограниченоj области, а мерење
A извршено у другоj, просторно одвоjеноj, прво мерење неће утицати на друго, па jе
φ(A) = A. У дуалноj слици то ниjе довољно, jер њу репрезентуjу процеси коjи (позивам
на претходно запажање) такође интерагуjу са околином, али не обавезно на исти начин.
Тада се Лидерсово правило мора заменити неким слабиjим. Та замена jе разматрана у
поменутом раду о фиксним тачкама квантних операциjа (в.[48]).

Званична физика се jош увек ниjе определила око интуитивних тумачења квантне
механике, али нас то не ограничава да их помињемо. Штавише, то би требало да нас
покреће да их истражуjемо?
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На пример, разумевање некомутативности оператора као зависности вероватноћа
случаjних догађаjа коjи их репрезентуjу, затим и зависности самих физичких величина
коjе меримо. Таква jе употреба Хаjзенбергове неодређености, импулса и положаjа,
у књизи „Простор-време“ (в. [1], пример 1.1.2). Оператори импулса p и положаjа x
имаjу исту репрезентациjу, рецимо просторно-временску. Неодређености мерења дуж
k-те координате простор-времена су редом ∆pk и ∆xk. Знамо да за производе ових
неодређености важе неjеднакости ∆pj∆xk ≥

1
2~δjk, што значи да се дуж истих праваца

ове неодређености међусобно „узнемираваjу“, да не кажем компактибилне су – у духу
горњег текста, а да се „игноришу“ у правцима различитих димензиjа. Можемо рећи
да одговараjући парови имаjу прво минималне `k = ∆pk∆xk а затим укупне „количине
слободе“ ` = ∑k `k, коjе можемо називати и „генералисаном информациjом“. То се лако
поопштава на сличне некомутативне операторе.

Други пример jе квантна спрегнутост, о коjоj ће се тек расправљати. За сада
приметимо да jе она поjава мешања извесности у случаjност, да jе то суштина зависних
вероватноћа, Хаjзенбергових релациjа, па „количине слободе“. Дакле да нема „слободе“
без „зависности“ и да, барем на први поглед, то звучи чудно.
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1.3.7 Ортогоналност

Подразумевамо да jе V унитаран векторски простор и да jе L векторски простор
линеарних оператора са доменом V. Помоћу скаларног производа могуће jе дефинисати
углове између вектора, а међу таквима наjважниjи су прави углови. Овде пре свега
разматрамо узаjамно окомите или ортогоналне векторе. Када за векторе x1, x2 ∈ V
важи jеднакост ⟨x1∣x2⟩ = 0 кажемо да су узаjамно окомити или ортогонални, а када jе
∥x1∥ = 1 и ∥x2∥ = 1 кажемо да су jединичне дужине, jединично нормирани, или само
нормирани. Када су и jедно и друго, онда су ортонормирани. Користимо дефинициjу
1.2.55 ортонормираног скупа вектора.

Дефинициjа 1.3.68 (Ортонормирана база). За скуп базних вектора {eµ} за коjи важе
jеднакости:

⟨eµ∣eν⟩ = δµν = {
1, µ = ν,
0, µ ≠ ν,

кажемо да чини ортонормирану базу.

Функциjа δµν jе Кронекеров делта симбол. Броj вектора базе може бити коначан
или бесконачан, а ми смо се већ бавили првим случаjем. Доказали смо да сваки
векторски простор има ортонормирану базу (теорема 1.2.56) и видели Грам-Шмитов
поступак (1.210) формирања такве базе. Доказали смо Беселову jеднакост (теорема
1.2.59) и Парсевалову jеднакост, њен специjални случаj. У наставку ћемо прво поновити
пар основних поjмова, погледати неколико jедноставних примера, а затим размотрити
посебности Банахових простора.

Помоћу ортонормиране базе пишемо линеарну суперпозициjу базних стања:

x =
n

∑
µ=1

αµeµ, (1.385)

so how is:
⟨eµ∣x⟩ = ⟨eµ∣∑

ν

ανeν⟩ = ∑
ν

αν⟨eµ∣eν⟩ = αµ, (1.386)

можемо писати

x =
n

∑
µ=1

⟨eµ∣x⟩eµ. (1.387)

Када су репрезентациjе базних вектора обзервабле, физичке величине коjе меримо, тада
jе квантно стање репрезентациjа вектора x, а репрезентациjа векторског простора jе
квантни систем.

Како квантни систем представља неки општи део природе, просто обjекте могућег
посматрања, или делове нашег експеримента, то у сваком посебном случаjу имамо
посебан векторски простор. У сваком случаjу, коефициjент своjства eµ вектора x,
комплексни броj ⟨eµ∣x⟩, називамо амплитудом датог своjства (обзервабле). Квадрат
норме амплитуде, ∣⟨eµ∣x⟩∣

2, представља вероватноћу налажења своjства. Независне
физичке величине, коjе меримо различитим jединицама физичких мера, увек можемо
представљати ортонормираним векторима неке базе. Зато jе математичка форма кван-
тне механике толико важна и зато се толико задржавамо на овим „баналним“ стварима,
укључуjући и следеће „превише jедноставне“ примере.
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Први пример. Реалан три-димензионалан простор, често означаван R3, има базу
вектора представљену ортонормираним матрицама-колонама:

e1
=
⎛
⎜
⎝

1
0
0

⎞
⎟
⎠
, e2

=
⎛
⎜
⎝

0
1
0

⎞
⎟
⎠
, e3

=
⎛
⎜
⎝

0
0
1

⎞
⎟
⎠
. (1.388)

Како знамо да су ови вектори ортонормирани? Па због дефинициjе 1.2.46 унитарних
простора у коjима се дефинише скаларно множење са ej ⋅ e

k. Иначе се матрице-колоне
пишу са горњим, а матрице-врсте са доњим индексима, што jе прецизниjе и у складу
jе са означавањем контравариjантних и ковариjантних тензора (в. [50]), али се у
квантноj механици те разлике обично само подразумеваjу и не истичу. Тако, за први
вектор, матричним множењем налазимо

e1 ⋅ e
1
= (1 0 0)

⎛
⎜
⎝

1
0
0

⎞
⎟
⎠
= 1,

а слично и за други односно трећи, осим што jе jединица у написаним векторима на
другом односно трећем месту. Множећи векторе различитих индекса (ковариjантни
са контравариjантним) добиjамо нуле. У даљем тексту ћемо избегавати посебности и
тензорска означавања, подразумеваћемо их, када год jе то могуће.

Произвољан вектор датог простора x = (x1 x2 x3) има норму:

∣x∣2 =
3

∑
k=1

∣⟨x∣ek⟩∣
2
=

3

∑
k=1

x2
k, (1.389)

што jе пример Беселове неjеднакости коjа jе постала Парсевалова jеднакост. Слична
овоме, али само мало општиjа, су следећа два примера.

Други пример. Реалан n-димензионалан простор Rn има норму

∣x∣2 =
n

∑
k=1

∣⟨x∣ek⟩∣
2
=

n

∑
k=1

x2
k, (1.390)

са базним векторима низовима нула и по jедном jединицом у сваком следећем вектору
на следећем месту. Написана норма jе заправо Парсевалова jеднакост.

Трећи пример. Одговараjући комплексни простор Cn има норму

∣x∣2 =
n

∑
k=1

∣⟨x∣ek⟩∣
2
=

n

∑
k=1

∣xk∣
2, (1.391)

где jе x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Cn, a:

e1 =
1 + i
√

2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1
0
. . .
0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, e2 =
1 + i
√

2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0
1
. . .
0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, . . . , en =
1 + i
√

2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0
0
. . .
1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

. (1.392)

jе ортонормирана база у Cn. Приметимо, на пример, да jе 1−i√
2
(1,0, . . . ,0) ковариjантни

вектор одговараjућег контравариjантног вектора.
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Многе особине коначно димензионалних векторских простора се преносе на случаjеве
када jе броj димензиjа бесконачан, n → ∞. Тада кажемо да jе база ортонормирана,
ако jе ортонормиран сваки њен коначан подскуп. Бесконачан скуп вектора jе линеарно
независан, ако jе линеарно независан сваки његов коначан подскуп. При томе, векторима,
рецимо x и y, сматрамо само оне чиjе норме, редови (1.391), конвергираjу, а такође
конвергираjу и скаларни (унутрашњи) производи ⟨x∣y⟩.

Пример 1.3.69. Показати да бесконачан низ тригонометриjских функциjа

1. ek(t) =
1

√
π

coskt, 2. ek(t) =
1

√
π

sinkt, (1.393)

за k = 1,2,3, . . . , чини ортонормирану базу реалног (λk ∈ R) векторског простора
функциjа облика x = λ1e1(t) + λ2e2(t) + . . . на домену t ∈ [−π,π], са унутрашњим
производом облика

⟨x∣y⟩ =

ˆ π

−π
xy dt, (1.394)

за произвољне m,n ∈ N.

Решење. Проверавамо нормираност:

1. ⟨en∣en⟩ =
1
π

´ π
−π(cosnt)2dt = 1

2π

´ π
−π(1 + cos 2nt)dt = 1

2π (t +
1

2n sin 2nt)∣
π

−π
= 1,

2. ⟨en∣en⟩ =
1
π

´ π
−π(sinnt)

2dt = 1
2π

´ π
−π(1 − cos 2nt)dt = 1

2π (t −
1

2n sin 2nt)∣
π

−π
= 1.

Проверавамо ортогоналност (m ≠ n):

1. ⟨em∣en⟩ =
1
π

´ π
−π cosmt cosntdt = 1

2π

´ π
−π[cos(m − n)t + cos(m + n)t]dt = 0,

2. ⟨em∣en⟩ =
1
π

´ π
−π sinmt sinntdt = 1

2π

´ π
−π[cos(m − n)t − cos(m + n)t]dt = 0,

jер су вредности интеграла:
ˆ π

−π
cos zt dt =

1

z
sin zt∣

π

−π
= 0, z ∈ Z.

У оба случаjа, 1 и 2, функциjе ek(t) се називаjу Фуриjеови коефициjенти.

Уопште, у комплексном унитарном простору C[−π,π] непрекидних функциjа на сег-
менту [−π,π] са скаларним производом

⟨x∣y⟩ =

ˆ π

−π
x∗(t)y(t)dt, (1.395)

функциjе

ek(t) =
coskt + i sinkt

√
2π

=
eikt
√

2π
, k = 0,±1,±2, . . . , (1.396)

чине ортонормиран бесконачан скуп вектора. За произвољну функциjу x = x(t) из
наведеног простора броj

ξk = ⟨x∣ek⟩ =
1

√
2π

ˆ π

−π
x(t)e−iktdt (1.397)
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назива се такође Фуриjеов коефициjент функциjе x у односу на функциjу ek, a формално
саграђен ред

∞

∑
k=−∞

ξke
ikt, e = 2,71828 . . . (1.398)

назива се Фуриjеов ред функциjе x.
Рекли смо да физичке особине, попут количине кретања (импулса честице) или

положаjа, можемо сматрати елементима векторског простора V над телом скалара C,
jер за њих важе аксиоме векторских простора. Основно код тих физичких особина jе
изоморфизам са сваким другим скупом jеднаког броjа (такође независних) физичких
особина, односно одговараjућих (апстрактних) векторских простора. Зато се нећемо
изненадити када квантна стања будемо налазили у форми Фуриjеових редова.

На пример, за базне векторе можемо узети тригонометриjске функциjе (1.393), па
дату (произвољну) функциjу развити у Фуриjеове редове. Аналогиjа са периодичним
поjавама и таласима jе општа поjава у природи. Да ли jе Луj де Броj141 управо то
имао у виду 1923. године када jе изнео замисао да на нивоу атома честице материjе
у кретању осим честичних имаjу и таласна своjства, за сада ниjе битно. Он jе открио
таласно-честичну природу супстанце коjа jе потврђена експериментом 1927. године
због чега jе 1929. добио Нобелову награду за физику.

Slika 1.54: Жозеф Фуриjе

Фуриjе142 jе у математику увео идеjу да се свака периодична функциjа може пред-
ставити помоћу реда косинуса и синуса, коjи су на посебан начин повезани. За функциjу
f(x) се каже да jе периодична са периодом T , ако jе f(x+T ) = f(x) за све x. У наставку
радимо са периодичним функциjама периода T = 2π. Претпостављамо да jе функциjа
f(x) са периодом 2π апсолутно интеграбилна на интервалу [−π,π] тако да jе следећи
тзв. Дирихлеов143 интеграл коначан:ˆ π

−π
∣f(x)∣dx < ∞. (1.399)

Такође претпостављамо да jе та функциjа делимично континуална (има коначан броj
дисконтинуитета) и делимично монотона (има коначан броj максимума и минимума).

141Louis de Broglie (1892-1987), француски физичар.
142Joseph Fourier (1768-1830), француски математичар.
143Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), немачки математичар.
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Када су испуњени ови услови, тада постоjи Фуриjеов ред функциjе f и он конвергира
датоj функциjи.

Невидљива материjа

Ова открића користе се у физици, али jош увек само формално. Надам се да
ћете разумети колико jе то недовољно из следећих уводних обjашњења, чиjа даља
разрада би нас одвела далеко изван оквира квантне механике. Приметимо, прво, да
због принципа коначности материjе можемо сматрати да свака траjекториjа физичког
тела са довољном тачношћу испуњава формалне Фуриjеове услове. Додатно, да су
сва физичка кретања уjедно и таласна, при чему апстрактним таласима (синусоидама)
можемо придруживати различита физичка своjства.

Доследно томе, одговараjуће супстанце у кретању могу испољавати jош неке особине,
рецимо интерференциjе, али и задржавати старе особине, рецимо конзервациjу енергиjе.
У таквом третману наћи ћемо, на пример, да интерференциjом можемо поништити
две зраке (два фотона) светлости, али не и њихову укупну енергиjу и добити здружену
честицу невидљиве светлости. Штавише, можемо сматрати да слично интерфериране,
здружене „невидљиве“ материjе има свуда око нас.

Амплитуда таласа здружене „невидљиве“ честице jе (приближно) нула, па jе Борнова
вероватноћа налажења (мерења) такве честице нула. Са друге стране, само супстанца
истих (сличних) своjстава интерферира у здружену „невидљиву“ честицу, због чега
jе (скоро) немогуће њено раздваjање. Међутим, таква честица има енергиjу, па може
имати масу коjа гравитационо реагуjе и може бити састоjак тамне материjе (енг. dark
matter), због коjе галаксиjе ротираjу брже него што би требало.

Slika 1.55: Паралелно померање.

Транслациjом вектора x→ x′ по затвореноj путањи N → A→ B → N унутар сферно
закривљене површине, на слици 1.55, десиће се (jедва приметна) разлика почетне и
завршне вредности датог вектора. Темена троугла NAB редом су северни пол и
две тачке на екватору, а слика се обично користи да се покаже да jе збир углова
сферне геометриjе већи од испруженог (180○). Овде jе користимо да покажемо да
у случаjу затвореног кретања тела у релативистичком гравитационом пољу, почетни
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и краjњи импулс (дати вектор) више нису jеднаки, што указуjе на цурење енергиjе.
Такође, ова слика указуjе на jош jедну могућност раздваjања „невидљиве“ честице, за
разлику од интеракциjа са другим честицама, сада кретањем по затвореноj путањи144

у закривљеном простору.
У разматрањима интерференциjе занимљиво jе и ново обjашњење експеримента

двоструки отвор, уз слику 1.26. Укратко, садашњост датог места jе интерференциjа
свих таласа од настанка васионе до данас. Оно што ми сада видимо jе попут таласа
на мору на коjима се љуља бродић не марећи о количини воде испод њега. Доле може
бити само десет метара, али и десет километара океана до дна. Иако jе њему чини да
jе то свеjедно, оно заправо и ниjе.

То таласање воде на површини коjе видимо поредим са нашом садашњошћу ношеном
укупном нашом прошлошћу. Свако од нас (свака честица) jе изграђен низом тренутака
свог живота; наша прошлост и наша животна искуства дефинишу нас. Поjединачни
смо и jединствени, jер jе jединствен пут сваког од нас од настанка васионе до данас.
Та врста непоновљивости у складу jе са принципом случаjности, jер jе будућност и
одређена прошлошћу и обjективно непредвидљива. Приметићу jош само да због истог
важи и познати Паулиjев принцип искључења: два или више идентичних фермиона
(честица са полу-целим спином) не могу заузимати исто квантно стање унутар квантног
система истовремено. На пример, не постоjе два електрона у истом атому са сва четири
квантна броjа jеднака.

Фуриjеови редови

Фуриjеов ред фукциjе f(x) дат jе са

f(x) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

(an cosnx + bn sinnx), (1.400)

где су Фуриjеови коефициjенти:

a0 =
1

π

ˆ π

−π
f(x)dx, an =

1

n

ˆ π

−π
f(x) cosnxdx, bn =

1

n

ˆ π

−π
f(x) sinnxdx. (1.401)

Алтернативни Фуриjеов ред

f(x) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

dn sin(nx + ϕn) ∨ f(x) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

dn cos(nx − θn). (1.402)

добиjа се из основног сменама:

dn =
√
a2
n + b

2
n, tgϕn =

bn
an

= tg θn, (1.403)

У свим тачкама домена jе

f(x) = lim
ε→0

1

2
[f(x − ε) + f(x + ε)], (1.404)

па се у тачкама дисконтинуитета то узима за вредност уместо претходних.

144То треба разликовати, рецимо, од отворене путање кретања светлости.
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За парне функциjе, за коjе важи f(−x) = f(x) за свако x и због чега су оне симетричне
у односу на y осу, синусни члан Фуриjеовог реда ишчезава, па њен развоj у периоде 2π
постаjе

f(x) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

an cosnx, (1.405)

са Фуриjеовим коефициjентима:

a0 =
2

π

ˆ π

0
f(x)dx, an =

2

π

ˆ π

0
f(x) cosnxdx. (1.406)

За непарне функциjе, за коjе важи f(−x) = −f(x) за свако x због чега су оне централно
симетричне у односу на исходиште O, косинусни члан Фуриjеовог реда ишчезава и
имамо

f(x) =
∞

∑
n=1

bn sinnx, bn =
2

π

ˆ π

0
f(x) sinnxdx. (1.407)

У наставку погледаjмо неколико карактеристичних примера развоjа у Фуриjеове редове
са периодом 2π, када ти развоjи постоjе и када конвергираjу.

Фуриjеови коефициjенти

Пример 1.3.70 (Коефициjенти). Претпоставимо да jе функциjа f(x) 2π-периодична и
претпоставимо да jе представљена Фуриjеовим редом. Израчунаjмо Фуриjеове коефи-
циjенте.

Решење. За коефициjент a0, интегрирамо Фуриjеов ред на интервалу [−π,π]:
ˆ π

−π
f(x)dx = πa0 +

∞

∑
n=1

[an

ˆ π

−π
cosnxdx + bn

ˆ π

−π
sinnxdx] =

= πa0 +
∞

∑
n=1

[an (
sinnx

n
) ∣
π

−π
+ bn (−

cosnx

n
) ∣
π

−π
] = πa0 +

∞

∑
n=1

[0 + 0],

a0 =
1

π

ˆ π

−π
f(x)dx,

што jе тачно.
За израчунавање поjединог коефициjента an, множимо обе стране Фуриjеовог реда

са cosmx и интегрираjмо члан по члан:
´ π
−π f(x) cosmndx =

=
a0

2

ˆ π

−π
cosmxdx +

∞

∑
n=1

(an

ˆ π

−π
cosnx cosmxdx + bn

ˆ π

−π
sinnx cosmxdx) .

Први члан (на другоj страни jеднакости) jе нула. Даље, користећи тригонометриjске
идентитете за производе, добиjамо:

{

´ π
−π cosnx cosmxdx = 1

2

´ π
−π[cos(n +m)x + cos(n −m)x]dx = 0,´ π

−π sinnx cosmxdx = 1
2

´ π
−π[sin(n +m)x + sin(n −m)x]dx = 0,

када jе m ≠ n. У случаjу m = n имамо:

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

´ π
−π sinnx cosmxdx = 1

2

´ π
−π(sin 2mx + sin 0)dx = 1

2
(− cos 2mx

2m
) ∣
π

−π
= 0,´ π

−π cosnx cosmxdx =
´ π
−π cos2mxdx = 1

2

´ π
−π(1 + cos 2mx)dx = π.
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Отуда

am =
1

π

ˆ π

−π
f(x) cosmxdx, m = 1,2,3, . . . ,

што jе такође тачно.
За добиjање Фуриjеовог коефициjента bn, слично претходном, множимо Фуриjеов

ред са sinmx, интегрирамо члан по члан и добиjамо познати резултат

bm =

ˆ π

−π
f(x) sinmxdx, m = 1,2,3, . . .

На таj начин доказуjемо формуле за горе наведене коефициjенте an и bn.

Типични развоjи

Пример 1.3.71 (Квадратни талас). Развити у 2π-периодичан Фуриjеов ред функциjу

f(x) = {
0, x ∈ [−π,0],
1, x ∈ (0, π],

на интервалу [−π,π].

Дата функциjа jе тзв. квадратни талас (енг. square wave), а њени развоjи у првих
n = 5, затим n = 15 чланова Фуриjеовог реда приказани су на слици 1.56.

Slika 1.56: Квадратни талас.

Решење. Израчунавамо редом:

a0 =
1

π

ˆ π

−π
f(x)dx =

1

π

ˆ π

0
1dx =

1

π
⋅ π = 1,
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an =
1

π

ˆ π

−π
f(x) cosnxdx =

1

π

ˆ π

−π
1 ⋅ cosnxdx =

1

π

sinnx

n
∣
π

0
=

1

nπ
⋅ 0 = 0,

bn =
1

π

ˆ π

−π
f(x) sinnxdx =

1

π

ˆ π

0
1 ⋅ sinnxdx =

1

π
(−

cosnx

n
) ∣
π

0
=

= −
1

nπ
(cosnπ − cos 0) =

1 − cosnπ

nπ
,

а како jе cosnπ = (−1)n, то jе

bn =
1 − (−1)n

nπ
.

Према томе, збир

f(x) =
1

2
+

∞

∑
n=1

1 − (−1)n

nπ
sinnx, (1.408)

jе развоj у Фуриjеов ред „квадратног таласа“.

Пример 1.3.72 (Тестерасти талас). Развити у Фуриjев ред тестерасти талас, на инте-
рвалу [−π,π] са периодом 2π.

На слици 1.57 jе (плава) изломљена линиjа коjа представља „тестерасти талас“,
f(t) = t−[t], где jе [t] „наjвеће цело од t“, око коjег се увиjаjу (црне) глатке линиjе, збир
првих неколико чланова Фуриjеовог реда. За тражени интервал jе довољно понављати
праву линиjу, y = x.

Slika 1.57: Тестерасти талас.

Решење. Тестераста функциjа jе непарна, па jе a0 = an = 0. Тражимо коефициjенте bn,
парциjалном интеграциjом:

bn =
1

π

ˆ π

−π
f(x) sinnxdx =

1

π

ˆ π

−π
x sinnxdx =

1

π
[(−

cosnx

n
) ∣
π

−π
−

ˆ π

−π
(−

cosnx

n
) dx] =
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=
1

nπ
[−2π sinnπ + (

sinnx

n
) ∣
π

−π
] =

1

nπ
[−2π cosnπ +

1

n
(sinnπ − sin(−nπ))]

=
1

nπ
(−2π cosnπ +

2 sinnπ

n
) =

2

nπ
(

sinnπ

n
− π cosnπ) .

Сменом sinnπ = 0 и cosnπ = (−1)n редом за све целе n, добиjамо

bn =
2

nπ
[−π(−1)n] = −

2

n
(−1)n =

2

n
(−1)n+1.

Према томе jе

x =
∞

∑
n=1

2

n
(−1)n+1 sinnx

Фуриjеов развоj „тестерасте функциjе“.

Пример 1.3.73 (Параболични талас). Развити у Фуриjев ред параболични талас,
y = x2, на интервалу [−π,π] са периодом 2π.

Slika 1.58: Параболични талас.

Решење. Пошто jе функциjа парна, bn = 0. Даље:

a0 =
1

π

ˆ π

−π
f(x)dx =

1

π

ˆ π

−π
x2dx =

1

π

x3

3
∣
π

−π
=

2π2

3
,

an =
1

π

ˆ π

−π
f(x) cosnxdx =

2

π

ˆ π

0
x2 cosnxdx = ⋅ ⋅ ⋅ =

4

n2
(−1)n.

Применили смо парциjалну интеграциjу два пута. Коначно, тражени Фуриjеов ред тог
параболичног таласа jе

x2
=
π2

3
+

∞

∑
n=1

4

n2
(−1)n cosnx.

На слици 1.58 jе решење за n = 2 – црвено, и n = 5 – плаво.
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На комплексне Фуриjеове редове прелазимо помоћу Оjлерове формуле (1.201) затим
трансформациjама, Оjлеровим и тригонометриjским редом:

cos θ = 1
2e
iθ + 1

2e
−iθ, sin θ = −1

2 ie
iθ + 1

2 ie
−iθ,

ei(θ+φ) = eiθeiφ, cos(θ + φ) = cos θ cosφ − sin θ sinφ,

eiθeiφ = ei(θ+φ), cos θ cosφ = 1
2 cos(θ + φ) + 1

2 cos(θ − φ),
d
dθe

iθ = ieiθ, d
dθ cos θ = − sin θ.

(1.409)

Сменом θ = nx затим:

cosnx =
1

2
einx +

1

2
e−inx, sinnx = −

1

2
ieinx +

1

2
ie−inx,

у основни Фуриjеов ред, добиjамо:

f(x) =
a0

2
+

∞

∑
n=1

[an(
1

2
einx +

1

2
e−inx) + bn(−

1

2
ieinx +

1

2
ie−inx)] =

=
a0

2
+

∞

∑
n=1

[
1

2
(an −

1

2
ibn)e

inx
+ (

1

2
an +

1

2
ibn)e

−inx
],

или краће, у облику (1.400), пишемо:

f(x) =
∞

∑
n=−∞

cne
inx, cn =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

1
2an −

1
2 ibn, n ≥ 1

1
2a0, n = 0
1
2a∣n∣ +

1
2 ib∣n∣, n ≤ −1.

(1.410)

Коефициjент cn jе углавном комплексан (осим c0) и важи cn = c∗−n.
Вратићемо се сада опет на разматрања таласа материjе, али не онако спекулативно

како jе то овде наговештавано на неким претходним страницама, него на углавном у
физици познате и проверене ствари.
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1.3.8 Таласи материjе

Знамо да електрон кружи око jезгра атома али да не пада у то jезгро. То би
се догађало у макро-свету због могућности постепеног губитка потенциjалне енергиjе
али не и у микро-свету, jер су промене енергиjе електрона квантоване. Губици (или
добици) енергиjе у микро-свету могу бити само скоковити. То се прво наслућуjе из
третирања обзервабле као пакета вероватноће, затим смо се могли позивати на принцип
коначности материjе, а сада препознаjемо да исто следи и из теореме о разлагању
(произвољне) функциjе у периодичне Фуриjеове редове. Ово последње, физикално
речено, значи да се свака честица може представити као талас.

Slika 1.59: Електромагнетни талас.

На слици 1.59 jе талас светлости, односно ширег електромагнетног зрачења, коjе
се кроз вакуум простире брзином приближно c = 3 × 108 m/s. Електрично поље се
простире паралелно z-оси и индукуjе магнетно поље паралелно y-оси а талас се креће
дуж x-осе. За таласе уопште важи да jе производ таласне дужине λ и фреквенциjе ν
jеднак брзини таласа, па jе за светлост

λν = c. (1.411)

Таласно кретање jе периодично са периодама коjе се понављаjу на свакоj поjединоj
таласноj дужини λ са траjањем T коjе називамо трептаj. Фреквенциjа ν = 1/T jе броj
трептаjа у jединици времена.

Овоj класичноj представи електромагнетног зрачења можемо додати и нове квантне
описе, поменуте поред кjубита и Хадамардовог вентила (1.43). Из стања неизвесности,
суперпозициjе, светлост се реализуjе, колабира у jедан од могућих исхода, претвараjући
сву количину неизвесности у информациjу (сваке од паралелних реалности). Затим
се де-реализуjе, из информациjе у неизвесност. Са становишта неког имагинарног
посматрача, са супротним током времена од нашег, све са нашег становишта реализоване
информациjе њему су имагинарне неизвесности, из коjих му настаjе информациjа. Све
за таквог посматрача настале информациjе, за нас су суперпозициjа неизвесности.
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Jеднакост ових количина произилази из дефинициjеШенонове информациjе. Наиме,
информациjа случаjног догађаjа коjи има n ∈ N jеднако вероватних исхода jе S = lnn,
а то jе Хартлиjева информациjа (1.267). У случаjу расподеле вероватноћа, на пример
(1.79), Хартлиjеве информациjе поjединих исхода вероватноће pk = 1/nk износе

Sk = − lnpk, ∑
k

pk = 1, (∀k)pk ≥ 0, (1.412)

па jе њихово математичко очекивање (средња вредност)

S = ∑
k

pkSk, (1.413)

а то jе Шенонова информациjа. На пример, када бацамо коцку имамо шест могућности
(k = 1,2, . . . ,6) свака са истом вероватноћом (pk = 1/6), са укупном неизвесношћу
jеднаком Шеноновоj информациjи

S =
6

∑
k=1

1

6
⋅ (− ln

1

6
) = ln 6 ≈ 1,79

у jединицама природних логаритама (nat). Укупна количина неизвесности пре бацања
коцке jеднака jе информациjи jедног од исхода бацања.

Прича са реализациjама неизвесности фотона (светлости) са овим тек започиње.
Претходни опис, реализациjе неизвесности у информациjу за нас и неког од имагинар-
них посматрача, важи за свако квантно стање. Сви имагинарни посматрачи, коjи
доживљаваjу претварање наше информациjе у jедно од (нама) стања суперпозициjе
за нас су равноправни, али они међусобно (у нашоj прошлости) не могу комуницирати,
као што ми не можемо комуницирати са своjим паралелним реалностима. При томе,
фотони имаjу и своjе посебности.

Фотон, квант електромагнетног зрачења, креће се брзином светлости, па му са
нашег становишта дугорочно гледаjући (специjална теориjа релативности) време стоjи.
Међутим, краткорочно гледаjући то jе немогуће (принцип коначности), због чега треба
претпоставити да време фотона осцилуjе, да оно са становишта нашег тока времена
направи „квантни скок“ напред па назад. Ово jе занимљиво запажање за неку другу
расправу, али овде настављамо са класичним, шире познатим стварима.

Енергиjа фотона jе
E = hν, (1.414)

где jе (приближно) h = 6,626 × 10−34 m2 kg/s Планкова константа. Светлост нема
масу мировања, али када би jе имала била би у складу са познатом Аjнштаjновом145

jедначином
E =mc2. (1.415)

Светлост нема масу мировања али има импулс p = mv, производ масе и брзине, па jе
овде

p =
h

λ
, (1.416)

jер jе p = mc. Ову формулу jе Луj де Броj поопштио у своjоj докторскоj тези 1924.
године на сву материjу. Сада, када jе Луj де Броjева хипотеза веома потврђена,

145Albert Einstein (1879-1955), теориjски физичар рођен у Немачкоj.
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можемо рећи да jе свака честица (тело) попут оркестра разних таласа-честица са
резултираjућом таласном дужином λ = h/p, у складу са (1.416).

Даље се можемо опет надовезати на обjашњење експеримента двоструки отвор,
приказаног на слици 1.26. Потсећам, на застору C, након проласка честица-таласа
кроз отворе застора B, гомилаjу се њихове интерференциjе чак и када су честице-
таласи пропуштане jедна за другом у дугим и нехотичним временским размацима.
Тамо jе предложено обjашњење тог „чудног“ догађања помоћу интерференциjе – као
независне случаjне поjаве (за разлику од модерне физике), а сада смо у прилици да ту
нову (хипо)тезу опет проверавамо.

Дакле, у прилици да буду у оквиру датог догађаjа (интервала простора и времена)
све честице-таласи васионе, коjе би иначе могле комуницирати али су у затеченим
околностима независни случаjни догађаjи, интерферираjу. Међутим, за велико мноштво
равноправних синусоида на интервалу jедне периоде имамо

∞

∑
n=1

ˆ 2π

0
sinnxdx = 0, (1.417)

што значи да интерференциjа ишчезава, па честице-таласа нема. У условима симетриjе
(хомогености и изотропности), нема поjаве видљиве материjе. У супротном случаjу, у
условима несиметриjе та се нулта равнотежа не одржава.

Ово обjашњење jе допуна и горњоj напомени о електромагнетном зрачењу. Фотон
jе такође честица-талас, али таква коjа се креће брзином светлости, осцилуjући тамо-
овамо из неизвесности у извесност и обрнуто (у нашоj реалности) и стагнираjући у
времену. То ниjе „таласање вакуума“, него поремећаj симетриjе васионе, збира мноштва
синусоида, коjи се преноси „празним простором“ брзином светлости а коjи доживљавамо
као фотон. Напомињем, ово jе jош jедно моjе приватно обjашњење и ниjе званични став
науке, за разлику од остатка текста.

У складу са развоjем функциjа у Фуриjеове редове, резултираjућуталасну функциjу
материjалне честице пишемо

ψ = ei(kx−ωt), (1.418)

ограничаваjући се само на апсцису (x-осу) и време (t).
У тумачењу супстанце као израза апстрактних истина, коjе овде заступам, оваква

форма материjалне честице ниjе изненађење. Након запажања да jе честица (1.418)
непосредна последица развоjа функциjе у Фуриjеов ред (1.410), материjална честица
криjе jош jедну математичку истину, да множење комплексним броjевима представља
ротациjе у комплексноj равни, а да се помоћу копозициjе ротациjа може постићи свака
изометриjска трансформациjа (коjа чува удаљеност између тачака), какве су централна
и огледалске симетриjе или транслациjа. Множење комплексним броjевима неjедини-
чног модула укључуjе и хомотетиjе146. Са друге стране, дуалан простору вектора jе
векторски простор линеарних оператора, а дуалан дуалном jе полазни простор, па су
и сама квантна стања, као и еволуциjе квантних стања, jеднако трансформациjе.

Вратимо се сада на фазне углове φ = kx − ωt и приметимо да у Оjлеровоj формули
добиjамо (jедине) реалне вредности eiφ = ±1, наизменично позитивну па негативну док
у изразу φ = nπ цели броj n расте. Посебно, када jе φ = 0 и exp(iφ) = 1, тада jе kx = ωt,
што значи да jе

ω

k
=
x

t
= v, (1.419)

146Хомотетиjа jе контракциjа или дилатациjа фигуре.
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брзина таласа. Дакле, наизглед произвољни параметри, k коjи се назива таласни броj
и ω коjи се назива угаона фреквенциjа, одређуjу се анализом (k = 2π/λ, ω = 2πν) и
мерењем. За имагинарну jединицу i, као што знамо, важи i2 = −1.

Ово се лако прошируjе на остале координатне осе (ординату и апликату):

p⃗ = ~k⃗, E = ~ω, (1.420)

где jе ~ = h/2π ≈ 1,055 × 10−34 Js редукована Планкова константа. Таласни броj сада jе
таласни вектор

k⃗ = kxe⃗x + ky e⃗y + kz e⃗z. (1.421)

Ортове i⃗, j⃗ и k⃗ често означавамо са e⃗x, e⃗y и e⃗z. Када jе (1.418) jедан (Фуриjеов
коефициjент) у низу сабирака, компоненти сложеног вектора стања, пишемо

ψ = aei(k⃗⋅r⃗−ωt), (1.422)

где jе r⃗ = xe⃗x + ye⃗y + ze⃗z вектор положаjа честице-таласа у тренутку t. У случаjу
слободне честице, ампплитуда a jе константан реалан броj. Узимаjући у обзир (1.420)
ова формула постаjе

ψ = aei(p⃗⋅r⃗−Et)/~, (1.423)

одакле се види да се таласна функциjа jош увек може раставити на факторе, просторни
exp(ip⃗ ⋅ r⃗/~) и временски exp(−iEt/~).

У наставку, за извођење Шредингерове jедначине, због jедноставности, полазимо
опет од формуле (1.418). Укупна енергиjа таласа jеднака jе збиру кинетичке Ek и
потенциjалне Ep:

E = Ek +Ep, (1.424)

што обично пишемо E = 1
2mv

2+Ep, где потенциjална енергиjа долази од гравитационог
поља, електричног поља, или било чега другог. Такође, можемо писати E = p2/2m+Ep,
jер jе импулс p =mv а кинетичка енергиjа Ek =m2v2/2m. Даље, из (1.418), деривирањем
добиjамо:

∂ψ

∂x
= ikei(kx−ωt) = ikψ, (1.425)

∂2ψ

∂x2
= (ik)2ψ = −

p2

~2
ψ. (1.426)

Како jе Eψ =
p2

2mψ +Epψ, долазимо до

Eψ = −
~2

2m

∂2ψ

∂x2
+Epψ, (1.427)

а то jе временски независна Шредингерова jедначина.
Временски зависну Шредингерову jедначину наћи ћемо, опет, деривирањем (1.418):

∂ψ

∂t
= −iωψ, (1.428)

Због E = ~ω, Eψ = ~ωψ, − i~Eψ = −iωψ =
∂ψ
∂t , добиjамо

Eψ = i~
∂ψ

∂t
. (1.429)
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Комбинуjући ову са претходном (1.427), произилази релациjа

i~
∂ψ

∂t
= −

~2

2m

∂2ψ

∂x2
+Epψ, (1.430)

коjу називамо временски зависна Шредингерова jедначина.
Шредингер jе ову jедначину извео 1925. а обjавио 1926. године, за шта jе добио

Нобелову награду 1933. године. Његово оригинално извођење jе далеко сложениjе
од овде приказаног, али jе идеjа иста, да се дође до jедначина материjалних таласа
квантне механике. „Многи физичари, а можда и већина њих, уопште и не размишљаjу
о настанку Шредингерове jедначине онако како jе он то радио“ – каже О. Скули,
професор на A&MУниверзитету у Тексасу. Решења те jедначине више нас не изненађуjу
као његове савременике и ми узимамо здраво-за-готово да ће то за дате услове увек
бити таласне функциjе попут (1.422), коjе тумачимо као сопствене векторе и њихове
сопствене вредности.

Временски независну и временски зависнуШредингерову jедначину за jедну честицу-
талас у три димензиjе простора данас пишемо помоћу оператора:

Hψ(r) = Eψ(r), HΨ(r, t) = i~
∂

∂t
Ψ(r, t), (1.431)

са Хамилтониjаном, линеарним Хермитским оператором коjи jе у оба случаjа

H = −
~2

2m
∇

2
+ V (r). (1.432)

Овде jе ∇2 = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
оператор диференцирања, а V (r) потенциjална енергиjа

честице-таласа на месту r. Независно од Шредингера негде у исто време jе Хаjзенберг
развио матричну квантну механику, да би се временом схватило да су такви приступи
само посебне репрезентациjе апстрактног векторског простора.

Основна решења

Пример 1.3.74 (Честица у кутиjи). Размотримо кретање честице-таласа по апсциси
под утицаjем потенциjала V (x) = 0 за 0 ≤ x ≤ a и V (x) = ∞ за x ∉ [0, a].

Решење. Шредингерова jедначина зa x ∈ [0, a]

−
~2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x),

даjе сопствене векторе (eigenvectors) и сопствене вредности (eigenvalues):

ψn(x) =

√
2

a
sin(

nπx

a
) , En =

h2n2

8ma2
,

за n = 1,2,3, . . . , а изван интервала, за x ∉ [0, a], ове вредности су нулте.

Ортогоналност решења следи из
ˆ a

0
ψm(x)ψn(x)dx = δmn,
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Slika 1.60: Честица у „кутиjи“.

што jе лако проверити израчунавањем интеграла. Решења су стоjећи таласи приказани
на слици 1.60. Честица-талас остаjе заробљена између зидова (x = 0 и x = a), крећући се
са константним импулсом p = ±

√
2mE тамо-овамо као резултат поновљених одбиjања

од зидова.
Приметимо да нема нултог стања енергиjе када би честица мировала у кутиjи а

њен положаj био тачно одређен. Прецизниjе, из p2 = 2mE следи да импулс p расте
са скраћивањем интервала a и да се тада честица креће брже. Та последица, да и у
наjнижем стању енергиjе честица има већу енергиjу од наjмање потенциjалне, коjа jе
у значаjном контрасту са класичном механиком, сада помаже да разумемо, рецимо,
зашто jе атом стабилан и електрони не падаjу у jезгро.

Друга врста сила делуjе на два тела маса m1 и m2 споjена еластичном опругом.
Хармониjска средина ових маса µ = m1m2/(m1 + m2) назива се редукована маса а
познато jе да она боље представља масу оваквог система. Силе тада делуjу по Хуковом147

закону : сила за стискање или истезање опруге пропорционална jе удаљености.

Пример 1.3.75 (Хармониjски осцилатор). Размотримо кретање честице-таласа по
апсциси под утицаjем силе F = −kx.

Решење. То су силе Хуковог закона. Потенциjал ове опруге износи

V (x) =

ˆ ∞

−∞

(−kx)dx = V0 +
1

2
kx2,

па стављаjући V0 = 0, ψ = ψ(x), µ jе редукована маса, израчунавамо:

−
~2

2µ

d2ψ

dx2
+

1

2
kx2ψ = Eψ,

ψn(x) = NnHn(α
1/2x)e−αx

2/2, n = 0,1,2, . . .

где jе Hn Хермитски полином148 степена n, а параметри α и Nn дефинисани су са:

α =

√
kµ

~2
, Nn =

1
√

2nn!
(
α

π
)

1/4

.

147Robert Hooke (1635-1703), енглески филозоф, архитекта и примењени математичар.
148Hermite polynomials: https://en.wikipedia.org/wiki/Hermite_polynomials

Растко Вуковић 258

https://en.wikipedia.org/wiki/Hermite_polynomials


КВАНТНА МЕХАНИКА

Сопствене вредности су

En = ~ω(n +
1

2
),

са ω =
√
k/µ.

Слика 1.61 приказуjе сопствене вредности хармониjског осцилатора за n = 1,2,3,4,5.
Парабола jе потенциjал V (x) тог осцилатора. Када се честица удаљава од исходишта,
са порастом n њена потенциjална енергиjа расте, али се мења и амплитуда (па тиме
и вероватноћа). Резултат су опет (као код честице у кутиjи) стоjећи таласи, са већим
броjе периода када jе већа енергиjа.

Slika 1.61: Хармониjски осцилатор.

Пример 1.3.76 (Крута ротациjа). Наћи Шредингерова решења за кругу ротациjу два
тела.

Решење. „Крути ротор“ jе jедноставни модел ротирања дво-атомске молекуле, приказан
на слици 1.62 (http://slideplayer.com/slide/5127174/). Да би таj проблем два тела
маса m1 и m2 свели на jедну димензиjу посматраћемо њихову редуковану масу µ =

m1m2/(m1+m2) у исходишту, са удаљеношћу r. Шредингерова jедначина (в. [51]) сада
jе

−
~2

2I
[

1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

sin2 θ

∂2

∂ψ2
]ψ(r) = Eψ(r),

Решења за сопствене функциjе су сферни хармоници YM
J (θ, φ), дефинисани са

YM
J (θ, φ) = [(

2J + 1

4π
)
(J − ∣M ∣)!

(J + ∣M ∣)!
]

1/2

P
∣M ∣

J (cos θ)eiMφ,

где су P ∣M ∣

J (x) додељене Лежандрове149 функциjе. Сопствене вредности су jедноставне

EJ =
~2

2I
J(J + 1).

149Adrien-Marie Legendre (1752-1833), француски математичар.
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Сваки енергетски ниво EJ jе 2J +1 пута дегенерисан уM , jерM може имати вредности
−J,−J + 1, . . . , J − 1, J .

Slika 1.62: Крути ротор.

Пример 1.3.77 (Атом водоника). Наћи Шредингерова решења за водоников атом.

Решење. У водониковом атому имамо фиксиран протон у исходишту око коjег кружи
jедан електрон редуковане масе µ. Потенциjал због електричног привлачења jе

V (r) = −
e2

4πε0r
,

у SI jединицама. Израз за кинетичку енергиjу у Хамилтониjану jе

T = −
~2

2µ
∇

2,

а Шредингерова jедначина у сферним поларним координатама jе

−
~2

2µ
[

1

r2

∂

∂r
(r2∂ψ

∂r
)

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂ψ

∂θ
) +

1

r2 sin2 θ

∂2ψ

∂φ2
] −

e2

4πε0r
ψ = Eψ,

где jе таласна функциjа ψ = ψ(r, θ, φ). Испоставља се да се таласна функциjа сада
може раставити на факторе R(r)nl и Y m

l (θ, φ), где jе оваj други опет сферни хармоник.
Може се показати да за радиjални фактор важи jедначина

−
~2

2µr2

d

dr
(r2dR

dr
) + [

~2l(l + 1)

2µr2
+ V (r) −E]R(r) = 0,
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коjа се назива радиjална jедначина водониковог атома. Њена решења су

Rnl(r) = −[
(n − l − 1)!

2n[(n + l)!]3
]

1/2

(
2

na0
)
l+3/2

rle−r/na0L2l+1
n+l (

2r

na0
) ,

где 0 ≤ l ≤ n − 1, a a0 je Боров радиjус, ε0h2/πµe2. Функциjа L2l+1
n+l (2r/na0) jе додељена

Лагерова функциjа150. Енергиjе

En = −
e2

8πε0a0n2
, n = 1,2, . . .

су сопствене вредности атома водоника.

На слици 1.63 (Хиперфизика151) видимо jош неке детаље Боровог модела атома са
становишта Шредингерове jедначине, доследно решењу из примера 1.3.77.

Slika 1.63: Атом водоника.

За разлику од Шредингеровог, Боров модел атома не успева да обjасни зашто
су неке спектралне линиjе сjаjниjе од других. Боров модел третира електрон као
малу планету коjа кружи око jезгра са jасним радиjусом и импулсом, што се (за
разлику од Шредингеровог модела) директно супротставља Хаjзенберговом принципу
неодређености, коjи каже да позициjа и импулс не могу бити одређене истовремено.

Решења Шредингерове jедначине називамо спектром, jер она то и jесу. Из записа
Шредингерове jедначине видљиво jе да jе оператор енергиjе

Ê = i~
∂

∂t
, (1.433)

где jе ~ Планкова редукована константа, i jе имагинарна jединица, а парциjални изводи
(означени са ∂) се користе уместо тоталних деривациjа (d/dt) jер jе таласна функциjа

150Laguerre polynomials: https://en.wikipedia.org/wiki/Laguerre_polynomials
151Hyperphysics: http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/Bohr.html
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ψ(r, t) такође функциjа положаjа r = r(x, y, z). Оператор импулса редом дуж апсцисе,
ординате и апликате, jе:

p̂x = −i~
∂

∂x
, p̂y = −i~

∂

∂y
, p̂z = −i~

∂

∂z
. (1.434)

У аналогиjи са класичном механиком, где jе Хамилтониjан збир кинетичке и потенциjа-
лне енергиjе система, овде имамо оператор Хамилтониjан

Ĥ = T̂ + V̂ , (1.435)

где jе

T̂ =
p̂2

2m
= −

~2

2m
∇

2 (1.436)

оператор кинетичке енергиjе, па jе p̂ = −i~∇ оператор импулса (све три координате), а
V̂ = V = V (r, t) jе оператор потенциjалне енергиjе.
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1.3.9 Спектар

У овоj секциjи ћу навести jош неколико завршних општих и познатих тврђења о
сопственим вредностима λ линеарних оператора Â, дакле оних за коjе важи jедначина
Âψ = λψ, али нарочито оних коjе ређе срећемо у литератури. Пре свега, подсетимо се
да jе спектар оператора Â скуп свих решења поменуте jедначине, по λ.

Теорема 1.3.78. Спектар σ(Â) непрекидног линеарног оператора Â jе ограничен нормом
оператора ∥Â∥.

Доказ. Претпоставимо супротно, да за неко Â и сопствени вектор ψ, решење jедначине
Âψ = λψ буде ∣λ∣ > ∥Â∥. Тада за резолвенту152, где ради jедноставности пишемо само λ
уместо потпуног λÎ, важи:

Rλ(Â) = (Â − λ)−1
= −λ−1

⋅ (1 − λ−1Â)
−1

= −
1

λ

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 +
Â

λ
+ (

Â

λ
)

2

+ . . .

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

а ред у угластоj загради конвергира због ∣Â/λ∣ < 1, па jе

(Â − λ) ⋅ (−λ−1
) ⋅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 +
Â

λ
+ (

Â

λ
)

2

+ . . .

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= 1,

што значи да λ ниjе у спектру, λ ∉ σ(Â).

Наравно да има и других доказа ове теореме, на пример непосредно из Âψ = λψ
узимањем норме, ∥Â∥∥ψ∥ = ∣λ∣∥ψ∥, па за ∥ψ∥ = 1 следи тврђење. Уосталом о томе говори
и лема 1.3.35. Доказ помоћу резолвенте, на пример, примењен на оператор Ân показуjе
да jе спектар σ(Ân) унутар кугле полупречника ∥Ân∥. То следи из:

Ân − λn = (Â − λ) ⋅ (Ân−1
+ Ân−2λ + ⋅ ⋅ ⋅ + Âλn−2

+ λn−1
),

па (Â − λ)−1 постоjи за ∣λn∣ > ∥Ân∥, односно када jе ∣λ∣ > ∥Ân∥1/n. Али оно због чега
нам jе оваj доказ нарочито занимљив, jе помоћ у разумевању услова за дискретан
спектар оператора. Рецимо, спектар оператора jе дискретан када се оператор може
представити (коначном или бесконачном) матрицом, чиjи карактеристични полином
има наjвише преброjиво много нула. А дискретан спектар значи квантовање обзервабли
представљених датим оператором.

Дефинициjа 1.3.79 (Компактност). Метрички простор X jе компактан ако:
1○ сваки његов бесконачни део има бар jедну тачку нагомилавања;
2○ сваки низ у њему има бар jедну адхерентну вредност, тj. садржи бар jедан

конвергентан делимични низ.

Лако jе видети да су ове две дефинициjе екивалентне. Наиме, ако jе (xn) бесконачан
низ у X, онда jе одговараjући скуп његових вредности {xn} или бесконачан или се
нека од тих вредности, рецимо x, бесконачно понавља, али тада таj скуп има бар
jедну тачку нагомилавања (коjа jе адхерентна вредност) или jе тачка x адхерентна
вредност. Обрнуто, ако сваки низ у X има бар jедну адхерентну вредност, па и ако

152енг. resolvent – оно што решава.
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jе то бесконачан низ различитих тачака, онда jе адхерентна вредност његова тачка
нагомилавања.

За скуп X ′ ⊂X кажемо да jе компактан ако jе, посматран сам за себе као простор,
jедан компактан простор. За скуп X ′ ⊂ X кажемо да jе релативно компактан ако
jе његова адхеренциjа компактан скуп. Када jе реч о читавом простору X поjмови
компактан и релативно компактан се подудараjу. Линеарни оператор Â ∶ X → Y jе
потпуно непрекидан ако сваки ограничен скуп изX пресликава у релативно компактан
скуп у Y .

У бесконачно димензионалном простору ограничен оператор не мора бити потпуно
непрекидан. На пример, ако jе dimX = ∞, тада идентички оператор Î ∶X →X (коjи jе
очигледно непрекидан) ниjе потпуно непрекидан.

Заиста, по претпоставци уX постоjи бесконачно много линеарно независних вектора;
нека су такви x1, x2, . . . , а означимо са Xn (n = 1,2, . . . ) потпростор коjи генеришу
вектори x1, x2, . . . , xn. Тада jе Xn прави потпростор од Xn+1 и Xn jе затворен, па
постоjи низ вектора (yn) тако да jе

∥yn∥ = 1, yn ∈Xn, d(yn,Xn−1) >
1

2
.

Скуп {yn} jе ограничен у X. Када би идентички оператор био потпуно непрекидан, он
би и скуп {yn} морао да преслика у релативно компактан скуп. Међутим, Î{yn} = {yn},
а из низа (yn) се не може издвоjити конвергентан делимичан низ, jер jе ∥ym − yn∥ >

1
2

за свако m ≠ n.

Теорема 1.3.80. Ако jе Â ∶ X → X потпуно непрекидан оператор и B̂ ∶ X → X
ограничен оператор, тада су ÂB̂ и B̂Â потпуно непрекидни оператори.

Доказ. Ако jеM ограничен скуп, такав да jе и B̂M , па jе Â(B̂M) релативно компактан
скуп због потпуне непрекидности оператора Â. Значи и оператор ÂB̂ jе потпуно
непрекидан. Што се тиче другог исказа, ако jе M ограничен скуп, ÂM ће бити
релативно компактан, па ће због непрекидности оператора B̂ и B̂(ÂM) бити такав.
Значи, B̂Â jе потпуно непрекидан оператор.

Из овог става непосредно следи да потпуно непрекидан оператор Â ∶X →X не може
имати ограничен инверзан оператор. Заиста, када би постоjао ограничен инверзан
оператор Â−1, било би ÂÂ−1 = Î, па би на основу овог става и jединични оператор Î био
потпуно непрекидан оператор, што ниjе тачно.

Следећа теорема тврди да потпуно непрекидан оператор може имати наjвише пре-
броjиво много сопствених вредности. Нула им jе jедина могућа тачка нагомилавања.
Поред тога тврди, у сваком затвореном размаку коjи не садржи нулу, лежи (апсолутна
вредност) само коначно много сопствених вредности потпуно непрекидног оператора.
Затим да свакоj сопственоj вредности потпуно непрекидног оператора, различитоj од
нуле, може одговарати само коначно много линеарно независних сопствених вектора,
тj. она има коначан мултиплицитет.

Теорема 1.3.81. Нека jе ρ > 0 и нека jе Â ∶ X → X потпуно непрекидан оператор.
Â има само коначно много линеарно независних сопствених вектора коjи одговараjу
оним сопственим вредностима λ коjи су по апсолутноj вредности већи од ρ.
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Доказ. Претпоставимо супротно, да оператор Â има бесконачно много линеарно неза-
висних сопствених вектора xn (n = 1,2, . . . ) таквих да jе

Âxn = λnxn, ∣λn∣ > ρ > 0. (1.437)

Уочимо у X потпростор X1 коjи образуjу вектори xn. Показаћемо да на X1 оператор
Â има ограничен инверзан оператор.

Заиста, вектори облика

x = α1x1 + α2x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + αkxk (1.438)

образуjу свуда густ скуп у X1. Према (1.437), за ове векторе важи:

Âx = α1λ1x1 + α2λ2x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + αkλkxk,

Â−1x =
α1

λ1
x1 +

α2

λ2
x2 + ⋅ ⋅ ⋅ +

αk
λk
xk,

jер jе Â−1(Âx) = x, а отуда

∥Â−1x∥ ≤
1

ρ
∥x∥.

Тиме смо Â−1 дефинисали за све векторе облика (1.438), а Â−1 можемо непрекидно
проширити на X1, jер jе скуп (1.438) свуда густ у X1, а да тиме не повећамо његову
норму.

Како jе Â потпуно непрекидан оператор на X, он jе такав и на X1. Међутим,
потпуно непрекидан оператор не може имати неограничен инверзан оператор у беско-
начно димензионалном простору (теорема 1.3.80). То jе контрадикциjа са полазном
претпоставком, из коjе следи тврђење теореме.

Колекциjа тачака Mε jе ε-мрежа скупа X ′ ⊂ X ако колекциjа отворених кугли са
центрима у тачкама из Mε и полупречника ε покрива скуп Y , тj. ако jе

X ′
⊆ ⋃
x∈Mε

K]x, ε[. (1.439)

Скуп X ′ ⊂X jе тотално ограничен ако за свако ε > 0 има коначну ε-мрежу.
Сваки тотално ограничен скуп S jе и ограничен. Заиста, ако jе d(S) пречник скупа,

тада jе
d(S) ≤ d(Mε) + 2ε < +∞, (1.440)

jer je d(Mε) коначан броj обзиром даMε садржи само коначан броj тачака. Да обрнуто
ниjе тачно, пример jе скуп {en} у простору lp.

У Rk ограниченост и тотална ограниченост су еквивалентни поjмови. Заиста, ако
jе S ⊂ Rk ограничен скуп, он лежи у некоj коцки. Делећи ту коцку на ивице мање од
ε/

√
k, темена ових последњих образоваће jедну коначну ε-мрежу коjа покрива коцку,

па тиме и скуп S.
Могуће jе доказати уопште, у комплетном метричком простору X, скуп S ⊂ X

jе релативно компактан акко (ако и само ако) jе тотално ограничен. Потребан и
довољан услов да jе метрички простор компактан jесте да jе истовремено комплетан и
тотално ограничен. Такође, сваки компактан простор jе сепарабилан. Отуда позната
Хаjне-Борелова теорема (тврди да потпростор из Rn, са уобичаjеном топологиjом, jе
компактан акко jе затворен и ограничен), коjа често служи за дефинициjу компактности.
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Метрички простор X jе компактан тада и само тада (ако има Хаjне-Борелову особину)
када се из сваког отвореног покривања простора X може издвоjити jедно коначно
покривање.

У даљем тексту подразумевамо да jе простор Хилбертов, ознаке H, не обавезно
коначне димензиjе. Означимо ли са x⊥ скуп вектора ортогоналних на x ∈ X и нека jе
Y векторски потпростор од X, онда су x⊥ и Y ⊥ Хилбертови потпростори од X.

Да би то доказали, приметимо да су они очигледно векторски потпростори (из
y1 ⊥ x и y1 ⊥ x следи β1y1 + β2y2 ⊥ x) и да треба доказати само да Кошиjеви низови
конвергираjу у њима. За низ yn → y из скупа x⊥ важи ⟨x∣yn⟩ = 0 за свако n, па jе
⟨x∣y⟩ = 0, те jе x⊥ затворен скуп. Из Y ⊥ = ⋂x∈Y x⊥ jе и Y ⊥ затворен скуп, као пресек
затворених скупова, па jе тиме Хилбертов потпростор од X.

Таj став омогућава разлагање Хилбертовог простора на обзервабле. Због њега ми
можемо издвоjити било коjу групу независних обзервабли и третирати jе као репрезен-
тациjу Хилбертовог простора, коjа jе у односу на окружење експеримента подскуп неког
ширег Хилбертовог простора.

Када jе Y Хилбертов потпростор од X и x ∈ X, а δ = d(x,Y ) = infy∈Y ∥x − y∥,
тада у Y постоjи jедна jедина тачка y таква да jе δ = ∥x − y∥. Другим речима, у
Хилбертовом потпростору Y постоjи jедна jедина тачка y коjа jе наjближа тачки x, а δ
jе удаљеност тачке x до Хилбертовог потпростора Y . Ово нам говори о постепености
промене обзервабли. Чак и када су квантованих вредности (спектар jе дискретан),
попут кугли на билиjарском столу, увек можемо говорити о ближим и даљим.

Због следећег, такође добро познатог става функционалне анализе, проjекциjе на
осе називамо ортогоналним. Када jе Y Хилбертов потпростор од X а тачки x ∈ X
наjближа тачка y ∈ Y , тада jе вектор x − y ортогоналан на Y .

За ортонормиран систем вектора кажемо да jе потпун (максималан) у X ако ниjе
прави део неког другог ортонормираног система. У сваком осим празног (X ≠ ∅)
Хилбертовом простору постоjи потпун ортонормиран систем. При томе, наравно, две
ортонормиране базе (истог Хилбертовог простора) имаjу jеднаке кардиналне броjеве.
Поред ових познатих ставова, подсећам да jе ортогонална димензиjа Хилбертовог
простора jеднака кардиналном броjу неке његове ортонормиране базе. На пример,
ℵ0 jе ортогонална димензиjа простора l2 и L2.

Теорема 1.3.82. Хилбертов простор jе сепарабилан ако и само ако му jе ортогонална
димензиjа наjвише ℵ0.

Доказ. Ако jе Хилбертов простор X сепарабилан, онда jе он преброjив свуда густ скуп
тачака {x1, x2, . . .} коjи се може написати у облику низа. Када из тог низа одстранимо
редом све векторе линеарно зависне од своjих претходника, добиjамо наjвише преброjив
скуп линеарно независних вектора коjи jе фундаменталан у X. Шмитовим поступком
ортогонализациjе заменимо таj еквивалентним наjвише преброjивим ортонормираним
системом. Резултат jе фундаменталан и потпун у X, са ортогоналном димензиjом
мањом од ℵ0.

Обрнуто, претпоставимо да у датом простору X постоjи наjвише преброjив потпун
ортонормиран систем {x1, x2, . . .}. Означимо са L скуп линеарних комбинациjа

λ1x1 + λ2x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + λnxn,

где jе λν = αν + iβν за ν = 1,2, . . . , са рационалним броjевима αν , βν ∈ Q. Скуп вектора
L jе наjвише преброjив и свуда густ, па jе простор X сепарабилан.
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Даље се лако доказуjе да су Хилбертови простори конгруентни, имаjу особине
(1.335), ако и само ако су исте ортогоналне димензиjе.

У квантноj репрезентациjи, када су базни вектори обзервабле (физички мерљиве
особине), када због принципа коначности материjе броj базних вектора ни не достиже
ℵ0 а камоли да га надмаши, тада су нам довољни сепарабилни Хилбертови простори.
Међутим, нису сви Хилбертови простори сепарабилни, jер се свет обjективних истина
не састоjи само од онога што називамо материjом.

Спектар бесконачно димензионалног оператора jе нешто наизглед потпуно различито
од скупа сопствених вредности са коjима радимо са материjалним стварима. За опис
таквих користимо мало другачиjе изразе. Резолвента153 оператора Â jе скуп ρ(Â) свих
комплексних броjева λ таквих да jе

Rλ(Â) ∶= (Â − λ)−1, (1.441)

биjекциjа са ограниченим инверзом. Опет због jедноставности пишемо λ уместо λÎ.
Спектар оператора Â jе скуп

σ(Â) = C/ρ(Â). (1.442)

Уопште, спектар линеарног оператора Â састоjи се од две дисjунктне компоненте (енг.
point & continuous spectrum):

1. скуп сопствених вредности коjи се назива тачкасти спектар;
2. остатак, коjи се назива непрекидни спектар.

Спектар затвореног линеарног оператора jе затворен и ограничен подскуп C, тачниjе

σ(Â) ⊆ {z ∶ z ∈ C ∧ ∣z∣ ≤ ∥Â∥}, (1.443)

што следи из (1.442) и следећег.
Да jе скуп σ(Â) затворен, довољно jе доказати да jе скуп ρ(Â) отворен. Заиста, због

конвергенциjе, ако jе ∥Â∥ ≤ 1, тада jе (Â − Î) инвертибилан оператор а њему инверзан
оператор jе

(Â − Î)−1
= −

∞

∑
k=0

Âk. (1.444)

Нека jе λ ∈ ρ(Â). За било коjе µ ∈ C,

Â − µ = (Â − λ)−1
[(µ − λ)(Â − λ)−1

− Î]

постоjи ако ∣µ − λ∣∥(Â − λ)−1∥ < 1.
Да докажемо да jе скуп σ(Â) ограничен, узмимо λ ∈ C такво да jе ∣λ∣ > ∥Â∥. Тада

постоjи реалан броj δ, такав да jе ∣λ∣ > δ > ∥Â∥. То значи да за сваки вектор x ∈ H важе
неjеднакости

∥Âx∥ ≤ ∥Â∥ < ∣δx∣ < ∣λx∣.

Па како за свако x важи 0 < ∥(Â − λ)−1x∥ < ∥(Â − δ)−1x∥ < ∞ то jе λ ∈ ρ(Â).

Пример 1.3.83. Оператор Â дефинисан на простору C[0,1] непрекидних функциjа
x(t) интервала t ∈ [0,1], са

Âx(t) = tx(t),

има непрекидан спектар.
153Формализам резолвенте jе техника за примену концепта из комплексне анализе за проучавање

спектра оператора на Банаховим просторима и jош општиjим просторима.
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Обjашњење. Тада jе сопствена jедначина (Â − λ)x(t) = (t − λ)x(t) и

(Â − λ)−1x(t) =
1

(t − λ)
x(t).

Ниjе могућа jеднакост tx(t) = λx(t), па оваj оператор нема сопствене вредности. Али,
спектар му jе било коjа вредност λ за коjу t − λ ишчезава, тако да jе цели интервал
[0,1] спектар оператора Â.

Билинеарна функционела Λ на Хилбертовом простору X jе линеарно пресликавање
парова вектора x, y ∈X у комплексне броjеве, такво да jе:

1. Λ(α1x1 + α2x2, y) = α
∗
1Λ(x1, y) + α

∗
2Λ(x2, y),

2. Λ(x,β1y1 + β2y2) = β1Λ(x, y1) + β2Λ(x, y2).
Скаларни производ ⟨x∣y⟩ jе jедна билинеарна функционела наX, па jе таква и генерали-
сана информациjа L.

Билинеарна функционела Λ jе ограничена ако постоjи броj M такав да jе

(∀x, y ∈X) ∣Λ(x, y)∣ ≤M ∣x∣∣y∣. (1.445)

Инфимум броjева M за коjе важи ова неjедначина jе норма билинеарне функционеле,
коjу означимо са ∥Λ∥. Као код ограничене функционеле може се показати да jе

∥Λ∥ = sup
∥x∥≤1,∥y∥≤1

∣Λ(x, y)∣ = sup
∥x∥=1,∥y∥=1

∣Λ(x, y)∣. (1.446)

Ограничена билинеарна функционела jе непрекидна функциjа своjих аргумената, jер:

∣Λ(x, y) −Λ(x0, y0)∣ = ∣Λ(x − x0, y − y0) +Λ(x − x0, y0) +Λ(x0, y − y0)∣ ≤

≤ ∥Λ∥(∥x − x0∥∥y − y0∥ + ∥x − x0∥∥y0∥ + ∥x0∥∥y − y0∥),

а то тежи нули, када x→ x0 и y → y0.
Ако за ограничену билинеарну функционелу важи ∣Λ(x, y)∣ = ∣Λ(y, x)∣, кажемо да jе

она симетрична и онда jе:

∥Λ∥ = sup
x∈X/{0}

∣Λ(x,x)∣

∥x∥
= sup

∥x∥=1
∣Λ(x,x)∥. (1.447)

Доказ погледаjте у [35]. Тамо jе и доказ става да ограничена билинеарна функционела
Λ (ознаке Ω) на X има репрезентациjу Λ(x, y) = ⟨x∣Ây⟩, где jе Â ∶ X → X ограничен
линеарни оператор jеднозначно одређен датом билинеарном функционелом. За њихове
норме важи jеднакост ∥Λ∥ = ∥Â∥.

Себи-придружен (енг. self-adjoint) оператор Â ∶ X → Y jе ограничен линеаран
оператор са особином скаларног производа

(∀x1, x2 ∈X) ⟨Âx1∣x2⟩ = ⟨x1∣Âx2⟩. (1.448)

За норму таквог оператора важи ∥Â∥ = sup∥x∥=1 ∣⟨x∣Âx⟩∣.
Низ (xn) слабо конвергира ка x0 у X, ако jе

(∀x ∈X) lim
x→∞

⟨x∣xn⟩ = ⟨x∣x0⟩. (1.449)
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Низ тачака (xn) jе слаб Кошиjев низ у X ако jе ⟨x∣xn⟩ Кошиjев низ за свако x ∈ X,
односно ако постоjи

(∀x ∈X) lim
n→∞

⟨x∣xn⟩. (1.450)

У том смислу jе Хилбертов простор слабо-комплетан. Штавише, сваки ограничени
скуп у Хилбертовом простору jе слабо релативно компактан.

Себи придружен оператор у односу на ортонормирану базу коjу чине његови соп-
ствени вектори има матрицу диjагоналног облика. Пренос особина коначно димензио-
налног простора на сепарабилне Хилбертове просторе се показуjе потпуно могућ ако jе
себи придружен оператор потпуно непрекидан, али то jе могуће и за неке друге типове
оператора.

Пре свега, у сепарабилном (бесконачно-димензионалном) Хилбертовом простору X
ограничен линеарни оператор Â ∶ X → X може се приказати бесконачном матрицом.
Нека jе (xk) ортонормирана база у X и нека су αjk Фуриjеови коефициjенти вектора
Âxk у односу на ту базу:

⟨xj ∣Âxk⟩ = αjk (j = 1,2, . . . ). (1.451)

Затим jе

Âxk =
∞

∑
j=1

αjkxj , (1.452)

па због конвергенциjе
∞

∑
j=1

∣αjk∣
2
< +∞ (k = 1,2, . . . ). (1.453)

У односу на ортонормирану базу (xk) ограниченом линеарном оператору Â координирана
jе, дакле, бесконачна матрица

A =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

α11 α12 α13 . . .
α21 α22 α23 . . .
α31 α32 α33 . . .
. . .

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, (1.454)

чиjи елементи αjk задовољаваjу (1.453).
Обрнуто, полазећи од матрице (1.454), коjа одговара ограниченом линеарном опера-

тору Â, таj оператор можемо на jеднозначан начин реконструисати. Наиме, његове
вредности у тачкама x1, x2, . . . одређене су са (1.452), због конвергенциjе. На основу
линеарности дефинисане су и његове вредности на линеалу L тих тачака, а како jе L
свуда густ у X, непрекидношћу су дефинисане вредности оператора на читавом X.

Jасно jе да истом оператору одговараjу различите матрице у односу на разне орто-
нормиране базе и да, обрнуто, jедноj истоj матрици одговараjу различити оператори у
одоносу на разне ортонормиране базе. Навешћу jош неколико познатих ставова у вези
са овим операторима.

Када jеX комплексан Хилбертов простор и Â ∶X →X ограничен линеаран оператор,
потребан и довољан услов да jе таj оператор себи адjунгован jе да одговараjућа квадра-
тна форма ⟨x∣Âx⟩ узима реалне вредности на X. Сопствени вектори x′ и x′′ таквог
оператора, коjи одговараjу различитим сопственим вредностима λ′ и λ′′ узаjамно су
ортогонални. Уз то, постоjи вектор x0 на ∥x∥ = 1 за коjи jе ∣⟨x0∣Âx0⟩∣ = ∥Â∥ = ∥Âx0∥,
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при чему jе вектор x0 сопствени вектор истог оператора са одговараjућом сопственом
вредношћу λ0 коjа задовољава jеднакост ∣λ0∣ = ∥Â∥.

Значаj последњег става jе у томе што он не само да тврди да потпуно непрекидан
симетричан оператор има сопствене векторе, већ даjе и начин како да их одредимо –
као решења jедног проблема екстрема. Приметимо да може постоjати више вектора x0

у коjима функциjе ∣⟨x∣Âx⟩∣, односно ∥Â∥ постижу екстрем на ∥x∥ = 1, али њих има само
коначно много, jер су они сопствени вектори коjи одговараjу истоj сопственоj вредности
(±∥Â∥) потпуно непрекидног оператора Â. Познато jе да сопствене вредности потпуно
непрекидног оператора имаjу коначан мултиплицитет.

Када одредимо сопствени вектор x0 оператора Â ∶ X → X, решаваjући аналоган
проблем екстрема добићемо и све остале сопствене вредности. Ради тога, уочимо
Хилбертов потпростор X1 = x⊥0 ⊂ X и рестрикциjу оператора Â ∶ X1 → X1. Да из
x ∈X1 следи Âx ∈X1 видимо из:

⟨x0∣Âx⟩ = ⟨Âx0∣x⟩ = ⟨λ0x0∣x⟩ = λ
∗
0⟨x0∣x⟩ = 0.

Како jе та рестрикциjа потпуно непрекидан себи адjунгован оператор, следи да постоjи
вектор x1 ∈X1 тако да jе

∣⟨x1∣Âx1⟩∣ = ∥Â∥1 = ∥Âx1∥,

где ∥Â∥1 означава норму рестрикциjе од Â на X1, при чему jе x1 сопствени вектор тог
оператора са одговараjућом сопственом вредношћу λ1 са ∣λ1∣ = ∥Â∥1.

Настављаjући на таj начин, одређуjу се сопствени вектори x0, x1, . . . , xn−1 оператора
Â. Означимо са Xn Хилбертов потпростор {x0, x1, . . . , xn−1}

⊥ ⊂X. Опет рестрикциjа Â
на Xn пресликава Xn на Xn, па на исти начин закључуjемо да постоjи вектор xn ∈ Xn

тако да jе ∣⟨xn∣Âxn⟩∣ = ∥Â∥n = ∥Âxn∥, као и да jе xn сопствени вектор оператора Â коме
одговара сопствена вредност λn са ∣λn∣ = ∥Â∥n.

Када простор X ниjе коначно-димензионалан, овим поступком добиjамо бесконачан
низ сопствених вектора (xn) оператора Â коjи образуjу ортонормиран систем у X. За
њима одговараjуће сопствене вредности очигледно важи:

∣λ0∣ ≥ ∣λ1∣ ≥ ∣λ2∣ ≥ . . . , (1.455)

jер (∣λn∣) представља низ норми рестрикциjа оператора Â на потпросторе Xn (X0 =X).
Иначе, групе од коначно много чланова у низу (λn) могу се поклопити.

Само нула може бити адхерентна вредност бесконачног низа (xn), па xn → 0. Наиме,
низ (xn/λn) jе ограничен, а низ Âxn/λn садржи конвергентан делимични низ Âxnk/λnk ,
па jе и низ (xnk) конвергентан.

Нека jе x ∈X произвољан вектор, а додатно ставимо

zn = x =
n−1

∑
k=0

ξkxk, ξk = ⟨x∣xk⟩.

Како jе вектор zn ортогоналан на све векторе xk, биће

∥Âzn∥ ≤ ∥Â∥n∥zn∥ = ∣λn∣∥zn∥.

Зато што jе

∥zn∥
2
= ∥x∥2

−
n−1

∑
k=0

∣ξk∣
2
≤ ∥x∥2
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и због λn → 0, имамо:

Âzn = Âx −
n−1

∑
k=0

ξkÂxk → 0, n→∞.

Ово можемо написати и овако:

Âx =
∞

∑
k=0

λ∗k⟨xk∣x⟩xk =
∞

∑
k=0

⟨Âxk∣x⟩xk =
∞

∑
k=0

⟨xk∣Âx⟩xk. (1.456)

Методом екстрема смо добили низ сопствених вредности (λn) оператора, коjи садржи
све сопствене вредности од Â различите од нуле. Заиста, када би постоjала и нека
сопствена вредност λ̄ ≠ 0 различита од свих добиjених λn, њоj би одговарао сопствени
вектор x̄ ортогоналан на све векторе xn, тако да би било Âx̄ = 0, што jе у супротности
са претпоставком Âx̄ = λ̄x̄ (λ̄ ≠ 0, x̄ ≠ 0). Отуда следећи став.

Став 1.3.84. Нека jе Â ∶ X → X потпуно непрекидан себи адjунгован оператор.
Методом екстрема могу се добити све његове сопствене вредности λn коjе су разли-
чите од нуле и то свака од њих онолико пута колики jоj jе мултиплицитет. Мулти-
плицитет сваке сопствене вредности jе коначан. Сопствених вредности има коначно
или бесконачно много; у последњем случаjу оне образуjу нула-низ. За свако x ∈ X
вектор Âx се може развити по ортонормираном систему сопствених вектора (xn)
оператора Â коjи одговараjу сопственим вредностима помоћу (1.456).

Отуда следи да jе ортонормиран систем (xn) сопствених вектора оператора Â потпун
у Â(X), али да у X он у општем случаjу ниjе потпун. Ако поменути сопствени вектори
одговараjу од нуле различитим сопственим вредностима (λn), такође од Â, тада се
сваки вектор x ∈X може написати у облику

x = z +
∞

∑
k=0

ξkxk, (1.457)

где jе вектор z ортогоналан на све векторе (xn) и задовољава jедначину Âz = 0.
То су завршни ставови из Аљанчићевог154 уџбеника за функционалну анализу (в.

[35]). Навешћу и два последња става отуда коjи jош увек нису постали довољно важни
за физику колико су интересантни математици континуума.

Да би низ сопствених вектора оператора Â, коjи одговараjу његовим од нуле разли-
читим сопственим вредностима, образовао потпун ортонормиран систем у X, потребно
jе и довољно да нула ниjе сопствена вредност тог оператора, тj. да jе Âx = 0 jедино
када jе x = 0. Квадратна форма ⟨x∣Âx⟩ узима облик

⟨x∣Âx⟩ =
∞

∑
k=0

λk∣⟨xk∣x⟩∣
2, (1.458)

где jе (xn) ортонормиран систем сопствених вектора потпуно непрекидног себи адjун-
гованог оператора Â коjи одговараjу његовим од нуле различитим сопственим вредно-
стима (λk).

Иначе, када би нула била сопствена вредност, примењено у квантноj механици,
имали бисмо нулту обзерваблу, а ми знамо да такве немамо. Нула jе посебност саме
математике без физике.

154Слободан Аљанчић (1922-1993), српски математичар, моj проф. функционалне анализе.
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1.4 Физика

Главне теме у наставку су неке посебности физике коjе се не одражаваjу у формали-
змима векторских и Банахових простора. Биће то важни делови квантне механике али
jош увек, заjедно са претходним, ова књига jе само jедан њен део. Општоj, апстрактноj
псеудо-реалности додаjемо нешто мало од реалности, попут детаља коjи постоjе и у
свакоj другоj примени математике.

Векторски простор дефинишу четири особине операциjе сабирања вектора, и скала-
ри, што може бити модел разним поjавама, не само у квантноj физици. Када кажемо да
два килограма плус три килограма износе пет килограма, сабирамо векторе, а броjна
оса тих вектора мери масу. Друга оса може бити репрезентациjа било коjе друге
физичке величине коjа се на исти начи сабира. За такве две кажемо да „разапињу“
дво-димензионални векторски простор. То jе поступак препознавања jедног по jедног
независног физичког своjства и придруживања сваком по jедне димензиjе векторског
простора. Слично „разапињање“ своjстава могли бисмо монтирати и на живи свет, када
бисмо утврдили шта су у том случаjу независне „обзервабле“.

Принцип вероватноће за оба, живи и живи свет, jеднако гласи: наjвероватниjи
догађаjи су наjчешћи. Ту подразумевамо и обjективизациjу случаjности, коjа у првом
случаjу значи егзистенциjу паралелних реалности, у другом – слободну вољу. У оба
случаjа информациjа би била количина неизвесности, коjа би, грубо речено, расла са
броjем и уjедначеношћу опциjа, а опадала са њиховом вероватноћом. Последица jе
начело дуално вероватноћи, овде названо принцип информациjе, да природа шкртари
са давањем информациjе. На пример, теже jе декодирати него кодирати. Лакше jе
ширити лажи него истину (лаж се друштвеним мрежама преноси брже од истине).
Спонтани раст ентропиjе неживе твари и склоност живих бића организовању, такође
су последице истог принципа.

Обjективизациjа случаjности садржи парадокс. Са становишта математичке логике,
да из тачног, тачном дедукциjом можемо добити само тачно, а из нетачног и тачно
и нетачно, дефинишемо контрадикциjу: „ако jе последица и тачна и нетачна, онда jе
претпоставка нетачна“. Како се логичке форме пресликаваjу у форме теориjе скупова, а
затим и даље, тако се принцип контрадикциjе трансформише, рецимо све до екстремног:
„ако jе сада добро и ово и оно, онда jе било лоше“. Негде у тим облицима препознаjемо
и парадоксално раздваjање садашњости у „паралелне реалности“, због постоjања два
исхода коjи се узаjамно искључуjу.

Прича о наведеном мултиверзуму била би противречна да нема забране физичке
комуникациjе између његових „светова“. Ако иза датог догађаjа настаjе и информациjа
A и негациjа те информациjе, информациjа B, онда између њих две не може бити
комуникациjе, jер би тако дошло и до спознаjа о физичким вишковима, односно до
нарушавања закона одржања. Када Jа (честица) физички комуницирам са моjим
другим Jа, коjем се десила друга опциjа, онда опажам удвостучење моjих енергиjа,
тj. нарушавање закона одржања енергиjе.

Начин настанка исхода A и B неког случаjног догађаjа указуjе да они, сваки за
себе могу бити обjективни, да у оквиру сваког важе исти закони физике, али да такве
реализациjе не могу међусобно (непосредно) комуницирати. Како A и B имаjу контакт
са истом прошлошћу, она зато мора бити псеудо-реална да би њене последице биле
узаjамно псеудо-реалне. Дакле, дозвољавамо постоjање реалних и псеудо-реаланих
прошлости, али ту причу овде нећемо ширити. Приметимо само толико да последице
A и B формално припадаjу истом мултиверзуму простор-времена, истоj васиони, у
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оквиру коjе су оне симетрично, на jедан начин реалне а на на други начин нереалне.
То посматрано из ширег и општиjег контекста коjим „свет истина“ делимо на узаjамно
реалне и псеудо-реалне.

Иако су комуникационо неспоjиви, догађаjи у паралелним реалностима су формално
jеднаки (равноправни). Сви закони одржања познати физици jеднако важе унутар
сваке од поjединих реалности, али jе њихово виђење релативно, зависно jе од припадања
односно неприпадања датом свету датог посматрача. Различитости се допуњуjу у
општем.

Поjаснићу ово последње. Речено jе, свет истина jе много шири од материjалног.
Он jе бесконачан у оквиру коjег jе сва физичка супстанца, материjа. Сва супстанца
и свако њено (мерљиво) своjство jе коначно, било да нам jе познато или ниjе, оно
jе увек коначан скуп материjалних елемената. То jе принцип коначности материjе,
трећи од принципа овде поменутих, након вероватноће и информациjе. Они су главне
посебности о коjима говоримо, али то ниjе све.

Разматраjући експеримент „двоструки отвор“, на слици 1.26, приметили смо да
се садашњост попут кришке на кришку гомила на прошлост, чинећи сваког од нас
jединственим. Наша деловања и нас саме ствара и наша прошлост. Непрестано али
дискретно траjање сваког од нас (комуникатора) jе низ избора догађаjа из континуума
могућности; свако од нас jе jедна траjекториjа догађаjа васионе. Са друге стране, у своj
своjоj разноликости, природа воли и симетриjе. Она понавља исто у различитом. Када
њена склоност симетриjама не би била ограничена забраном дуплирања идентичних
историjа jединки, био би нарушен принцип коначности. Тако разумемо, тачниjе речено
нагађамо, да не постоjе потпуно идентичне историjе, траjекториjе догађања. Ово
откриће можемо назвати принципом jединствености материjе.

Специjалан случаj „непоновљивости“ jе Паулиjев принцип искључења. У истом
атому два електрона не могу имати све квантне броjеве jеднаке. Приметимо затим да
природа до те мере не трпи jеднакости у материjалном свету, за разлику од jеднакости
у апстрактном, да поjмове „поjединачно“ и „опште“ можемо разврставати по тоj нетрпе-
љивости. У свакоj од две корпе можемо имати по пет jабука, а jабуке су увек бар мало
различите jер су материjалне, кажемо поjединачне су, док броjеви могу бити тачно
jеднаки jер нису материjални, па кажемо да су општи.

Присуство општег у поjединачном могуће jе откривати на сваком кораку, jер jе
материjа као луковица сложена од апстрактног. Молекуле гаса не третирамо као
поjединачне поjаве да бисмо приметили њихову тежњу за jедноликом распоређивању
у простору. Оне настоjе да у аморфном облику сакриjу информациjу, испољаваjући
апстрактну особину ентропиjе (нереда). То њихово уjедначавање у односу на неког
општег посматрача познаjемо као „спонтани раст ентропиjе“, односно као „други закон
термодинамике“, као „кретање молекула“ и даље. Од општег принципа (информациjе)
спуштамо се до поjединачних поjава, до саме супстанце.

Исте молекуле, опет, можемо посматрати и као посебне ентитете. Тада примећуjемо,
рецимо, њихова различита повезивања у кристалне структуре, или кретања коjима оне
кондензуjу топлоту. Снага кристалних веза, или енергиjа осциловања, физикалне су
поjаве. Физикално не можемо разумети без апстрактног (обрнуто jе могуће), а заправо
нити без шире слике оба. Зато jе квантна механика у коjоjоj радозналом студенту
професор мора рећи „ћути и рачунаj“ – непотпуна. Као што би била непотпуна и
физика чињеница без теориjске подлоге.

Међутим, овде се морамо бавити детаљима, па ћемо приметити да jе разлика између
„живог“ и „неживог“ бића у способности првог да доноси одлуке, да може да складишти
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више информациjе и више енергиjе. Информациjу као и енергиjу ми сматрамо физичким
поjавама, са своjим посебним законима одржања и конкретним везама са временом,
па нас не изненађуjе могућност њиховог физикалног повезивања. Неживи свет има
слободу (информациjу) коjа jе минимална, сразмернуЛагранжиjану (производ енергиjе
и траjања), па се зато и понаша у складу са принципом наjмањег деjства физике.

Живи свет има слободу формално еквивалентну неживом, али већу, тако да га
(под микроскопом, непосредно или телескопом) можемо доказати по кретњама изван
физичких траjекториjа. Векторске представе неживог и живог света могу изгледати
сличне, у обjективном постоjању опциjа па према томе и информациjе, али се оне
битно разликуjу по способности доношења одлука. Слобода, информациjа перцепциjе,
доношења одлука живог бића, грубо речено, расте са броjем опциjа и са њиховом
уjедначеношћу, а опада са вероватноћом. Са друге стране, вишак слободе, дакле
информациjе, коjи поседуjе живо биће омогућуjе му да део те слободе пренесе на
организациjу, чинећи тако и саму организациjу живих бића неким живим бићем.

Према томе, наjвећу би слободу живе jединке, доследно и наjвећу креативност али и
конфликтност, могли тражити код оне неорганизоване, рецимо, чиjе би све дате опциjе
биле равноправне. Овако гледаjући, ми више не видимо промену апстрактне ентропиjе,
него поjединачне организациjе, а спонтани раст и jедног и другог последица jе истог
принципа информациjе.

Због шкртости природе у давању информациjе живе jединке се специjализуjу. Оне
стичу инстинкте, морална начела, граде рутине, покушаваjући побећи од вишка опциjа,
следећи општи принцип васионе заjеднички и њима и молекулама гаса у просториjи.
Организуjући се жива бића смањуjу степен своjих слобода на уштрб сигурности или
ефикасности. Када приметимо да jе свака жива jединка уjедно и колониjа своjих
живих делова, намеће се закључак да jе и свако иоле организовано друштво макар
неко живо биће. Да jе равноправност наjнижи облик организовања може се доказати
помоћу155Данинг-Кругеровог ефекта, али и анализом ефекта посматрача156.

Када имамо превише слободе, када можемо радити шта хоћемо, ми тада измишљамо
правила. Тражимо више реда, више сигурности, више ефикасности, што значи мање
слободе. Уjедно, то значи да се у друштву равноправних лако инсталираjу хиjерархиjе.
Зато jе слободна демократиjа заправо нестабилан друштвени систем. Отуда су америчку
политичку демократиjу тако лако узурпирале њене корпорациjе, коjе опет инсистираjу
на ширењу демократиjе широм света, милом или силом, jер се у друштву равноправних
осећаjу као аjкуле у мору ситне рибе. Исти разлог коjи jе почетну демократску САД
брзо водио у олигархиjа новца, комунизми су клизили у диктатуре своjих лидера,
француска револуциjа потпала jе под Наполеонов ауторитет, jеднакост хришћана пред
Богом изнедрила jе инквизициjу.

Правни систем треба демократиjи, jер jеднакост генерише сукобе. Захтеваjући да
конфликте решавамо равноправношћу, отварамо нове фронтове за коjе нам требаjу
нова правна ограничења. Ватру гасимо уљем, ради слободе одричемо се слободе. Идеjа
либерализма, да држава треба да штити слободе и права лица, дакле да се поjединац
треба одрећи своjе слободе и предати jе држави зарад своjе слободе, постаjе рекетирање.

Дакле, квантна механика прерашће и у теориjску основу биологиjе, па друштвених
наука, али се ми тиме овде нећемо бавити.

155в. [2], слика 2.1
156Bystander effect: https://en.wikipedia.org/wiki/Bystander_effect
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1.4.1 Инверзиjа времена

Интеракциjе између физичких честица могу бити компликоване и тешке за праћење,
због чега jе теориjски физичар Ричард Феjнман 1948. године изумео диjаграме ради
њиховог лакшег разумевања. На слици 1.14 jе jедан такав Феjнманов диjаграм, коjи
нам jе помогао за обjашњење виртуелног фотона и процеса одбиjања два електрона.
Неочекивано jедноставна, метода ових диjаграма се показала необично жилава даљим
развоjем физике честица.

На Феjнмановим диjаграмима jе просторна координатна оса обично хоризонтална
а временска вертикална. То нису векторски диjаграми већ ознаке физичких своjстава
честица у међусобним разменама. Пуне линиjе обично представљаjу фермионе, честице
са половичним спином, оне на коjе делуjу носиоци сила, а остале врсте линиjа – бозоне.
Таласастим линиjама цртамо фотоне (електромагнетних зрачења), кончастим глуоне
(носиоце jаких интеракциjа), испрекиданим бозонеW и Z (носиоце слабих интеракциjа).
Стрелице у смеру временске осе значе материjу, а у супротном – антиматериjу.

Slika 1.64: Анихилациjа електрон-позитрон.

На слици 1.64 приказан jе Феjнманов диjаграм судара електрона (e−) и позитрона
(e+) из коjег настаjе пар фотона (γ). Прва jе честица материjе, друга антиматериjе,
а овакав судар се назива анихилациjа, након коjе се поништава електрични набоj
електрона (негативан) и позитрона (позитиван) и настаjу два (електрично неутрална)
фотона непромењене укупне енергиjе улазних честица и укупног импулса пре интера-
кциjе jеднаког збиру импулса након интеракциjе.

Електрон и позитрон су честица и античестица (фермиони) са спином коjи може
узимати jедну од две вредности ±1

2 , а фотон (бозон) са целоброjним спином ±1. Како
за укупни спин пре и после интеракциjе такође важи закон одржања, то jе оваква
интеракциjа могућа, на пример, са улазним честицама спина 1

2 и −1
2 а излазним спина

+1 и −1. Размена спина се не види на диjаграму.
Дати диjаграм сугерише супротан ток времена честице и античестице. Приказ и
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тумачење супротног тока времена антиматериjе у односу на материjу предложио jе
Штикелберг157 (в. [52]), али се то често погрешно приписуjе Феjнману коjи их jе
познавао и користио (в. [53]). Идеjа супротног тока времена антиматериjе у односу
на ток времена материjе jош увек се сматра коректном хипотезом у званичноj физици,
посебно због решења проблема креирања честица у релативистичком формализму, иако
она захтева да траjекториjе нису каузалне, за више нивое енергиjе. А као што смо
видели, она jе такође коректна и у овде изложеноj интерпретациjи квантне механике.
У даљем тексту претпостављамо да jе та идеjа тачна и изводимо неке последице.

Додатно, претпостављамо да су закони физике инвариjантни за различите смерове
времена, у смислу да су они исти како у односу на честице материjе тако и у односу
на античестице. Кратко кажемо да jе физика jеднака за све те „посматраче“. Одмах
се поставља питање, како jе могућ догађаj анихилациjе (слика 1.64) са становишта
античестице, када смо рекли да фотони међусобно не итерагуjу?

Идући из (наше) будућности у прошлост, два фотона се „судараjу“ након чега
настаjе пар електрон-позитрон. Фотони интерферираjу, а то ниjе сударање, па пишем
наводно. Према томе, креациjа пара честица-античестица ниjе резултат интеракциjе
између самих фотона, већ jе то реакциjа вакуума, случаjни одговор у датом тренутку
датог места у простору засићеног фотонима.

Вакуум ниjе исто што и празнина (апсолутно одсуство свега), већ jе то део физичког
простор-времена у коjем има неизвесности а нема информациjе. Грубо речено, вакуум
jе место где има нереализоване, а нема реализоване материjе. У оквиру закона одржања
затвореног система, коjи укључуjу и одржање укупне информациjе, неку вероватноћу
има свака трансформациjа честица тако да простим своjим присуством пар фотона
може покренути трансформациjу у пар електрон-позитрон, а да то не значи интеракциjу
самих фотона. Шансе за такве трансформациjе су утолико мање што jе систем већи,
поред осталог, због закона великих броjева теориjе вероватноће.

Инверзиjа простора

Следеће шта требамо да приметимо код инверзиjе времена jе да се тада дешава и
инверзиjа простора. Због претпоставке да су закони физике инвариjантни, посматрачи
два смера времена виде и супротне смерове простора. Након смена свих координата,
времена ∆t→ −∆t и простора ∆x→ −∆x, опажање брзина

v =
∆x

∆t
(1.459)

jе исто. Формула важи за константну брзину или за мало ∆t. Инерциjално кретање и
даље jе инерциjално, али убрзано прелази у успорено и обрнуто, jер за убрзање

a =
∆v

∆t
(1.460)

важи смена a → −a. Према томе, одбоjне силе постаjу привлачне и обрнуто, а то jе
случаj и са инерциjом, односно Њутновим законом акциjе и реакциjе.

На пример, две честице наелектрисања q1 и q2 на удаљености r привлаче (одбиjаjу)
се Кулоновом158 силом

F = ke
q1q2

r2
, (1.461)

157Ernst Stueckelberg (1911-1984), шваjцарски математичар и физичар.
158Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806), француски воjни инжењер и физичар.
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где jе ke = 8,9875 × 109 N m2 C−2 Кулонова константа. Када ову формулу преводимо
у складу са претходним закључцима, ако jе нека од честица антиматериjа а наше
становиште непромењено, тада мењамо њен набоj у супротан, q → −q. Одбоjна сила
између два електрона постаjе привлачна између електрона и позитрона, а опет одбоjна
између два позитрона. То jе зато што два пута мењан предзнак удаљености чини
квадрат удаљености парном функциjом, r2 → r2, константном у променама предзнака
аргумента.

Други пример су два телаm1 иm2 на удаљености r на коjа делуjе Њутнова гравита-
циона сила

F = −G
m1m2

r2
, (1.462)

где jеG = 6,674×10−11 N⋅(m/kg)2 гравитациона константа. Опет, у случаjу антиматериjе,
имамо аналогне закључке претходним, овде да за антиматериjу важи промена предзнака
масе (m → −m). Доследно томе, два материjална тела се гравитационо привлаче, као
и два антиматериjална тела, али се материjа и антиматериjа одбиjаjу.

Инверзиjа набоjа

Напомињем да у овом тренутку у физици колико ми jе познато (писано 2017.
године) jош увек не постоjе мерења коjа би потврдила или оспорила закључак да се
антиматериjа гравитационо одбиjа од материjе. Када би то било потврђено можда би
могло обjаснити данас несхватљиво убрзано ширење васионе, или чудну несиметриjу
два опажања – количине материjе и антиматериjе. Када би то било оспорено, веруjем,
указивало би на наше непознавање свих чинилаца гравитационе силе.

Лоренцове159 трансформациjе

t′ = γ (t −
vx

c2
) , x′ = γ(x − vt), y′ = y, z′ = z, γ =

1
√

1 − v2

c2

, (1.463)

где jе c брзина светлости у вакууму, сменом t → −t, x → −x, y → −y, z → −z генеришу
смену t′ → −t′, x′ → −x′, y′ → −y′, z′ → −z′, али не v → −v. То значи да и оне
подржаваjу горњу идеjу. Променом предзнака времена и одржаваjући инвариjантност
закона физике, оба посматрача (материjални и антиматериjални) свет онога другог
виде на исти начин. Наравно, облик и особине таласног вектора, суперпозициjе квантних
стања и унитарних оператора квантне механике и даље су главни разлози разматрања
хипотезе о инверзиjи времена.

Изтеориjе релативности jе познато да се за jедначине кретања на основу Лоренцове
силе, из динамике честице набоjа q у електромагнетном пољу Fµν набоjа q, могу писати
(сабира се по поновљеном горњем и доњем индексу):

d2xα

dτ2
=
q

m
gβλF

αλdx
β

dτ
→

−d2xα

dτ2
=
−q

m
gβλ(−F

αλ
)
−dxβ

dτ
, (1.464)

где jе m маса честице, a τ jе сопствено време. Ово значи да након преласка на
антиматериjу jедначине кретања остаjу исте. Подсећам, физичким експериментима
jе већ проверено да се позитрон у антипротонском пољу антиводоника понаша тачно
као електрон у пољу протона у атому водоника.

159Hendrik Lorentz (1853-1928), холандски физичар.
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Инверзиjа набоjа-простора-времена

Ова идеjа, да се закони физике не мењаjу истовременом променом предзнака набоjа,
позициjе и времена, доказана jе из jедначина квантне механике (в. [54]) и назива
се симетриjом или теоремом НПВ (енг. CPT theorem). Познато jе да та теорема
важи и у нехомогеним Максвеловим jедначинама, рецимо за електромагнетна поља
коjа производе густине тзв. 4-струjе. Оне такође остаjу инвариjантне након НПВ-
симетриjе. Међутим, када би се примениле само ПВ-симетриjе (без инверзиjе набоjа),
ове jедначине више не би ваљале.

Са Аjнштаjновим jедначинама поља, односно гравитациjе, многе физичке величине
су дефинисане изнова као тензорске. Њиме су потенциjали gαβ , поља Γλαβ и струjе Tαβ

постали тензори другог реда, а набоj ниjе остао скалар већ jе постао 4-вектор енергиjе-
импулса pα = mdxα/dτ . Тако, примењуjући НПВ-симетриjу на гравитациjу, нестаjе
набоj Н, коjи се преноси на ПВ. То се jасниjе види када на струjу енергиjе-импулса
применимо смене dxα → −dxα, редом за координате простор-времена. Добиjамо:

1
√
g
∑
n

mn

ˆ
δ4

(x − xn)
dxαn
dτn

dxβn
dτn

dτn →
1

√
g
∑
n

mn

ˆ
δ4

(x − xn)
−dxαn
dτn

−dxβn
dτn

dτn. (1.465)

Због парности ових тензора, након (Н)ПВ-симетриjе, оваj израз остаjе непромењен.
Слично се догађа са потенциjалима (gαβ) и са пољима (Γλαβ).

У Аjнштаjновим jедначинама поља

Rαβ −
1

2
gαβR = −8πGTαβ, (1.466)

обе стране су парни тензори, па такође важи (Н)ПВ-симетриjа. У jедначинама кретања
Аjнштаjновим пољем, по геодезиjским линиjама, маса ишчезава. То jе у складу са
принципом еквиваленциjе (jеднакост гравитационе mg и инерционе масе mi). Овде jе
таj принцип згодно писати као количник, mg/mi = 1, тако да обе масе буду видљиве у
геодезицима:

d2xλ

dτ2
= −

mg

mi
Γλαβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
. (1.467)

Свеjедно, види се да и за ове jедначине важи иста (Н)ПВ-симетриjа. Према томе,
у гравитационом пољу коjег производи антиматериjа за антиматериjу важи познати
закон гравитационог привлачења.

У гравитационом пољу коjи производи антиматериjа за материjу, или обрнуто мате-
риjа за антиматериjу, гравитациjа постаjе одбоjна. То се види сада из ових задржаних
маса чиjи количник више ниjе +1 већ jе −1:

d2xλ

dτ2
= −

−mg

mi
Γλαβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
. (1.468)

Материjа гравитационо одбиjа антиматериjу! Дакле, на мало другачиjи теориjски
начин, добиjамо опет исти резултат за коjи експериментална физика jош увек тражи
прве потврде (или оспоравања).

Следећа последица горње идеjе jе дефинициjа реалности. То jе заправо само jош
jедна промоциjа гледања на физичку реалност из књиге „Простор-време“ (в. [1]).
Обострану размену информациjа називамо комуникациjом. Тако, ако постоjи комуни-
кациjа између честице A и B, онда постоjи и комуникациjа између честице B и A.
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Па ако би информациjе ишле у само jедном смеру, или би биле неодговараjуће или
недовољне да би биле комуникациjа, називамо их псеудо-комуникациjом. Додатно,
ради прецизности или стила, честице коjе шаљу информациjе можемо називати емите-
рима, а оне коjе их примаjу – рецепторима, или посматрачима.

Дефинициjа реалности

Информациjу размењуjе само физичка супстанца! Наиме, када нема случаjности,
тада нема физичке информациjе, али тада нема нити настаjања времена, простора и
материjе. Овде говоримо о генералисаноj информациjи коjе нема без интеракциjе, или
обрнуто, jер jе та информациjа сразмерна деjству (производ импулса и пута, односно
енергиjе и траjања). То jе становиште преузето из књиге „Простор-време“ [1].

Садашњост и промене коjе виђамо резултат су настаjања информациjе (из неизве-
сности) коjа се гомила „кришка по кришка“ у облику простора око нас и материjе
уопште. Према принципу вероватноће (наjвероватниjе се догађа наjчешће), дрво или
клупа у парку коjе су у претходном тренутку биле ту са датим материjалним своjствима,
наjвероватниjе су реализациjе, па ће вероватно бити такве и у следећем. Оно што мења
вероватноће случаjних исхода су силе, попут моjе руке коjа помери чашу на столу, тако
да се у следећим тренуцима чаша поjављуjе на другом месту.

Дакле, ако нема обjективне случаjности, онда нема нити обjективне информациjе,
па jе и сам принцип вероватноће ограничен, привремен или привидан, а такве су и саме
„шансе“ коjе можемо називати псеудо-вероватноћама. Насупрот томе, ако jе случаjност
обjективна, онда информациjу сматрамо реалном, физикалном, материjалном поjавом.
Онда jе вероватноћа релативна! Jа сам „овде“ и нисам „тамо“ jер ми jе вероватниjе да
сам ту где сам, за разлику од вас коjима jе наjвероватниjе да сте „тамо“. То jе детаљно
разматрано у поменутоj књизи, а сада морамо ићи даље.

Поjам реалности ћемо дефинисати помоћу физичке информациjе. Када A и B могу
узаjамно комуницирати они су узаjамно реални. То могу бити честице, физичка тела,
свеjедно да ли их називамо „обjектима“ или „субjектима“, они мораjу бити материjални
предмети, супстанца. Поред тога, као што не можемо рећи да Месец нестаjе из физичког
света сваки пут када га не видимо, jер би тада подразумевали нарушавање закона
одржања, тако он мора траjати и нама ако га види неко други – за кога сматрамо да
jе реалан. Према томе, ако A може комуницирати са C коjе може комуницирати са
B, онда су A и B узаjамно реални. Уопште, честице A и B су узаjамно реалне ако
постоjи уређена n-торка честица C1,C2, . . . ,Cn чиjи сваки суседни пар може узаjамно
комуницирати, а C1 може комуницирати са A и Cn може комуницирати са B. Броj
честица n ∈ N jе коначан, jер за материjу важи принцип коначности.

Као што смо раниjе приметили, оваква дефинициjа реалности односи се само на
перцепциjе. Друго, непотпуну размену информациjа назвали смо псеудо-комуникациjом,
попут приjема информациjе без могућности одговора. У складу са тиме, ако A шаље
информациjу ка C али не може да добиjе повратну поруку, али C може да комуницира
са B, тада кажемо да су A и B узаjамно псеудо-реални. Псеудо-реална jе рецимо
Питагорина теорема коjа може да утиче на наше одлуке и да произведе промене у
нашем реалном свету, али обрнуто ниjе могуће, ми не можемо променити теорему.

Из дефинициjе псеудо-реалности следи да су „паралелни универзуми“ (углавном)
псеудо-реални, ако субjект из jедног не може комуницирати са субjектом из другог.
Тако, у тренутку сваког гранања и настанка „паралелних универзума“ информациjа
иде ка новим „универзумима“ и не од њих назад, већ само из прошлости она одлази
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ка будућности. Доследно, антиматериjа коjа поред наше садашњости одлази у нашу
прошлост нема са нама комплетну комуникациjу! Два субjекта коjима време иде у
супротним смеровима не могу у правом смислу комуницирати, jер питање коjе би први
поставио, другоме стиже тек након његовог одговора. У наjпростиjем случаjу честица
„ jедан-на-jедан“ jе њихова интеракциjа попут „шутања на прву лопту“, а само наизглед
то jе нека комуникациjа, коjа може бити „раскринкана“ у сложениjим случаjевима.

Паралелне реалности

Израз паралелне реалности за „паралелне универзуме“ и даље користимо, jер су у
сваком од тих „универзума“ реалности jеднако валидне. Тако наглашававамо да су све
оне „скоро реалне“, jер jе васиона (универзум) заjедничка свим „универзумима“, коjе
зато пишем под знацима навода. Поред тога, инсистирање на паралелним реалностима
наглашава смисао обjективне случаjности и даjе значаj принципу вероватноће. Затим,
оне такође помажу разумевању суперпозициjе.

На пример, кjубит (1.41) jе суперпозициjа две неизвесности ∣0⟩ и ∣1⟩ коjе могу
колабирати у информациjу jедне од њих. Jедна jе наша реалност, друга jе „паралелна“.
Претходна укупна количина неизвесности кjубита ∣ψ⟩ тачно jе jеднака (по количини)
свакоj поjединоj информациjи паралелних реалности. Али и обрнуто, реализациjе двеjу
наших паралелних реалности за антиматериjу су две неизвесности, суперпозициjе попут
∣ψ⟩, коjе ће колабирати у само jедну од ∣0⟩ или ∣1⟩. Када бисмо сасвим игнорисали
паралелне реалности, ово би обjашњење било непотпуно, реверзибилност унитарних
оператора необjашњива, а квантна механика помало мистична.

Када већ дефинишемо паралелне реалности, ту можемо додати и понешто од поjмова
истинитости. Већ смо помињали теореме математичке анализе и теориjе скупова коjе се
баве бесконачностима, чиjа тачност jе еквивалентна тачности рецимо таблице множења,
коjе нам зато „поручуjу“ да и оне постоjе. Морамо признати да имамо сазнања и о
тим апстрактним истинама иако оне нису материjалне и да требамо и њих сматрати
неком врстом „информациjе“. Сазнања поделимо на материjална и нематериjална. Ова
друга, када долазе од псеудо-вероватноћа назовимо псеудо-материjалнима. Она настаjу
на псеудо-случаjностима каква су поjављивања цифара броjа π = 3,14159 . . . редом у
првом читању. Знамо да низ децимала броjа π тачно опонаша све особине случаjности,
али да у другом читању можемо схватити не-случаjност њиховог поjављивања.

Из овога бисмо могли наслутити да би претходно поменуто начело jединствености
материjе, дакле непоновљивости материjалних поjава, могло обjаснити различитост
поjава случаjности у „свету поjединачног“ и оне у „свету општег“. Међутим, то jе тема
коjа би боље одговарала некоj књизи другачиjег карактера, па jе овде само помињем
као наjаву.

Приметимо да за сада нама jош увек ниjе сасвим jасно шта jе то права случаjност
а шта jе псеудо-случаjност. Зато дефинициjама ових поjмова прилазимо са резервом.
Разумевање апстрактних математичких тврђења jе jедносмеран процес па ћемо рећи
да jе и то врста псеудо-информациjе. Када би истине биле у стању да комуницираjу,
попут интеракциjа честица физичког света, тада бисмо истине коjе се размењуjу могли
сматрати правим информациjама, односно реализациjама обjективних случаjности. Оне
би се онда могле прилагодити нашим потребама, ми бисмо били значаjниjи, али би нам
свет уопште био jош тежи за разумевање.
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Ентропиjа

Раздваjање паралелних реалности, наравно, ниjе краj оваквих прича, нити jе такав
краj у науци уопште могућ. Зато се не вреди исцрпљивати пописивањем последица,
али морам навести jош jедну. Приметите да „наш ток времена“ нигде не дефинишем
као „онаj са растућом ентропиjом“, као што jе то уобичаjено у савременоj физици.
То jе зато што jе ентропиjа спонтано растућа поjава како у свету материjе, тако и
у свету антиматериjе! Да ниjе тако, у свету антиматериjе не би важио други закон
термодинамике, па он не би био физикално инвариjантан са светом материjе. А онда
покушаjмо разумети шта се ту дешава.

Чињеница да званична физика сматра да jе за разлику од света антиматериjе,
ентропиjа света материjе спонтано растућа, значи да званична физика jош увек не
схвата или не прихвата реверзибилност оператора квантне механике. Само зато ово
обjашњење има смисла понављати. Када би се инверзиjом времена информациjа само
jедне од паралелних реалности враћала назад, њоме се не би могло дефинисати мноштво
могућих исхода. Међутим, узимањем по jедне од одговараjућих информациjа из сваке
од потребних паралелних реалности могуће jе дефинисати различите неизвесности
коjе се повратком у нашу прошлост могу, у свету антиматериjе, реализовати у (само
по) jедну информациjу. Неизвесности света материjе су паралелне реалности света
антиматериjе. Одговараjуће информациjе поjединих паралелних реалности антимате-
риjе наше су неизвесности коjе формираjу суперпозициjе квантних стања.

Приметимо да оваj процес наш свет (материjе) стално поjедностављуjе, али да
сличан процес поjедностављивања тече и у свету антиматериjе. Бирањем по jедне
од више опциjа уситњаваjу се могућности. То смањивање количине избора аналогно jе
преласку молекула гаса у уjедначено аморфно стање, у стање сакривања информациjе,
дакле у стање веће ентропиjе. Симетрично важи и након промене тока времена, jер
броj паралелних реалности ка коjима ми идемо jеднак jе броjу могућности реализациjе.
Наше могућности реализациjе су паралелне реалности антиматериjе. Тако се може
доказати jеднакост раста ентропиjе у два супротна тока времена, прецизниjе, помоћу
унитарних оператора и суперпозициjе.

Разматрања принципа информациjе надовезуjу се на претходно. Реализуjући што
jе могуће мање информациjе, време тече у правцу мање њене количине, што значи
да jе (помоћу неког замишљеног компjутера) мање података потребно за дефинисање
будућности него прошлости. Таj неочекивани закључак, очигледно, вреди куда год нас
време носи. Према томе, светови материjе и антиматериjе равноправни су у смислу
важења закона физике, укључуjући и други закон термодинамике, односно спонтани
раст ентропиjе.
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1.4.2 Мерење супстанце

Мерење jе одређивање величине неког обjекта, догађаjа или поjаве. Таj чин jе
материjална поjава и, према томе, он подлеже принципима вероватноће, информациjе и
коначности. Мерењем се дешаваjу интеракциjе и пренос информациjе између предмета
и средстава мерења односно оператера. У ширем смислу, мерење захтева и разумевање
закона природе, па га чине и процеси коjима се тестираjу природне науке. Зато jе и
сам експеримент (провера) врста мерења.

Полазећи са становишта да jе мерење пренос информациjе, да су информациjе
у ужем смислу оно што чини материjални свет и у ширем смислу свет природних
закона, а да су све оне само делови истина уопште, разумемо да се природне науке
баве оним истинама коjе се доказуjу експериментом. Доследно, математичке истине
се не могу нити доказивати нити оспоравати мерењем, физичким експериментом, па
ипак, примећуjемо да разматрањем мерења можемо тестирати претходна становишта.
Чули смо да jе „теориjа та коjа даjе смисао чињеницама добиjеним експериментом“,
а ова позната фраза теоретичара сада иде у прилог схватању да су права и псеудо
информациjа сродне, различите али неодвоjиве поjаве.

Slika 1.65: Боjл-Мариотов закон.

Размотримо то на примеру Боjл-Мариотовог закона на слици 1.65. У датоj посуди
стишћемо гас, повећавамо му притисак P и смањуjемо запремину V , тако да jе стално

PV = k, (1.469)

где jе k нека константа коjу треба одредити. Нека смо обавили n ∈ N мерења и добили
резултате:

P1V1 = k1, P2V2 = k2, . . . PnVn = kn.

Шта се ту десило, са позициjе претходних разматрања? Мерење jе чин комуникациjе
материjе и према томе последица случаjних догађаjа, што даље значи да оно никада не
може бити сасвим тачно, али да се повећавањем броjа опита може повећати тачност, у
складу са законом великих броjева теориjе вероватноће. Зато понављамо мерења, да
бисмо добили броj

` = P1V1 + P2V2 + ⋅ ⋅ ⋅ + PnVn, (1.470)
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а затим и броj `/n коjи представља средњу вредност тражене константе k.
Други пример jе мерење импулса и положаjа електрона e− помоћу судара са фотоном

γ приказаном на слици 1.66. Тако су откривене Хаjзенбергове релациjе неодређености
коjе су основа квантне механике.

Slika 1.66: Неодређеност импулса и положаjа.

У првобитним експериментима ове врсте и њиховим разматрањима примећено jе
да постоjе границе онога што можемо видети о електрону. Из „елементарне формуле
Комптоновог ефекта“ Хаjзенберг jе 1927. године проценио да „непрецизности“ мерења
импулса ∆p електрона и његовог положаjа ∆x мораjу бити реда

∆p∆x ∼ h, (1.471)

где jе h Планкова константа. Импулс електрона jе p а његов положаj x. Позициjа
фотона jе „размазана“ на његовоj таласноj дужини λ а импулс му jе количник h/λ.
Опажање електрона jе судар са фотоном, након чега импулс и положаj електрона остаjе
„размазан“ за ∆p = h/λ и ∆x = λ, што сменом са претходним даjе ∆p = h/∆x, те
∆p∆x = h, а то jе поменута Хаjзенбергова процена.

Иста се процена може добити користећи честице са масом m и брзином v, помоћу
Луj де Броjевог израза за таласну дужину λ = h/p. Тада jе ∆p = mv и ∆x = h/mv, па
сменом добиjамо опет ∆p∆x = h.

Из ових метода наслућуjемо да неодређености мерења импулса и положаjа долазе
из расипања у оквиру таласне дужине, коjа нам не даjе тачан положаj онога чиме
меримо, па тиме и онога шта меримо. Тако нам се може учинити да то нема много
везе са стварном случаjношћу, већ да jе последица само наших „лоших“ алатки. Али
како Луj де Броjев закон о таласноj природи супстанце важи за сваку врсту материjе,
закључуjемо да и не постоjе „боље“ алатке. Дакле не постоjи ништа у овоj васиони
чиме бисмо могли оспорити Хаjзенбергову процену (1.471), па преостаjе jош само да
видимо да ли се она слаже са законима вероватноће.

Да jе то заиста тако доказивао jе 1927. године Кенард160 (в. [56]) а следеће године
и Веjл161 (в. [57]) откривши формулу за дисперзиjе импулса σp и положаjа σx честице:

σpσx ≥
~
2
, (1.472)

160Earle Hesse Kennard (1885-1968), теориjски физичар и професор Универзитета Корнел.
161Hermann Weyl (1885-1955), немачки математичар, теориjски физичар и филозоф.
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где jе ~ = h/(2π) редукована Планкова константа.
Доказ (1.472) из сличне идеjе може се видети и у књизи „Информациjа перцепциjе“

(в. [2], стр. 57), са мало другачиим импликациjама. Укратко, трагаjући за сродним
али супротним случаjним величинама, jедном афирмативном а другом рестриктивном,
првом, унутрашњом способношћуживог бића да користи могућности своjих перцепциjа,
а другом, вањском способношћу хиjерархиjа коjе би да га у томе онемогуће. Полазећи
од егзистенциjе обjективне случаjности, прва jе моћ слободне воље, друга jе моћ поретка.
Свакоj поjединачноj поjави ωk (k = 1,2, . . . , n) коjом jединка и њена околина могу
управљати придружимо редом вредности ik = ik(ωk) и hk = hk(ωk) и посматрамо њихов
производ `k = ikhk, а затим и збир ових производа `1 + `2 + ⋅ ⋅ ⋅ + `n = `, тj.

` = i ⋅ h, (1.473)

коjи jе скаларни производ вектора. Прве величине i = (i1, i2, . . . , in) су афирмативне,
друге h = (h1, h2, . . . , hn) су рестриктивне – са становишта живог бића. Назвао сам их
редом компонентама вектора интелигенциjе и хиjерархиjе. Скаларни производ назвао
сам слободом (` – либертас). Показуjе се да jе формула (1.473) поопштење Шенонове
информациjе, па величину ` називам и информациjа перцепциjе живог бића.

Назив „слобода“ за броj ` инспирисан jе „слободном вољом“ коjа, претпоставио
сам, расте са коефициjентима „интелигенциjе“ ik, коjи као да пркосе одговараjућим
коефициjентима „хиjерархиjе“ hk, а коjи су по своjоj природи изван моћи поjединца.
Способност опажања сваке нове компоненте хиjерархиjе расте са количином перцепциjа
jединке, а такође и са способношћу пркошења тоj компоненти, утолико више што jе
компонента хиjерархиjе већа. Отуда идеjа да jе ` информациjа перцепциjе.

У следећоj књизи (в. [1] пример 1.1.2) формула (1.473) jе препозната у релациjама
неодређености из коjе су потом изведене Лоренцове трансформациjе специjалне теориjе
релативности, чиме jе утврђено да jе она пропорционална Лагранжиjану, или физичком
деjству, а да за „слободу“ неживих бића важи „принцип наjмањег деjства“ познат у
теориjскоj физици. Према томе, „слобода“ живих бића увек jе већа од одговараjуће
неживих, па исто ` сада можемо сматрати и мером животности.

Назив „животност“ сада има смисла од када jе (1.473) примећено као мера деjства
коjе представља свеукупно кретање физичког система. Деjство jе просечан импулс
система множен дужином пређеног пута, или што jе исто, просечна енергиjа множена
траjањем. Отуда закључак да jе „агресивност“ (правни поjам) живих бића израз њихове
„животности“ (коjа опада са старошћу), а ова њихове „слободе“ (политички термин),
или биолошки речено „информациjе перцепциjе“. То напомињем само да укажем куда
ће све будућа квантна механика водати своjе истраживаче.

У поменутим књигама, тополошки се доказуjе да трима просторним димензиjама
треба додати (наjмање) три димензиjе времена и да тако добиjено шест-димензионално
простор-време представља целину, jедну физичку реалност. Тамо сам помињао да то
ниjе прича о додатним димензиjама простора теориjе струна, коjе су микроскопске у
односу на уобичаjене и познате (дужину, ширину, висину), па су нам зато непознате,
односно невидљиве. Ако теориjа струна икада своjим просторним димензиjама дода и
одговараjуће димензиjе времена, на поменути начин, онда ће то много-димензионално
простор-време такође представљати jедну целину, jедну физичку реалност. То ће
бити само jедан „универзум“ у мноштву паралелних реалности коjе овде описуjем.
Према томе „мултиверзум“ теориjе струна биће, ако се експериментално потврди, jедна
компактна симетрично реална и мерљива материjа.
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Сада се опет вратимо на импулс и положаj квантне механике. Видели смо да се
оператори импулса (1.434) и енергиjе (1.433) могу писати у облику

p̂k = −i~
∂

∂qk
, qk ∈ {x, y, z,−t}, (1.474)

где p̂−t = Ê. Двоструком применом налазимо квадрат импулса апсцисе

p̂2
x = p̂x ⋅ p̂x = (−i~

∂

∂x
)(−i~

∂

∂x
) = −~2 ∂

2

∂x2
,

а слично имамо и за остале координате. Оператор вектора импулса jе p̂ = ∑k p̂kek, ако
су ek ортови координатних оса. За прве три координате имамо

p̂2
= −~2

(
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2
) = −~2

∇
2, (1.475)

а отуда израз за Хамилтониjан (1.435), односно

Ĥ =
p̂2

2m
+ V̂ , (1.476)

где jе m маса честице (датог импулса), а V̂ оператор потенциjалне енергиjе.
Шредингерова jедначина се добиjа и из jедначина класичне физике, када на место

физичких величина поставимо одговараjуће операторе. То jе важна особина квантне
механике. На пример, на основу класичне jедначине за укупну енергиjу

p2

2m
+ V = E, (1.477)

можемо одмах написати и таласну jедначину

(
p̂2

2m
+ V̂ )ψ = Eψ. (1.478)

Аналогиjа jе очигледна, где класично H = E постаjе Хамилтонов оператор Ĥ.
Своjствене вредности су решења линеарне jедначине, рецимо

Ĥψn = Enψn, (1.479)

где jе En своjствена вредност (енергиjе), ψn одговараjућа своjствена функциjа, обе датог
оператора Ĥ, редом за индексе n. Због принципа коначности материjе, индекси могу
припадати наjвише преброjиво бесконачном скупу. Поред тога, сопствене вредности
реалних енергиjа могу бити само реалне, па конjуговањем (1.479), или придруживањем
са ознаком ψ† = ψ∗, добиjамо придружену jедначину

Ĥ†ψ∗n = Enψ
∗
n. (1.480)

Енергиjе En су величине коjе се могу мерити, коjе иначе називамо обзервабле.
Из ових jедначина добиjамо интеграле:

ˆ ∞

−∞

ψ∗Ĥψ dq = E

ˆ ∞

−∞

ψ∗ψ dq,

ˆ ∞

−∞

ψĤ†ψ∗ dq = E

ˆ ∞

−∞

ψψ∗ dq,
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па из ψ∗ψ = ψψ∗ следи ˆ ∞

−∞

ψ∗Ĥψ dq =

ˆ ∞

−∞

ψĤ†ψ∗ dq. (1.481)

Да jе то позната дефинициjа Хермитског оператора видимо из:ˆ ∞

−∞

ψ∗(Ĥψ)dq =

ˆ ∞

−∞

(Ĥ†ψ∗)ψ dq =

ˆ ∞

−∞

ψ(Ĥψ∗)dq.

Те релациjе дефинишу Хермитове операторе, односно оне коjи имаjу реалне сопствене
вредности. Делуjући на квантна стања, овде на таласну функциjу ψ, они за сопствене
вредности даjу обзервабле.

Пример 1.4.1. Покажимо да jе оператор импулса Хермитов оператор.

Решење. Због jедноставности радимо у jедноj димензиjиˆ ∞

−∞

ψ∗p̂ψ dx =

ˆ ∞

−∞

ψ∗ (−i~
dψ

dx
) dx.

Са друге стране, диференцираjући норму таласне функциjе налазимо:ˆ ∞

−∞

(
dψ∗

dx
ψ + ψ∗

dψ

dx
) dx = 0,

ˆ ∞

−∞

ψ dψ∗ = −

ˆ ∞

−∞

ψ∗ dψ,

а отуда са претходним:

−i~
ˆ ∞

−∞

ψ∗ dψ = i~
ˆ ∞

−∞

ψ dψ∗ =

ˆ ∞

−∞

ψ i~
dψ∗

dx
dx =

ˆ ∞

−∞

ψp̂∗ψ∗ dx,

што значи да jе тражена релациjа задовољена.

Користили смо Борнов закон о вероватноћама амплитуда, према коjима jе интеграл
квадрата норме ∣ψ∣2 = ψ∗ψ по целом простору jеднак jединици. То називамо особином
норме квантног стања. У следећем примеру са Q означавамо простор координата са
сигурним исходом. У случаjу jедне координате, рецимо x-осе као у претходном примеру,
то jе интервал од −∞ до ∞.

Пример 1.4.2. Извести формулу за Хермитове операторе из норме.

Решење. Диференцирањем норме по времену добиjамо:
∂

∂t

ˆ
Q
ψ∗ψ dq = 0,

ˆ
Q
(ψ∗

∂ψ

∂t
+
∂ψ∗

∂t
ψ) dq = 0.

Заменама из Шредингерове jедначине, имамо даље:

∂ψ

∂t
=

1

i~
Ĥψ,

∂ψ∗

∂t
= −

1

i~
Ĥ†ψ∗,

1

i~

ˆ
Q

[ψ∗(Ĥψ) − (Ĥψ)†ψ] dq = 0,

ˆ
Q
ψ∗Ĥψ dq =

ˆ
Q
ψ(Ĥψ)† dq,

а то jе jедначина (1.481) коjу jе требало добити.
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Квантна механика познаjе и антихермитске операторе, дефинисане са
ˆ
Q
ψ∗Âψ dq = −

ˆ
Q
(Âψ)†ψ dq. (1.482)

За разлику од Хермитских оператора, коjе карактерише jеднакост Â† = Â, ове анти-
хермитске карактерише jеднакост Â† = −Â. Обе врсте смо помињали разматраjући
нормалне операторе, када смо ове друге називали и косо-Хермитским, па и косо-
придруженим.

На пример, Хермитски оператор jе матрица

A =
⎛
⎜
⎝

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

⎞
⎟
⎠
, (1.483)

jер jе A† = A, тj. транспоновањем и конjуговањем добиjа се иста матрица. Пример
анти-Хермитског оператора jе имагинарна jединица, jер

ˆ ∞

−∞

ψ∗iψ dx = −

ˆ ∞

−∞

ψ∗(−i)ψ dx = −

ˆ ∞

−∞

ψ∗i∗ψ dx. (1.484)

То значи да се сваки анти-Хермитски оператор помножен са i претвара у Хермитски
и обрнуто. Поред тога, како jе иначе придружени оператор придруженог оператора
jеднак почетном оператору, (Â†)† = Â, то jе

1

2
(Â†

+ Â) (1.485)

Хермитски оператор чак и када jе линеарни оператор Â не-Хермитски.
Средња вредност положаjа дефинише се као у теориjи вероватноће:

⟨x⟩ =

ˆ ∞

−∞

xρdx =

ˆ ∞

−∞

xψ∗ψ dx, (1.486)

при чему jе задовољен услов нормираности вероватноћа:
ˆ ∞

−∞

ρdx =

ˆ ∞

−∞

ψ∗ψ dx =

ˆ ∞

−∞

∣ψ∣2 dx = 1. (1.487)

У случаjу реалних положаjа интеграл (1.486) jе увек конвергентан. Отуда, доследно,
дефинишемо средњу вредност функциjе координата

⟨f(q)⟩ =

ˆ
Q
f(q)∣ψ∣2dq. (1.488)

То jе еквивалентно изразу (1.274), овде континуалних оператора са дискретним сопственим
вредностима.

Средњу вредност оператора импулса можемо тражити помоћу брзине:

⟨v̂x⟩ =
⟨p̂x⟩

m
=
d⟨x⟩

dt
=
∂

∂t

ˆ ∞

−∞

x∣ψ∣2 dx,

and hence
⟨p̂x⟩ =m

∂

∂t

ˆ ∞

−∞

x∣ψ∣2 dx. (1.489)
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Диференцирањем и заменом из Шредингерове jедначине као у прошлом задатку, након
израчунавања налазимо

⟨p̂x⟩ =

ˆ ∞

−∞

ψ∗p̂xψ dx. (1.490)

Средња вредност укупног (просторног) импулса jе

⟨p̂⟩ =

ˆ
Q
ψ∗p̂ψ dq, (1.491)

gde je p̂ оператор вектора импулса (1.475).
Деjство два оператора импулса различитих координата, даjе:

p̂xp̂yψ = −i~
∂

∂x
(−i~

∂ψ

∂y
) = −~2 ∂

2ψ

∂x∂y
= −~2 ∂

2ψ

∂y∂x
= −i~

∂

∂y
(−i~

∂ψ

∂x
) = p̂yp̂xψ.

То пишемо
p̂xp̂y = p̂yp̂x, (1.492)

што значи да jе производ ових оператора комутативан. Производ оператора импулса
и положаjа истих координата ниjе комутативан, jер:

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

1○ p̂xx̂ψ = −i~ ∂
∂x(xψ) = −i~ψ − i~

∂ψ
∂xx

2○ x̂p̂xψ = x̂ (−i~∂ψ∂x ) = −i~
∂ψ
∂xx,

(1.493)

где jе стављено ∂xx = 1. Разлика (2○ − 1○) ових израза jе

(x̂p̂x − p̂xx̂)ψ = i~ψ. (1.494)

Помоћу комутатора оператора

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â, (1.495)

ово пишемо
[x̂, p̂x] = i~. (1.496)

Оператори импулса и положаjа су Хермитски, али jе њихов комутатор анти-Хермитски
линеарни оператор.

У координатноj репрезентациjи, таласна функциjа jе сопствена функциjа оператора
координате x̂, па jе x̂ψ = xψ, где jе x положаj. Оператор не мења правац вектора стања
ψ, него му само додели сопствену вредност x коjа jе реалан броj, jер jе оператор x̂
Хермитски, па jе према томе x обзервабла. Када се у истоj репрезентациjи надовеже
и деловање оператора импулса p̂x, коме одговараjући сопствени вектор више ниjе на
истом правцу, ниjе исто ψ, добиjамо 1○ у (1.493). У истоj репрезентациjи, вектор
p̂xψ такође jе сопствени вектор оператора x̂, па отуда 2○. Разлика коjа се поjавила у
(1.494) jе дефект настао утицаjем импулса на положаj. Међутим, том дефекту одговара
комутатор (1.496), коjи jе такође неки линеарни али анти-Хермитски оператор, чиjа
матрица jе у координатноj репрезентациjи диjагонална.

Поред тога, из резултата (1.496) видимо да наведени оператори положаjа и импулса
представљаjу зависне случаjне догађаjе! Редослед деловања x̂ па p̂x на ψ, не даjе
исти резултат као обрнути редослед. То даље значи да ова некомутативност узрокуjе
Хаjзенбергове релациjе неодређености. Мерећи положаj и импулс честице дуж исте
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координате они се мењаjу делимично непредвидљиво, тако да их ниjе могуће добиjати
истовремено и тачно. Међутим, из (1.492) следи да jе могуће тачно мерење импулса
дуж различитих оса, односно да су импулси квантног стања (честица) дуж различитих
координатних оса независни (случаjни) догађаjи.

Зависност положаjа и импулса (1.496) jе опис понашања физичког деjства. Планкова
константа дефинише квант деjства, па она одређуjе и квант генералисане информациjе.
Квантовање ове информациjе, пак, значи немогућност комуникациjе без импулса и
простора (без енергиjе и времена). Сходно дефинициjи реалности, нема материjе коjа
нема енергиjу и коjа не траjе. Сваки, па и наjмањи делић материjе има информациjу
и, према томе, долази из макар малог (кванта) неизвесности.

Са друге стране, таласи интерферираjу зато што су независни, а зато што су
независни они имаjу неке догађаjе заjедничке (теорема 1.1.47). Заjедничка им jе на
пример прошлост, као што смо то приметили разматраjући експеримент „двостуки
отвор“ на слици 1.26. На површини D фото-плоче на месту њеног излагања „сада“
интерферираjу сви одговараjући прошли таласи.

Означимо са Q дати простор излагања плоче, а са f(q) збирну интерференциjу
таласа. Када нема поремећаjа, укупна интерференциjа догађаjа Q „сада“ jе f(q) = 0,
па jе нула и средња вредност збирних фреквенциjа ⟨f(q)⟩, доследно (1.488). Поремећаj
поризводе само они таласи коjе додамо простору Q, коjи су вишак. Небитно када и како
их пуштамо из извора A, ако имаjу прилику, они додатно интерферираjу нарушаваjући
укупну равнотежу.

Упоређивање тог разматрања сада са некомутативношћу положаjа и импулса указуjе
опет да између (неких) прошлости и садашњости нема (праве, физичке) комуникациjе,
нема размене импулса и енергиjе. Насупрот томе, могуће jе да постоjе и неки други
догађаjи прошлости коjи jесу зависни од садашњости (обрнуто jе тривиjално) и да такви
комуницираjу са садашњошћу. Кандидат за овакве догађаjе jе квантна спрегнутост коjа
настаjе када случаjности два догађаjа, представљена операторима A и B, везуjе закон
одржања. То jе тема следећег наслова.

Растко Вуковић 289



КВАНТНА МЕХАНИКА

1.4.3 Динамичка зависност

Квантна спрегнутост (енг. quantum entanglement) jе физички феномен коjи се
jавља када се пар или групе честица понашаjу или интерагуjу на начин да се квантно
стање поjедине честице не може описати независно од стања других, чак и ако су оне
на великим међусобним удаљеностима. Уместо одвоjених посматрања, квантно стање
тада мора бити описано за систем у целини.

Већ смо помињали квантно спрегнут систем пара честица укупног нултог спина
коjима jе мерење спина на првоj сасвим случаjан догађаj a мерење спина на другоj
сасвим не-случаjан. Ако jе измерени спин прве био „горе“, онда ће измерени спин друге
бити „доле“ без обзира како те честице биле удаљене jедна од друге у тренутку мерења.
То jе зато што jе исход „горе“ или „доле“ спина честице случаjан догађаj, уз додатак,
да за укупни спин затвореног квантног система важи закон одржања.

У недавноj студиjи (в. [58]), Пан и његове колеге извештаваjу да су могли да
произведу спрегнуте фотоне на сателиту око 300 миља изнад планете (483 km) коjи су
излетели у две различите лабораториjе на Земљи, одвоjене 750 километара, без губитка
везе између честица. То jе први пут да jе неко икада створио спрегнуте честице у
свемиру и представља 10-оструко повећање претходно изведених удаљености у сличним
експериментима.

„Требало нам jе скоро 14 година за ово постигнуће“, рекао jе Пан (Jian-Wei Pan)
професор Универзитета науке и технологиjе из Кине. Они су прво морали обезбедити
да извор спрегнутих фотона преживи лансирање, да они не буду уништени кроз 10
километара доње атмосфере. Након успешних тестова за ову технологиjу, као што jе
употреба малих телескопа за фокусирање на фотоне удаљених приjемника, августа
2016. године Кина jе лансирала сателит (Micius) у орбиту на висину од око 500
километара коjи jе пролазио истом путањом изнад Кине у исто време сваке ноћи. То jе
велико постигнуће коjе доказуjе да jе Кина заиста способна да влада овом технологиjом,
коментарисале су колеге.

Сви досадашњи експерименти квантне спрегнутости (в. [59] и [60]) такође потврђуjу
да спрегнуте честице деле неки математички опис, квантну таласну функциjу, али да
таj опис не помаже сасвим у предвиђању резултата мерења. Међутим, када се сазна
резултат неког мерења на делу спрегнутог система онда се засигурно може предвидети
резултат мерења другог дела, небитно колико далеко таj други део био. При томе,
честице могу бити спрегнуте било да оне међусобно интерагуjу или да се емитуjу из
заjедничког извора.

Конкретно, то су два фотона (честице светлости) емитована из, рецимо пиона, врсте
мезона (коjи садржи кварк и антикварк) са нултим угловним импулсом (енг. angular
momentum), тj. спином. Нека jе први фотон A (Алиса), а други B (Бобан). Како спин
фотона може бити ±1, а укупни спин овог система jе нула, то мерење спина +1 на
Алиси значи мерење -1 на Бобану, или обрнуто, мерењем -1 на Алиси значи да ће на
Бобану бити измерен спин +1. Са становишта одржања спина пиона то ниjе чудно, све
док не кренемо раздваjати ова два фотона и скраћивати време узастопних мерења. Као
у Аjнштаjновоj причи о две рукавице, левоj и десноj спакованих у две веома удаљене
кутиjе када отвараjући jедну (било коjу) од кутиjа одмах сазнаjемо садржаj друге а
да нам за то сазнање ниjе био потребан материjални сигнал коjи стиже из jедне кутиjе
другоj, тако и у овоме експерименту Алиса увек зна шта jе измерено на Бобану, као и
обрнуто, спин Бобана ће увек бити супротне вредности од спина Алисе. При томе jе
резултат првог од та два мерења сасвим случаjан.
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У стварном експерименту, фотони излазе у непредвидљивом мешаном стању пола-
ризациjе (ориjентациjе вибрациjа светлости). Поларизациони филтер, попут полариза-
ционих наочала за сунце, пропушта неке углове поларизоване светлости а блокира
друге. Можете замислити филтер као дрвену ограду кроз коjу пролази светлост у
вертикалноj равни, али ако окренете ограду за 90○ сва та светлост jе блокирана, када
пролази светлост са хоризонталном равни осциловања. Ако нема мерења на првом
фотону, резултати на другом се расипаjу на случаjан начин, али након мерења на
првом, резултати другог се унапред знаjу. При томе ниjе битно коjи од фотона jе први
мерен а коjи jе био други.

Гледано са становишта (не)зависности вероватноћа постоjе две врсте физичких
догађаjа: слични интерференциjи таласа (независни) и слични квантноj спрегнутости
(зависни). Постоjање првих потврђуjе експеримент „двоструки отвор“, а егзистенциjу
других „релациjе неодређености“. Посебна област физике биће, нагађам, разврставање
таквих у нашоj садашњости, али и у прошлости. Не бавимо се тим гранама, али
приметићемо да овде изложена теориjа не ограничава прошлост на искључиво псеудо-
реалну, тj. на ону коjа може да утиче на нас али не и да ми утичемо на њу. Како jе то
могуће, размотрамо у наставку.

Открића информациjе (Хартли 1928, па Шенон 1948, и даље), као што знамо,
дала су крила савременоj технологиjи. Међутим, информациjа ниjе само поjава света
рачунара, већ се огледа и у целокупноj материjалноj васиони, њеним живим и неживим
бићима. На пример, помињали смо принцип информациjе, да природа настоjи одавати
што мање информациjе, из коjег смо изводили спонтано повећање термодинамичке
ентропиjе и убрзање биолошке еволуциjе. За разлику од покушаjа у савременоj физици,
поменуте две смо обjашњавали као различите поjаве. Међутим, материjална природа
информациjе има и других последица.

Jедна од важних особина физичког света jе и закон одржања информациjе. Укупна
количина неизвесности и извесности затвореног система не мења се док се мењаjу
састоjци. Када би информациjа могла тек тако нестати у ништа, онда рецимо не
бисмо могли веровати експериментима. Да она настаjе из исте количине неизвесности
видљиво jе из теориjе вероватноће, а да се може вратити у неизвесност (исте количине)
доказуjе се помоћу унитарних оператора квантне механике.

Квантна спрегнутост се понаша као последица овог закона. Претварањем неизве-
сности у извесност, прва се смањуjе. Када постане извесно у каквом стању jе Алиса,
нестаjе неизвесности око Бобана; она као да jе исцурила из почетног стања пиона,
збирног за два фотона (Алису и Бобана), након открића спина прог фотона.

Закон одржања информациjе обjасниће и парадокс Шредингерове мачке. Након
отварања кутиjе и сазнавања да jе мачка рецимо „жива“, уjедно сазнаjемо и да онаj
механизам коjи jу jе у прошлости требао убити – ниjе убио. Приметимо да садашњост
мења прошлост у оба случаjа, и у случаjу Алисе и Бобана и у случаjу Шредингерове
мачке. У првом се то дешава зато што jе Бобан предалеко од Алисе да би био у њеноj
садашњости, а у другом случаjу то jе очигледно. Исто jе и са обjашњењем чувене
парадоксалне Хаjзенбергове реченице, да се тек мерењем електрона на датом месту
сазнаjе нешто о путањи електрона, али у наjдубљем смислу да jе пре мерења његова
путања била обjективно неизвесна.

Истовремено видимо и разлоге мог инсистирања да прошлост, слично садашњости
а упркос закону одржања информациjе, такође има обе врсте интеракциjа, реалне
и псеудо-реалне. Квантна спергнутост ново jе откривена поjава, па jоj у наставку
посвећуjем мало више пажње.
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Пример 1.4.3. На случаjан начин бирамо jедну из шпила од 52 карте. Ако jе познато
да jе изабрана карта „пик“, колика jе вероватноћа да jе та карта „ас“?

Решење. Случаjни догађаjи су: A – изабрана карта jе „ас“, B – изабрана карта jе „пик“.
Треба одредити вероватноћу Pr(A∣B). Догађаj AB jе „пик ас“, па имамо Pr(AB) = 1/52,
Pr(B) = 13/52 и Pr(A∣B) = 1/13.

Давање приоритета не-физикалном у квантноj спрегнутости указуjе на секундарни
карактер материjе у васиони. Да закони имаjу предност над поjавама запажамо у не-
поштивању времена, односно хронолошког поретка, када би случаj могао нарушити
неки закон конзервациjе (одржања), али и у следећим примерима.

Замислимо квадратну табелу, 9 × 9, броjева чиjи су збирови сваког ретка парни,
а сваке колоне непарни броjеви. Наравно, таква табела ниjе математички могућа,
jер jе збир свих колона непаран, а збир редака паран, што jе контрадикциjа, jер
jе то исти укупни збир свих броjева табеле. Међутим, таква нам се табела може
подвалити ако неко замењуjе броjеве док их ми полако сабирамо. Отприлике, то jе
смисао експеримената коjи провераваjу Белову теорему и његову неjеднакост.

Замислимо сада неки скуп S елемената са три своjства A, B и C. Броj елемената
са своjством A али без своjства B означимо са ∣A ∩B′∣. Броj елемената са своjством B
али без своjства C означимо са ∣B∩C ′∣. Броj елемената са своjством A али без своjства
C означимо са ∣A ∩C ′∣. Белова неjеднакост гласи

∣A ∩B′
∣ + ∣B ∩C ′

∣ ≥ ∣A ∩C ′
∣. (1.497)

Рецимо162, нека jе дат скуп студената у сали, са своjствима: A – мушкарац, B – особа
jе виша од 1,73 метра и C – има плаве очи. Тада су своjства A ∩B′ – мушкарци нижи
од 1,73 метра, B ∩ C ′ – студенти виши од 1,73 метра са очима коjи нису плаве боjе и
A∩C ′ – мушкарци не-плавих очиjу. Узимаjући произвољну групу студената, проверите
да jе Белова неjеднакост тачна. Неjеднакост (1.497) би испала нетачном само ако би
студенти кришом улазили и излазили из сале док их преброjавамо.

Доказ Белове неjеднакости можемо провести помоћу Венових диjаграма, слично
леми 1.1.38, или на следећи начин. Пођимо од очигледне неjеднакости

∣A ∩B′
∩C ∣ + ∣A′

∩B ∩C ′
∣ ≥ 0.

На обе стране додаjмо броj ∣A ∩B′ ∩C ′∣ + ∣A ∩B ∩C ′∣ = ∣A ∩C ′∣, добиjамо:

(∣A ∩B′
∩C ∣ + ∣A ∩B′

∩C ′
∣) + (∣A′

∩B ∩C ′
∣ + ∣A ∩B ∩C ′

∣) ≥ ∣A ∩C ′
∣,

∣A ∩B′
∣ + ∣B ∩C ′

∣ ≥ ∣A ∩C ′
∣,

а то jе Белова неjеднакост (1.497).
Белова неjеднакост се затим примењуjе на струjу електрона, фотона, jонизованих

атома. Узима се да особину A имаjу честице са спином 0○, особину B са спином 45○,
особину C са спином 90○. Затим се посматраjу рецимо честице при радиоактивном
распаду супстанце чиjи jе укупни спин нула. У стварним експериментима ради се
са милиjардама честица. Први обjављени такав експеримент урађен jе са паровима
фотона 1969. године (Clauser, Horne, Shimony, Holt), а затим су слични експерименти

162David M. Harrison, Department of Physics, University of Toronto, 03/17/06.
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понављани много пута. Редовно се уочава нарушавање Белове неjеднакости, по цену
одржавања нулте вредности укупног спина.

Дакле, у питању jе виши приоритет закона одржања количине спина у односу
на материjалне поjаве, посебно на хронолошку доследност. То кварење временске
постоjаности потврда jе супстанциjалне природе времена. Време, простор и материjа
настаjу „кришка по кришка“ реализациjама неизвесности, писао сам у књизи „Простор-
време“ (в. [1]), подразумеваjући да jе садашњост стални процес стварања информациjе
(сопственог система). Насупрот неким савременим тумачењима, овако схваћано време
jе (тополошка и метричка) димензиjа васионе. Штавише, васиона у коjоj су сви обjекти
релативно реални у односу на „мене“ има (наjмање) шест димензиjа, три просторне и
три временске.

Jасно jе да за оспоравање егзистенциjе „скривених вариjабли“ у квантноj механици,
претпостављених од аутора АПР-парадокса, можемо користити и другачиjе позициjе
поларизационих филтера, чак и са другачиjом неjеднакошћу од (1.497), коjа jе изворно,
заправо, мало другачиjа (в. [61]). Те вариjациjе се уклапаjу и у овде тумачену квантну
спрегнутост, али приметимо, оно ниjе и jедино могуће.

На пример, спознаjу апстрактних истина, рецимо математике, дефинисали смо
као jедносмерни пренос неких псеудо-информациjа. Даље бисмо могли разматрати и
условне случаjне догађаjе као псеудо-материjалне, коjи „интерагуjу“ на не-материjалан
начин, односно „комуницираjу“ неограниченим брзинама. Поопштаваjући слично, не
бисмо само „безазлено“ проширили поjмове из материjалне физике на формални свет
математике, већ бисмо отворили и питање схватања брзина. Tо мислимо заправе тек
ако нам понестане других опциjа, иначе само ћаскамо.

Брзина светлости

Неком врстом информациjе сматрамо и рецимо откриће Питагорине теореме, а
примену тог сазнања у пракси – њеним деловањем. Штавише, покреће нас и лаж,
дезинформациjа, нетачна идеологиjа. Након прихватања квантне спрегнутости, пренос
информациjе за нас више ниjе само оно што се креће простором и временом попут
физичке честице. Физичка информациjа а са њоме и физичко деjство, овде сматрамо,
може се враћати у неизвесност, може ићи и уназад у времену, па према томе, може ићи
и брже од светлости.

Тиме се поново отвара старо питање деjства поља неке силе помоћу честица-таласа
градитеља тог поља. Сада jош увек можемо остављати електромагнетна деjства по
страни, али не тако лако и гравитациона. На пример, ако претпоставимо да су црне
рупе (енг. black hole) реалност, да масе могу бити толико велике да затворе простор-
време гравитационог поља заробљаваjући и светлост, онда се поставља питање како
таква тела могу вршити гравитациони утицаj на вањска тела?

Нећемо сумњати да деjство коjе путуjе простор-временом, овде гравитонима, путуjе
брзином светлости, али можемо (jош jедном) разматрати брзине светлости у условима
гравитационог поља. Први jе Аjнштаjн већ 1911. године (в. [62]), неколико година пре
обjављивања своjе опште теориjе разматрао те брзине у гравитационом пољу и нашао
да се оне тада смањуjу, према формули

c′ = c0 (1 +
φ

c2
) , φ = −G

M

r2
, (1.498)

где jе φ гравитациони потенциjал у односу на место где jе мерена брзина светлости
c0. Маса небеског тела jе M , а удаљеност од његовог центра r. То се слаже са
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опаженим скретањем светлости ка „оптички гушћим“ срединама (мање брзине таласа),
док она долазећи са далеких звезда пролази поред jаких гравитационих поља. Због
таласне природе материjе уопште, иста поjава се напросто намеће да буде поопштена.
Након обjављивања опште теориjе релативности 1916. године, па и jош увек, стизале
су и стижу теориjске поправке ове формуле, рецимо φ → 2φ, за jош веће очекивано
успоравање брзине светлости изазвано гравитациом.

После њихових тако убедљивих разматрања тешко jе макар и помислити да постоjе
алтернативе, али оне увек постоjе. На пример, приметимо да jе радиjална брзина
светлости, правцем коjи пролази исходиштем централно-симетричног гравитационог
поља дефинисаног Шварцшилдовим163 решењем jедначина Аjнштаjнове опште теориjе
релативности, увек мања од тангенциjалне брзине, коjа би ишла правцем окомитим на
таj радиjус. Наиме, време тече спориjе на местима ближим центру поља, независно од
смера, али се дужине скраћуjу само радиjално па, према томе две брзине светлости,
радиjалне и тангенциjалне, неће бити опажане jеднаким. Уопште, тангенциjална брзина
светлости већа jе од радиjалне, каквом год радиjалну сматрали.

На пример, ако су радиjалне брзине светлости свугде исте, онда су тангенциjалне
веће на кружницама ближим центру. У другом краjњем случаjу, ако су тангенциjалне
брзине свугде исте, радиjалне успораваjу са смањивањем полупречника. У сваком
од оваквих случаjева светлост скреће ка „оптички гушћоj“ односно спориjоj средини,
а то jе опет ка центру поља. Угао преламања, интензитет таквог скретања, зависи
од утицаjа поменутих могућности, а та различитост и упоређивање са гравитационим
скретањем светлости добиjеним на друге начине прилика jе за израчунавање брзине у
два поменута смера. Међутим, неку процену можемо имати и отприлике.

Знамо да релативно мерење времена и радиjалних дужина у централно-симетричном
гравитационом пољу зависе од истог коефициjента

γ = 1/
√

1 − rs/r, (1.499)

где jе r удаљеност посматраног места од центра поља, а rs jе Шварцшилдов радиjус коjи
зависи од масе гравитационог тела. Знамо да се ова може упоредити са претходном
формулом (1.498), при чему jе φ/c2 = −rs/r. Сфера са центром у исходишту поља
полупречника Шварцилдовог радиjуса jе хоризонт догађаjа. То jе граница црне рупе
где релативно време стоjи а радиjалне дужине су нулте. У случаjу да jе радиjална
брзина светлости константна, тангенциjална брзина расте са фактором γ и, на хоризонту
догађаjа када jе r = rs, она постаjе бесконачна.

Хоризонт васионе

Грубо вреднуjући, последње становиште jе сагласно са Хокинговим зрачењем (да
црне рупе светле). Има покушаjа164 да се слично разуме и проблем хоризонта васионе,
коjе због тога вреди покушати разумети.

Узимамо да jе васиона настала пре око 13,8 милиjарди година великом експлозиjом
свега (енг. big bang) и да се од тада стално шири. Три димензиjе простора васионе шире
се попут површине сфере, тако да се слично ширење опажа из сваке њене тачке. Лако
jе разумети да би услед ширења константном брзином, у jедном тренутку удаљавање
неких тачака постало брже и од брзине светлости, а поготово ако се то ширење убрзава,

163Karl Schwarzschild (1873-1916), немачки физичар и астроном.
164Jean-Pierre Petit, John Moffat, Andreas Albrecht, João Magueijo.
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као што наводе тренутна астрономска мерења. Ово значи да не постоjи могућност
комуникациjе светлосним брзинама између делова васионе!

То одсуство комуникациjе између делова васионе, на начин преноса деjства простим
кретањем простор-временом, може се разумети и другачиjе. Због ограничене брзине
светлости и преноса информациjа простор-временом том брзином, посматрање далеких
галаксиjа значи гледање у прошлост тих галаксиjа, у онолико далеку прошлост колико
jе светлости требало времена да стигне до нас. Када посматрамо галаксиjе на супротним
смеровима од нас, на довољно великим удаљеностима, jасно jе да оне не могу лако
комуницирати светлошћу упркос томе што су оне у одговараjућоj прошлости биле
међусобно ближе. Зато jе веома збуњуjуће jеднолично позадинско космичко зрачење,
коjа до нас долази из свих праваца уjедначено до односа jедан према 10 000.

Према званичноj космологиjи, ми смо у центру сфере 4-Д растућег полупречника,
коjа се пре око 13,8 милиjарди година почела ширити из jедне тачке након „велике
експлозиjе“, са коjе нам из сваког правца стиже позадинско микроталасно зрачење
jедноличне температуре од око −270○ C. Хомогеност тог зрачења jе парадоксална због
наводне немогућности синхронизовања васионе у свим правцима око нас. Таj парадокс
назива се „проблем хоризонта“, а jедно решење165 даjе теориjа инфлациjе.

Око 10−35 секунди нако „велике експлозиjе“ почела jе „инфлациjа“. Оно што jе тада
експлодирало и постало нашом васионом било jе свега 10−24 центиметара пречника.
Сва материjа и енергиjа биле су толико међусобно близу. Затим се васиона раширила
експоненциjално, множена фактором 1050, растежући се до краjности. Информациjа
садржана у пре-инфлаторноj васиони ниjе морала путовати брзином светлости, него
брзином инфлациjе.

Како се васиона ширила, она се хладила. У 10−35 секунди, имала jе температуру
1027 K због коjе jе пролазила фазу транзициjе, сличну процесу преласка течне воде у
лед. Jаке нуклеарне силе, доминантне на малим удаљеностима и коjе држе протоне
и неутроне заjедно, одвоjиле су се од других сила. Таj процес коjи ослобађа огромну
количину енергиjе физичари називаjу прекид симетриjе. То jе таj тренутак наводне
инфлациjе, када jе васиона експлодирала експоненциjално повећаваjући се 1050 пута
за само 10−33 секунди. Он jе имао и своjе експерименталне потврде током последњих
20-ак година. Након периода инфлациjе ствари су се успориле а васиона jе наставила
да се шири до данас.

Тешко се сложити са данас уобичаjеним становиштем да теориjа инфлациjе не
користи брзине веће од светлости и да тако успева обjаснити комуникациjу а затим и
уjедначеност свих па и наjудаљениjих краjева васионе. Њене експерименталне потврде
за сада су jош увек скромне и нису негациjа других теориjа о брзим деjствима коjе зато
вреди поменути. Мислим на теориjе променљиве-брзине-светлости, наведених аутора,
према коjима jе брзина светлости у вакууму у прошлости била већа него данас, али
и на вариjациjе те теориjе са променљивим осталим физичким константама, посебно
гравитациjе. Само успоравање светлости развоjем васионе, такође, ниjе у супротности
са Снеловим законом преламања таласа ка спориjоj средини.

Овима додаjмо jош jедно обjашњење „проблема хоризонта“, независно од претходних.
То jе ново тумачење интерференциjе овде употребљено за разумевање експеримента
двоструки отвор, уз слику 1.26. Поред тог експеримента, заправо доказа овог тумачења,
у прилог истог иду потврде квантне спрегнутости, али и интерпретациjе „Шредингерове
мачке“, или парадоксалног Хаjзенберговог „одређивања путање електрона мерењем

165In the Beginning: http://archive.ncsa.illinois.edu/Cyberia/Cosmos/InTheBeginning.html
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положаjа електрона“ коjа смо овде видели.
То су тумачења нас у садашњости попут путника у броду окруженом таласима на

површини мора, коjи сада примећуjу дубоке слоjеве воде испод. У додатку, примећуjемо
да слоjеви воде испод нас стално расту, као прошлост слажу се нове и увек нове
информациjе садашњости, стално заjедно делуjући са свим претходним тако да ми увек
остаjемо на површини. Сва наша прошлост синхронизована jе са нашом садашношћу,
а свака „садашњост“ васионе синхронизована са одговараjућом „прошлошћу“.

Колико су битне количине и посебно маса талога прошлости, покушаjмо разумети
помоћу парадокса близанаца из специjалне теориjе релативности, сада наглашеног мало
другачиjе. Када би са Земље близанац А одлетио у свемир и вратио се нашао би брата
Б стариjег од себе. Путник Б би инерциjалним кретањем одлазио све даље у прошлост
А, jер релативно време А протиче спориjе него Б, све до тренутка заокретања коjе
подразумева промену брзине и стога jе неинерциjално. У инерциjалном кретању назад,
путник Б jе у почетку у далекоj будућности А, коjа постаjе све ближа просторним
приближавањем брату, опет због спориjег протока времена Б у односу на А. За таj
губитак времена, због скока из прошлости у будућност, након поновног сусрета, брат
Б биће млађи од свог брата А.

Инерциjална кретања постоjе и у присуству маса, али jе тада разлика у старости
близанаца мања. Што jе више околне масе релативно време иде спориjе и поменути
губитак времена jе мањи.

Да присуство маса (у садашњости) дефинише инерциjално кретање знамо из опште
теориjе релативности. Међутим, интерференциjа нас сада додатно учи да jе инерциjално
кретање одређено и „присуством“ прошлости. Зато што jе непредвидљивост обjективна
садашњост настаjе реализациjом неизвесности као нова информациjа, а она се нерадо
враћа у неизвесност колико се таложи у прошлост. Сва наша наталожена прошлост
дефинише нашу садашњост и, посебно, она одређуjе и саму инерциjалност кретања.
Ово последње значи да ће покретање звезде покренути гравитационо поље око ње,
али са утолико већом задршком што jе дуже траjала њена прошлост. У прилог томе,
можда, ићи ће и откриће таjни тамне материjе.

Маса васионе рачунаjући сву њену прошлост све jе већа и већа. То jе на први
поглед независно од евентуалног сталног одмицања њеног „хоризонта догађаjа“ од
почетка „велике експлозиjе“, од успоравања времена, успоравања брзине светлости, од
убрзавања ширења. Али заправо можда и ниjе.

Чекаjући док неки експерименти разреше ове сумње, приметимо да се неће све
опциjе поменутих теориjа jеднако слагати са овде основном. Jачу гравитациjу самог
тела у садашњости прати спориjи ток времена. Тако гледаjући, време на посматраноj
галаксиjи тече спориjе од нашег, jер видимо њену прошлост када jе васиона била
гушћа. Њене jединице дужине опажамо краћима, брзину светлости у вакууму мањом.
Парадокс хоризонта васионе jе изражениjи. Када би стварно ширење свемира било
константно оно опажено било би успоравање.

Међутим, урачунавањем прошлости у садашњу гравитациjу, време у прошлости
текло би брже, са већом брзином светлости и бољим складом саме теориjе коjу овде
излажем. У толиком обиму да космолошки „проблеми“ постаjу „потврде“ теориjе.
Навешћу jош само jедну потврду коjа овде ниjе наброjана, а остало нађите у моjоj
популарноj књижици166 о овим темама, коjа би требала изаћи из штампе годину дана
пре ове.

166Многострукости, в. [63]
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Знамо да се вероватниjе ствари догађаjу чешће и то сам у претходним радовима
називао принципом вероватноће. Како су вероватниjи догађаjи мање информативни,
из претходног закључак да природа шкртари са одавањем информациjа, па би такав
требао бити и главна идеjа водиља у генерализациjи познатих (Хартлиjеве и Шенонове)
дефинициjа информациjе. Показуjе се да jе то веома широко подручjе и зато не трчим
пребрзо да jе одредим прецизниjе, него се углавном држим информациjе принципиjелно.
А то нам каже да се свемир развиjа у мање информативна стања. Он постаjе извесниjи,
као да своjу материjалност настоjи разблажити.

Све паралелне реалности хрле ка тоj истоj будућности, успоравању тока времена
(jер време настаjе реализациjом неизвесности), нестанку времена.

Преламање таласа

Преламање, или савиjање путање таласа, удружено са променом брзине и таласне
дужине, описано jе детаљно у мом прилогу [64] из коjег ћу овде препричати неколико
детаља. То зато што се на сличну поjаву позиваjу jош увек актуелне (али непроверене)
теориjе гравитациjе и космологиjе, а коjе на посредан начин коjи смо овде видели
допуњуjу основе квантне механике.

Знамо да таласи када прелазе из средине у коjоj се крећу брже у средину у коjоj
се крећу спориjе скрећу, кажемо преламаjу се, ка нормали на граници тих средина.
Изласком из спориjе средине таласи се преламаjу повећаваjући своj угао у односу на
нормалу. То се на настави физике може демонстрирати помоћу воjника (студената)
пореданих у редове са jеднаком међусобном удаљеношћу, коjи се пусте да маршираjу
преко неке границе две различите средине, као на слици 1.67. Попут фотона коjи
интерферираjу, а рекли смо да то значи да они не делуjу узаjамно jедни на друге,
воjници коjи маршираjу не мораjу да се држе за руке или да буду узаjамно повезани
нечим да би скретали.

Slika 1.67: Преламање таласа кроз две средине.

Ако су површине средина jеднаке, воjници могу у jедноj средини (бржоj) ићи равно-
мерним дужим корацима, а у другоj (спороj) краћим. Слично се добиjе ако воjници
равномерно маршираjу преко неjеднаког тла, рецимо: чврсто-блато-чврсто. Њихов
траг изгледа као на претходноj слици.
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Slika 1.68: Преламање таласа преко границе.

Када воjник дође на границу средина, брзина хода му се мења, али остали из његове
линиjе иду jош неко време старом брзином, због чега читава линиjа скреће за неки
угао. Ако он прелази из брже у спориjу средину, наставиће са мањим углом у односу
на нормалу на границу средина. Биће тачно обратно, ако прелази из спориjе у бржу
средину. Тако се на следећоj, слици 1.68, види да jе доња средина спориjа за кретање,
кажемо гушћа167.

Ако jе улазна брзина таласа v1 већа од излазне v2, онда jе улазни угао према нормали
на граници α1 већи од излазног (према истоj нормали) α2

v1 > v2 ⇒ α1 > α2. (1.500)

Размак између линиjа воjника коjи маршираjу се смањуjе (смањуjе се таласна дужина),
чиме правдамо назив „гушћа“ за средину мање брзине. Посматраjмо jедну такву линиjу
AB на слици 1.68. Док студент A пређе пут AC у гушћоj средини, за исто време ∆t
студент B пређе пут BD у ређоj средини, тако да су растоjања:

AC = v2∆t, BD = v1∆t. (1.501)

Углови са окомитим крацима су jеднаки, па jе:

∠DAB = α1, ∠ADC = α2. (1.502)

Из ових jеднакости добиjамо:

AC = AD sinα2, BD = AD sinα1, (1.503)

а затим пропорциjе:
AC ∶ BD = sinα2 ∶ sinα1. (1.504)

v2 ∶ v1 = sinα2 ∶ sinα1. (1.505)

167У „гушћоj“ средини jе брзина простирања таласа мања него у „ређоj“.
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Ова последња се назива Снелов168 закон. Отуда

v2 ∶ v1 ∶ v = sinα2 ∶ sinα1 ∶ 1, (1.506)

за брзину v = AD/∆t напредовања таласног фронта по граници средина.
На пример, ако jе v1 = c брзина светлости, брзина „легања“ фронта светлости на

границу средина износи

v =
c

sinα1
, (1.507)

где jе и даље α1 угао између правца кретања светлости и нормале на границу средина.
За свако α1 > 0 jе v > c, при чему v → ∞ када α1 → 90○. Дакле, та фиктивна брзина jе
неограничено велика када светлост стиже окомито на границу средина.

У истом прилогу на краjу доказано jе да се талас прелама на Снелов начин због
принципа наjмањег деjства. Талас прелази са jедне стране границе средина на другу
за наjкраће могуће време обзиром на дате брзине. Препричаћу таj доказ због значаjа
овог принципа за разматрања информациjе. Пре тога приметимо да су таласне дужине
у гушћоj средини краће, али да су фреквенциjе таласа исте. Што се тиче квантне
механике, то значи да су (Борнове) вероватноће мерења таласа пре и после преламања
исте, да се енергиjа таласа не мења, али се мења импулс.

Посматраjмо кретање таласа у Декартовоj равни Oxy узимаjући апсцису за границу
средина, горње брзине v1, а доње v2. Нека jе почетна тачка T1(0, y0) са произвољном
ординатом y0 > 0, па потражимо долазну тачку на симетричноj дубини T2(x0,−y0),
одређуjући при томе и непознату апсцису x0 > 0. Нека jе T (x,0) тачка преласка таласа
преко апсцисе. Пут T1T талас прелази за време t1, а пут TT2 за време t2.

За фиксиране T1 и T2 тражимо x тако да jе време t = t1 + t2 минимално:

t =
T1T

v1
+
TT2

v2
,

t(x) =
1

v1

√

x2
0 + y

2 +
1

v2

√

(x0 − x)2 + y2
0.

Оно има екстремну вредност када jе извод функциjе t(x) по x нула. Отуда:

1

v1

x
√
x2 + y2

0

−
1

v2

x0 − x
√

(x0 − x)2 + y2
0

= 0,

1

v1

y0 tgα1

y0/ cosα1
−

1

v2

y0 tgα2

y0/ cosα2
= 0,

1

v1
sinα1 −

1

v2
sinα2 = 0,

а то jе Снелов закон (1.505).
Оваj доказ jе утолико важниjи од претходног са слике 1.68, jер знамо да физичке

поjаве (сада кажемо неживе твари) не крше принцип наjмањег деjства.

168Willebrord Snellius (1580-1626), холандски математичар.
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1.4.4 Принцип неодређености

Познато нам jе да се зависни процеси квантне механике представљаjу некомутати-
вним операторима. Нека су ρx и ρy редом ротациjе око x и y-осе за 90○ правоуглог
Декартовог система Oxyz на слици 1.69, а K квадар приказан на првоj слици лево.
Тада jе Kyx квадар на слици у средини, добиjен композициjом ρy ○ ρx ∶ K → Kyx, а на
истоj слици десно jе квадар ρx ○ ρy ∶ K → Kxy. Очигледно jе да Kyx ≠ Kxy, односно
ρy ○ ρx ≠ ρx ○ ρy. Дакле, композициjе ротациjа у 3-Д нису комутативне.

Slika 1.69: Ротациjе квадра око x и y осе.

Према претходном, то значи да некомутативни оператори представљаjу зависне
обзервабле, односно квантно спрегнуте догађаjе. Ово следи и из запажања на коjем се
у овоj књизи инсистира, да jе квантна спрегнутост последица ротациjе базних вектора,
или да jе сваки пренос информациjе праћен неким деjством, а затим и из следећих
корака. Ради тога прво погледаjмо како се Хаjзенбергове релациjе неодређености могу
подвести под принцип неодређености.

Просечна или средња вредност броjева x1, x2, . . . , xn, односно p1, p2, . . . , pn се често
означава цртом изнад, па пишемо:

x̄ =
x1 + x2 + ⋅ ⋅ ⋅ + xn

n
, p̄ =

p1 + p2 + ⋅ ⋅ ⋅ + pn
n

, (1.508)

за разлику од Диракове нотациjе коjом би исте средње вредности писали ⟨x⟩ и ⟨p⟩.
Износ грешке или неодређености у одређивању тих броjева jе:

∆x = x − x̄, ∆p = p − p̄. (1.509)

Средња вредност ових одступања jе нула:

∆x = x − x̄ = x̄ − x̄ = 0, ∆p = p − p̄ = p̄ − p̄ = 0, (1.510)

што jе очигледно. Средње квадратно одступање назива се дисперзиjа:

{
(∆x)2 = [(x1 − x̄)

2 + (x2 − x̄)
2 + ⋅ ⋅ ⋅ + (xn − x̄)

2]/n

(∆p)2 = [(p1 − p̄)
2 + (p2 − p̄)

2 + ⋅ ⋅ ⋅ + (pn − p̄)
2]/n,

(1.511)

што се пише σ2(x) = (∆x)2, σ2(p) = (∆p)2, па за грешке мерења узимамо

σ(x) =
√

(∆x)2, σ(p) =
√

(∆p)2. (1.512)

На таj начин Хаjзенбергове релациjе неодређености постаjу

σ(x) ⋅ σ(p) ≥
~
2
, (1.513)
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што jе у складу са (1.472). Подразумевана jе само апсциса. Оваj резултат jе добио и
Хаjзенберг (в. [65]), на мало другачиjи начин.

За средње квадратно одступање се узима:

(∆x)2 = (x − x̄)2 = x2 − 2xx̄ + x̄2
= x2 − x̄2, (∆p − p̄)2 = p2 − p̄2,

када jе координатни почетак у тачки x̄, а онда jе и p̄ = 0, имамо:

(∆x)2 = x2, (∆p)2 = p2. (1.514)

За средње вредности у квантноj механици добићемо:

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

x2 =
´∞
−∞

ψ∗(x)x2ψ(x)dx,

p2 =
´∞
−∞

ψ∗(x)p2ψ(x)dx = −~2
´∞
−∞

ψ∗(x)
d2ψ(x)
dx2

dx.
(1.515)

То су првобитне вредности коjе су добили Хаjзенберг и Веjл, а затим Паули и други.
Из доњег интеграла се добиjа:

ˆ ∞

−∞

ψ∗
d2ψ

dx2
dx =

ˆ ∞

−∞

ψ∗ d(
dψ

dx
) = ψ∗

dψ

dx
∣

∞

−∞

−

ˆ ∞

−∞

dψ

dx
dψ∗ =

= −

ˆ ∞

−∞

dψ

dx

dψ∗

dx
dx = −

ˆ ∞

−∞

∣
dψ

dx
∣

2

dx,

а отуда

p2 = ~2

ˆ ∞

−∞

∣
dψ

dx
∣

2

dx. (1.516)

Хаjзенберг даље наставља са очигледном неjеднакошћу:

∣
x

2(∆x)2
ψ(x) +

dψ(x)

dx
∣

2

≥ 0,

x2∣ψ∣2

4[(∆x)2]2
+

xψ

(∆x)2
⋅
dψ

dx
+ (

dψ

dx
)

2

≥ 0,

∣
dψ

dx
∣

2

≥ −
xψ

(∆x)2
⋅
dψ

dx
−

x2∣ψ∣2

4[(∆x)2]2
.

Али због:
d

dx
[
x∣ψ∣2

2(∆x)2
] =

xψ

(∆x)2
⋅
dψ

dx
+

∣ψ∣2

2(∆x)2
,

−
xψ

(∆x)2
⋅
dψ

dx
= −

d

dx
[
x∣ψ∣2

2(∆x)2
] +

∣ψ∣2

2(∆x)2
,

сменом добиjамо:

∣
dψ

dx
∣

2

≥
∣ψ∣2

2(∆x)2
−
d

dx
[
x∣ψ∣2

2(∆x)2
] −

x2

4

∣ψ∣2

[(∆x)2]2
.

Множењем са ~2 и интегрирањем, препознаjемо

p2 = (∆p)2 ≥
~2

4
⋅

1

(∆x)2
[2

ˆ ∞

−∞

∣ψ∣2 dx −

ˆ ∞

−∞

x2∣ψ∣2dx

[(∆x)2]2
] −

x∣ψ∣2

2(∆x)2
∣

∞

−∞

.
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Даље, из ˆ ∞

−∞

x2
∣ψ∣2 dx = x2 = (∆x)2,

добиjамо

p2 ≥
~2

4
⋅

1

(∆x)2
,

а отуда
√

(∆x)2 ⋅

√

(∆p)2 ≥
~
2
. (1.517)

То jе еквивалентно са (1.513). Исто се може написати и у облику

∆x ⋅∆p ≥
~
2
, (1.518)

коjи jе мало непрецизан претходни израз.
Хаjзенбергов принцип неодређености jе брзо нашао примену у хемиjи. Орбите

попуњене електронима не могу бити прецизно цртане. Њих добиjамо из вероватноћа
дистрибуциjе електрона. У наjбољем случаjу, орбита електрона се може нацртати са
90% шансе да jе електрон у датоj запремини у датом времену. Остало време он jе негде
другде. На слици 1.70 су типичне орбите.

Slika 1.70: Орбите електрона у атому.

Електрони су ти делови коjи атом чине атомом, а орбите атома су места где се
наjвероватниjе налазе електрони. Сама реч „орбита“ дошла jе са Боровим моделом
атома по коjем се електрони крећу око jезгра слично планетама око сунца. Прва сфера,
1s, jе наjближа jезгри атома са наjвише два електронa коjи имаjу наjнижи ниво енергиjе.
За хелиjум (He) са два електрона прва орбита jе довољна. Међутим, литиjум (Li) има
три електрона и трећи електрон мора ићи у следећу сферу, 2s орбиту, на виши ниво
енергиjе. Берилиjум (Be) има два електрона у првоj сфери (1s) и два електрона у
другоj сфери (2s).

Бор (B) коjи има пет електрона почиње да попуњава трећу орбиту. Његове три
орбите су узаjамно окомите (енг. perpendicular) и означаваjу се са 2p. Орбиту коjа
се пружа попут 3-D осмица, односно балона дуж апсцисе означавамо 2px. Аналогно
са 2py и 2pz означавамо орбите дуж ординате и апликате. Облик орбите одређен jе
наjвероватниjим положаjима налажења електрона. Атом са jош више електрона има
и сферне и окомите орбите. Тако неон (Ne) има орбите 1s2 2s2 2p6, jер има десет
електрона (2+2+6).

Даљна сферна орбита, 3s, преузима следећа два електрона jош виших енергиjа.
Тако натриjум (Na) може имати 11 електрона, по два у прве две сферне орбите (1s и
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2s), по два у окомитим орбитама (2px, 2py и 2pz) и jедан у сферноj орбити 3s. Атом
затим може имати пет d-орбита, свака са наjвише по два електрона. Облик сваке орбите
jе и даље такав да jе вероватноћа налажења електрона у њоj око 90%. Иза тих налази
се седам f-орбита, у коjима се такође може наћи до два електрона.

Обjашњење орбита атома jе jедна од наjважниjих потврда Хаjзенберговог принципа
неодређености. Озбиљних сумњи у таj принцип данас у физици скоро да и нема, али
има све тачниjих мерења коjима се таj принцип све успешниjе избегава. Недавним
радом Института за фотоне (в. [66]) jе посебним техникама сличним жироскопском
ефекту атома успешно усмераван спин електрона и jезгра за добиjање информациjе о
положаjу тела атома и избегаван принцип неодређености. Трик долази из запажања да
спин нема само jедан већ два угла усмеравања, jедан правца северно-источно-jужно-
западно, а други са елевациjом изнад хоризонта. Тим истраживача jе показао како
скоро сву неизвесност ставити у угао коjи се не мери инструментом. На таj начин,
они се jош увек држе Хаjзенберговог захтева за неизвесношћу, али прикриваjу ону
неизвесност коjа им не одговара. Резултат jе мерење угловне амплитуде са прецизношћу
без преседана, коjа ниjе ометена квантном неодређеношћу.

Учесник овог експеримента, проф. Мичел каже да jе принцип неодређености веома
фрустрираjући за научнике: „Ми бисмо да знамо све, али Хаjзенберг каже да то ниjе
могуће“. Међутим, пронашли смо пут да сазнамо све што нам jе битно. Као у песми
Ролингстонса: „Не можеш увек добити шта хоћеш / али ако покушаш понекад видећеш
/ добићеш оно што ти треба“.

Пример 1.4.4. Извести релациjе неодређености (1.517) полазећи од неjеднакости

ˆ ∞

−∞

∣λxψ +
dψ

dx
∣

2

≥ 0,

као очигледне, па jе даље третирати као квадратну неjедначину по λ.

Решење. Израчунавамо редом:
ˆ ∞

−∞

(λxψ∗ +
dψ∗

dx
)(λxψ +

dψ

dx
) ≥ 0,

ˆ ∞

−∞

λ2x2ψ∗ψ dx +

ˆ ∞

−∞

λx(ψ∗
dψ

dx
+ ψ

dψ∗

dx
) dx +

ˆ ∞

−∞

dψ∗

dx
⋅
dψ

dx
dx ≥ 0,

λ2x2 + λx(ψ∗ψ)∣
∞

−∞
− λ

ˆ ∞

−∞

ψ∗ψ dx +
p2

~2
≥ 0,

(∆x)2λ2
− λ +

(∆p)2

~2
≥ 0.

Да би неjеднакост била тачна, за дискриминанту квадратне jедначине важи:

1 − 4 ⋅ (∆x)2 ⋅
(∆p)2

~2
≤ 0,

(∆x)2 ⋅ (∆p)2 ≥
~2

4
,

а отуда тражено (1.517).
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У време заснивања квантне механике, првом половином 20. века, тражени су разни
докази принципа неодређености. Оваj у наведеном примеру заснован jе на средњим
вредностима квадрата неодређености:

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

x2 = (∆x)2 =
´∞
−∞

x2∣ψ∣2 dx

p2 = (∆p)2 = ~2
´∞
−∞

∣
dψ
dx ∣

2
dx

(1.519)

и на квадратноj jедначини. Следећи се заснива на Хелдеровоj неjеднакости
ˆ
X

∣f ∣2 dx ⋅

ˆ
X

∣g∣2 dx ≥ ∣

ˆ
X
f∗g dx∣

2

, (1.520)

коjа се у овом облику назива и Буњаковски169-Шварцоова неjеднакост.
Пођимо од два линеарна оператора Â и B̂, од израза:

(∆A)2 =

ˆ
X
ψ∗∣Â − Ā∣

2ψ dx, (∆B)2 =

ˆ
X
ψ∗∣B̂ − B̄∣

2ψ dx, (1.521)

па ставимо Â − Ā = â и B̂ − B̄ = b̂. Имамо:

(∆A)2 =

ˆ
X
ψ∗∣â∣2ψ dx =

ˆ
X
â∗ψ∗âψ dx =

ˆ
X

∣âψ∣2 dx, (∆B)2 =

ˆ
X

∣̂bψ∣2 dx,

(∆A)2 ⋅ (∆B)2 =

ˆ
X

∣âψ∣2 dx ⋅

ˆ
X

∣̂bψ∣2 dx,

(∆A)2 ⋅ (∆B)2 ≥ ∣

ˆ
X
ψ∗âb̂ψ dx∣

2

,

што следи из (1.520). Како jе

âb̂ =
âb̂ + b̂â

2
+
âb̂ − b̂â

2
,

то jе:

(∆A)2 ⋅ (∆B)2 ≥ ∣

ˆ
X
ψ∗ (

âb̂ + b̂â

2
+
âb̂ − b̂â

2
)ψ dx∣

2

,

(∆A)2 ⋅ (∆B)2 ≥ ∣

ˆ
X
ψ∗
âb̂ + b̂â

2
ψ dx +

ˆ
X
ψ∗
âb̂ − b̂â

2
ψ dx∣

2

,

(∆A)2 ⋅ (∆B)2 ≥ ∣

ˆ
X
ψ∗
âb̂ − b̂â

2
ψ dx∣

2

.

Оператори под интегралима су самоконjуговани, што значи да се средње вредности
могу сматрати парним броjевима, рецимо 2m и 2n где I ≥ m2 + n2 па I ≥ n2. Ова
неjеднакост постаjе jеднакост када су функциjе пропорционалне, када jе

b̂ψ = Câψ,

а тада смена даjе
(C∗

+C)â2 = 0,

169Viktor Bunyakovsky (1804-1889), руски математичар.
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па jе C∗ = −C, jер â2 ниjе jеднако нули. Према томе, C jе чисто имагинарна константа
и можемо ставити C = iβ где jе β реална константа.

Додатно, израчунавамо комутатор:

[â, b̂] = âb̂ − b̂â = ⋅ ⋅ ⋅ = ÂB̂ − B̂Â = [Â, B̂].

Па имамо:

(∆A)2 ⋅ (∆B)2 ≥ ∣

ˆ
X
ψ∗
ÂB̂ − B̂Â

2
ψ dx∣

2

= ∣
ÂB̂ − B̂Â

2
∣

2

. (1.522)

То jе веома важан резултат за разумевање принципа неодређености!
Производ неодређености линеарних оператора не може бити мањи од апсолутне

вредности половине њиховог комутатора

√

(∆A)2 ⋅

√

(∆B)2 ≥ ∣
[Â, B̂]

2
∣ . (1.523)

Из овог општег израза, коjег даље можемо називати принципом неодређености, следе
Хаjзенбергове релациjе неодређености, затим такође познато откриће да оне долазе из
некомутативности процеса, те да су оне такође и израз квантне спрегнутости. За ово
последње приметимо да превелика умешаност позадинских закона физике у процес
мерења омета краjњу тачност самог мерења. Дакле, да jе материjално другоразредно
у односу на апстрактно.

Први пример су оператори положаjа и импулса (1.496). Сада имамо:

√

(∆x̂)2 ⋅

√

(∆p̂)2 ≥ ∣
[x̂, p̂]

2
∣ = ∣

i~
2
∣ =

~
2
,

а то су познате Хаjзенбергове релациjе неодређености (1.517).
Други пример су оператори енергиjе и времена:

[Ê, t̂]ψ = (Êt̂ − t̂Ê)ψ = i~
∂

∂t
(tψ) − ti~

∂

∂t
ψ = i~ψ,

а отуда израз за комутатор
[Ê, t̂] = i~. (1.524)

Сада из (1.523) добиjамо
√

(∆Ê)2 ⋅

√

(∆t̂)2 ≥
~
2
, (1.525)

тj. познате релациjе неодређености енергиjе и времена.
Веома занимљиво обjашњење ове релациjе можете видети у популарном документ-

арцу „Све и ништа“ професора Ал-Кхалилиjа170. Он узима две датотеке са jеднаким
броjем података, прва коjа представаља слику билиjарског стола и другу са филмом
на коjем се те кугле котрљаjу. Прва jе оштра слика велике резолуциjе непокретних
кугли за коjе не видимо куда иду и са каквом енергиjом, а друга jе слика истих кугли
у покрету али мале резолуциjе, мутна када jе покушамо повећати.

Неодређеност (1.525) дозвољава вакууму да буде „динамична празнина“. У довољно
кратким интервалима времена ∆t у вакууму на случаjан начин могу настати виртуелне
честице енергиjе ∆E, под условом да jе ∆E∆t < ~/2, за коjе важе сви закони одржања.

170Jim Al-Khalili, рођ. 1962. у Ираку, британски физичар.
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Поjава тих честица jе експериментално потврђена лелуjањем стварних честица док
пролазе вакуумом.

У овом тренутку ниjе нам познато куда ће ићи даљи развоj физике неодређености,
али можемо нагађати да ће се пре или касниjе и то догађати. Jедна од спекулациjа jе да
би то могла бити открића делова фотона, односно таласа чиjи jе фотон интерференциjа.
На пример, због своjства тих честица електромагнетног зрачења да се распадаjу на
електрон и позитрон или обрнуто њихове поjаве у сударима, или због чињенице да jе
наjмање деjство, десно у неjеднакости (1.525), мање од деjства фотона. Та неjеднакост,
~/2 < h, указуjе нам на постоjање мање информациjе171 од оне коjу преноси фотон, а
саме релациjе неодређености – да jе и информациjа квантована.

Слично jе нагађање да светлост носи гравитоне, хипотетичке честице много слабиjег
гравитационог поља од електромагнетног те много мање енергиjе од фотона. Онда би
се могла десити и нова дефинициjа Планкове константе помоћу збира мањих вредности,
тако да релациjе неодређености рецимо за енергиjу и време мерено гравитонима буду
прецизниjе од овде изведених.

Мање спекулативан jе принцип информациjе, али и он има критичних места. Развоj
свемира ка мање информативним стањима, а са друге стране, могућност обрнутог смера
аналогног кретања догађаjа због особина квантних оператора, не обећаваjу симетриjу.
Како се колабиране суперпозициjе своде на све мање количине опциjа, узимаjући исходе
из свих паралелних реалности чини се да их не може бити довољно за враћање времена
уназад на начин да и тада важи принцип информациjе. То би такође спадало у раниjе
поменути парадокс информациjе, због њеног смањивања током времена.

Jасно jе да различити догађаjи, A и B, могу али и не мораjу имати исте могућности,
исте исходе. На пример, jуче сам се могао уписати на факултет, али данас jе већ касно.
Или, суденти Алиса и Бобан полагали су исти испит, али нису показали исто знање.
Такође jе jасно да се могућности истих догађаjа мењаjу временом, са околностима,
њиховим учињеним радњама.

Заjедничке могућности датих догађаjа су њихов пресек, A ∩ B, а исходи рецимо
немогући за A налазе се у скуповноj разлици B/A. Еволуциjама квантних стања, у
складу са релациjама неодређености, мењаjу се и ове шансе. Jесте чудно али ниjе
даље од тога тврђење да преласком из прошлости ка будућности свемир постаjе мање
информативан. Да васиона временом постепено губи сву своjу количину неизвесности
па и да дође до нултог стања у коjем више неће имати шта да се реализуjе и када
релативно време стоjи, а она можда да иде и даље – у свет растуће антиматериjе.

Међутим, промене квантних стања, квантне еволуциjе, репрезентациjе су унитарних
оператора (1.186). Релациjе неодређености сада не говоре само о некомутативности
редоследа промена, где ће „штета“ коjу прави прва промена бити непоправљива за
другу и обрнуто, него и о обртању тока промена. У редоследу A затим B неког догађаjа
jавља се вишак деjства у односу на редослед B затим A истог. У том смислу, релациjе
неодређености су директна потврда принципа информациjе!

171Подразумева се генералисана информациjа.
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1.4.5 Проста честица-талас

Настављамо решавања Шредингерове jедначине започета примером 1.3.74. Тамо
смо само скицирали неке од пар резултата коjа следе, а коjа сада решавамо детаљниjе,
на познате начине (в. [67]).

Временски независна jеднодимензионална Шредингерова jедначина jе

d2ψ(x)

dx2
+

2m

~2
[E −U(x)]ψ(x) = 0, (1.526)

где су E и U(x) редом укупна (не релативистичка) и потенциjална енергиjа честице
масе m. Ако jе E > U(x), онда jе кинетичка енергиjа позитивна (везано стање и
расипање), а ако jе E < U(x) тада jе кинетичка енергиjа негативна и класично дозвољена
(невезано стање и тунелирање).

Slika 1.71: Укупна и потенциjална енергиjа.

На слици 1.71 приказане су честице енергиjе E у потенциjалном пољу U(x). Лево,
у доменима I и III jе E < U(x), кинетичка енергиjа jе негативна (невезано стање), а у
домену II jе E > U(x) што значи да jе кинетичка енергиjа позитивна (везано стање).
Десно, у доменима I и III jе E > U(x) где jе кинетичка енергиjа позитивна, а у домену
II где E < U(x) кинетичка енергиjа jе негативна (невезано стање). Решења jедначине
за E = U(x) су тачке преокрета коjе одговараjу кретањима класичне физике.

За решавање Шредингерове jедначине, ради краткоће писања, згодно jе користити
Диракову делта функциjу, дефинисану следећим релациjама:

δ(t) = {
0 t ≠ 0
∞ t = 0

,

ˆ ε

−ε
δ(t)dt = 1 (∀ε > 0). (1.527)

Њен граф има бесконачни шиљак на месту t = 0 са jединичном површином у околини,
што се може представити као гранична вредност Гаусовог звона

δ(t) = lim
σ→0

1
√

2πσ
e−t

2/2σ2

, (1.528)

или Лоренциjана172

δ(t) = lim
ε→0

1

π

ε

t2 + ε2
. (1.529)

172Lorentzian Function: http://mathworld.wolfram.com/LorentzianFunction.html
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Лако jе видети да за Диракову делта функциjу важи jеднакост
ˆ
f(t)δ(t)dt = f(0), (1.530)

за произвољну функциjу f(t). Наиме, δ(t) ишчезава свугде осим када t = 0, па jе
могуће писати f(t)δ(t) = f(0)δ(t) због чега се f(0) може извући испред интеграла као
константа. Релациjа ˆ

f(t)δ(t − t0)dt = f(t0), (1.531)

jе поопштење претходне. У математичком смислу Диракова делта ниjе функциjа. Она
jе превише сингуларна, али се може сматрати дистрибуциjом или оператором.

За решавање Шредингерове jедначине користимо и Фуриjеову трансформациjу. То
jе генерализациjа комплексних Фуриjеових редова преласком са периоде L = π на лимес
L → ∞. Замењуjемо дискретне Fn са непрекидним F (q)dq док n/L → q. Тада збир
постаjе интеграл, са jедначинама:

ψ̃(ξ) =

ˆ ∞

−∞

ψ(x)e−2πixξ dx, ψ(x) =

ˆ ∞

−∞

ψ̃(ξ)e2πixξ dξ. (1.532)

То су директна и инверзна Фуриjеова трансформациjа функциjе f ∶ R→ C. Рецимо, ако
независна променљива x представља време, тада jе ξ фреквенциjа мерена у круговима
по секунди. Зато jе смена ω = 2πξ сасвим уобичаjена.

Прво тражимо решења за основно стање. У квантномеханичком систему то jе стање
наjниже енергиjе; оно се узима као стање нулте енергиjе система. Основно стање се
у оквиру квантне теориjе поља обично зове стање вакуума или само вакуум. Ако
постоjи више од jедног основног стања, она се називаjу дегенерисана. Многи системи
имаjу дегенерисана основна стања, а она се jављаjу када постоjи унитарни оператор
коjи делуjе нетривиjално на основно стање и комутира са Хамилтониjаном система. За
разлику од основног, побуђено стање jе свако стање са енергиjом већом од енергиjе
основног стања.

Решени задаци

Пример 1.4.5. Решити Шредингерову jедначину (1.526) за основно стање.

Решење. Нека су x1 и x2 корени jедначине E − U(x) = 0. Површина од потенциjала
U(x) до (в. слику 1.71) апсцисе на интервалу [x1, x2] износи

µ =

ˆ x2

x1

U(x)dx, (1.533)

па можемо ставити U(x) = µδ(x−x0), где jе δ Диракова функциjа. Нека jе x0 = (x1+x2)/2
и d = x2 − x1, одакле jе x1 = x0 − d/2 и x2 = x0 + d/2. Са овим сменама Шредингерова
jедначина постаjе

d2ψ

dx2
+

2m

~2
Eψ =

2m

~2
µδ(x − x0)ψ. (1.534)

Да бисмо израчунали ψ(x) у тачки x = x0, интегрирамо на интервалу (x0 − ε, x0 + ε) и
пређимо на лимес ε→ 0. Добиjамо

ψ′(x0 + ε) − ψ
′
(x0 − ε) =

2m

~2
µψ(x0). (1.535)
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Иако jе таласна функциjа ψ(x) непрекидна у тачки x = x0, последњи израз показуjе да
извод те функциjе ниjе непрекидан у тоj тачки.

Нека jе F [ψ(x)] = ψ̃(ω) Фуриjеова трансформациjа ψ(x). Тада (1.534) постаjе:

F [
d2ψ(x)

dx2
] +

2m

~2
EF [ψ(x)] =

2m

~2
µF [ψ(x)δ(x − x0)],

−ω2ψ̃(ω) +
2m

~2
E ψ̃(ω) =

2m

~2
µ

1
√

2π

ˆ ∞

−∞

e−iωxψ(x)δ(x − x0)dx,

−ω2ψ̃(ω) +
2m

~2
E ψ̃(ω) =

2m

~2
µ

1
√

2π
e−iωx0ψ(x0).

Отуда

ψ̃(ω) =
a2e−iωx0

ω2 + k2
0

, (1.536)

где jе:

k2
0 = −

2m

~2
E, a2

= −
2m

~2
µ

1
√

2π
ψ(x0).

Функциjу ψ(x) можемо добити као инверзну Фуриjеову трансформациjу од ψ̃(ω):

ψ(x) = F−1
[ψ̃(ω)] =

a2

√
2π

ˆ ∞

−∞

e−iωx0

ω2 + k2
0

eiωxdω =

=
a2

√
2π

{

ˆ ∞

−∞

cos[ω(x − x0)]

ω2 + k2
0

dω + i

ˆ ∞

−∞

sin[ω(x − x0)]

ω2 + k2
0

dω} ,

ψ(x) =
a2

∣k0∣

√
π

2
e−∣k0∣∣x−x0∣.

То jе тражено опште решење коjе пишемо кратко

ψ(x) = Ae−k∣x−x0∣, (1.537)

где jе:

A =
a2

k

√
π

2
, k = ∣k0∣.

Без апсолутних вредности решење (1.537) пишемо дуже:

ψ(x) = {
A exp[k(x − x0)] x < x0

A exp[k(x0 − x)] x > x0
(1.538)

Сменом у (1.535) налазимо
k =

m

~2
µ, E = −

m

2~2
µ2. (1.539)

Да би пронашли константу A, функциjу ψ(x) треба нормирати на jединицу
ˆ x0

−∞

A∗Ae2k(x−x0) dx +

ˆ ∞

x0

A∗Ae−2k(x−x0) dx = 1,

а отуда

∣A∣ =
√
k =

√
mµ

~
. (1.540)
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Коначно, сабирањем и одузимањем (1.538), за решења добиjамо:

ψ(x) → {
ψ1(x) =

1
2A [ek(x−x0) + e−k(x−x0)] ,

ψ2(x) =
1
2A [ek(x−x0) − e−k(x−x0)] .

(1.541)

То се може писати помоћу хиперболног косинуса и синуса.

Ово и следеће решење можемо сматрати случаjем E > U(x), позитвне кинетичке
енергиjе, везаног стања и расипања. Означимо добиjени резултат са f(x) = ψ(x), тако
да га у наставку пишемо

f(x) → {
f1(x) = A ch[k(x − x0)]

f2(x) = A sh[k(x − x0)],
(1.542)

дакле, посебном ознаком f(x) и хиперболним тригонометриjским функциjама, коjе
називамо косинус, синус и тангенс хиперболни:

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

chα = eα+e−α
2 = eiφ+e−iφ

2 =
(cosφ+i sinφ)+(cosφ−i sinφ)

2 = cosφ,

shα = eα−e−α
2 = eiφ−e−iφ

2 =
(cosφ+i sinφ)−(cosφ−i sinφ)

2 = i sinφ,
(1.543)

за α = iφ, а затим thα = shα/ chα = i tgφ.

Пример 1.4.6. Решити jедначину (1.526) за слободно побуђено стање.

Решење. Користимо (1.542) и таласну функциjу ψ(x) тражимо у облику

ψ(x) = f(x)eig(x).

Ово смењуjемо у jедначину (1.526) и користимо ознаке m1 = 2m/~2, k2 = −2mE/~2.
Добиjамо

f ′′(x) − f(x)[g′(x)]2
− k2f(x) −m2

1U(x)f(x) + i[2f ′(x)g′(x) + f(x)g′′(x)] = 0.

Раздваjамо реални од имагинарног дела:

{
f ′′(x) − f(x)[g′(x)]2 − k2f(x) −m2

1U(x)f(x) = 0
2f ′(x)g′(x) + f(x)g′′(x) = 0.

(1.544)

Да бисмо пронашли фунциjу g(x), користимо f(x) = A ch[k(x − x0)], деривирамо:

f ′(x) = kA sh[k(x − x0)], f ′′(x) = k2A ch[k(x − x0)] = k
2f(x),

па сменом назад, налазимо

k2f(x) − f(x)[g′(x)]2
− k2f(x) −m2

1U(x)f(x) = 0.

Како jе f(x) ≠ 0, делећи са f(x) добиjамо:

[g′(x)]2
= −m2

1U(x),

g′(x) = ±im1

√
U(x),

g(x) = ±im1

ˆ
√
U(x)dx +C,
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где jе C константа коjу треба одредити. Са друге стране, деривирањем квадрата извода
добиjамо:

2g′(x)g′′(x) = −m2
1U

′
(x),

g′′(x) = −
m2

1

2g′(x)
U ′

(x).

Заменом овог g′′(x) у прву (1.544) налазимо

2f ′(x)g′(x) − f(x)
m2

1

2g′(x)
U ′

(x) = 0,

а како jе f ′(x) = kA sh[k(x − x0)], добиjамо:

[g′(x)]2
=
m2

1

4k
ch[k(x − x0)]U

′
(x),

g′(x) = ±
m1

2
√
k

√
U ′(x) ch[k(x − x0)],

g(x) = ±
m1

2
√
k

ˆ
√
U ′(x) ch[k(x − x0)]dx +C.

Множећи другу (1.543) са f(x) добиjамо:

d

dx
[f2

(x)g′(x)] = 0,

f2
(x)g′(x) = b = const.

g′(x) =
b

f2(x)
,

g(x) =
b

kA2
th[k(x − x0)] +C,

где jе th[k(x−x0)] тангенс хиперболни, количник хиперболног синуса и косинуса истог
аргумента. Коначно, сменом f ′(x) = kA sh[k(x − x0)] у прву (1.544) и интегрирањем
добиjамо

g(x) = th[k(x − x0)] +C.

Упоређуjући ову са претходном, налазимо да jе b = kA2. Према томе, имамо три
функциjе за g(x). То су:

g(x) →

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

g1(x) = ±m1

´ √
U(x)dx +C

g2(x) = ±
m1

2
√
k

´ √
U ′(x) ch[k(x − x0)]dx +C

g3(x) = th[k(x − x0)] +C.

(1.545)

Отуда, са (1.542) и са две константе A и B, формирамо таласну функциjу

ψ(x) = f(x)[Aeig(x) +Be−ig(x)]. (1.546)

То jе тражено решење.
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У случаjу E < U(x), када jе кинетичка енергиjа негативна и у класичноj физици
ниjе прихватљива, када имамо невезано стање, тада jе довољно у претходном решењу
заменити −k2 са k2 и такође −m2

1 са m2
1 (или ik са k и im1 са m1).

За дефинисање граничних услова обратимо опет пажњу на слику 1.71. У сваком од
домена посматраjмо функциjе ψ1(x), ψ2(x) и ψ3(x). Саме таласне функциjе и њихови
изводи би требале бити непрекидне. Из наведених претпоставки следе следећи услови:

ψ1(x1) = ψ2(x1) ψ′1(x1) = ψ
′
2(x1)

ψ2(x2) = ψ3(x2) ψ′2(x2) = ψ
′
3(x2)

(1.547)

Услов нормираности ових функциjа захтева да оне ишчезаваjу у бесконачности, дакле
да ψ(x) → 0 када x → ±∞. Са овим граничним условима могуће jе наћи константе A
и B и енергиjу E побуђеног везаног стања. У основном стању нам не требаjу решења
Шредингерове jедначине, довољно jе познавати класичне тачке промене знака, x1 и x2,
а ево и зашто.

Кинетичка енергиjа честице jе

T =
p2

2m
= E −U(x).

Отуда, интегрирањем

I =

ˆ x2

x1

p2

2m
dx =

ˆ x2

x1

[E −U(x)]dx = (x2 − x1)E − µ.

За позитивну кинетичку енергиjу (везано стање) jе I > 0, за негативну I < 0. Као
што се може видети са поменуте слике, за везана стања у интервалу [x1, x2], кинетичка
енергиjа jесте позитивна, изван тог интервала jе негативна. Тачка минимума потенциjала
одговара основном стању. Према томе, за минимум потенциjала важи

(x2 − x1)E0 − µ = 0,

па налазимо µ = E0(x2 − x1).
Исто то следи са дате слике лево, из:

E(x2 − x1) − µ =

ˆ
T dx,

за област II, jер jе у основном стању кинетичка енергиjа нула (T = 0), па налазимо
E0(x2 − x1) = µ. Заменимо ли ово µ у (1.539) добићемо:

E = −
m

2~2
E2

(x2 − x1)
2, E0 = −

2~2

m(x2 − x1)
2
= −

2~2

md2
. (1.548)

Енергиjа основног стања jе E0, где негативан предзнак означава да jе стање везано и
он може у рачуну бити избегнут са позитивним.

Пример 1.4.7. Наћи основно решење хармониjског осцилатора.

Решење. За хармониjски осцилатор имамо, редом:

U(x) =
1

2
mω2x2,
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E = U(x) =
1

2
mω2x2,

x1 = −

√
2E

mω2
, x2 =

√
2E

mω2
,

x2 − x1 = 2

√
2E

mω2
, (x2 − x1)

2
= d2

= 4
2E

mω2
,

E0 =
2~2

m

1

(x2 − x1)
2
=

2~2

m

mω2

2 ⋅ 4E0
=
~2ω2

4E0
,

E2
0 =

1

4
~2ω2, E0 =

1

2
~ω,

а то (E0) jе енергиjа основног стања хармониjског осцилатора коjу смо такође добили
и у примеру 1.3.75.

Комплексна информациjа

Аналогно преласку са реалне на комплексну раван, прећи ћемо са класичне на
комплексну информациjу. Хартлиjева информациjа L = lnN , где jе N броj jеднако
вероватних опциjа, постаjе комплексна информациjа. Комплексан еквивалент броjу
опциjа сада jе логаритам просте таласне функциjе, односно просто физичко деjство.
То jе непосредна последица форме решења (1.541) и (1.546). Шенонова информациjа
постаjе суперпозициjа, а она даље генералисана информациjа

L = ∆p1∆q1 +∆p2∆q2 +∆p3∆q3 + . . . , (1.549)

посебно животност или „слобода“.
Међутим, понављање облика reiφ у решењима таласне jедначине Шредингера има

и дубље значење. Подсећам, нашу обjективну реалност овде грубо делимо на материjу
и остало. Прво jе увек у коначним скуповима, а друго може бити и у бесконачним. Оба
су представе истина. Материjа jе онаj део за коjи важи физичка случаjност и физичка
информациjа, нематериjа jе део за коjи важи псеудо-случаjност и псеудо-информациjа.
Теореме вероватноће jеднако важе за обе. То значи да можемо говорити о принципу
псеудо-вероватноће, па доследно и о принципу псеудо-информациjе.

У оба случаjа, у свету материjалних реализациjа као и апстрактних истина, природа
не воли да се открива. Она би да прикрива своjе могућности, када год jе у прилици. У
случаjу математике, слободниjе речено, природа jе лења и радо се понавља. То jе оно
по чему разликуjемо начела обjективне и субjективне информациjе.

Са тог становишта, разумевању понављања облика reiφ може се прићи из „чисте“
геометриjе (в. [55]). Знамо да се све геометриjске изометриjе, пресликавања коjа не
мењаjу удаљеност парова тачака (рефлексиjе, транслациjе, ротациjе), могу представити
само помоћу ротациjа. Централна симетриjа у односу на дату тачку равни jе ротациjа
око те тачке за 180○. Осна симетриjа jе ротациjа за 180○ око дате осе. Огледалска
рефлексиjа jе такође ротациjа (у додатноj димензиjи простора) око равни огледала.
Сваку транслациjу можемо конструисати помоћу две централне симетриjе. Аналогно
у алгебри, множења комплексним броjевима eiφ су ротациjе. Поред тога, множења
реалним броjем r су хомотетиjе, тj. контракциjе и дилатациjе. Природа истина jе
бесконачна, али би она и да се понавља, прво у апстрактноj области векторских и
метричких простора, а затим и у њиховим репрезентациjама у квантноj механици.
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1.4.6 Потенциjалне препреке

Настављамо решавање задатака започето у секциjи „1.3.8. Таласи материjе“ где смо
извелиШредингерову jедначину и само наговестили нека решења, а затим из претходне
секциjе где смо видели два детаљна решења временски независне jеднодимензионалне
Шредингерове jедначине. Пример 1.3.74 честице у кутиjи, ограничене бесконачним
потенциjалима из коjих она никако не може изаћи jе посебан случаj следећег примера
када jе пред честицом само jедан степеник и он ниjе превисок. То jе наjjедноставниjи
облик потенциjалних препрека.

Пример 1.4.8 (Потенциjални степеник). Наћи решења Шредингерове jедначине (1.526),
ако jе потенциjална енергиjа U = 0 када x < 0, а U = U0 када x ≥ 0, где jе U0 нека
позитивна константа.

Slika 1.72: Потенциjални степеник.

Решење. Области I за x < 0 и II за x ≥ 0 приказане су на слици 1.72. Шредингерова
jедначина

dψ

dx
+

2m

~2
(E −U)ψ = 0

у првоj има решење ψ = ψ1(x), у другоj ψ = ψ2(x). Њих тражимо. Таласне броjеве прве
и друге области означимо редом са k1 и k2, па имамо:

2mE

~2
= k2

1,
2m

~2
(E −U0) = k

2
2,

где jе m маса честице.
Ако jе E ≥ U0, можемо писати:

ψ1(x) = Ae
ik1x +Be−ik1x, ψ2(x) = Ce

ik2x, (1.550)

где су A,B,C непознате константе. Гранични услови даjу:

ψ1(0) = ψ2(0), ψ′1(0) = ψ
′
2(0),

A +B = C, ik1A − ik1B = ik2C,

A = A0, B =
k1 − k2

k1 + k2
A0, C =

2k1

k1 + k2
A0.

На потенциjалноj препреци честица може бити рефлектована (одбиjена) назад у област
I, или транспортована (пренешена) у област II. Коефициjенти рефлексиjе и трансмисиjе
су количници:

R =
∣B∣2

∣A∣2
, T =

k2∣C ∣2

k1∣A∣2
,
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R = (
k1 − k2

k1 + k2
)

2

, T =
4k1k2

(k1 + k2)
2
, R + T = 1,

На слици 1.73 приказани су коефициjенти рефлексиjе (R) и трансмисиjе (T ) за атом
водоника на препреци U0 = 2 meV.

Slika 1.73: Коефициjенти рефлексиjе и трансмисиjе.

Ако jе 0 ≤ E < U0, решења тражимо у облику:

ψ1 = Ae
ik1x +Be−ik1x, ψ2 = Ce

ik2x +De−ik2x. (1.551)

Због x→∞, да би ψ2 било коначно, мора бити C = 0, а зато jе и коефициjент продирања
у овом случаjу нула, T = 0. То показуjе да честица мора бити одбиjена. И заиста,
непосредно добиjамо:

ψ1∣0 = ψ2∣0,
dψ1

dx
∣
0

=
dψ2

dx
∣
0

,

A +B =D, ik1(A −B) = −k2D,

A = A0, B =
ik1 + k2

ik1 − k2
A0, D =

2ik1

ik1 − k2
A0,

R =
∣B∣2

∣A∣2
= 1, T = 0.

Честица се одбиjа у потпуности и квантна физика у овом случаjу доводи до истог
резултата као и класична.

Међутим, за разлику од класичне физике, таласна функциjа за x > 0 ниjе jеднака
нули, него она постоjи као експоненциjално опадаjућа са порастом апсцисе. Густина
вероватноће налажења честице у другоj области jе

ρ2 = ∣ψ2∣
2
= ∣D∣

2e−2k2x.

У класичноj физици ова вероватноћа била би нула.
Ако jе E < 0, онда нема решења.
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Пример 1.4.9 (Потенциjални праг). Наћи решења за потенциjал на слици 1.74, са
позитивним константама a и U0. Када x ∉ [0, a] тада jе потенциjал U(x) = 0, а када
jе x ∈ [0, a] тада U(x) = U0. Кинетичка енергиjа E > U0

Slika 1.74: Потенциjални праг E > U0.

Решење. Имамо три области, са решењима Шредингерове jедначине:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

I ∶ ψ1(x) = A1e
ik1x +B1e

−ik1x, x < 0,

II ∶ ψ2(x) = A2e
ik2x +B2e

−ik2x, x ∈ [0, a]

III ∶ ψ3(x) = A3e
ik1x, x > a

(1.552)

са непознатим константама. Први сабирак у ψ1 (ψ2) представља талас коjи иде ка
степенику x = 0 (x = a), а други jе талас коjи се одбиjа од тог степеника. У функциjи
ψ3 нема другог сабирка, jер она представља талас коjи више нема препрека у области
x > 0, нема више никаквих дисконтинуитета односно скокова.

Одмах можемо писати:

k2 =

√
2m(E −U0)

~
, T =

∣A3∣
2

∣A1∣
2
, (1.553)

где су k2 таласни броj друге области и T коефициjент продирања. Израчунавамо:

ψ1 = A1 cosk1x +B1 cosk1x + i(A1 sink1x −B1 sink1x),

ψ1 = (A1 +B1) cosk1x + i(A1 −B1) sink1x,

ψ1 = A cosk1x + iB sink1x.

Слично добиjамо:
ψ2 = C cosk2x + iD sink2x,

ψ3 = Fe
ik1x,

где jе:
⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

A1 =
A+B

2 , B1 =
A−B

2 ,

A2 =
C+D

2 , B2 =
C−D

2 ,
A3 = F.

(1.554)

Тада jе коефициjент продирања

T =
∣F ∣2

∣A∣2
=

4∣F ∣2

∣A +B∣2
. (1.555)
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На граници x = 0 имамо:

ψ1(0) = ψ2(0),
dψ1

dx
∣
0

=
dψ2

dx
∣
0

,

C = A, Bk1 =Dk2.

На граници x = a биће:

{
C cosk2a + iD sink2a = Fe

ik1a = f

−k2C sink2a + ik2D cosk2a = ik1Fe
ik1a = ik1f,

или:

{
C cosk2a + iD sink2a = f

−C sink2a + iD cosk2a = i
k1
k2
f.

Отуда добиjамо:

{
C = (cosk2a − i

k1
k2

sink2a)f

D = −i(sink2a + i
k1
k2

cosk2a)f.
(1.556)

Затим:
A +B = C +

k1

k2
D = [2 cosk2a − i(

k1

k2
+
k2

k1
) sink2a] f.

Како jе ∣(a + ib)(c + id)∣2 = (a2 + b2)(c2 + d2), то jе

∣A +B∣
2
=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4 cos2 k2a + (
k2

1 + k
2
2

k1k2
)

2

sin2 k2a

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

∣f ∣2,

∣A +B∣
2
= 4∣F ∣

2
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 + (
k2

1 − k
2
2

2k1k2
)

2

sin2 k2a

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Дакле, коначан израз за коефициjент продирања jе

T =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 + (
k2

1 − k
2
2

2k1k2
)

2

sin2 k2a

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

−1

, (1.557)

или
T = 4k2

1k
2
2 [4k2

1k
2
2 + (k2

1 − k
2
2) sin2 k2a]

−1
.

У складу са (1.552), сменом p = k~ налазимо оваj коефициjент у функциjи импулса, а
даље стављаjући p =

√
2m(E −U0) добиjамо T у функциjи енергиjе.

Према класичноj физици честица би просто прешла преко овог прага, jер има већу
кинетичку енергиjу од бариjере (E > U0). Као што смо видели, квантна механика ту
показуjе другачиjи резултат. Ма како мала била бариjера, честица jе неће прећи са
стопостотном сигурношћу, осим у када jе T = 1, или sin2 k2a = 0. Према томе

T = 1 ⇐⇒ a = n ⋅
λ

2
, n = 0,1,2, . . . (1.558)

Дакле, честица са енергиjом E > U0 продире без сметњи када jе дужина те правоугаоне
препреке jеднака целоброjном умношку половине таласне дужине таласа асоцираног
честици. Коефициjент одбиjања jе R = 1 − T .
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Минималне вредности продирања

minT =
4k2

1k
2
2

(k2
1 + k

2
2)

2
, k2a = (2n + 1)

π

2
, (1.559)

добиjаjу се из (1.556) за sin2 k2a = 1, односно sink2a = ±1.
Следећи пример jе сличан претходном. То jе сада потенциjални праг са кинетичком

енергиjом честице мањом од потенциjалне енергиjе прага (E < U0). У класиноj физици
продирање честице кроз такву препреку било би немогуће, али у микросвету оно се
догађа са извесном вероватноћом и назива се тунелски ефекат. Та пенетрациjа се
догађа не само на правоугаоним препрекама. На пример, догађа се приликом радио-
активног распада или код хладне емисиjе електрона из метала.

Пример 1.4.10 (Високи праг). Наћи коефициjент продирања за потенциjал на слици
1.75, за E < U0. Када jе x ∉ [0, a] тада U(x) = 0, а када x ∈ [0, a] тада jе U(x) = U0.

Slika 1.75: Потенциjални праг E < U0.

Решење. Кинетичка енергиjа сада jе мања од потенциjала препреке, E < U0, а jедина
промена у односу на претходни пример jе нови таласни броj K2 у области II. Уместо
претходног k2, сада имамо K2 и релациjе:

K2 =
1

~
√

2m(U0 −E), k2 = iK2. (1.560)

Отуда jе коефициjент продирања

T =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 + (
k2

1 +K
2
2

2k1K2
)

2

sh2K2a

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

−1

, (1.561)

изражен помоћу синуса хиперболног (1.543).

Како jе sh2K2a ≥ 0, то jе 0 < T ≤ 1, при чему jе T = 1 ако и само ако K2a = 0.
Коефициjент продирања брзо опада са ширином препреке a, а такође и са висином
бариjере U0, што се види из приближног израза

T ≈ 16(
k1

K2
+
K2

k1
)

−2

e−2K2a, K2a >> 1, (1.562)

и израза (1.560). На слици 1.76 види се начин продирања честице мање кинетичке
енергиjе (E) кроз већи потенциjал U0. Пролазећи кроз праг, претходна синусоида лево
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коjа представља амплитуде енергиjе честице опада у облику експоненциjалне функциjе,
да би на излазу десно, таласна функциjа честице опет наставила у облику синусоиде,
али сада са мањим амплитудама.

Приметимо да према Борновом закону, мање амплитуде таласне функциjе значе
мање вероватноће налажења честице на датом месту, али да то повлачи и опадање
кинетичке енергиjе честице. Другим речима, на десноj страни уређаjа приказаног
сликом 1.76 налазићемо исту честицу, али ређе него на левоj. Мања енергиjатунелинга,
према Луj де Броjу, значила би веће таласне дужине, односно размазаност густине
вероватноће на већем путу, а то би значило повећање неодређености положаjа. Али,
таласне дужине пре и после препреке исте су.

Slika 1.76: Продирање кроз праг E < U0.

Следи пример правоугле потенциjалне jаме, када потенциjали за x ∈ [0, a] ишчезаваjу
U(x) = 0, а изван, за x ∉ [0, a], су позитивне константне вредности U(x) = U0, jеднаке на
обе стране „рупе“. У првом случаjу, енергиjа наилазеће честице већа jе од потенциjала,
E > U0. У класичноj физици таква честица би стопроцентно пролазила кроз бариjере,
односно бариjере jе не би могле задржати у jами. У квантноj теориjи такво нешто не
може бити, jер постоjи шанса да се честица одбиjе.

Slika 1.77: Потенциjална jама E > U0.

Пример 1.4.11 (Потенциjална jама). Наћи коефициjент продирања за слику 1.77, где
E > U0. Када jе x ∈ [0, a] тада U(x) = 0, а када x ∉ [0, a] тада jе U(x) = U0.

Решење. Таласни броjеви у првоj и трећоj области (I и III – на слици) су jеднаки k1, а
таласни броj средње области (II) означимо k2, па имамо:

k1 =
1

~
√

2m(E −U0), k2 =
1

~
√

2mE, (1.563)
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Одговараjуће таласне функциjе су:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

ψ1(x) = A1e
ik1x +B1e

−ik1x,

ψ2(x) = A2e
ik2x +B2e

−ik2x,

ψ3(x) = A3e
ik1x,

(1.564)

слично случаjу (1.552). Да jе то честица коjа долази здесна у лево, слика би била иста
али би функциjа ψ1 имала само jедан сабирак а ψ3 два. Симетрично (1.557), добиjамо
коефициjент продирања

T =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 + (
k2

1 − k
2
2

2k1k2
)

2

sin2 k2a

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

−1

. (1.565)

Заменама таласних броjева енергиjом, добиjамо

T = [1 +
U2

0

4E(E −U0)
sin2

(
1

~
√

2mE ⋅ a)]

−1

, (1.566)

што jе само напоменуто у примеру 1.4.9.

Пример 1.4.12 (Дубока jама). Наћи таласну функциjу за слику 1.78, када jе E < U0.
Опет, када jе x ∈ [0, a] тада U(x) = 0, а када x ∉ [0, a] тада jе U(x) = U0.

Slika 1.78: Дубока jама E < U0.

Решење. Таласни броjеви за прву и трећу област опет су исти:

k1 = k3 =
i

~
√

2m(U0 −E), k2 =
1

~
√

2mE, (1.567)

где jе броj U0 −E позитиван, као уосталом и маса m и кинетичка енергиjа E честице.
При томе jе „таласни броj“

κ =
1

~
√

2m(U0 − e) (1.568)

реалан, а броjеви k1 = k3 = iκ су имагинарни. Одговараjуће Шредингерове jедначине
за дате области су:

d2ψ1,3

dx
− κ2ψ1,3 = 0,

d2ψ2

dx2
+ k2

2 = 0. (1.569)

Са овим броjевима, κ и k2, иду решења у облику:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

ψ1(x) = A1e
−κx +B1e

κx,

ψ2(x) = A2e
ik2x +B2e

−ik2x,
ψ3(x) = A3e

−κx +B3e
κx.

(1.570)
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У области I и III таласна функциjа, ψ1 и ψ3, нема синусни него експоненциjални облик,
али jе у области II синусни.

Да би се избегло ψ3 → ∞ када x → ∞, мора бити B3 = 0. У случаjу x → −∞ слично
излази A1 = 0. Према томе, претходне jедначине (1.570) гласе:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

ψ1(x) = B1e
κx,

ψ2(x) = A2e
ik2x +B2e

−ik2x,
ψ3(x) = A3e

−κx.
(1.571)

Из непрекидности таласних функциjа и њихових првих извода и у тачкама x = 0 и
x = a, следе везе:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A2 +B2 = B1,
ik2(A2 −B2) = κB1,

A2e
ik2a +B2e

−ik2a = A3e
−κa,

ik2(A2e
ik2a −B2e

−ik2a) = −κA3e
−κa.

(1.572)

Да бисмо имали сагласност овог линеарног система jедначина, по непознатима редом
B1,A2,B2,A3, мора детерминанта система бити нула. Отуда jеднакост

e−κa[(κ + ik2)
2eik2a − (κ − ik2)

2e−ik2a] = 0, (1.573)

а затим и jедначина

2 ctg k2a − (
k2

κ
−
κ

k2
) = 0. (1.574)

Исти резултат добиjамо решаваjући (1.571) без детерминанте, прво налазећи:

A2 =
1

2
(1 −

iκ

k2
)B1, B2 =

1

2
(1 +

iκ

k2
)B1.

Замена A3e
−κa из четврте jедначине у трећу, даjе

A2 (1 +
ik2

κ
) eik2a +B2 (1 −

ik2

κ
) e−ik2a = 0,

а затим A2 и B2 овде и сређивањем, налазимо (1.574).
Jедноставним разлагањем функциjа на симетричне и антисиметричне у односу на

κ, из (1.574) налазимо два решења:

ctg k2a =
k2

κ
, ctg k2a = −

k

k2
. (1.575)

Прво решење одговара симетричним, друго антисиметричним функциjама, а њихов
збир jе (1.574). Слично, разлагањем или из квадратне jедначине по tg 1

2k2a, могу се
добити jеднакости:

tg
1

2
k2a = −

k2

κ
, tg

1

2
k2a =

κ

k2
. (1.576)

Трећи начин да се дође до истих резултата jе дефинисањем

ψ2 = A cosk2x +B sink2x,

па стављаjући ψ1 = B1e
κa и ψ3 = A3e

−κa имамо:

A = B1, B =
κ

k2
B1,
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а из граничних услова (x = a):

A2 cosk2a +B2 sink2a = A2e
−κa,

−k2A2 sink2a + k2B2 cosk2a = −κA3e
−κa.

Замена даjе

A2(cosk2a −
k2

κ
sink2a) +B2(sink2a +

k2

κ
cosk2a) = 0,

а отуда опет (1.574).
Трансцендентне jедначине, каква jе и (1.574), наjчешће се решаваjу графички. Ипак

се и грубо из (1.571) види да су таласне функциjе области II облика синусоида, а изван
су експоненциjалне функциjе коjе опадаjу са удаљеношћу од jаме. Наиме, густина
вероватноће налажења износи

ρ→ {
ρ1 = ∣ψ1∣

2 = ∣B1∣
2 ⋅ e2κx x < 0,

ρ3 = ∣ψ3∣
2 = ∣A3∣

2 ⋅ e−2κx x > a.
(1.577)

Какве год биле константе B1 и A3, а знамо да нису нуле, видимо да jе густина ρ, па тиме
и вероватноћа налажења честице изван jаме, већа од нуле. Оне опадаjу експоненциjално
са фактором десно.

Овом квантном везаном стању и периодичном кретању одговараjу дискретни нивои
енергиjе, односно квантована стања енергиjе. За такве, постоjи дискретан спектар
енергиjе, а не континуалан, као што би био случаj за слободну честицу. Наиме, свакоj
вредности енергиjе E > 0 слободне честице одговара нека таласна функциjа, односно
неко квантно стање, што не важи за неслободну честицу. За неслободну честицу броj
нивоа енергиjе jе коначан!

У класичноj физици, честица коjа упадне у потенциjалну jаму веће енергиjе, као
што jе био случаj у oвом примеру, остаће ограничена, везана у тоj jами из коjе више
не може изаћи. У квантноj механици, што видимо из (1.577), постоjе шансе налажења
честице и у стањима у коjима у класичном случаjу она не би могла бити. То важи и за
следећу потенциjалну jаму, на слици 1.79, коjу називамо бунар.

Slika 1.79: Потенциjални бунар.

Пример 1.4.13 (Потенциjални бунар). Потенциjална енергиjа jаме jе:

U(x) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

0 x < 0,
−U0 x ∈ [0, a],

0 x > a.
(1.578)
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Обе енергиjе, честице E и константа U0, су позитивни броjеви. Наћи коефициjент
продирања T .

Решење. Таласни броjеви су:

k1 =

√
2mE

~
= k3, k2 =

1

~
√

2m(E +U0). (1.579)

Одговараjуће таласне функциjе су синусне, па jе коефициjент продирања аналогно
раниjем, сада у облику

T = [1 +
U2

0

4E(E +U0)
sin2

(
1

~
√

2m(E +U0) ⋅ a)]

−1

. (1.580)

Оваj коефициjент jе увек већи од нуле, а има максималну вредност jедан ако синус
има вредност нула. То jе када jе аргумент синуса nπ за целоброjно n, из чега такође
препознаjемо дискретан спектар енергиjа унутар jаме.

Када би енергиjа честице из овог примера била негативна, E < 0, њена кинетичка
енергиjа Ek била би мања од U0. Наиме, из E = Ek +U(x) = Ek −U0 следи Ek < U0. Због
E < 0, када ставимо E = −W са позитивним W , таласни броj (1.579) у првоj области
биће

k1 =
i

~
√

2mW = iκ. (1.581)

У области II таласни броj jе тада

k2 =
1

~
√

2mEk =
1

~
√

2m(U0 −W ). (1.582)

Даљим израчунавањима добиjамо резултате сличне претходним.

Slika 1.80: Енергиjе jаме.

На слици 1.80 су приказане таласне функциjе за неколико енергиjа различитих
потенциjалних jама. Полазећи од дна, честице наjниже енергиjе E1 коjа има само
jедну таласну дужину и наjвећу неодређеност положаjа, па на горе, расте броj трептаjа
а скраћуjу се таласне дужине заjедно са неодређеношћу положаjа.
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Две неизвесности

Приметимо да квантна механика ради са две врсте неизвесности, оном коjа расте
са таласном дужином честице и оном коjа опада са амплитудом. На пример, након
проласка честице преко потенциjалног прага (слика 1.74) њен таласни броj k = 2π/λ се
вратио на полазну вредност (1.552), што значи да jе таласна дужина λ опет иста, али jе
промењена форма таласа и амплитуда (1.554). Већа таласна дужина говорила би нам о
већоj размазаности честице на путањи, кажемо о већоj неодређености њеног положаjа,
а већа амплитуда указуjе нам на већу вероватноћу налажења честице мерењем. Прва
нам jе важна за релациjе неодређености, друга за Борнов закон.

Комптонов ефекат (слика 1.28) коjи доводи до формуле (1.76) о вези промене
таласне дужине фотона за ∆λ = λ2 − λ1 и промене његовог правца кретања за угао θ
приликом његовог судара са електроном, допуњавамо иначе познатом формулом λν = c,
где jе ν фреквенциjа светлости а c њена (константна) брзина. Фреквенциjа дефинише
боjу светлости, а амплитуда интензитет светлости. Комптонов ефекат спада у
jедан од начина расипања светлости, а оно jе опет само jедна врста промена смера
кретања честица уопште.

Грубо речено, већем углу расипања одговара већа промена таласне дужине, већа
неодређеност положаjа, али и мања вероватноћа налажења на датом месту, мања
амплитуда. Расипања честица су основа многих физикалних мерења, а како се она
поjављуjу на превише начина никада о свима не можемо бити довољно детаљни.

Доплеров ефекат jе посебна врста промена таласне дужине и фреквенциjе. Оне
настаjу релативним кретањем извора таласа и њима емитованих честица. Средња
вредност таласних дужина173, у одласку и доласку извора, мења се jеднако као и
дилатациjа времена. Доследно (хипотетичком) тумачењу „одласка“ таквих честица
делом у паралелну реалност, сада то меримо и као њихово „нестаjање“ повећавањем
таласних дужина, односно неодређености њиховог положаjа. Аналогна поjава постоjи
у гравитационом пољу.

За разлику од наведених примера, након тунелинга честица не „нестаjе“, осим што
опада њена „способност“ интеракциjе са мерним уређаjима.

173в. [1], формуле (1.153) и (1.154)
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1.4.7 Продирање кроз препреке

Као што знамо из класичне физике, електрична импеданциjа jе мера укупног отпора
струjног кола, или његовог дела. Импеданциjа укључуjе директни и реактивни отпор
електричне струjе. Директни отпор настаjе сударима честица електричног набоjа у
структури водича, а реактивни настаjе додатно из кретања електричних набоjа због
промена магнетног и електричног поља у носиоцу кола променљивих струjа. Импедан-
циjа се своди на директни отпор код стабилних jедносмерних струjа.

Мера електричне импеданциjе (Z) jе

Z =
W

I
, (1.583)

где jе W (волта) максимална вредност разлике потенциjала дуж кола, а I (ампера)
максимална вредност струjе коjа тече колом. Jединица импеданциjе, ом (Ω), иста jе
као и за отпор.

Акустична импеданциjа (Z) средине коjа преноси звук износи

Z =
p

V
, (1.584)

где jе p притисак звучног таласа, V ток запремине. Слично електричноj импеданци,
звучна jе такође мера отпора простирању таласа, коjа зависи од дате средине.

Посебно, специфична акустична импеданциjа (z), коjа jе однос притиска звука и
брзине честица, такође jе унутрашња особина средине као и природе таласа. Акустична
импеданциjа, однос притиска и брзине тока, jеднака jе специфичноj акустичноj импеданциjи
по jединици површине. Специфична акустична импеданциjа jе корисна у разматрањима
таласа у ограниченим медиjима, какви су тубе и рогови. У наjпростиjем случаjу равног
таласа, специфична акустична импеданциjа (z) jе производ густине (ρ) медиjума и
брзине (v) звука

z = ρv. (1.585)

Jединица акустичне импеданциjе jе паскал секунда по метру, често називана реjли,
према барону Реjлиjу174. Jединица акустичне импеданциjе jе паскал секунда по кубном
метру, коjа се назива акустични ом.

Slika 1.81: Продирање таласа.

Шире гледано, импенанциjа jе нека врста таласне отпорности. На слици 1.81 лево
jе препрека за продирање таласа звука, десно jе потенциjални степеник (слика 1.72) коjи
спутава продирање Луj де Броjевих таласа. Одговараjући коефициjенти продирања су
редом:

T =
4z1z2

(z1 + z2)
2
, T =

4p1p2

(p1 + p2)
2
, (1.586)

174Baron Rayleigh (1842-1919), енглески физичар.
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а коефициjенти одбиjања:

R = (
z1 − z2

z1 + z2
)

2

, R = (
p1 − p2

p1 + p2
)

2

. (1.587)

Аналогиjа jе очигледна. Она постоjи и у случаjу правоугле потенциjалне бариjере
ширине a. Тада су коефициjенти продирања, истим редом:

T = [1 + (
z2

1 − z
2
2

2z1z2
) sin2 k2a]

−1

, T = [1 + (
k2

1 − k
2
2

2k1k2
) sin2 k2a]

−1

. (1.588)

Оваj коефициjент, као и коефициjент рефлексиjе у класичноj физици, представља
количник енергиjа таласа, продрле и наилазеће. Аналогиjа стоjи и у случаjу тунелског
ефекта, када су одговараjуће величине имагинарне.

Вратимо се опет на честицу у кутиjи, пример 1.3.74. Енергиjа честице jе E, дуж
апсцисе jе распоређен потенциjал U = U(x) тако да jе U = 0 за x ∈ [0, a] за константу
a ∈ R+, при чему jе U = ∞ за x ∉ [0, a]. Тада су само наведена решења Шредингерове
jедначине и њихова ортогоналност, а сада ћемо та решења да изводимо.

За кретање честице у поменутоj потенциjалноj jами са бесконачно високим зидовима
важи Шредингерова jедначина

d2ψ

dx2
+

2mE

~2
ψ = 0, (1.589)

где jе m маса честице, ~ = h/2π редукована Планкова константа. Из ширег разматрања
знамо да опште решење мора бити облика

ψ = A sinkx +B coskx. (1.590)

Посебно, због бесконано велике потенциjалне енергиjе на границама x = 0, x = a и
коначности свих чланова таласне функциjе, мора бити:

ψ(0) = 0, ψ(a) = 0, (1.591)

а то jе услов коjи косинусни сабирак не може задовољавати. Зато jе решење наведене
Шредингерове jедначине облика

ψ = A sinkx. (1.592)

Отуда и због претходног услова, добиjамо sinka = 0, односно ka = nπ, или

k =
nπ

a
, n = 1,2,3, . . . (1.593)

Таласни броj дефинише енергиjу. Ево како.
Прво, нагласимо:

k2
=
n2π2

a2
,

2mE

~2
=
n2π2

a2
,

а затим изведимо

En =
~2

2m
(
nπ

a
)

2

=
~2n2π2

2ma2
, n = 1,2,3 . . . (1.594)
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То jе раниjе поменута енергиjа честице у бесконачно дубокоj потенциjалноj jами, за
коjу за n = 1,2,3, . . . добиjамо:

E1 = −
~2π2

2ma2
, E2 = 4E1, E3 = 9E1, . . . (1.595)

То су своjствене вредности енергиjе.
Коначно, одређивање таласне функциjе постижемо нормирањем:

ˆ a

0
ψ∗ψ dx = 1,

ˆ a

0
∣A∣

2 sin2 nπx

a
dx = 1,

∣A∣
2

ˆ a

0

1

2
(1 − cos

2nπx

a
)dx = 1,

∣A∣
2
=

2

a
,

а отуда

ψn =

√
2

a
sin

nπx

a
, (1.596)

што се слаже са претходним решењем. Цртање синусоида ψn приказаних на слици 1.60
препуштам читаоцу, као и доказ ортогоналности.

Исто се може добити из примера 1.4.12 са дубоком jамом, стављаjући U0 →∞. Тада
ишчезаваjу функциjе (1.571) изван интервала [0, a], па остаjе само ψ2 = B sink2x, где jе
k2 =

√
2mE/~, а то се своди на (1.592) и даље. Дакле, амплитуда ван датог интервала

нема и нема шансе за налажење честице на тим местима.

Пример 1.4.14. Проверити релациjе неодређености на (1.596).

Решење. Тражимо средње вредности неодређености положаjа и импулса:

(∆x)2 = x2 − x̄2, (∆p)2 = p2 − p̄2.

Према дефинициjи, средња вредност положаjа jе:

x̄ =

ˆ a

0
ψ∗nxψn dx =

2

a

ˆ a

0
x sin2 nπx

a
dx =

=
2

a

ˆ a

0

x

2
(1 − cos

2nπx

a
) dx =

1

a
[
x2

2
−

ˆ
x cos

2πnx

a
dx]

a

0

=
1

a
[
x2

2
− x

a

2nπ
sin

2nπx

a
+

a

2nπ

ˆ
sin

2nπx

a
dx]

a

0

=
a

2
,

x̄ =
a

2
, x̄2

=
a2

4
.

На сличан начин за средњу вредност квадрата положаjа налазимо:

x2 =
2

a

ˆ a

0
x2 sin2 nπx

a
dx =

1

a

ˆ a

0
x2

(1 − cos
2nπx

a
) dx =
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=
1

a
⋅
x3

3
∣

a

0

−

ˆ a

0
x2 cos

2nπx

a
dx =

a2

3
−

1

a
⋅

ˆ a

0
x2 cos

2nπx

a
dx

=
a2

3
−

1

a
⋅
a

2nπ

ˆ a

0
x2 d sin

2nπx

a
=
a2

3
−

1

2nπ
[x2 sin

2nπx

a
−

ˆ
sin

2nπx

a
⋅ 2xdx]

a

0

=
a2

3
+

1

nπ

ˆ a

0
x sin

2nπx

a
dx =

a2

3
−

1

nπ
⋅
a

2nπ

ˆ a

0
xd cos

2nπx

a

=
a2

3
−

a

2n2π2
[x cos

2nπx

a
−

ˆ
cos

2nπx

a
dx]

a

0
=
a2

3
−

a2

2n2π2
,

x2 =
a2

3
−

a2

2n2π2
.

Отуда квадрат неодређености положаjа:

(∆x)2 = x2 − x̄2
=
a2

12
−

a2

2n2π2
.

Средња вредност импулса jе нула, jер:

p̄ =
2

a

ˆ a

0
sin

nπx

a
(−i~

d

dx
) sin

nπx

a
dx =

= −
2i~
a

ˆ a

0
sin

nπx

a
d sin

nπx

a
= −

2i~
a

⋅
1

2
sin2 nπx

a
∣

a

0

= 0.

Такође jе нула и средња вредност сваког непарног степена импулса, али jе:

p2 =
2

a

ˆ a

0
sin

nπx

a
(−i~

d

dx
)

2

sin
nπx

a
dx =

2~2

a

ˆ a

0
(
nπ

a
)

2

sin2 nπx

a
dx =

2~2

a
⋅
n2π2

a2

ˆ a

0

1

2
(1 − cos

2nπx

a
) dx,

p2 = (
nπ~
a

)

2

.

Отуда jе квадрат неодређености положаjа:

(∆p)2 = p2 − p̄2
= (

nπ~
a

)

2

.

Уопште, средња вредност сваког парног степена импулса jеднака jе овоj вредности.
Коначно, за n-то квантно стање, односно за своjствену функциjу ψn, добиjамо

релациjе неодређености:

√

(∆x)2 ⋅

√

(∆p)2 =
~
2

√
n2π2

3
− 2.

Израз под кореном jе очигледно већи од jедан, што значи да jе (1.472) тачно. Према
томе, релациjе неодређености важе за решења (1.596).
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Неограничени потенциjал зидова jаме, U0 →∞, третирамо као стварно бесконачни,
иако знамо да у материjалном свету, тако нешто не постоjи (принцип коначности).
Према томе, оваj пример jе на граници између материjалног и нематериjалног света,
између затворених и отворених скупова, па спада у ону посебну врсту скупова коjе су
адхерентне тачке оба, а коjу називамо међом. Међа jе увек затворени скуп.

Са оне стране међе налазе се апстрактне истине коjе не комуницираjу са овом на
начин материjалног света, него као псеудо-информациjа. Математичке истине сазнаjемо
као псеудо-иформациjе, jер их не можемо мењати, али оне могу мењати нас. Отуда jе
и подучавање нека врста преноса псеудо-информациjе коjа резултира и у материjалном
(наградама). Псеудо-информациjе су део платних система, оне се могу добиjати и из
материjалних ствари (злато) или нематериjалних (новац). При томе вреди приметити
да jе новац и фикциjа, идеjа у коjу сви веруjемо и коjа зато функционише. И истом
смислу jе економиjа, као размена материjалних и нематериjалних роба и услуга, врста
„физике“ дела материjалног и нематериjалног света.

Како то да су апстрактне истине обjективне? Све тече и мења се, осим закона
природе – рекао jе Хераклит пре више од два милениjума. Зар су онда вода или
материjа постоjаниjе од закона? Када jедемо jабуку, ми данас знамо да наш мозак
формира идеjу облика и укуса на основу физичких интеракциjа добиjених путем чула,
коjа опет примаjу информациjе од атома и jош мањих делова. А ти мањи делови, па
чак и атоми не постоjе, тврдио jе Ернст Мах (jедан од водећих физичара и филозофа
19. века), jер се не могу пипати, мирисати, немаjу облик, не видимо их, па према томе
нису физички обjективни.

И заиста, ми атоме чак и данас можемо сматрати физички непостоjећим за наше
опажаjе, али управо толико колико jе физички непостоjећи и став егзактно доказан.
Важи и обрнуто, физичка супстанца jе тачно толико обjективна колико и закон природе,
односно одговараjућа истина. И то jе то!

Пример 1.4.15 (Троугласта бариjера). Наћи таласну функциjу слике 1.82.

Slika 1.82: Троугласта бариjера.

Решење. Потенциjална енергиjа jе U(x) = 0 за x ∉ [−a, a], затим U(x) = U0 + µx за
x ∈ [−a,0], па U(x) = U0−µx за x ∈ [0, a], где су константе µ, a и U0 позитивне. Честица
позитивне енергиjе E < U0 креће се дуж апсцисе.

Из аналитичке геометриjе, или просто са слике, препознаjемо пропорциjе:

µ =
U0

a
=
U0 −E

a − b
.
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Отуда Шредингерове jедначине, по интервалима:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

I ∶ d2

dx2
ψ1 +

2mE
~2 ψ1 = 0, x ≤ −a,

II ∶ d2

dx2
ψ2 +

2m
~2 (E −U0 − µx)ψ2 = 0, −U0

µ ≤ x ≤ 0,

III ∶ d2

dx2
ψ3 +

2m
~2 (E −U0 + µx)ψ3 = 0, 0 ≤ x ≤ U0

µ ,

IV ∶ d2

dx2
ψ4 +

2mE
~2 ψ4 = 0, x ≥ a.

(1.597)

Решење прве и четврте jедначине добиjамо на претходне начине:

ψ1 = A1e
ik1x +B1e

−ik1x, ψ4 = A4e
ik4x, (1.598)

где jе

k2
1 =

2mE

~2
= k2

4. (1.599)

Са другом и трећом функциjом ће ићи мало теже. Зато користимо смене:

2m

~2
(U0 −E) =K2,

2mµ

~
= λ, (1.600)

па средње две jедначине постаjу:

{
II ∶ d2

dx2
ψ2 − (K2 + λx)ψ2 = 0,

III ∶ d2

dx2
ψ3 − (K2 − λx)ψ3 = 0.

(1.601)

Jош простиjи облик ових jедначина добиjа се сменом

K2
+ λx = Cξ, (1.602)

отуда

dx =
C

λ
dξ,

па друга jедначина гласи:

d2ψ2

C2dξ2
⋅ λ2

−Cξψ2 = 0, или
d2ψ2

dx2
−
C2

λ2
ξψ2 = 0.

Стављаjући C2/λ2 = 1, или
C =

3
√
λ2, (1.603)

jедначина II постаjе
d2ψ

dξ2
= ξψ. (1.604)

За добиjање решења, развиjамо таласну функциjу у ред:

ψ = a0 + a1ξ + a2ξ
2
+ ⋅ ⋅ ⋅ =

∞

∑
ν=0

aνξ
ν . (1.605)

Jедначина нема сингуларитета па су довољни (бесконачни) полиноми без негативних
експонената. Налазимо:

dψ

dξ
= a1 + 2a2ξ + 3a3ξ

2
+ ⋅ ⋅ ⋅ =

∞

∑
ν=1

νaνξ
ν−1,
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d2ψ

dξ2
= 2a2 + 3 ⋅ 2a3ξ + 4 ⋅ 3a4ξ

2
+ ⋅ ⋅ ⋅ =

∞

∑
ν=2

ν(ν − 1)ξν−2.

Замена (1.604) даjе:
∞

∑
ν=2

ν(ν − 1)aνξ
ν−1

=
∞

∑
ν=0

aνξ
ν+1. (1.606)

У развиjеном облику ова jеднакост гласи

2a2 + 3 ⋅ 2a3ξ + 4 ⋅ 3a4ξ
2
+ 5 ⋅ 4a5ξ

3
⋅ ⋅ ⋅ = a0ξ + a1ξ

2
+ a2ξ

3
+ . . . , (1.607)

одакле упоређивањем коефициjената излази:

2a2 = 0, 3 ⋅ 2a3 = a0, 4 ⋅ 3a4 = a1, 5 ⋅ 4a5 = a2, . . . ,

или организовањем по сличности:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a2 = 0, a3 =
a0
3⋅2 , a4 =

a1
4⋅3 ,

a5 = 0, a6 =
a0

6⋅5⋅3⋅2⋅1 , a7 =
a1

7⋅6⋅4⋅3 ,
a8 = 0, a9 =

a0
9⋅8⋅6⋅5⋅3⋅2 , c10 =

a1
10⋅9⋅7⋅6⋅4⋅3⋅ ,

. . . ,

(1.608)

где видимо следећу шему
an =

an−2

n(n − 1)
. (1.609)

Сваки трећи коефицjент jе нула, a3n+2 = 0, за n = 0,1,2, . . . , а сви остали се могу свести
само на a0 и a1

ψ = a0 (1 +
ξ3

3 ⋅ 2
+

ξ6

6 ⋅ 5 ⋅ 3 ⋅ 2
+

ξ9

9 ⋅ 8 ⋅ 6 ⋅ 5 ⋅ 3 ⋅ 2
+ . . .)+ (1.610)

+a1 (ξ +
ξ4

4 ⋅ 3
+

ξ7

7 ⋅ 6 ⋅ 4 ⋅ 3
+

ξ10

10 ⋅ 9 ⋅ 7 ⋅ 6 ⋅ 4 ⋅ 3
+ . . .) .

Константе a0 и a1 ниjе лако тачно израчунати.

Детаљно и тачно решавање овог задатка могуће jе помоћу Ериjеве175 фукциjе прве
врсте, коjа се означава са Ai(x). Та функциjа и додата функциjа Bi(x) су линеарно
независна решења диференциjалне jедначине

d2y

dx2
− xy = 0, y = y(x), (1.611)

коjа се назива Ериjева или Стокеова jедначина. Она jе наjjедноставниjа линеарна
диференциjална jедначина другог реда са тачком преокрета, где се функциjа решења
мења од периодичне у експоненциjалну.

Наjчешће примењиван начин решавања Шредингерове jедначине за троугласте по-
тенциjалне бариjере jе помоћу ВКБ (Wentzel–Kramers–Brillouin) апроксимациjе. То
jе метода тражења приближних решења линеарних диференциjалних jедначина коjе
имаjу променљиве коефициjенте. Типична употреба jе развиjање експоненциjалних
таласних функциjа квантне механике у облике са успореним амплитудама.

175George Biddell Airy (1801-1892), енглески математичар и астроном.
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1.4.8 Хармониjски осцилатор

Вратимо се сада на пример 1.3.75 линеарног хармониjског осцилатора, чиjа смо
решења тада тек назначили. У класичноj теориjи хармониjски осцилатор се састоjи
од честице и силе коjа jе вуче ка центру. То jе систем у коjем jе кретање честице
осцилаторно, а њен положаj се временом мења хармониjски. Удаљеност од центра jе
синусна односно косинусна функциjа времена.

Полазимо од релациjе у облику

F = −kr, (1.612)

где су сила F и положаj r вектори, а k jе позитивна константа. Та релациjа може
представљати кретање куглице на краjу опруге, али и кружна, торзиона као и многа
друга периодична кретања. Њихова Лагранжова функциjа jе

L = Ek −Ep =
mv2

2
−
kr2

2
, (1.613)

саEk иEp редом кинетичком и потенциjалном енергиjом честице, брзине v. Дефинициjа
силе помоћу Лагранжове функциjе даjе:

F =
∂L

∂r
= −kr, (1.614)

дакле, полазну jедначину.
Ширина примене хармониjског осцилатора даjе нам прилику и да се осврнемо на

тезе из књиге „Простор-време“ (в. [1]). У тоj књизи jе утврђена веза генералисане
информациjе и лагранжиjана L. Та информациjа и деjство пропорционални су. Отуда
jе, на пример, инерциjални систем еквивалентан стању константне информациjе, а
промена информациjе значи присуство силе. Доследно томе, информациjа затвореног
физичког система jе константне количине. Овде редослед дедукциjа наводим обрнуто
намерно, ради истицања еквивалентности поjмова.

Вакуум

У другом случаjу, уз присуство вањских сила или отвореног физичког система,
конзервиран jе збир информациjе и неизвесности. То можемо разумети и овако. Честица
коjа се креће вакуумом уноси тачно онолико информациjе на дато место у датом
тренутку колико jе мање неизвесности на том месту вакуума. Кратко, крећући се
честица истискуjе неизвесност из догађаjа простор-времена своjе путање. Зато што
информациjа настаjе из неизвесности, зато можемо очекивати да jе вакуум засићен
супстанцом мање производи.

Реализациjама неизвесности настаjе садашњост. Отуда (хипо)теза да време система
релативно спориjе иде када простор-време-материjа смањи производњу информациjе.
То jе усклађено са посматрањем система у инерциjалном кретању где jе већа релативна
брзина узрок веће релативне масе. Аналогно jе у случаjу гравитационог поља: већа
маса узрокуjе jачу гравитациjу и релативно спориjи ток времена.

Посматраjући вакуум на описани начин, да му тело узима део неизвесности, да jе
замењуjе истом (количином) информациjе, долазимо до jош jедног чудног закључка, да
вакуум има (скоро) неограничене могућности емисиjе информациjе jер иначе може да
прими одговараjуће велике масе. То jе у складу са новом (хипо)тезом да материjалним
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стварима одговараjу затворени скупови, а да отворени могу бити само нематериjални.
Она иде уз принцип коначности материjе, као и став да су празан скуп и сав простор
jедини скупови коjи су истовремено и затворени и отворени.

Ово запажање се надовезуjе на секциjу 1.4.1. У вакууму су уравнотежене позитивна
и негативна маса, материjа и антиматериjа, као и позитиван и негативан ток времена.
Рекли бисмо да jе одсуство гравитациjе вакуума резултат поништавања привлачне силе
материjе са одбоjном од антиматериjе, али нећемо сада. О томе ћемо неком другом
приликом, надам се, ако експериментална физика дође до неких сазнања о тамноj
материjи и тамноj енергиjи коjа би могла подржати таква очекивања.

Лагранжиjан

Други део поменутог описа, да jе информациjа тела већа уколико му jе енергиjа
већа, произилази и из зависности генералисане информациjе и Лагранжиjана. Из истог
односа следи принцип информациjе, да природа шкртари са информациjом али да
њену производњу не може зауставити (због принципа вероватноће), нити jе може лако
опозвати (због закона одржања). Из истог следи и потреба за силом ради промене
информациjе. Да одсуство обjективне случаjности значи одсуство сваке силе, видели
смо користећи Урисонову дефинициjу димензиjе такође (поменуте књиге).

Сила F пропорционална jе промени вредности Лагранжиjана ∆L = L2−L1 на датом
путу ∆r, у складу са (1.614), а промена ∆L пропорционална jе промени информациjе.
Када се (негативно наелектрисани) електрон приближава негативном наелектрисању,
струjа виртуелних фотона између њих се поjачава. Интензивира се комуникациjа
између честица а слаби информациjа датог места, додаjемо, што jе затим у складу
са смањивањем Лагранжиjана (прираштаj ∆L jе негативан) и jављањем одбоjне силе
поља (Кулонов закон). Исто видимо и из (1.613), jер се тада брзина електрона смањуjе,
смањуjе се његова кинетичка енергиjа и повећава потенциjална, па се смањуjе Лагра-
нжиjан, такође у складу са Кулоновим законом. Нешто слично овоме догађа се и у
гравитационом пољу.

Уопште, опадање информациjе тела, еквивалентно смањивању Лагранжиjана, знак
jе присуства одбоjне силе у датом смеру простора. У том смеру расте „капацитет“ самог
простора да прими информациjу, па jе одбиjање у складу са принципом информациjе,
са „жељом“ за сакривањем информациjе.

Димензиjе

Овде уведене паралелне реалности последица су дефинициjе Урисонових димензиjа,
коjу сам у књизи „Простор-време“ успевао избегавати. Из обjективне случаjности и
таквог схватања димензиjе следи да постоjе (наjмање) три координате времена. На
пример, ако jе бацање новчића „обjективно“ случаjно и Jа одлучим да након падања
„писма“ урадим А, а након падања „главе“ урадим Б, онда ће након бацања новчића
постоjати две паралелне реалности, jедна у коjоj Jа радим А и друга у коjоj радим
Б. Између тих „реалности“ нема преноса физичке информациjе због закона одржања,
нити има комуникациjе, па су оне jедна за другу релативне псеудо-реалности. Овакви
ставови су тек постављени и делом расправљени у овоj књизи.

Доследно томе, популарну причу о Шредингеровоj мачки видимо и на следећи
начин. У кутиjи jе мачка коjа jе са jеднаком вероватноћом жива односно мртва, а
тек отварањем кутиjе предамном се реализуjе jедна од те две могућности. Отвараjући
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кутиjу jа се заправо опредељуjем за jедну од две паралелне реалности, у коjима су стања
мачке различита, без могућности да jедно од тих Jа комуницира са оним другим. При
томе, приметимо, Jа сам био jедна особа до тренутка t0 отварања кутиjе. Тада су
настала двоjица коjа више немаjу сасвим jеднаку прошлост, чак нити у време t < t0
пре отварања кутиjе, а камо ли после (t > t0). Тренутак отварања кутиjе одредио jе и
различите догађаjе из прошлости, коjи су довели до откривеног стања мачке!

За jедног Jа jе мачка жива а за другог мртва, па ниjе сва Моjа садашња прошлост
егзактно одређена, она зависи и од Моjих будућих реализациjа случаjних догађаjа.
Моjе прво-Jа и друго-Jа настали раздваjањем у паралелне реалности имаjу различите
будућности и заjедничку прошлост до тренутка раздваjања и неке не сасвим jеднаке
делове те прошлости.

Урисонова дефинициjа димензиjе захтева таква цепања реалности. Како jе онда
могуће да ми видимо успорени ток времена система у релативном кретању? Да видимо
простор и три димензиjе времена нагнуте ка сва три могућа правца кретања, а свих
шест димензиjа у jедном 4-дим простор-времену? Намеће се одговор коjи jе физикално
хипотетичан, али формално прихватљив. Избор или одбацивање тог одговора, цепања
реалности, постаjе прихватање или неприхватање саме идеjе о егзистенциjи обjективне
случаjности у свету физике.

Ми видимо само фрагменте времена! Видимо само садашњост и никада ништа
траjниjе. Штавише, видимо само фрагменте садашњости другог инерциjалног система
у релативном кретању, због чега тамошње време релативно (у односу на наше) спориjе
протиче. Оно обjективно спориjе протиче, jер остатак тог (сопственог времена) не
видимо, за нас то ниjе права већ jе псеудо-информациjа. Оно што посматрач из система
у кретању може да види и чега може да се сети, на начин да нас може известити, ниjе
права информациjа. Када такав пређе у наш сопствени систем, он се не може сетити
оне реалности коjа би за нас била псеудо-реалност. Она jе тада и за њега такође псеудо-
реалност. Ти догађаjи (више) не припадаjу његовоj прошлости.

У складу са овим тумачимо популарни парадокс близанаца теориjе релативности.
Имамо два брата близанца А и Б. Jедан од њих, А, остане у мировању у jедном
инерциjалном систему, а други, Б, неком великом константном брзином одjури далеко,
окрене се и врати се назад првом брату. Путник Б jе релативно спориjе старио у
односу на А у мировању, али jе према принципу релативности било и обрнуто. Можемо
рећи да jе други био у стању мировања, осим у „краткотраjном“ времену убрзавања и
успоравања, тако да jе и брат А спориjе старио у односу на Б. Па ипак, знамо, када
се Б врати у почетни систем А, само jедан од њих двоjице може се поjавити млађи.
Сматра се да ће то бити брат Б. Шта се заправо догађало?

Када се Б удаљава време му спориjе тече, релативно у односу на А, па он заостаjе
у времену А. Он jе све даље у прошлости брата А, што му путовање траjе дуже. На
краjу тог одлажења, Б се заокрене и враћа назад. Он jе тада у будућности, све ближоj
садашњости времена А што му jе просторно ближе, да би у тренутку стизања у систем
А догађаjи два брата постали истовремени. Формално гледаjући, временска оса брата
Б била jе нагнута ка правцу одлажења, у односу на временску осу брата А, због чега
jе А опажао релативно успоравање времена система Б. То успоравање времена Б jе
фаличност времена како га види А. Променом брзине, да би се Б вратио назад, мењао
се и угао временских оса. Десио се скок Б, из прошлости у будућност система А, коjи
такође фали догађаjима са становишта А. Сво то време jе сопствено време система Б
текло увек истим jедноличним током.

Разлика у времену, кашњење времена Б у односу на А, долази отуда што jе Б
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делимично био у паралелноj реалности недоступноj А. Када би се Б могао сетити свих
детаља са свог путовања, а коjих jе било више него што их jе могао опажати А, онда
би их он могао испричати брату А, па бисмо имали противречност са тврђењем да
ниjе могућ пренос информациjе између паралелних реалности. Релативно успоравање
времена Б долази услед немогућности преноса свих података из система Б у систем А,
односно оних коjи припадаjу паралелноj реалности у односу на таj систем.

Ова запажања, укључуjући и последња наведена, нарочито се односе на хармониjски
осцилатор. Квантне осцилациjе су промене информациjа коjе се могу одвиjати кроз
више паралелних реалности. Супстанца коjа титра тога jе „несвесна“. Посебно, према
Хаjзенберговим релациjама неодређености, честица може насумично упадати и напуштати
локалне псеудо-реалности, ако су те поjаве довољно краткотраjне.

Хамилтониjан

Вратимо се сада на jедначину (1.614), примењену на x-оси у облику

mẍ + kx = 0. (1.615)

За константу силе k > 0 решење ове диференциjалне jедначине jе синусна функциjа. У
класичноj физици се зна да jе

k =mω2, (1.616)

где jе m маса честице коjа осцилуjе, а ω jе угловна фреквенциjа осцилациjа. Израз за
тоталну енергиjу хармониjског линеарног осцилатора jе

E =
p2
x

2m
+

1

2
kx2

=
p2
x

2m
+

1

2
mω2x2. (1.617)

У класичноj физици ова енергиjа може бити било коjе вредности.
У квантноj механици ту енергиjу представља Хамилтониjан, оператор:

Ĥ =
p̂2
x

2m
+

1

2
kx̂2

=
p̂2
x

2m
+

1

2
mω2x̂2, (1.618)

где су оператори положаjа x̂ и импулса p̂x апсцисе у координатноj репрезентациjи,
дефинисани своjим деловањем на таласну функциjу ψ = ψ(x):

x̂ψ = xψ, p̂xψ = −i~
d

dx
ψ. (1.619)

Први сабирак Хамилтониjана (1.618) представља кинетичку енергиjу честице-таласа
а други њену потенциjалну енергиjу. Смисао оператору Хамилтониjана даjе примена,
опет на таласну функциjу

Ĥψ = Eψ, (1.620)

где jе E енергиjа честице-таласа.

Хермитови полиноми

Jеднакост (1.620) jе диференциjална jедначина другог реда. Као што jе наговештено
у примеру 1.3.75, њена решења су:

ψn(x) =
1

√
2nn!

⋅ (
mω

~π
)

1/4

⋅ e−mωx
2/2~

⋅Hn (

√
mω

~
⋅ x) , n = 0,1,2, . . . , (1.621)
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а одговараjући нивои енергиjе су

En = ~ω (n +
1

2
) = (2n + 1)

~
2
ω. (1.622)

Функциjе Hn називаjу се Хермитски или Хермитови полиноми.
Хермитови полиноми се могу добити као решења опште диференциjалне jедначине

другог реда
y′′ + f(x)y′ + g(x)y = 0, (1.623)

где jе тражена функциjа y = y(x), а њен извод првог реда y′ = dy
dx и другог y′′ = d2y

dx2
.

Сменом
y = z exp(−

1

2

ˆ
f(x)dx) (1.624)

ова jедначина се своди на канонски облик

z′′ + [g(x) −
1

2
f ′(x) −

1

4
f2

(x)] z = 0. (1.625)

Посебно, стављаjући f(x) = 2x, смена (1.624) постаjе

y = ze−
1
2
x2 ,

а израз (1.625) се своди на
z′′ + [g(x) − 1 − x2

]z = 0. (1.626)

То jе диференциjална jедначина коjу препознаjемо у облику (1.620). У том облику
препознаjемо и следећу диференциjалну jедначину, па се та оба облика заjедно са
следећим називаjу Хермитовом диференциjалном jедначином.

Пример 1.4.16. Показати да се jедначина

d2ψ

dξ2
+ (λ − ξ2

)ψ = 0 (1.627)

сменом
ψ = f(ξ)e−

1
2
ξ2 (1.628)

своди на
d2f

dξ2
− 2ξ

df

dξ
+ (λ − 1)f = 0. (1.629)

Решење. Први и други извод функциjе (1.628) jе редом:

dψ

dξ
= −ξfe−

1
2
ξ2
+
df

dξ
e−

1
2
ξ2 ,

d2ψ

dξ2
= −fe−

1
2
ξ2
+ ξ2fe−

1
2
ξ2
− ξ

df

dξ
e−

1
2
ξ2
+
d2f

dξ2
e−

1
2
ξ2
− ξ

df

ξ
e−

1
2
ξ2 .

Сменом у (1.627) добиjамо

d2f

dξ2
− 2ξ

df

dξ
+ (ξ2

− 1)f + (λ − ξ2
)f = 0,

а отуда (1.629).
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Први jе Чебишев176 1864. године дефинисао полиноме Hn(x) да би решио ову
jедначину. Он jе иначе радио са нормалним односно Гаусовим расподелама вероватноћа,
коjе се своде на функциjу e−t

2
, а наравно и са неизбежном експоненциjалном функциjом

облика e2xt, где jе 2x параметар а t вариjабла. Западу jе познатиjи Хермит коjи jе 1864.
године дефинисао исте полиноме, по њему назване. Основна идеjа jе да функциjу

G(x) = e2tx−t2
=

∞

∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
, (1.630)

коjа се назива генератриса, развиjемо у Теjлоров ред у околини тачке t = 0. Коефициjенти
развоjа ове генератрисе су Хермитови полиноми.

Став 1.4.17. Доказати да jе

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
(e−x

2

).

Доказ. Из дефинициjе (1.630) следи:

Hn(x) =
∂n

∂tn
e2tx−t2

∣
t=0

=
∂n

∂tn
ex

2−(x−t)2
∣
t=0

=

= ex
2 ∂n

∂tn
e−(x−t)

2

∣
t=0

= (−1)ex
2 dn

dxn
(e−x

2

),

а то jе и требало доказати.

Користећи резултат последњег става, налазимо:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

H0(x) = (−1)0ex
2
e−x

2
= 1,

H1(x) = (−1)ex
2 d
dxe

−x2 = 2x,

H2(x) = (−1)nex
2 d2

dx2
(e−x

2
) = 4x2 − 2,

H3(x) = ⋅ ⋅ ⋅ = 8x3 − 12x,
H4(x) = 16x4 − 48x2 + 12,
H5(x) = 32x5 − 160x3 + 120x,
. . .

(1.631)

На слици 1.83 приказана су три ова полинома H3, H4 и H5. Уопште, Hn има n нула, па
му jе граф виjугава линиjа коjа пресеца апсцису n пута, подсећаjући нас на осцилациjе
енергиjе у потенциjалноj jами.

Полиноми дефинисани са

H∗
n(x) = (−1)ex

2/2 d
n

dxn
e−x

2/2, (1.632)

такође се зову Хермитови полиноми, а између ова два постоjи веза

Hn(x) = 2n/2H∗
n(x

√
2), H∗

n(x) = 2−n/2Hn(x
√

2). (1.633)

176Пафнути Лавович Чебишев (1821-1894), руски математичар.
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Slika 1.83: Хермитски полиноми H3, H4 и H5.

Првих пет полинома H∗
n су:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

H∗
0 (x) = 1,

H∗
1 (x) = x,

H∗
2 (x) = x

2 − 1,
H∗

3 (x) = x
3 − 3x,

H∗
4 (x) = x

4 − 6x2 + 3,
H∗

5 (x) = x
5 − 10x3 + 15x,

. . .

(1.634)

Проверите ово, па наставимо даље. Диференциjална jедначина из следећег примера
назива се Хермитова jедначина. Приметите да jе она поменута (1.629).

Став 1.4.18. Диференциjална jедначина

y′′ − 2xy′ + 2ny = 0. (1.635)

има решење y =Hn(x).

Доказ. Када генератрису (1.630) диференцирамо по x, добиjамо:

2te2xt−t2
=

∞

∑
n=0

H ′
n(x)

tn

n!
,

2t
∞

∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
=

∞

∑
n=0

H ′
n(x)

tn

n!
,

а отуда
2tHn−1(x) =H

′
n(x). (1.636)

Диференцирамо ли генератрису по t, добиjамо:

2(x − t)e2xt−t2
=

∞

∑
n=1

Hn(x)
tn−1

(n − 1)!
,

Растко Вуковић 338



КВАНТНА МЕХАНИКА

2(x − t)
∞

∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
=

∞

∑
n=1

Hn(x)
tn−1

(n − 1)!
.

Отуда
2xHn(x) − 2tHn−1(x) =Hn+1(x). (1.637)

Елиминациjом Hn−1 из претходне (1.636), настављамо:

2xHn(x) =Hn+1(x) +H
′
n(x),

2xH ′
n(x) + 2Hn(x) =H

′
n+1(x) +H

′′
n(x),

H ′′
n(x) − 2xH ′

n(x) + 2nHn(x) = 0.

То jе дата jедначина.

Хермитова jедначина (1.635) се може добити и на следећи начин:

z = e−x
2

, z′ = −2xe−x
2

,

z′ + 2xz = 0,

диференцираjући n + 1 пута

z(n+2)
+ 2xz(n+1)

+ 2(n + 1)z(n) = 0,

сменом z(n) = u

u′′ + 2xu′ + 2(n + 1)u = 0,

сменом u = e−x
2
v

v′′ − 2xv′ + 2nv = 0,

што значи да jе v = (−1)ex
2 dn

dxn (e
−x2) jедно партикуларно решење (1.635).

Став 1.4.19. Хермитов полином се може изразити у облику

Hn(x) =
[n/2]

∑
k=0

(−1)kn!

k!(n − 2k)!
(2x)n−2k,

где [n/2] значи заокруживање на већи цели броj, рецимо [4/2] = 2 и [5/2] = 3.

Доказ. Претпоставимо да диференциjална jедначина (1.635) има неко партикуларно
решење у облику полинома

Pk(x) = a0x
k
+ a1x

k−1
+ ⋅ ⋅ ⋅ + ak (a0 ≠ 0).

Ако оваj полином сменимо у ту jедначину и изjедначимо наjстариjи коефициjент новог
полинома са нулом, добиjамо k = n. Према томе, ако постоjи полиномно решење
jедначине (1.635), оно мора бити полином степена n.

Зато у ту диференциjалну jедначину ставимо

y = Pn(x) =
n

∑
k=0

akx
n−k

(a0 ≠ 0).
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Даље налазимо

n−2

∑
k=0

(n − k)(n − k − 1)akx
n−k−2

− 2
n

∑
k=0

(n − k)akx
n−k

+ 2n
n

∑
k=0

akx
n−k

= 0,

n

∑
k=2

(n − k + 2)(n − k + 1)ak−2x
n−k

+ 2
n

∑
k=0

kakx
n−k

= 0,

2a1x
n−1

+
n

∑
k=2

[(n − k + 2)(n − k + 1)ak−2 + 2kak]x
n−k

= 0,

a1 = 0, ak = −
(n − k + 2)(n − k + 1)

2k
ak−2, (k = 2,3, . . . ).

Дакле, сви коефициjенти ak са непарним индексом jеднаки су нули.
Коефициjенте са парним индексом одредићемо користећи рекурентну релациjу:

a2 = −
n(n − 1)

2 ⋅ 2
a0, a4 = −

(n − 2)(n − 3)

2 ⋅ 4
a2, . . . , a2k = −

(n − 2k + 2)(n − 2k + 1)

2 ⋅ 2k
a2k−2,

па множењем редом, добиjамо

a2k = (−1)k
n!

k!(n − 2k)!
2n−2k.

Ове коефициjенте враћамо у полином:

Pn(x) =
n

∑
k=0

akx
n−k

=

[n/2]

∑
k=0

a2kx
n−2k

=

[n/2]

∑
k=0

(−1)k
n!

k!(n − 2k)!
(2x)n−2k,

а то jе оно што jе и требало доказати.

Став 1.4.20. За Хермитове полиноме Hm и Hn важи
ˆ ∞

−∞

e−x
2

Hm(x)Hn(x)dx = 2nn!
√
πδmn, (1.638)

што значи да су они ортогоналне функциjе.

Доказ. Нека jе m ≤ n, а дати интеграл решимо парциjалном интеграциjом:

Imn =

ˆ ∞

−∞

e−x
2

Hm(x)Hn(x)dx = (−1)n
ˆ ∞

−∞

Hm(x)
dn

dxn
(e−x

2

)dx =

= (−1)nHm(x)
dn−1

dxn−1
(e−x

2

)∣

x→∞

x→−∞

− (−1)n
ˆ ∞

−∞

dHm(x)

dx
⋅
dn−1(e−x

2
)

dxn−1
dx,

Imn = (−1)n+1

ˆ ∞

−∞

dHm(x)

dx
⋅
dn−1(e−x

2
)

dxn−1
dx.

Применом релациjе (1.636) налазимо

Imn = (−1)n+12m

ˆ ∞

−∞

Hm−1(x)
dn−1(e−x

2
)

dxn−1
dx.
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Када поново применимо парциjалну интеграциjу, биће

Imn = (−1)n+222m(m − 1)

ˆ ∞

−∞

Hm−2(x)
dn−2(e−x

2
)

dxn−2
dx.

Након m парциjалних интеграциjа добиjамо

Imn = (−1)n+m2mm!

ˆ ∞

−∞

H0(x)
dn−m(e−x

2
)

dxn−m
dx. (1.639)

Ако jе m < n, после jош jедне парциjалне интеграциjе налазимо

Imn = (−1)n+m2mm!
dn−m−1(e−x

2
)

dxn−m−1
∣

x→∞

x→−∞

= 0.

Ако jе m = n, тада (1.639) даjе

Inn = 2nn!

ˆ ∞

−∞

e−x
2

dx = 2nn!
√
π.

Са овим jе доказ завршен.
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1.4.9 Оператори осциловања

Вратимо се опет на Хамилтониjан (1.618), сада писан

Ĥ =
~ω
2

(p̂2
+ q̂2

) (1.640)

помоћу два jедно-димензиона оператора импулса и положаjа:

p̂ =
p̂x

√
mω~

, q̂ =
x̂

√
mω/~

. (1.641)

Дефинишимо и два не-Хермитска оператора

â =
1

√
2
(q̂ + ip̂), â†

=
1

√
2
(q̂ − ip̂), (1.642)

коjи ће се показати да представљаjу смањење и повећање индекса n→ n ∓ 1.
Пре свега, приметимо да jе:

â†â =
1

2
(q̂ − ip̂)(q̂ + ip̂) =

1

2
(q̂2

+ p̂2
+ iq̂p̂ − ip̂q̂) = â†â =

1

2
(q̂2

+ p̂2
) +

i

2
[q̂ + p̂],

што због (1.640) и [x̂, p̂x] = i~ даjе

â†â =
1

2
(q̂2

+ p̂2
) −

1

2
. (1.643)

Отуда

Ĥ = ~ω (N̂ +
1

2
) , N̂ = â†â, (1.644)

где jе N̂ нови оператор, очигледно Хермитски, коjи називамо оператор броjа.
Приметимо да jе Хермитски оператор линеаран са оператором броjа те да они

комутираjу. Зато они имаjу скуп заjедничких сопствених стања, означимо их Дираковом
нотациjом са ∣n⟩ и назовимо сопственим стањима енергиjе, па имамо:

N̂ ∣n⟩ = n∣n⟩, Ĥ ∣n⟩ = En∣n⟩. (1.645)

Из претходног следи

En = (n +
1

2
)ω~, (1.646)

а ускоро ћемо потврдити да jе n ненегативан цели броj.
Комутаторе нових оператора са Хамилтониjаном jе лако израчунати:

[â, Ĥ] = ~ωâ, [â†, Ĥ] = −~ωâ†. (1.647)

Даље налазимо:

{
Ĥ(â∣n⟩) = (âĤ − ~ωâ)∣n⟩ = (En − ~ω)(â∣n⟩),
Ĥ(â†∣n⟩) = (â†Ĥ + ~ωâ†)∣n⟩ = (En + ~ω)(â†∣n⟩).

(1.648)

Према томе, â∣n⟩ и â†∣n⟩ су сопствена стања оператора Ĥ са сопственим вредностима
редом (En + ~ω) и (En − ~ω). Резултат тога су оператори â∣n⟩ и â†∣n⟩ редом називани
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оператори спуштања и подизања, или оператори анихилациjе и креациjе. Такође, они
су познати и као оператори пентрања (енг. ladder operators).

Комутатори оператора â и â† са оператором броjа су:

[N̂ , â] = −â, [N̂ , â†
] = â†, (1.649)

па jе N̂ â = â(N̂ − 1) и N̂ â† = â†(N̂ + 1). Затим добиjамо:

{
N̂(â∣n⟩) = â(N̂ − 1)∣n⟩ = (n − 1)(â∣n⟩),

N̂(â†∣n⟩) = â†(N̂ + 1)∣n⟩ = (n + 1)(â†∣n⟩).
(1.650)

Ове релациjе показуjу да су â∣n⟩ и â†∣n⟩ сопствена стања N̂ са сопственим вредностима
(n − 1) и (n + 1) редом. Када â и â† делуjу на ∣n⟩, редом, смањуjу и повећаваjу n за
jединицу, тако да jе

â∣n⟩ = cn∣n − 1⟩, (1.651)

где jе cn нека константа коjу треба одредити, што се наjлакше ради из захтева да стања
∣n⟩ буду нормирана за све n.

У том правцу, приметимо да из претходног следи:

(⟨n∣â†
) ⋅ (â∣n⟩) = ⟨n∣â†â∣n⟩ = ∣cn∣

2
⟨n − 1∣n − 1⟩ = ∣cn∣

2, (1.652)

а из (1.645) прве, следи

(⟨n∣â†
) ⋅ (â∣n⟩) = ⟨n∣â†â∣n⟩ = n⟨n∣n⟩ = n. (1.653)

Комбиноване, последње две jеднакости даjу

∣cn∣
2
= n, (1.654)

што значи да броj n, коjи jе jеднак норми â∣n⟩, не може бити негативан. Сменом
налазимо

â∣n⟩ =
√
n∣n − 1⟩. (1.655)

Ова jедначина показуjе да поновљена примена оператора â на ∣n⟩ генерише низ сопствених
вектора ∣n − 1⟩, ∣n − 2⟩, ∣n − 3⟩, ..., а како jе n ≥ 0 и â∣0⟩ = 0, таj се низ прекида код n = 0,
што jе могуће само ако кренемо са целим броjем n.

Када бисмо кренули са не-целим броjем n поменути низ би се наставио и у сопствене
векторе са негативним сопственим вредностима, што jе немогуће. Отуда онаj наjављени
закључак, уз (1.646), да jе n ненегативан цели броj!

Сада jе лако показати да

â†
∣n⟩ =

√
n + 1∣n + 1⟩, (1.656)

те да поновљена примена â† на ∣n⟩ генерише бесконачан низ сопствених вектора ∣n+1⟩,
∣n + 2⟩, ∣n + 3⟩, ..., а како jе n позитиван цели броj, спектар енергиjе хармониjског
осцилатора jе дискретан

En = (n +
1

2
)~ω, n = 0,1,2,3, . . . (1.657)

као што jе раниjе наjављено. Не бавимо се детаљима ових добро познатих делова
квантне механике, него само примећуjемо главна места.
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На пример, имамо:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∣1⟩ = â†∣0⟩,

∣2⟩ = 1√
2
â†∣1⟩ = 1√

2!
(â†)2∣0⟩,

∣3⟩ = 1√
3
â†∣2⟩ = 1√

3!
(â†)3∣0⟩,

. . . ,

∣n⟩ = 1√
n
â†∣1⟩ = 1√

n!
(â†)n∣0⟩.

(1.658)

Побуђено своjствено стање ∣n⟩ добиjа се n-тоструким деловањем â† на ∣0⟩.

Координатна репрезентациjа

У наставку потражимо координатну (позициону) репрезентациjу таласне функциjе
хармониjског осцилатора. У координатноj репрезентациjи, бездимензиони оператор
импулса p̂ = p̂x/

√
m~ω jе

p̂ = −
i~

√
m~ω

d

dx
= −ix0

d

dx
, (1.659)

где jе x0 =
√
~/(mω) константа димензиjе дужине, коjа одређуjе jединице дужина

осцилатора. У истоj репрезентациjи jе:

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

â = 1√
2
( x̂
x0
+ x0

d
dx) =

1√
2x0

(x̂ + x2
0
d
dx

) ,

â† = 1√
2
( x̂
x0
− x0

d
dx) =

1√
2x0

(x̂ − x2
0
d
dx

) ,
(1.660)

па можемо писати:

⟨x∣â∣0⟩ =
1

√
2x0

⟨x∣x̂ + x2
0

d

dx
∣0⟩ =

1
√

2x0

(xψ0(x) + x
2
0

dψ0(x)

dx
) = 0,

а отуда
dψ0(x)

dx
= −

x

x2
0

ψ0(x), (1.661)

где ψ0(x) = ⟨x∣0⟩ представља основно стање таласне функциjе.
Решење диференциjалне jедначине (1.661) jе основно стање

ψ0(x) = A exp(−
x2

2x2
0

) , (1.662)

где jе A константа коjу треба одредити. Нормирање даjе:

I =

ˆ ∞

−∞

∣ψ0(x)∣
2 dx = ∣A∣

2

ˆ ∞

−∞

exp(−
x2

2x2
0

) dx = ∣A∣
2√πx0,

а отуда A = 4
√
mω/(π~) = 1/

√√
πx0. Основно стање jе

ψ0(x) =
1

√√
πx0

e−x
2/2x20 , (1.663)

а то jе Гаусова, нормална расподела вероватноћа. Таласну функциjу било коjег побуђеног
стања добиjамо узастопним применама оператора â† на основно стање.
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На пример, прво побуђено стање:

ψ1(x) = ⟨x∣1⟩ = ⟨x∣â†
∣0⟩ =

1
√

2x0

(x − x2
0

d

dx
) ⟨x∣0⟩ =

=
1

√
2x0

[x − x2
0 (−

x

x2
0

)]ψ0(x) =

√
2

x0
xψ0(x),

ψ1(x) =

√
2

√
π x3

0

x exp(−
x2

2x2
0

) . (1.664)

Узастопном применом â† на основно, добиjамо друго и треће побуђено стање:

ψ2(x) = ⟨x∣2⟩ =
1

√
2!

⟨x∣(â†
)

2
∣0⟩ =

1
√

2!x0

(
1

√
2!x0

)

2

(x − x2
0

d

dx
)ψ0(x), (1.665)

ψ3(x) = ⟨x∣3⟩ =
1

√
3!

⟨x∣(â†
)

3
∣0⟩ =

1
√

3!x0

(
1

√
2!x0

)

3

(x − x2
0

d

dx
)ψ0(x). (1.666)

На слици 1.84 лево скициране177 су таласне функциjе ψk = ψk(x) а десно су густине
вероватноћа ∣ψk∣

2, за k = 0,1,2,3.

Slika 1.84: Хармониjски осцилатор.

Доследно даље, изводимо n-то побуђено сопствено стање:

ψn(x) = ⟨x∣n⟩ =
1

√
n!

⟨x∣(â†
)
n
∣0⟩ =

1
√
n!

(
1

√
2x0

)

n

(x − x2
0

d

dx
)

n

ψ0(x),

177Quantum H. Oscillator: http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/quantum/hosc5.html
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или у другом облику

ψn(x) =
1

√√
π 2nn!

⋅
1

x
n+1/2
0

(x − x2
0

d

dx
)

n

exp(−
x2

2x2
0

) . (1.667)

Из овог облика се, такође, добиjаjу Хермитови полиноми.
Наиме, користећи операторски идентитет

e−x
2/2

(x −
d

dx
) ex

2/2
= −

d

dx
, (1.668)

лако jе проверити:

(x − x2
0

d

dx
)

n

e−x
2/2x20 = (−1)nxn0e

x2/2x20
dn

dxn
e−x

2/x20 = e−x
2/2x20Hn (

x

x0
) , (1.669)

а Hn(y) jе Хермитов полином n-тог реда

Hn(y) = (−1)ey
2 dn

dyn
e−y

n

. (1.670)

То jе облик из става 1.4.17. Таласну функциjу осцилатора сада пишемо

ψn(x) =
1

√√
π 2nn!x0

e−x
2/2x20Hn (

x

x0
) . (1.671)

За Hn знамо да „осцилуjу“ око апсцисе пресецаjући jе n пута (в. слику 1.83), а сада
видимо да са удаљавањем од исходишта ψn постаjе и експоненциjално пригушена. То
пригушивање има облик расподеле Гаусовог звона, теориjе вероватноће.

Матрична форма

Стања ∣n⟩ су удружена ортонормирана сопствена стања оператора Ĥ и N̂ , па су
репрезентациjе ових оператора у тоj бази бесконачне диjагоналне матрице:

(N̂) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 . . .
0 2 0 . . .
0 0 3 . . .
. . .

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

, (Ĥ) =
~ω
2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 . . .
0 3 0 . . .
0 0 5 . . .
. . .

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

. (1.672)

Међутим, оператори â, â†, x̂ и p̂x не комутираjу са N̂ , па у n-репрезентациjи њихове
матрице нису диjагоналне. Из (1.656) добиjамо прве две наведене:

(â) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
√

1 0 0 . . .

0 0
√

2 0 . . .

0 0 0
√

3 . . .
0 0 0 0 . . .
. . .

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (â†
) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 0 0 . . .
√

1 0 0 0 . . .

0
√

2 0 0 . . .

0 0
√

3 0 . . .
. . .

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (1.673)

Репрезентациjе оператора положаjа и импулса наћи ћемо помоћу (1.642).
Из дефинициjа â, â†, налазимо:

x̂ =

√
~

2mω
(â + â†

), p̂x = i

√
m~ω

2
(â†

− â). (1.674)
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Њихови матрични коефициjенти су:

⟨n′∣x̂∣n⟩ =

√
~

2mω
(
√
nδn′,n−1 +

√
n + 1δn′,n+1), (1.675)

⟨n′∣p̂x∣n⟩ = i

√
m~ω

2
(−

√
nδn′,n−1 +

√
n + 1δn′,n+1). (1.676)

Посебно jе ⟨n∣x̂∣n⟩ = ⟨n∣p̂x∣n⟩ = 0. Отуда матрице:

(x̂) =

√
~

2mω

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
√

1 0 0 . . .
√

1 0
√

2 0 . . .

0
√

2 0
√

3 . . .

0 0
√

3 0 . . .
. . .

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (â†
) = i

√
m~ω

2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 −
√

1 0 0 . . .
√

1 0 −
√

2 0 . . .

0
√

2 0 −
√

3 . . .

0 0
√

3 0 . . .
. . .

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Оператор импулса jе Хермитски, али ниjе jеднак себи конjугованом. Наиме p̂†
x = p̂x,

али p̂∗x = −p̂x. Међутим, оператор положаjа jе Хермитски и x̂† = x̂∗ = x̂.

Средње вредности

У n-репрезентациjи израчунавамо математичка очекивања, тзв. средње вредности,
квадрата оператора положаjа и импулса:

{
x̂2 = ~

2mω [â
2 + (â†)2 + ââ† + â†â] = ~

2mω [â
2 + (â†)2 + 2â†â + 1],

p̂2
x = −

m~
2 [â2 + (â†)2 − ââ† − â†â] = −m~ω

2 [â2 + (â†)2 − 2â†â + 1].
(1.677)

Кориштена jе jеданакост ââ† + â†â = 2â†â + 1. Очекивања оператора â2 и (â†)2 су нуле,
⟨â2∣n⟩ = ⟨n∣(â†)2∣n⟩ = 0, а ⟨n∣â†â∣n⟩ = n, односно:

⟨n∣ââ†
+ â†â∣n⟩ = ⟨n∣2â†â + 1∣n⟩ = 2n + 1, (1.678)

па имамо:
⟨n∣x̂2

∣n⟩ =
~

2mω
(2n + 1), ⟨n∣p̂2

x∣n⟩ =
m~ω

2
(2n + 1). (1.679)

Према томе, очекивања вредности потенциjалне и кинетичке енергиjе осцилатора су
jеднака и jеднака су половини тоталне енергиjе:

mω2

2
⟨n∣x̂2

∣n⟩ =
1

2m
⟨n∣p̂2

x∣n⟩ =
1

2
⟨n∣Ĥ ∣n⟩. (1.680)

Оваj резултат jе познат као вириjална теорема.
Неодређености положаjа и импуса, даље, израчунавамо према дефинициjи:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

∆x =
√

⟨x̂2⟩ − ⟨x̂⟩2 =
√

⟨x̂2⟩ =

√
~

2mω (2n + 1),

∆px =
√

⟨p̂2
x⟩ − ⟨p̂x⟩2 =

√
⟨p̂2
x⟩ =

√
m~ω

2 (2n + 1),
(1.681)

jер jе ⟨x̂⟩ = ⟨p̂x⟩ = 0. Отуда

∆x∆px = (n +
1

2
)~ ≥

~
2
, (1.682)

што значи да важе Хаjзенбергове релациjе неодређености.
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1.4.10 Угаони моменат

Момент импулса, називан и момент количине кретања или угаони момент, jе
физичка величина коjом се мери настоjање материjалног тела да настави да ротира.
Формално се дефинише са:

L⃗ = r⃗ × p⃗ = (ypz − zpy )⃗i + (zpx − xpz)j⃗ + (xpy − ypx)k⃗, (1.683)

где су r⃗ = xi⃗+yj⃗+zk⃗ и p⃗ = pxi⃗+py j⃗+pzk⃗ вектори положаjа и импулса (количине кретања)
честице, а i⃗, j⃗ и k⃗ jединични вектори (ортови) апсцисе, ординате и апликате Декартовог
правоуглог система координата Oxyz.

Оператор угаоног момента ˆ⃗L добиjа се заменом r⃗ и p⃗ одговараjућим операторима,
дефинисаним jедначинама:

ˆ⃗rψ = r⃗ψ, ˆ⃗pψ = −i~∇ψ, (1.684)

где jе ψ = ψ(x, y, z) таласна функциjа, а

∇ = i⃗
∂

∂x
+ j⃗

∂

∂y
+ k⃗

∂

∂z
(1.685)

набла оператор. Тако дефинишемо

ˆ⃗L = ˆ⃗r × ˆ⃗p = −i~ ˆ⃗r ×∇, (1.686)

са Декартовим компонентама:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y = −i~ (ŷ ∂
∂z − ẑ

∂
∂y) ,

L̂y = ẑp̂x − x̂p̂z = −i~ (ẑ ∂
∂x − x̂

∂
∂z

) ,

L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x = −i~ (x̂ ∂
∂y − ŷ

∂
∂x) .

(1.687)

Угаони моменат не постоjи у jедно-димензионалном простору.

Пример 1.4.21. Показати да за комутаторе важе jеднакости

[L̂x, L̂y] = i~L̂z, [L̂y, L̂z] = i~L̂x, [L̂z, L̂x] = i~L̂y,

где су L̂x, L̂y и L̂z компоненте угаоног момента.

Решење. Знаjући да x̂, ŷ и ẑ узаjамно комутираjу, као и p̂x, p̂y, p̂z, а да jе [x̂, p̂x] = i~ и
аналогно за остале координате, налазимо:

[L̂x, L̂y] = [ŷp̂z − ẑp̂y, ẑp̂x − x̂p̂z] =

= [ŷp̂z, ẑp̂x] − [ŷp̂z, x̂p̂z] − [ẑp̂y, ẑp̂x] + [ẑp̂y, x̂p̂z]

= ŷ[p̂y, ẑ]p̂x + x̂[ẑ, p̂z]p̂y = i~(x̂p̂y − ŷp̂x),

[L̂x, L̂y] = i~L̂z.

Тиме jе доказана прва jеднакост. Доказ остале две иде слично.
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Из резултата овог примера и принципа неодређености (1.523) видимо да ниjе могуће
истовремено мерење две компоненте угаоног момента ако постоjи трећа. Посебно,
ако jе апликата оса ротациjе, тада jе вектор угаоног момента L паралелан z-оси, као
на слици178 1.85. У класичноj физици, интензитет момента jеднак jе површини коjу
заклапаjу радиjус вектор и вектор импуса, ∣L∣ = ∣r∣∣p∣ sin∠(r,p), тако да jе Lx = Ly = 0
и Lz = ∣L∣. Међутим, у квантноj механици, због принципа неодређености и зато што
Планкова редукована константа ~ више ниjе занемарљива величина, мерењем неће бити
могуће установити да су компоненте Lx и Ly нуле.

Slika 1.85: Угаони моменат.

Са друге стране, jедини ненулти комутатор коjи укључуjе x̂ и различите компоненте
оператора L̂x, L̂y и L̂z jе [x̂, p̂x] = i~. Отуда:

[x̂, L̂x] = 0, [x̂, L̂y] = i~ẑ, [x̂, L̂z] = −i~ŷ,
[p̂x, L̂x] = 0, [p̂x, L̂y] = i~p̂z, [p̂x, L̂z] = −i~p̂y,

(1.688)

а остале израчунавамо аналогно. Такође, налазимо:

[x̂, ˆ⃗L2
x] = i~(L̂y ẑ + ẑL̂y − L̂z ŷ − ŷL̂y)

[p̂x,
ˆ⃗L2] = i~(L̂yp̂z + p̂zL̂y − L̂z p̂y − p̂yL̂y)

(1.689)

и аналогно за остале компоненте положаjа и импулса.

Општи формализам

Покренути резултатима примера 1.4.21, у квантноj механици дефинишемо општи
оператор угловног момента:

[Ĵx, Ĵy] = i~Ĵz, [Ĵy, Ĵz] = i~Ĵx, [Ĵz, Ĵx] = i~Ĵy, (1.690)

или еквивалентно
ˆ⃗J × ˆ⃗J = i~ ˆ⃗J. (1.691)

178Angular momentum: https://socratic.org/questions/what-is-angular-momentum
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Како Ĵx, Ĵy и Ĵz узаjамно не комутираjу, они се не могу истовремено диjагонализовати,
односно они немаjу заjедничке сопствене векторе. Квадрат угловног момента

ˆ⃗J2
= Ĵ2

x + Ĵ
2
y + Ĵ

2
z (1.692)

jе скалар, jер он комутира са компонентама

[
ˆ⃗J2, Ĵk] = 0, ∀k ∈ {x, y, z}. (1.693)

На пример, за k = x налазимо:

[
ˆ⃗J2, Ĵx] = [Ĵ2

x , Ĵx] + Ĵy[Ĵy, Ĵx] + [Ĵy, Ĵx]Ĵy + Ĵz[Ĵz, Ĵx] + [Ĵz, Ĵx]Ĵz =

= Ĵy(−i~Ĵz) + (−i~Ĵz)Ĵy + Ĵz(i~Ĵy) + (i~Ĵy)Ĵz = 0,

jер jе [Ĵ2
x , Ĵx] = 0, [Ĵy, Ĵx] = −i~Ĵx и [Ĵz, Ĵx] = i~Ĵy.

Како ˆ⃗J2 комутира са компонентама Ĵx, Ĵy и Ĵz вектора
ˆ⃗J , свака од ових компоненти

се може посебно диjагонализовати заjедно са ˆ⃗J2. Али како те компоненте не комутираjу
узаjамно, можемо бирати само jедну по jедну за диjагонализовање са ˆ⃗J2. Уобичаjено
jе да то буде Ĵz и нема ничег посебног у избору z-осе.

Поред тога, уобичаjено jе дефинисати и операторе подизања и спуштања:

Ĵ+ = Ĵx + iĴy, Ĵ− = Ĵx − iĴy. (1.694)

Очигледно jе да су ови оператори Хермитски конjуговани

(Ĵ+)
†
= J− (1.695)

али због
Ĵx =

1

2
(Ĵ+ + Ĵ−), Ĵy =

1

2i
(Ĵ+ − Ĵ−) (1.696)

уочавамо сличност са не-Хермитским операторима (1.642).
Лако jе проверити и следеће:

Ĵ+Ĵ− = Ĵ
2
x + Ĵ

2
y − i[Ĵx, Ĵy],

а отуда:
Ĵ+Ĵ− = Ĵ

2
x + Ĵ

2
y + ~Ĵz, Ĵ−Ĵ+ = Ĵ

2
x + Ĵ

2
y − ~Ĵz, (1.697)

затим
ˆ⃗J2
= Ĵ+Ĵ− + Ĵ

2
z − ~Ĵz = Ĵ−Ĵ+ + Ĵ2

z + ~Ĵz, (1.698)

односно
ˆ⃗J2
=

1

2
(Ĵ+Ĵ− + Ĵ−Ĵ+) + Ĵ

2
z . (1.699)

Оператори Ĵk и ˆ⃗J2 комутираjу, па jе такође

[Ĵ±,
ˆ⃗J2
] = 0, [Ĵ+, Ĵ−] = 2~Ĵz, [Ĵz, Ĵ±] = ±~Ĵz. (1.700)

То jе jош jедна сличност са хармониjским комутаторима [N̂ , â†] = â† и [N̂ , â] = −â, ако
препознамо N̂ као Ĵz.
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Сопствене величине

У наставку разматрамо сопствене вредности ∣α,β⟩ удружених оператора ˆ⃗J и Ĵz:

ˆ⃗J2
∣α,β⟩ = ~2α∣α,β⟩, Ĵx∣α,β⟩ = ~β∣α,β⟩. (1.701)

Фактор ~, деjства димензиjе (енергиjа)×(време), jе ту да би броjеви α и β били бездиме-
нзиони, jер jе угловни моменат те исте димензиjе. Уjедно претпостављамо да су ова
сопствена стања ортонормирана, тj.

⟨α′, β′∣α,β⟩ = δα′αδβ′β. (1.702)

Али, зато што Ĵ± не комутира са Ĵz стање ∣α,β⟩ ниjе сопствено стање Ĵ±.
Полазећи од (1.700) налазимо:

Ĵz(Ĵ±∣α,β⟩) = (Ĵ±Ĵz ± ~Ĵ±)∣α,β⟩ = ~(β ± 1) Ĵ±∣α,β⟩, (1.703)

jер jе вектор Ĵ±∣α,β⟩ сопствени за Ĵz са сопственим вредностима ~(β ± 1). Како Ĵz

и ˆ⃗J2 комутираjу, то Ĵ±∣α,β⟩ мора бити сопствени вектор ˆ⃗J2. Сопствену вредност
оператора ˆ⃗J2 када делуjе на Ĵ±∣α,β⟩ одређуjе комутатор [

ˆ⃗J2, Ĵ±] = 0, jер jе вектор
Ĵ±∣α,β⟩ сопствени за ˆ⃗J2 са сопственом вредношћу ~2α:

ˆ⃗J2
(Ĵ±∣α,β⟩) = Ĵ±

ˆ⃗J2
∣α,β⟩ = ~2α(Ĵ±∣α,β⟩). (1.704)

Из ових jеднакости видимо да деловање оператора Ĵ± на ∣α,β⟩ не утиче на први квантни
броj α, него се подиже или спушта други, β, за jедан. Другим речима, Ĵ±∣α,β⟩ jе
пропорционално ∣α,β ± 1⟩, тj.

Ĵ±∣α,β⟩ = C
±
αβ ∣α,β ± 1⟩, (1.705)

где константу C±
αβ тек треба одредити.

За дату сопствену вредност α оператора ˆ⃗J2 постоjи горња граница квантног броjа
β, jер jе оператор ˆ⃗J2 − Ĵ2

z позитиван. Наиме, ˆ⃗J2 − Ĵ2
z = Ĵ

2
x + Ĵ

2
y ≥ 0, па:

⟨α,β∣ ˆ⃗J2
− Ĵ2

z ∣α,β⟩ = ~2
(α − β2

) ≥ 0 ⇒ α ≥ β2. (1.706)

Како β има горњу границу βmax, то мора постоjати стање ∣α,βmax⟩ коjе се не може даље
подизати

Ĵ+∣α,βmax⟩ = 0. (1.707)

Даље, из Ĵ−Ĵ+ =
ˆ⃗J2 − Ĵ2

z − ~Ĵz налазимо Ĵ−Ĵ+∣α,βmax⟩ = 0 односно

(
ˆ⃗J2
− Ĵ2

z − ~Ĵz)∣α,βmax⟩ = ~2
(α − β2

max − βmax)∣α,βmax⟩, (1.708)

а отуда
α = βmax(βmax + 1). (1.709)

Nakon n узастопних примена Ĵ− на ∣α,βmax⟩, достиже се стање ∣α,βmin⟩ коjе се не може
даље спуштати

Ĵ−∣α,βmin⟩ = 0. (1.710)
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Аналогно претходном, сада добиjамо

α = βmin(βmin − 1). (1.711)

Изjедначаваjући α у последњим изразима, лако налазимо

βmax = −βmin. (1.712)

Како jе βmin достигнуто након n примена Ĵ− на ∣α,βmax⟩, излази

βmax = βmin + n, (1.713)

а због претходног, то значи
βmax =

n

2
. (1.714)

Према томе, βmax jе цели броj или половина целог броjа зависно од тога да ли jе n
паран или непаран броj.

Даље користимо уобичаjене ознаке j и m, редом за βmax и β. Дакле:

j = βmax =
n

2
, m = β, −j ≤m ≤ j, (1.715)

са сопственом вредношћу α оператора ˆ⃗J2

α = j(j + 1). (1.716)

Дакле, сопствене вредности оператора ˆ⃗J2 и Ĵz коjи иду са одговараjућим сопственим
векторима ∣j,m⟩ редом су ~2j(j + 1) и ~m, везани jеднакостима:

ˆ⃗J2
∣j,m⟩ = ~2j(j + 1)∣j,m⟩, Ĵz ∣j,m⟩ = ~m∣j,m⟩, (1.717)

где jе броj j = 0, 1
2 ,1,

3
2 , . . . , а њиме одређен броj m = −j,−(j − 1), . . . , j − 1, j. За сваки j

постоjи 2j + 1 вредности за m. При томе

⟨j′,m′
∣j,m⟩ = δj′jδm′m, (1.718)

jер jе спектар угловног момента дискретан, а његова различита сопствена стања су
ортогонални вектори.

Посматраjмо сада сопствене вредности оператора Ĵ± у бази вектора ∣j,m⟩, за коjа
знамо да нису сопствена стања тог оператора. Релациjу (1.705) пишемо:

Ĵ±∣j,m⟩ = C±
jm∣j,m ± 1⟩, (1.719)

(Ĵ+∣j,m⟩)
†
(Ĵ+∣j,m⟩) = ∣C+

jm∣
2
⟨j,m + 1∣j,m + 1⟩ = ∣C+

jm∣
2,

∣C+
jm∣

2
= ⟨j,m∣Ĵ−Ĵ+∣j,m⟩,

а зато што jе Ĵ−Ĵ+ jеднако ˆ⃗J2 − Ĵ2
z − ~Ĵz, а претпостављаjући да jе фаза C+

jm нула

C+
jm =

√

⟨j,m∣
ˆ⃗J2 − Ĵ2

z − ~Ĵz ∣j,m⟩ = ~
√
j(j + 1) −m(m + 1). (1.720)
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Аналогно закључуjемо да jе

C−
jm = ~

√
j(j + 1) −m(m − 1). (1.721)

Сопствене вредности за Ĵ+ и Ĵ− дате су jеднакостима:

{
Ĵ±∣j,m⟩ = ~

√
j(j + 1) −m(m ± 1) ∣j,m ± 1⟩,

Ĵ±∣j,m⟩ = ~
√
j(j ∓m)(j ±m + 1) ∣j,m ± 1⟩.

(1.722)

Отуда и из следеће две релациjе:

Ĵx∣j,m⟩ =
1

2
(Ĵ+ + Ĵ−)∣j,m⟩, Ĵy ∣j,m⟩ =

1

2i
(Ĵy ∣j,m⟩,

добиjамо:

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

Ĵx∣j,m⟩ = ~
2 [

√
(j −m)(j +m + 1) ∣j,m + 1⟩ +

√
(j +m)(j −m + j) ∣j,m − 1⟩] ,

Ĵy ∣j,m⟩ = ~
2i [

√
(j −m)(j +m + 1) ∣j,m + 1⟩ +

√
(j +m)(j −m + j) ∣j,m − 1⟩] .

(1.723)

Математичка очекивања Ĵx и Ĵy су нуле:

⟨j,m∣Ĵx∣j,m⟩ = ⟨j,m∣Ĵy ∣j,m⟩ = 0. (1.724)

То jе лако проверити, као и:

⟨Ĵ2
x⟩ = ⟨Ĵ2

y ⟩ =
1

2
[⟨j,m∣

ˆ⃗J2
∣j,m⟩ − ⟨j,m∣Ĵ2

x ∣j,m⟩] =
~2

2
[j(j + 1) −m2

]. (1.725)

То су очекивања Ĵ2
x и Ĵ2

y .

Матрични приказ

Приказани формализам важи за сваку репрезентациjу па и за матричну. Овде,
такође, бирамо ортонормирану базу ∣j,m⟩ заjедничких сопствених вектора оператора
ˆ⃗J2 и Ĵz, коjа постоjи jер они комутираjу, а у наставку ћемо видети матричне приказе у
координатноj (позиционоj) бази. У овоj бази jе

j

∑
m=−j

∣j,m⟩⟨j,m∣ = Î , (1.726)

где сада са Î означавамо jединичну матрицу.
Оператори ˆ⃗J2 и Ĵz су диjагонални у бази своjих сопствених стања:

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

⟨j′,m′∣
ˆ⃗J2∣j,m⟩ = ~2j(j + 1)δj′jδm′m,

⟨j′,m′∣Ĵz ∣j,m⟩ = ~mδj′jδm′m.
(1.727)

Како Ĵ± не комутира са Ĵz, матрична репрезентациjа тог оператора у бази ∣j,m⟩ ниjе
диjагонална

⟨j′,m′
∣Ĵ±∣j,m⟩ = ~

√
j(j + 1) −m(m ± 1) δj′jδjm′,m±1. (1.728)
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Отуда изводимо следеће две матрице:

⟨j′,m′
∣Ĵx∣j,m⟩ =

~
2
[
√
j(j + 1) −m(m + 1) δm′,m+1 +

√
j(j + 1) −m(m − 1) δm′,m−1]δj′j ,

⟨j′,m′
∣Ĵy ∣j,m⟩ =

~
2i

[
√
j(j + 1) −m(m + 1) δm′,m+1 −

√
j(j + 1) −m(m − 1) δm′,m−1]δj′j .

На краjу, погледаjмо примере.
Разматрамо случаj j = 1. Тада су за m дозвољене вредности −1, 0 и 1. Заjедничка

сопствена стања оператора ˆ⃗J2 и Ĵz су ∣1,−1⟩, ∣1,0⟩ и ∣1,1⟩. Матрични прикази тих
оператора су

(
ˆ⃗J2
) = 2~2

⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎟
⎠
, (Ĵz) = ~

⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

⎞
⎟
⎠
, (1.729)

као што следи из (1.727). Иза њих су jеднакости матричних приказа:

(Ĵ+) = ~
√

2
⎛
⎜
⎝

0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎞
⎟
⎠
, (Ĵ−) = ~

√
2
⎛
⎜
⎝

0 0 0
1 0 0
0 1 0

⎞
⎟
⎠
. (1.730)

У истоj бази израчунавамо матрице оператора Ĵx = (Ĵ+ + Ĵ−)/2 и Ĵy = i(Ĵ− − Ĵ+)/2,
добиjамо:

(Ĵx) =
~
√

2

⎛
⎜
⎝

0 1 0
1 0 1
0 1 0

⎞
⎟
⎠
, (Ĵy) =

~
√

2

⎛
⎜
⎝

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

⎞
⎟
⎠
. (1.731)

Пређимо сада на репрезентациjу заjедничких сопствених вектора.
Познату jеднакост Ĵz ∣j,m⟩ =m~∣j,m⟩ пишемо матрично

~
⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

a
b
c

⎞
⎟
⎠
=m~

⎛
⎜
⎝

a
b
c

⎞
⎟
⎠
,

а отуда излази ~a =m~a, 0 =m~b и −~c =m~c. Нормализациjа, за (a, b, c), даjе решења:
(1,0,0), (0,1,0) и (0,0,1), односно:

∣1,1⟩ =
⎛
⎜
⎝

1
0
0

⎞
⎟
⎠
, ∣1,0⟩ =

⎛
⎜
⎝

0
1
0

⎞
⎟
⎠
, ∣1,−1⟩ =

⎛
⎜
⎝

0
0
1

⎞
⎟
⎠
. (1.732)

Лако jе проверити да су ови вектори ортонормирани:

⟨1,m′
∣1,m⟩ = δm′m, m′,m ∈ {−1,0,1}.

Такође, они чине комплетну базу:

1

∑
m=−1

∣1,m⟩⟨1,m∣ =
⎛
⎜
⎝

0
0
1

⎞
⎟
⎠
(0 0 1) +

⎛
⎜
⎝

0
1
0

⎞
⎟
⎠
(0 1 0) +

⎛
⎜
⎝

1
0
0

⎞
⎟
⎠
(1 0 0) =

⎛
⎜
⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎟
⎠
.

Добили смо релациjу (1.726).
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Читалац може проверити дефиниционе jеднакости за комутаторе (1.690) непосре-
дним множењем овде наведених одговараjућих матрица. Слично, непосредним множе-
њем матрица показуjе се да jе Ĵ3

z = ~2Ĵz и Ĵ3
± = 0.

Израчунаjте одговараjуће матрице за j = 3
2 када имамо четири могућа стања: ∣32 ,

3
2⟩,

∣32 ,
1
2⟩, ∣

3
2 ,−

1
2⟩ и ∣32 ,−

3
2⟩. Нађите одговараjуће матрице за j = 2, када постоjи пет стања:

∣2,2⟩, ∣2,1⟩, ∣2,0⟩, ∣2,−1⟩ и ∣2,−2⟩.

Теориjа спина

Аналогно са оператором вектора угаоног момента ˆ⃗J , спин се такође представља
као оператор вектора ˆ⃗S са компонентама Ŝx, Ŝy и Ŝz. Аналогно (1.690), за спин важе
формуле:

[Ŝx, Ŝy] = i~Ŝz, [Ŝy, Ŝz] = i~Ŝx, [Ŝz, Ŝx] = i~Ŝy. (1.733)

Посебно, ˆ⃗S2 и Ŝz комутираjу, и имаjу заjедничке сопствене векторе:

ˆ⃗S2
∣s,ms⟩ = ~2s(s + 1)∣s,ms⟩, Ŝz ∣s,ms⟩ = ~ms∣s,ms⟩, (1.734)

где jе ms = −s,−s + 1, . . . , s − 1, s. Слично претходном, добиjамо

Ŝ±∣s,ms⟩ = ~
√
s(s + 1) −ms(ms ± 1) ∣s,ms ± 1⟩, (1.735)

где jе Ŝ± = Ŝx ± iŜy и средње вредности:

⟨Ŝ2
x⟩ = ⟨Ŝ2

y⟩ =
1

2
(⟨

ˆ⃗S2
⟩ − ⟨Ŝ2

z ⟩) =
~2

2
[s(s + 1) −m2

s], (1.736)

где ⟨Ŝ⟩ = ⟨s,ms∣Ŝ∣s,ms⟩. Спин стања чине ортонормирану и комплетну базу:

⟨s′,m′
s∣s,ms⟩ = δs′sδm′

sms ,
s

∑
ms=−s

∣s,ms⟩⟨s,ms∣ = Î , (1.737)

где jе Î jединична матрица.

Slika 1.86: Спин честица.

На слици 1.86 видимо спин 1
2~ и опажање скретања атома сребра у магнету у

чувеном Штерн-Герлаховом експерименту из 1922. године коjим jе демонстрирана
квантна природа спина честице.
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За честицу спина 1
2 квантни броj ms има само две вредности −1

2 или 1
2 . Према томе,

она може бити у jедном од само два стања ∣s,ms⟩ ∈ {∣12 ,−
1
2⟩, ∣

1
2 ,

1
2⟩}. Сопствене вредности

прва два оператора су:

ˆ⃗S2
∣
1

2
,±

1

2
⟩ =

3

4
~2

∣
1

2
,±

1

2
⟩, Ŝz ∣

1

2
,±

1

2
⟩ = ±

~
2
∣
1

2
,±

1

2
⟩. (1.738)

Графички, спин приказуjемо као на слици 1.86 лево, вектором интензитета ∣S⃗∣ =
√

3~/2
са врхом на кружници полупречника

√
3~/2, коjи ротира омотачем купе чиjа jе половина

теменог угла

θ = arccos
∣ms∣

√
s(s + 1)

= arccos
~/2

√
3~/2

= arccos
1

√
3
= 54,73○. (1.739)

Проjекциjа ˆ⃗S на z-осу се своди на само две вредности ±~/2 коjе одговараjу „спину-горе“
и „спину-доле“.

Матричне репрезентациjе спина честице за прве операторе су:

(
ˆ⃗S2

) =
⎛

⎝

⟨1
2 ,

1
2 ∣

ˆ⃗S2∣12 ,
1
2⟩ ⟨1

2 ,
1
2 ∣

ˆ⃗S2∣12 ,−
1
2⟩

⟨1
2 ,−

1
2 ∣

ˆ⃗S2∣12 ,
1
2⟩ ⟨1

2 ,−
1
2 ∣

ˆ⃗S2∣12 ,−
1
2⟩

⎞

⎠
=

3~2

4
(

1 0
0 1

) , (1.740)

(Ŝz) =
~
2
(

1 0
0 −1

) . (1.741)

Из (1.728) даље добиjамо:

(Ŝ+) = ~(
0 1
0 0

) , (Ŝ−) = ~(
0 0
1 0

) , (1.742)

а из Ŝx = 1
2(Ŝ+ + Ŝ−) и Ŝy = − i2(Ŝ+ − Ŝ−) израчунавамо:

(Ŝx) =
~
2
(

0 1
1 0

) , (Ŝy) =
~
2
(

0 −i
i 0

) . (1.743)

Овде добиjене Паулиjеве матрице смо помињали већ у задатку 1.2.35, а затим у (1.180)
и даље. Сопствени вектори тих матрица су (1.182).

Пример 1.4.22. Наћи енергетске нивое спина s = 3
2 честице Хамилтониjана

Ĥ =
α

~2
(Ŝ2

x + Ŝ
2
y − 2Ŝ2

z) −
β

~
Ŝz,

са константама α и β. Jесу ли ти нивои дегенерисани?

Решење. Хамилтониjан можемо написати у облику

Ĥ =
α

~2
(

ˆ⃗S2
− 3Ŝ2

z) −
β

~
Ŝz,

одакле видимо да jе Ĥ диjагонално у бази ∣s,m⟩, где:

Em = ⟨s,m∣Ĥ ∣s,m⟩ =
α

~2
[~2s(s + 1) − 3~2m2

] −
β

~
~m =

15

4
α −m(3αm + β),

са вредностимаm = −3
2 ,−

1
2 ,

1
2 ,

3
2 . Енергетски нивои ове честице су, дакле, четвороструко

дегенерисани.
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1.4.11 У сферним координатама

Сферне координате (r, θ, φ) онако како се уобичаjено користе у физици, према ISO
конвенциjи, приказане су на слици 1.87. Радиjална удаљеност jе r, поларни угао θ и
азимутни угао φ. Уместо r често се користи и ознака ρ.

Slika 1.87: Сферне координате.

Тачка T (r, θ, φ), на сфери на датоj слици горе лево, има окомиту проjекциjу у тачку
T ′ на z-оси и окомиту проjекциjу у тачку T ′′ на раван Oxy, писано редоследом Oxyz
правоуглих Декартових координата:

T ′(0,0, r cos θ), T ′′(r sin θ cosφ, r sin θ sinφ,0). (1.744)

Када тачку T ′′ даље проjектуjемо на апсцису и ординату, комплетирамо трансформациjе
Декартових у сферне координате и обрнуто:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

x = r sin θ cosφ
y = r sin θ sinφ
z = r cos θ,

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

r =
√
x2 + y2 + z2

θ = arccos(z/r)
φ = arctg(y/x),

(1.745)

а то jе изведено и раниjе (1.197).
Инфинитезимални елеменат функциjе f = f(x, y, z), коjи називамо диференциjал те

функциjе, израчунавамо према образцу

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz. (1.746)
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За трансформисане координате, добиjамо:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

dx = sin θ cosφdr + r cos θ cosφdθ − r sin θ sinφdφ
dy = sin θ sinφdr + r sin θ sinφdθ + r sin θ cos θ dφ
dz = cos θ dr − r sin θ dθ,

(1.747)

или матрично

⎛
⎜
⎝

dx
dy
dz

⎞
⎟
⎠
=
⎛
⎜
⎝

sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r sin θ sinφ r sin θ cosφ

cos θ −r sin θ 0

⎞
⎟
⎠

⎛
⎜
⎝

dr
dθ
dφ

⎞
⎟
⎠
, (1.748)

а то пишемо кратко dx = Jds. Матрица J назива се Jакобиjева179 матрица, а њена
детерминанта

detJ =

RRRRRRRRRRRRRR

sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r sin θ sinφ r sin θ cosφ

cos θ −r sin θ 0

RRRRRRRRRRRRRR

= r2 sin θ, (1.749)

назива се Jакобиjан, овде за трансформациjе Декартових у сферне координате.
Квадрираjмо и саберимо диференциjале (1.747), добиjамо:

dl2 = dx2
+ dy2

+ dz2
= dr2

+ r2 dθ2
+ r2 sin2 θ dφ2. (1.750)

То jе Питагорина теорема писана у Декартовим и сферним координатама, у облику
коjи називамо метричким тензором. У Декартовим, када нема померања по висини
(z-оси) дужина хипотенузе правоуглог троугла чиjе су катете дужина dx и dy jе dl.
Одсуство мешаних производа (dxdy) указуjе на окомитост координатних оса (Ox ⊥ Oy),
коjу имаjу и сферне координате.

Идући сфером r = const, добиjамо dl2 = r2(dθ2 + sin2 θ dφ2), а то jе квадрат дужине
(инфинитезималног) лука велике кружнице сфере. Према томе, на сфери полупречника
r инфинитезимални криволиниjски правоугаоник jе омеђен линиjама од поларног угла
θ до θ + dθ и од азимутног угла φ до φ + dφ. Његова површина jе dσ = r2 sin θ dθdφ.
Инфинитезимални запремински елеменат те сфере jе dV = drdσ и износи

dV = r2 sin θ sinφdrdθdφ. (1.751)

То се види на слици 1.87 десно. Иначе, ниjе случаjност што jе испред диференциjала
координата баш Jакобиjан (1.749), али о томе неки други пут.

Вратимо се на запажање узаjамне окомитости координата сваког од система, Дека-
ртовог и сферног. Jединичне векторе првог означимо са e⃗x, e⃗y и e⃗z, а другог са e⃗r, e⃗θ
и e⃗φ. Приметимо да jе e⃗x × e⃗y = e⃗z и e⃗r × e⃗θ = e⃗φ, односно да су оба десни системи. Из
трансформациjа координата (1.745) следи:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

e⃗r =
r⃗
r =

xe⃗x+ye⃗y+ze⃗z
r = sin θ cosφ e⃗x + sin θ sinφ e⃗y + cos θ e⃗z

e⃗θ = e⃗φ × e⃗r = cos θ cosφ e⃗x + cos θ sinφ e⃗y − sin θ e⃗z,

e⃗φ =
e⃗z×e⃗r
sin θ = − sinφ e⃗x + cosφ e⃗y,

(1.752)

где прво израчунавамо e⃗φ па онда e⃗θ. Затим налазимо парциjалне изводе:

∂e⃗r
∂r

= 0,
∂e⃗θ
∂r

= 0,
∂e⃗φ

∂r
= 0. (1.753)

179Carl Gustav Jacobi (1804-1851), немачки математичар.
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Изводи jединичних вектора по другоj координати су:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

∂θe⃗r = cos θ cosφ e⃗x + cos θ sinφ e⃗y − sin θ e⃗z = e⃗θ,
∂θe⃗θ = − sin θ cosφ e⃗x − sin θ sinφ e⃗y − cos θ e⃗z = −e⃗r,
∂θe⃗φ = 0,

(1.754)

а изводи трећих:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

∂φe⃗r = − sin θ sinφ e⃗x + sin θ cosφ e⃗y = (− sinφ e⃗x + cosφ e⃗y) sin θ = sin θ e⃗φ,
∂φe⃗θ = − cos θ sinφ e⃗x + cos θ cosφ e⃗y = cos θ e⃗φ,
∂φe⃗φ = − cosφ e⃗x − sinφ e⃗y = − sin θ e⃗r − cos θ e⃗θ.

(1.755)

Ради прегледности користимо и скраћене ознаке ∂ξf = ∂
∂ξf =

∂f
∂ξ .

Пример 1.4.23. Наћи прираштаj путање dr⃗ у сферним координатама.

Решење. Израчунавамо диференциjал dr⃗ у сферним координатама:

dr⃗ = d(re⃗r) = e⃗r dr + r de⃗r = e⃗r dr + r(∂re⃗r dr + ∂θe⃗r dθ + ∂φe⃗r dφ),

а отуда
dr⃗ = e⃗r dr + e⃗θr dθ + e⃗φr sin θ dφ. (1.756)

Провера: скаларни производ dr⃗ ⋅ dr⃗ = dl2 jе заиста метрика (1.750).

Векторе пишемо и масно, уместо v⃗ пишемо v, ради прегледности.

Пример 1.4.24. Проверити израз за брзину

v = erṙ + eθrθ̇ + eφrφ̇ sin θ, (1.757)

Решење. Брзина jе промена пута по времену:

v =
d

dt
r = ṙ = ėrr + erṙ,

а отуда тражени израз.

Пример 1.4.25. Проверити израз за убрзање

a = er(r̈ − rθ̇
2
− rφ̇2 sin2 θ) + eθ(rθ̈ + 2ṙθ̇ − rφ̇2 sin θ cos θ)+ (1.758)

+eφ(rφ̈ sin θ + 2rθ̇φ̇ cos θ + 2ṙφ̇ sin θ).

Решење. Убрзање jе промена брзине по времену:

a = v̇ = ṙrṙ + rrr̈ + ėθrθ̇ + eθrθ̈ + ėφrφ̇ sin θ + eφṙφ̇ sin θ + eφrφ̈ sin θ + eφrφ̇θ̇ cos θ =

= (eθθ̇ + eφφ̇ sin θ)ṙ + err̈ + (−erθ̇ + eφφ̇ cos θ)rθ̇ + erṙθ̇ + eθrθ̈+

+[−(er sin θ + eθ cos θ)φ̇]rφ̇ sin θ + eφṙφ̇ sin θ + eφrφ̈ sin θ + eφrφ̇θ̇ cos θ,

а отуда (1.758).
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Када бисмо имали генералисане координате радили бисмо слично, уз нека ограничења.
Трансформациjе (1.745) биле би:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

x = x(q1, q2, q3)

y = y(q1, q2, q3)

z = z(q1, q2, q3),

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

q1 = q1(x, y, z)
q2 = q2(x, y, z)
q3 = q3(x, y, z),

(1.759)

уз претпоставку да су функциjе qk (k = 1,2,3) непрекидне, диференциjабилне, да чине
десни систем координата и да су ортови узаjамно окомити.

Наравно да jе могуће замислити трансформациjе координата коjе не испуњаваjу
дате услове, али видели смо да они важе за сферни систем. Подсетимо се да исте
претпоставке задовољава и цилиндарски систем координата.

Slika 1.88: Цилиндричне координате.

На слици 1.88 видимо координате цилиндра. У Декартовим координатама тачка
T (x, y, z) jе окомито проjектована на раван Oxy у тачку T ′(x, y,0). Удаљеност T ′ од
исходишта O jе r, а угао ∠xOT ′ = φ. Координате тачке T постаjу (r, φ, z). На слици
примећуjемо ортогоналност ортова er, eφ и ez, затим трансформациjе:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

x = r cosφ
y = r sinφ
z = z,

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

r =
√
x2 + y2

φ = arctg y
x

z = z,

(1.760)

коjе су непрекидне и диференциjабилне. Диференцирањем координата, квадрирањем
и сабирањем добиjамо квадрат интервала, метрику

dl2 = dr2
+ r2dφ2

+ dz2, (1.761)

коjа jе еквивалент са (1.750) за цилиндарске координате.
Вратимо се сада на генералисане координате (1.759) и посматраjмо промену радиjус

вектора r =
Ð→
OT дуж k-те координатне линиjе. Та промена jе векторска величина,

ориjентисана jе дуж тангенте на тоj линиjи (qk) и износи

∂r

∂qk
= ∣

∂r

∂qk
∣ek = hkek, (k = 1,2,3) (1.762)
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где jе hk ≥ 0 интензитет вектора промене. Броjеви hk, тзв. Ламеови коефициjенти,
веома су важни за криволиниjске системе у одређивању вариjациjа радиjус-вектора
приликом израчунавања координата разних тачака и њихових веза.

Упоређивањем са (1.756) видимо да су:

hr = 1, hθ = r, hφ = r sin θ, (1.763)

Ламеови коефициjенти за сферне координате. Радећи слично као тамо (пример 1.4.23),
нашли бисмо Ламеове коефициjенте:

hr = 1, hφ = r, hz = 1, (1.764)

за цилиндарске координате. Ови коефициjенти за правоугле Декартове координате су
hx = hy = hz = 1, што jе очигледно.

Уопште, диференциjал радиjус-вектора jе вектор

dr =
∂r

∂q1
dq1 +

∂r

∂q2
dq2 +

∂r

∂q3
dq3, (1.765)

са координатама dsk = hk dqk таквим да су:

hk =
dsk
dqk

, (k = 1,2,3) (1.766)

Ламеови коефициjенти. Квадрат линиjског елемента jе

dl2 = h2
1 dq

2
1 + h

2
2 dq

2
2 + h

2
3 dq

2
3, (1.767)

а запремински елеменат

dV = ds1ds2ds3 = h1h2h3 dq1dq2dq3, (1.768)

jер се он може посматрати приближно као паралелепипед са странама dsk.
Посебно, посматраjмо скаларну функциjу f(q1, q2, q3) коjа карактерише скаларно

поље. Нека jе вектор grad f градиjент180 тог поља у тачки T . Да би нашли компоненте
градиjента, израчунавамо

∣grad f ∣k =
∂f

∂sk
=

3

∑
j=1

∂f

∂qj

dqj

dsk
. (1.769)

Како jе dqk
dsk

= 1
hk
, имамо:

(grad f)k =
1

hk

∂f

∂qk
,

редом за k = 1,2,3, односно

grad f =
1

h1

∂f

∂q1
e1 +

1

h2

∂f

∂q2
e2 +

1

h3

∂f

∂q3
e3. (1.770)

Градиjент пишемо и помоћу Хамилтоновог, набла оператора grad f = ∇f , где jе

∇ = e1
1

h1

∂

∂q1
+ e1

1

h2

∂

∂q2
+ e3

1

h3

∂

∂q3
, (1.771)

180У [1] уз (1.51) jе доказ да градиjент има правац и смер наjбржег раста функциjе f .
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коjи у Декартовим координатама има раниjе поменут облик (1.685), коjи jе из овог
очигледан. У цилиндарским координатама, из (1.764) следи

∇ = er
∂

∂r
+ eφ

1

r

∂

∂φ
+ ez

∂

∂z
. (1.772)

У сферним координатама, из (1.763) добиjамо

∇ = er
∂

∂r
+ eθ

1

r

∂

∂θ
+ ez

1

r sin θ

∂

∂φ
. (1.773)

Сада се можемо вратити на дефинициjу оператора импулса угловног момента у новим
координатама, коjе су за обртања око z-осе природниjе.

Пример 1.4.26. Користећи трансформациjе координата (1.745), Декартове у сферне,
показати да су тачне формуле:

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∂
∂x = sin θ cosφ ∂

∂r +
1
r cos θ cosφ ∂

∂θ −
1
r

sinφ
sin θ

∂
∂φ ,

∂
∂y = sin θ sinφ ∂

∂r +
1
r cos θ sinφ ∂

∂θ +
1
r

cosφ
sin θ

∂
∂φ ,

∂
∂z = cos θ ∂∂r −

1
r sin θ ∂

∂θ .

(1.774)

Доказ. Прва jеднакост:

∂

∂x
=
∂r

∂x

∂

∂r
+
∂ cos θ

∂x

∂

∂ cos θ
+
∂ tgφ

∂x

∂

∂ tgφ
=

=
x

r

∂

∂r
+
−xz

r3

−1

sin θ

∂

∂θ
−
y

x2
cos2 φ

∂

∂φ

= sin θ cosφ
∂

∂r
+

1

r
sin θ cosφ cos θ

1

sin θ

∂

∂θ
−

1

r

sin θ sinφ

sin2 θ cos2 φ
cos2 φ

∂

∂φ

= sin θ cosφ
∂

∂r
+

1

r
cosφ cos θ

∂

∂θ
−

1

r

sinφ

sin θ

∂

∂φ
.

Друга jеднакост:
∂

∂y
=
∂r

∂y

∂

∂r
+
∂ cos θ

∂y

∂

∂ cos θ
+
∂ tg θ

∂y

∂

∂ tgφ
=

=
y

r

∂

∂r
+
−yz

r3

−1

sin θ

∂

∂θ
+

1

x
cos2 φ

∂

∂φ

= sin θ sinφ
∂

∂r
+

1

r
sin θ sinφ cos θ

1

sin θ

∂

∂θ
+

1

r

1

sin θ cosφ
cos2 φ

∂

∂φ

= sin θ sinφ
∂

∂r
+

1

r
sinφ cos θ

∂

∂θ
+

1

r

cosφ

sin θ

∂

∂φ
.

Трећа jеднакост:
∂

∂z
=
∂r

∂z

∂

∂r
+
∂ cos θ

∂z

∂

∂ cos θ
+
∂ tgφ

∂z

∂

∂ tgφ
=

=
z

r

∂

∂r
+ (

1

r
−
z2

r3
)

−1

sin θ

∂

∂θ

= cos θ
∂

∂r
+

1

r
(1 − cos2 θ)

−1

sin θ

∂

∂θ

= cos θ
∂

∂r
−

1

r
sin θ

∂

∂θ
.

И то jе то.
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Ради провере, из (1.774) можете извести израз за набла оператор у сферним коорди-
натама (1.773). Оператор угловног момента (1.686) сада постаjе

ˆ⃗L = −i~ ˆ⃗r ×∇ = i~(e⃗θ
1

sin θ

∂

∂φ
− e⃗φ

∂

∂θ
) . (1.775)

Из претходних трансформациjа можемо извести:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L̂x = i~ (sinφ ∂
∂θ + ctg θ cosφ ∂

∂φ) ,

L̂y = i~ (− cosφ ∂
∂θ + ctg θ sinφ ∂

∂φ) ,

L̂z = −i~ ∂
∂φ ,

(1.776)

а отуда:
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

L̂+ = L̂x + iL̂y = ~eiφ ( ∂
∂θ + i ctg θ ∂

∂φ) ,

L̂− = L̂x − iL̂y = −~e−iφ ( ∂
∂θ − i ctg θ ∂

∂φ) .
(1.777)

Ниjе то jедини начин.
У репрезентациjи сферних координата, удружена сопствена стања оператора ˆ⃗L2 и

L̂z означавамо са ∣l,m⟩ и имамо:

ˆ⃗L2
∣l,m⟩ = ~2l(l + 1)∣l,m⟩, L̂z ∣l,m⟩ = ~m∣l,m⟩. (1.778)

При томе jе ˆ⃗L2 = −~2r2(ˆ⃗r ×∇) ⋅ (ˆ⃗r ×∇), односно

ˆ⃗L2
= −~2r2

[∇
2
−

1

r2

∂

∂r
(r2 ∂

∂r
)] . (1.779)

Подсетимо се да jе Лапласов оператор, ∇2 = ∇ ⋅ ∇, скаларни производ набла оператора
и да се он може свести на облик

∇
2
=

1

r2
[
∂

∂r
(r2 ∂

∂r
) +

1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
] . (1.780)

Сменом Лапласовог оператора у (1.779) и сређивањем добиjамо

ˆ⃗L2
= −~2

[
1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
] . (1.781)

Да Лапласиjан (Лапласов оператор) можемо писати у облику:

∇
2
=

1

r2

∂

∂r
(r2 ∂

∂r
) −

1

~2r2

ˆ⃗L2
=

1

r

∂2

∂r2
−

1

~2r2

ˆ⃗L2. (1.782)

види се из (1.779).

Пример 1.4.27. Проверити L̂z = −i~ ∂
∂φ .

Решење. Из трансформациjа (1.745) и примера 1.4.26 добиjамо

L̂z = −i~(x
∂

∂y
− y

∂

∂x
) = −i~

∂

∂φ
,

уврштавањем у заграду и сређивањем.
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Пример 1.4.28. Проверити jеднакости у (1.777).

Решење. Израчунавамо прву, редом:

1

~
L̂+ = z

∂

∂x
+ iz

∂

∂y
− (x + iy)

∂

∂z
=

= r cos θ (sin θ cosφ
∂

∂r
+

1

r
cos θ cosφ

∂

∂θ
−

1

r

sinφ

sin θ

∂

∂φ
)+

+r cos θ (i sin θ sinφ
∂

∂r
+
i

r
cos θ sinφ

∂

∂θ
+
i

r

cosφ

sin θ

∂

∂φ
)

−r sin θ(cosφ + i sinφ) (cos θ
∂

∂r
−

sin θ

r

∂

∂θ
)

= r cos θ sin θ eiφ
∂

∂r
+ cos2 θ eiφ

∂

∂θ
+

cos θ

sin θ
ieiφ

∂

∂φ

−r sin θ cos θ eiφ
∂

∂r
+ sin2 θ eiφ

∂

∂θ

= eiφ (
∂

∂θ
+ i

cos θ

sin θ

∂

∂φ
) ,

а то jе прва тражена jеднакост.
Израчунавамо другу, редом:

1

~
L̂− = −z

∂

∂x
+ iz

∂

∂y
+ (x − iy)

∂

∂z
=

= −r cos θ (sin θ cosφ
∂

∂r
+

1

r
cos θ cosφ

∂

∂θ
−

1

r

sinφ

sin θ

∂

∂φ
)+

+r cos θ (i sin θ sinφ
∂

∂r
+
i

r
cos θ sinφ

∂

∂θ
+
i

r

cosφ

sin θ

∂

∂φ
)

+r sin θ(cosφ − i sinφ) (cos θ
∂

∂r
−

sin θ

r

∂

∂θ
)

= −r cos θ sin θ e−iφ
∂

∂r
− cos2 θ e−iφ

∂

∂θ
+

cos θ

sin θ
ie−iφ

∂

∂φ
+

+r sin θ cos θ e−iφ
∂

∂r
− sin2 θ e−iφ

∂

∂θ

= −e−iφ (
∂

∂θ
− i

cos θ

sin θ

∂

∂φ
) ,

а то jе друга тражена jеднакост.

Обе ове jеднакости можемо добити и другачиjе, као у следећем примеру.

Пример 1.4.29. Проверити

L̂± = ±~e±iφ (
∂

∂θ
± i

cos θ

sin θ

∂

∂φ
) ,

користећи трансформациjе (1.745).
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Решење. Уврштавамо и израчунавамо редом:

L̂± = L̂x ± iL̂y = −i~ [y
∂

∂z
− z

∂

∂y
± i(z

∂

∂x
− x

∂

∂z
)] =

= −i~ [(y ∓ ix)
∂

∂z
− z (

∂

∂y
∓ i

∂

∂x
)] = ~ [∓(x ± iy)

∂

∂z
± z (

∂

∂x
± i

∂

∂y
)]

= ~r [∓ sin θe±iφ
∂

∂z
± cos θ (

∂

∂x
± i

∂

∂y
)]

= ~ [∓ sin θe±iφ (r cos θ
∂

∂r
− sin θ

∂

∂θ
) ± cos θ (r sin θe±iφ

∂

∂r
+ cos θe±iφ

∂

∂θ
±
ie±iφ

sin θ

∂

∂φ
)]

= ~e±iφ [± sin2 θ
∂

∂θ
± (cos2 θ

∂

∂θ
±
i cos θ

sin θ

∂

∂φ
)]

= ~e±iφ (±
∂

∂θ
+ i ctg θ

∂

∂φ
)

а то jе и требало добити.

Пример 1.4.30. Полазећи од ˆ⃗L2 = L̂+L̂− + L̂
2
z − ~L̂z извести ˆ⃗L2.

Решење. Израчунавамо редом:

ˆ⃗L2
= L̂+L̂− + L̂

2
z − ~L̂z =

= ~eiφ (
∂

∂θ
+ i

cos θ

sin θ

∂

∂φ
) [~e−iφ (−

∂

∂θ
+ i

cos θ

sin θ

∂

∂φ
)] + (−i~

∂

∂φ
)

2

+ i~2 ∂

∂φ

= −~2 cos θ

sin θ

∂

∂θ
+ i~2 cos2 θ

sin2 θ

∂

∂φ
− ~2 ∂

2

∂θ2
− i~2 cos θ

sin θ

∂2

∂φ∂θ
+ i~2

(−1 −
cos2 θ

sin2 θ
)
∂

∂φ
+

+i~2 cos θ

sin θ

∂2

∂θ∂φ
− ~2 cos2 θ

sin2 θ

∂2

∂φ2
− ~2 ∂

2

∂φ2
+ i~2 ∂

∂φ

= −~2 ∂
2

∂θ2
− ~2 cos θ

sin θ

∂

∂θ
− ~2

(1 +
cos2 θ

sin2 θ
)
∂2

∂φ2

+i~2
(−1 −

cos2 θ

sin2 θ
+ 1 +

cos2 θ

sin2 θ
)
∂

∂φ

= −~2
[

1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

sin2 θ

∂θ2

∂φ2
] ,

а то jе тачно jеднако (1.781).

Пређимо сада на представљање ових израза помоћу сферних хармоника. Као што
знамо из математике, сферни хармоници су угаони део решења Лапласове jедначине у
сферним координатама.
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1.4.12 Сферни хармоници

Како оператори L̂z и
ˆ⃗L2 зависе само од углова θ и φ, њихова сопствена стања зависе

само од θ и φ. Означимо њихова удружена сопствена стања са

⟨θφ∣l,m⟩ = Ylm(θ, φ), (1.783)

где су Ylm(θ, φ) непрекидне функциjе аргумената θ и φ. Сада jе могуће писати сопствене
вредности (1.775) у облику

ˆ⃗L2Ylm(θ, φ) = ~2l(l + 1)Ylm(θ, φ), L̂zYlm(θ, φ) = ~mYlm(θ, φ). (1.784)

Пошто L̂z зависи само од φ, што се види из прве jеднакости (1.776), претходне две
jедначине указуjу на сепарабилност сопствене функциjе Ylm(θ, φ), па пишемо

Ylm(θ, φ) = Θlm(θ)Φm(φ). (1.785)

Препознаjемо да jе

L̂±Ylm(θ, φ) = ~
√
l(l + 1) −m(m ± 1)Yl,m±1(θ, φ), (1.786)

из (1.735), или прве у (1.722).

Пример 1.4.31. Сопствене функциjе и сопствене вредности L̂z су:

Φm(φ) =
1

√
2π
eimφ, m = −l,−l + 1, . . . , l − 1, l,

са целим броjем l.

Решење. Из претходних jеднакости добиjамо L̂zΘlm(θ)Φm(φ) = m~Θlm(θ)Φm(φ), па
због L̂z = −i~∂φ имамо:

−i~Θim(θ)
∂Φm(φ)

∂φ
=m~Θlm(θ)Φm(φ),

−i
∂Φm(φ)

∂φ
=mΦm(φ),

Φm(φ) =
1

√
2π
eimφ,

ˆ 2π

0
Φ∗
m′(φ)Φm(φ)dφ = δm′m.

То jе услов ортогоналности решења са константом нормирања
√

2π. Jеднозначност
тражи да ова функциjа буде периодична са периодом 2π, односно Φm(φ+ 2π) = Φm(φ),
а отуда

eim(φ+2π)
= eimφ.

Из релациjе произилази да се очекиване вредности lz = ⟨l,m∣L̂z ∣l,m⟩ оператора L̂z своде
на дискретан скуп

lz =m~, m = 0,±1,±2, . . .

Према томе, вредности m иду од −l до l, редом:

m = −l,−l + 1,−l + 2, . . . ,0,1,2, . . . , l − 2, l − 1, l,

па и квантни броj l мора бити цео. То се очекуjе зато што орбитни угаони моменат
мора имати целоброjне вредности.
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Сопствене функциjе Θlm(θ) тражимо за оператор ˆ⃗L2 на два начина. Први jе помоћу
диференциjалне jедначине чиjа решења су Лежандрови полиноми, а други jе алгеба-
рски метод коjи ради са операторима L̂± и даjе експлицитна решења Ylm(θ, φ) у облику
сферних хармоника.

Први начин

За први начин, полазимо од (1.781) и сопствених функциjа

Ylm(θ, φ) =
1

√
2π

Θlm(θ)eimφ. (1.787)

Добиjамо:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

ˆ⃗L2Ylm(θ, φ) = −~2√
2π

[ 1
sin θ

∂
∂θ

(sin θ ∂
∂θ

) + 1
sin2 θ

∂2

∂φ2
]Θlm(θ)eimφ

ˆ⃗L2Ylm(θ, φ) =
~2l(l+1)
√

2π
Θlm(θ)eimφ,

(1.788)

што се елиминациjом независне φ своди на

1

sin θ

d

dθ
[sin θ

dΘlm(θ)

dθ
] + [l(l + 1) −

m

sin2 θ
]Θlm(θ) = 0. (1.789)

То jе Лежандрова диференциjална jедначина. Решења се могу изразити помоћу при-
дружених Лежандрових функциjа Pml (cos θ), у облику

Θlm(θ) = ClmP
m
l (cos θ), (1.790)

дефинисаних са

Pml (x) = (1 − x2
)
∣m∣/2 d

∣m∣

dx∣m∣
Pl(x). (1.791)

Ово писање значи да jе
P −m
l (x) = Pml (x), (1.792)

где Pl(x) представља l-ти Лежандров полином дефинисан изразом

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2

− 1)l, (1.793)

коjи се назива Родригезова формула, некада називана Аjвори-Jакобиjевом.
Првих неколико Лежандрових полинома су:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P0(x) = 1,
P1(x) = x,

P2(x) =
1
2(3x

2 − 1),

P3(x) =
1
2(5x

3 − 3x),

P4(x) =
1
8(35x4 − 30x2 + 3),

P5(x) =
1
8(63x5 − 70x3 + 15x),

. . .

(1.794)

Ови полиноми су приказани на слици 1.89. Због раздвоjености њихових нула видимо
их као „осциловање“ око x-осе у близини исходишта.
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Након сређивања тригонометриjских израза, за прве Лежандрове функциjе косинуса
добиjамо:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P 1
1 (cos θ) = − sin θ,
P 1

2 (cos θ) = −3 cos θ sin θ,
P 2

2 (cos θ) = 3 sin2 θ,

P 1
3 (cos θ) = −3

2(5 cos2 θ − 1) sin θ,
P 2

3 (cos θ) = 15 cos θ sin2 θ,
P 3

3 (cos θ) = −15 sin3 θ,
. . .

(1.795)

Очигледно jе да и оне имаjу таласима сличне облике.

Slika 1.89: Лежандрови полиноми.

Приметимо да Лежандрови полиноми задовољаваjу следећу релациjу

1

2

∞

∑
l=0

(2l + 1)Pl(x
′
)Pl(x) = δ(x − x

′
), (1.796)

где jе δ(t) Диракова делта функциjа (1.527), а да jе

Pl(−x) = (−1)lPl(x). (1.797)

Затим израчунавамо првих неколико Лежандрових функциjа:

P 1
1 (x) = −

√
1 − x2, (1.798)

P 1
2 (x) = −3x

√
1 − x2, P 2

2 (x) = 3(1 − x2
), (1.799)
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P 1
3 (x) = −

3

2
(5x2

− 1)
√

1 − x2, P 2
3 (x) = −15x(1 − x2

), P 3
3 (x) = 15(1 − x2

)
3/2, (1.800)

и даље према формули (1.791). При томе jе P 0
l (x) = Pl(x) за l = 0,1,2, . . . , а ови

полиноми косинуса су (1.795).
Константу Clm из (1.790) наћи ћемо из услова ортонормираности:

⟨l′,m′
∣l,m⟩ =

ˆ 2π

0
dφ

ˆ π

0
sin θ ⟨l′,m′

∣θφ⟩⟨θφ∣l,m⟩dθ = δl′lδm′m, (1.801)

коjу можемо написати у облику

ˆ 2π

0
dφ

ˆ π

0
sin θ Y ∗

l′m′(θ, φ)Ylm(θ, φ)dθ = δl′lδm′m, (1.802)

што jе релациjа позната као услов нормализациjе сферних хармоника. Употребљаваjући
(1.787), даље налазимо

ˆ 2π

0
dφ

ˆ π

0
sin θ ∣Ylm(θ, φ)∣2 dθ =

∣Clm∣2

2π

ˆ 2π

0
dφ

ˆ π

0
sin θ ∣Pml (cos θ)∣2 dθ = 1. (1.803)

Познаjући теориjу додељених Лежандрових функциjа пишемо
ˆ π

0
sin θ Pml (cos θ)Pml′ (cos θ)dθ =

2

2l + 1

(l +m)!

(l −m)!
δll′ , (1.804)

што се добиjа из услова нормираности тих полинома. Са претходним, налазимо

Clm = (−1)m

¿
Á
ÁÀ2l + 1

2

(l −m)!

(l +m)!
(m ≥ 0). (1.805)

Смењуjући (1.790), имамо

Θlm(θ) = (−1)m

¿
Á
ÁÀ2l + 1

2

(l −m)!

(l +m)!
Pml (cos θ). (1.806)

Коначно, враћањем смена, добиjамо

Ylm(θ, φ) = (−1)m

¿
Á
ÁÀ2l + 1

2

(l −m)!

(l +m)!
Pml (cos θ) eimφ, (1.807)

а таj резултат називамо нормализованим сферним хармоницима. Обично се у књигама
квантне механике не наводе математички докази (в. [3]) познатих ставова, да би се
избегле непотребне опширности. Такве детаље о Лежандровим полиномима можете
потражити и на интернету181, а такође и о сферним хармоницима182.

181Legendre polynomials: https://en.wikipedia.org/wiki/Legendre_polynomials
182Spherical harmonics: https://en.wikipedia.org/wiki/Spherical_harmonics
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Други начин

Други начин тражења сопствених функциjа Θlm(θ) оператора ˆ⃗L2 jе непосредна
конструкциjа Ylm(θ, φ). Кренућемо са случаjем m = l, што jе максимална вредност m,
а затим ћемо аналогно раду са општим угловним моментом алгебарски разрађивати
претходно.

Деловање оператора L̂+ на Yll даjе нулу

⟨θφ∣L̂+∣l, l⟩ = L̂+Yll(θ, φ) = 0, (1.808)

jер се Yll не може подизати даље од Yl,mmax . Користећи (1.777) ову jеднакост пишемо
у облику

~eiφ
√

2π
(
∂

∂θ
+ i ctg θ

∂

∂φ
)Θll(θ)e

ilφ
= 0, (1.809)

одакле
∂Θll(θ)

∂θ
= l ctg θ. (1.810)

Решење ове диференциjалне jедначине jе облика

Θll(θ) = Cl sin
l θ, (1.811)

где jе Cl константа коjу треба одредити из услова нормирања (1.802) за Yll(θ, φ)

Yll(θ, φ) =
Cl

√
2π
eilφ sinl θ. (1.812)

Проценићемо да jе ова константа облика

Cl =
(−1)l

2ll!

√
(2l + 1)

2
, (1.813)

што се потврђуjе уврштавањем назад.
Деловање оператора L̂+ на Yll даjе

L̂−Yll(θ, φ) =
√

2πYl,l−1(θ, φ), (1.814)

а са друге стране

L̂−Yll(θ, φ) =
(−1)l

2ll!

√
(2l + 1)!

4π
ei(l−1)φ sin1−l θ

d

d cos θ
sin2l θ, (1.815)

где су такође кориштени сферни записи (1.777).
Слично можемо показати да jе деловање L̂l−m− на Yll(θ, φ) дато са

L̂l−m− Yll(θ, φ) = ~l−m
¿
Á
ÁÀ(2l)!(l +m)!

(l −m)!
Ylm(θ, φ), (1.816)

а са друге стране

L̂l−m− Yll(θ, φ) = ~l−m
(−1)l

2ll!

√
(2l)!(2l + 1)!

4π
eimφ

1

sinm θ

dl−m

d cosl−m θ
sin2l θ, (1.817)

где jе m ≥ 0. Упоређуjући ове jеднакости, за сферни хармоник Ylm(θ, φ) за m ≥ 0
добиjамо израз

Ylm(θ, φ) =
(−1)l

2ll!

¿
Á
ÁÀ2l + 1

4π

(l +m)!

(l −m)!
eimφ

1

sinm θ

dl−m

d cosl−m θ
sin2l θ. (1.818)
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Особине сферних хармоника

Сферни хармоници Ylm(θ, φ) су заjедничке сопствене функциjе оператора ˆ⃗L2 и L̂z
коjе због jеднакости (1.802) чине ортонормирану базу Хилбертовог простора квадратно-
интеграбилних функциjа θ и φ. Услов комплетности базе jе

l

∑
m=−l

∣l,m⟩⟨l,m∣ = Î , (1.819)

односно ∑m⟨θφ∣l,m⟩⟨l,m∣θ′φ′⟩ =

= ∑
m

Y ∗
lm(θ′, φ′)Ylm(θ, φ) = δ(cos θ − cos θ′)δ(φ − φ′) =

δ(θ − θ′)

sin θ
δ(φ − φ′),

где jе δ(t) Диракова делта функциjа.
Сферни хармоници су комплексне функциjе, a

[Ylm(θ, φ)]∗ = (−1)mYl,−m(θ, φ). (1.820)

je конjугована вредност Ylm(θ, φ).
Функциjа Ylm(θ, φ) jе сопствено стање оператора паритета P̂ ∶ r⃗ → −r⃗ са сопственом

вредношћу (−1)l, наиме:

P̂Ylm(θ, φ) = Ylm(π − θ, φ + π) = (−1)lYlm(θ, φ), (1.821)

jер оператор паритета представља рефлексиjу позициjа око исходишта, коjоj одговараjу
пресликавања θ → π − θ и φ → π + φ, што доводи до eimφ → eimπeimφ = (−1)meimφ и
Pml (cos θ) → Pml (− cos θ) = (−1)l+mPml (cos θ).

Веза између сферних хармоника и Лежандрових полинома успоставља се jедноставно
узимаjући m = 0. Jеднакост (1.818) тада постаjе

Yl0(θ, φ) =
(−1)l

2ll!

√
2l + 1

4π

dl

d cosl θ
sin2l θ =

√
2l + 1

4π
Pl(cos θ), (1.822)

са

Pl(cos θ) =
1

2ll!

dl

d cosl θ
(cos2 θ − 1)l. (1.823)

Из израза за Ylm(θ, φ) изводимо

Ylm(0, φ) =

√
2l + 1

4π
δm0. (1.824)

Отуда вредности сферних хармоника за l ∈ {0,1,2} у следећоj табели.

Y00 =
1√
4π

Y10 =

√
3

4π cos θ Y1,±1 = ∓

√
3

8π e
±iφ sin θ

Y20 =

√
5

16π (3 cos2 θ − 1) Y2,±1 = ∓

√
15
8π e

±iφ sin θ cos θ Y2,±2 =

√
15

32π e
±2iφ sin2 θ,

(1.825)

где jе Ylm = Ylm(θ, φ).
Вредности Ylm(θ, φ) трансформациjама (1.745) преводимо из сферних (Orθφ) у

Декартове правоугле (Oxyz) координате. Требамо само:

sin θ cosφ =
x

r
, sin θ sinφ =

y

r
, cos θ =

z

r
(1.826)
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сменити у Ylm(θ, φ).
На пример, сменом cos θ = z/r налазимо:

Y10(x, y, z) =

√
3

4π

z

r
=

√
3

4π

z
√
x2 + y2 + z2

. (1.827)

Сменама sin θ cosφ = x/r и sin θ sinφ = y/r налазимо:

x ± iy

r
= sin θ cosφ ± i sin θ sinφ = sin θ e±iφ, (1.828)

а отуда

Y1,±1(x, y, z) = ∓

√
3

8π

x ± iy

r
= ∓

√
3

8π
sin θ e±iφ. (1.829)

На таj начин добиjамо изразе у следећоj табели.

Y00 =
1√
4π

Y10 =

√
3

4π
z
r Y1,±1 = ∓

√
3

8π
x±iy
r

Y20 =

√
5

16π
3z2−r2

r2
Y2,±1 = ∓

√
15
8π

(x±iy)z
r2

Y2,±2 =

√
15

32π
x2−y2±2ixy

r2
,

(1.830)

где jе Ylm = Ylm(x, y, z).

Пример 1.4.32. Ротациона симетриjа имплицира конзервациjу угловног момента.

Доказ. Посматрамо инфинитезималну ротациjу око z-осе. Тада jе:

x′ = x + dθ y, y′ = y − dθ x.

Шредингерова jедначина прелази у облик:

Ĥψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z) → Ĥψ(x + dθ y, y − dθ x, z) = Eψ(x + dθ y, y − dθ x, z),

а њен Теjлоров развоj даjе:

Ĥψ(x, y, z) + Ĥ dθ (
∂ψ

∂x
y −

∂ψ

∂y
x) = Eψ(x, y, z) +E dθ (

∂ψ

∂x
y −

∂ψ

∂y
x) .

Одузимањем налазимо

Ĥ (
∂

∂x
y −

∂

∂y
x)ψ = (

∂

∂x
y −

∂

∂y
x) Ĥψ.

Дакле, пронашли смо оператор коjи комутира са Хамилтониjаном, тако да jе

[Ĥ,−i~(
∂

∂x
y −

∂

∂y
x)] = 0,

где jе −i~ константа да би оваj оператор био

L̂z = −i~(
∂

∂x
y −

∂

∂y
x) = x̂p̂y − ŷp̂x,

дакле z компонента угловног момента L⃗ = r⃗ × p⃗. Коначно имамо комутаторе:

[Ĥ, L̂z] = [Ĥ, L̂x] = [Ĥ, L̂y] = 0,

а знамо да оператори коjи комутираjу са Хамилтониjаном имплицираjу да су физичке
величине конзервиране, да за њих важи закон одржања.

Зато у затвореном квантном систему важи закон одржања укупне количине спина
свих честица.

Растко Вуковић 372



КВАНТНА МЕХАНИКА

1.4.13 Атом водоника

Наjjедноставниjи физички систем коjи садржи интеракциjе потенциjала (ниjе изоло-
вана честица) jе атом водоника чиjа решења Шредингерове jедначине смо помињали у
примеру 1.3.77. Jедан протон, jедан електрон и електростатички Кулонов потенциjал
коjи их држи заjедно

U = −
e2

4πε0r
, (1.831)

коjи jе привлачни потенциjал између набоjа +e и −e на међусобноj удаљености r.

Slika 1.90: Кулонов потенциjал.

Користећи трансформациjе координата (1.745) између Декартовог Oxyz и сферног
Orθφ система, пишемо Шредингерову jедначину у Декартовим

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2
+

2m

~2
(E −U)ψ = 0, (1.832)

и сферним координатама

1

r2

∂

∂r
(r2∂ψ

∂r
) +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂ψ

∂θ
) +

1

r2 sin θ

∂2ψ

∂φ2
+

2m

~2
(E −U) = 0. (1.833)

Када укључимо Кулонов потенциjал (1.831) и помножимо обе стране ове jеднакости са
r2 sin2 θ, добиjамо

sin2 θ
∂

∂r
(r2∂ψ

∂r
) + sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂ψ

∂θ
) +

∂2ψ

∂φ2
+

2mr2 sin2 θ

~2
(

e2

4πε0r
+E) = 0. (1.834)

Решење ове jедначине jе таласна функциjа ψ за електрон у атому водоника. Ако нађемо
то решење, у принципу, сазнаћемо све што треба о водониковом атому.

Када имамо jедначину попут горње, jедан од начина за решавање jе сепарациjа
вариjабли, тj. раздваjање jедначине у различите делове са по jедном вариjаблом у
сваком делу. Зато пишемо

ψ = ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ) = RΘΦ. (1.835)
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Након тога имамо изводе:

∂ψ

∂r
= ΘΦ

dR

dr
,

∂ψ

∂θ
= RΦ

dΘ

dθ
,

∂2ψ

∂φ2
= RΘ

d2Φ

dφ2
, (1.836)

где су парциjални изводи постали пуни изводи, jер функциjе R,Θ,Φ зависе само од
r, θ, φ редом. Ово смењуjемо у (1.834).

Смена ψ = RΘΦ у Шредингерову jедначину и делење са RΘΦ даjе

sin2 θ

R

d

dr
(r2dR

dr
) +

sin θ

Θ

d

dθ
(sin θ

dΘ

dθ
) +

1

Φ

d2Φ

dφ2
+

2mr2 sin2 θ

~2
(

e2

4πε0r
+E) = 0. (1.837)

Одвоjена jе вариjабла φ тако да jе израз

1

Φ

d2Φ

dφ2

функциjа само φ. Преместимо то на десну страну jедначине, добиjамо

sin2 θ

R

d

dr
(r2dR

dr
) +

sin θ

Θ

d

dθ
(sin θ

dΘ

dθ
) +

2mr2 sin2 θ

~2
(

e2

4πε0r
+E) = −

1

Φ

d2Φ

dφ2
. (1.838)

Jедначина постаjе облика f(r, θ) = g(φ), где jе f функциjа само r и θ, а g функциjа
само вариjабле φ. То jе могуће само у случаjу f(r, θ) = const, дакле да je функциjа f
константа, односно да jе независна од r и θ. Зато пишемо

−
1

Φ

d2Φ

dφ2
=m2

l , (1.839)

а смисао константе ml ћемо видети касниjе.
Поделимо jедначину (1.838) са sin2 θ, добићемо

r

R

d

dr
(r2dR

dr
) +

2mr2

~2
(

e2

4πε0r
+E) =

m2
l

sin2 θ
−

1

Θ sin θ

d

dθ
(sin θ

dΘ

dθ
) , (1.840)

па опет имамо раздвоjене вариjабле. На левоj страни jеднакости jе функциjа само r, а
на десноj jе функциjа самог θ. Опет, то jе могуће само ако су свака од страна jеднакости
константе, а у овом случаjу ту константу ћемо означити са l(l + 1).

Тако смо дошли до три диференциjалне jедначине:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d2Φ
dφ2

+m2
l Φ = 0

1
sin θ

d
dθ

(sin θ dΘ
dθ

) + [l(l + 1) −
m2
l

sin2 θ
]Θ = 0

1
r2

d
dr

(r2 dR
dr

) + [2m
~2 ( e2

4πε0r
+E) −

l(l+1)
r2

]R = 0.

(1.841)

Уместо jедне велике парциjалне диференциjалне jедначине (1.837) са три вариjабле,
имамо три jедноставниjе диференциjалне jедначине са по jедном вариjаблом.

Квантни броjеви су константе коjе дефинишу решења Шредингерове jедначине. У
случаjу прве jедначине (1.841) имамо

Φ(φ) = Aeimlφ, (1.842)
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где jе A константа нормирања. Како φ и φ + 2π представљаjу jедну тачку у простору,
биће

Aeimlφ = Aeiml(φ+2π),

што jе тачно jедино за ml = 0,±1,±2, . . . , а због разлога коjи у овом тренутку нису
видљиви, ml називамо магнетни квантни броj.

Друга jедначина (1.841) jе по θ. Она укључуjе члан

l(l + 1) −
m2
l

sin2 θ
, (1.843)

и показуjе се да она може бити решена само када jе l цели броj већи или jеднак ml.
Тако налазимо орбитни квантни броj, са ограничењем ml = 0,±1,±2, . . . ,±l.

Трећа jедначина (1.841) jе радиjална, решења су функциjе r. Она може бити решена
само за енергиjе E коjе задовољаваjу неке услове коjе познаjемо у Боровом моделу
атома

En = −
me4

32π2n2ε0~2
=
E1

n2
, n = 1,2,3, . . . (1.844)

где се n назива главни квантни броj. У тоj трећоj jедначини се поjављуjе производ
l(l + 1). Из теориjе диференциjалних jедначина произилази да се решење R може наћи
само у случаjу да jе n веће или jеднако од броjа l + 1, другим речима, када jе испуњен
услов l = 0,1,2, . . . , n − 1.

n l ml ψ(r, θ, φ)

1 0 0 1
√
πa

3/2
0

e−r/a0

2 0 0 1

4
√

2πa
3/2
0

(2 − r
a0

) e−r/2a0

2 1 0 1

4
√

2πa
3/2
0

r
a0
e−r/2a0 cos θ

2 1 ±1 1

8
√
πa

3/2
0

r
a0
e−r/2a0 sin θ e±iφ

3 0 0 1

81
√

3πa
3/2
0

(27 − 18 r
a0
+ 2 r

2

a20
) e−r/3a0

3 1 0
√

2

81
√
πa

3/2
0

(6 − r
a0

) r
a0
e−r/3a0 cos θ

3 1 ±1 1

81
√
πa

3/2
0

(6 − r
a0

) r
a0
e−r/3a0 sin θ e±iφ

3 2 0 1

81
√

6πa
3/2
0

r2

a20
e−r/3a0(3 cos2 θ − 1)

3 2 ±1 1

81
√
πa

3/2
0

r2

a20
e−r/3a0 sin θ cos θ e±iφ

3 2 ±2 1

162
√
πa

3/2
0

r2

a20
e−r/3a0 sin2 θ e±2iφ

Tabela 1.6: Стања водониковог атома.

Дакле, решењаШредингерове jедначине (1.834) за атом водоника мораjу бити облика
(1.835), са наведеним особинама квантних броjева n, l иml. Првих неколико нормираних
тих решења, таласних функциjа водониковог атома, дато jе у табели 1.6. Константа
a0 = 4πε0~2/mc = 5,292 × 10−11 m jе радиjус унутрашње Борове орбите. На пример, за
квантни броj n = 3 коjи одговара другом побуђеном стању Боровог атома водоника и
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орбитном и магнетном броjу l = 2 и ml = −1, имаћемо нормирана решења:

Φ(φ) =
1

√
2π
e−iφ, Θ(θ) =

√
15

2
sin θ cos θ, R(r) =

4

81
√

30a
3/2
0

r2

a2
0

e−r/3a0 , (1.845)

а ψ jе производ ове три. То jе претпоследњи ред табеле.
Главни квантни броj n зависи од енергиjе електрона и показуjе се да jе jеднак

претходно познатом из Боровог модела атома. Та jеднакост долази из таласне природе
електрона, али са додатним детаљима коjе нам доноси квантно решење. Знало се да
су енергиjе електрона у атому водоника квантоване и да имаjу негативне броjеве, али
сада знамо да и позитивне енергиjе могу бити решења Шредингерове jедначине, тада
за слободне електроне.

Диференциjална jедначина за R(r) се може писати

1

r2

d

dr
(r2dR

dr
) +

2m

~2
[Kr +Ko −

~2l(l − 1)

2mr2
]R = 0, (1.846)

где суKr иKo кинетичка радиjална и орбитална енергиjа, при чему jе укупна кинетичка
енергиjа K = Kr + Ko, а укупна енергиjа E = K + U , са Кулоновом потенциjалном
енергиjом (1.831). Ова, кинетичка енергиjа jе увек позитивна. Кинетичке енергиjе
jе згодно раздваjаjти на Kr и Ko, jер ако радиjална jедначина има само радиjалну
зависност, онда jе члан са орбиталном кинетичком енергиjом занемарив.

Избацивање орбиталне кинетичке енергиjе из jедначине постижемо са

Ko =
~2l(l + 1)

2mr2
. (1.847)

Знамо да jе Ko = 1
2mv

2
o , где jе vo орбитална брзина (тангентна), а да jе орбитални

угловни моменат L =mvor, а отуда Ko = L
2/(2mr2). Комбинуjући претходне, налазимо

L =
√
l(l + 1)~, па како jе броj l = 0,1,2, . . . , n− 1, дакле квантован, то jе и L квантован.

Наjнижа могућа ненулта вредност jе L =
√

2~. Ознаке за l су у табели:

l = (
0 1 2 3 4 5 6
s p d f g h i) . (1.848)

Тако, електрон са броjевима n = 3, l = 2 био би 3d електрон. Он jе 3d са било коjим од
неколико дозвољених броjева ml. Jош нека стања су у табели 1.7.

l = 0 l = 1 l = 2 l = 3 l = 4 l = 5

n = 1 1s
n = 2 2s 2p
n = 3 3s 3p 3d
n = 4 4s 4p 4d 4f
n = 5 5s 5p 5d 5f 5g
n = 6 6s 6p 6d 6f 6g 6h

Tabela 1.7: Стања електрона у атому.

Електрон у атому водоника jе у орбити. Он има своj угаони моменат L, вектор
чиjи интензитет jе

√
l(l + 1)~ и смер коjи нам и не казуjе много. Електрон у орбити,

Растко Вуковић 376



КВАНТНА МЕХАНИКА

попут кружне струjе, производи магнетно поље коjе може да интерагуjе са вањским
магнетним пољима. Према томе, вањско поље нам даjе потврду правца и смера вектора
орбиталног угловног момента у атому водоника. По договору, постављамо z осу дуж
правца магнетног поља B. Тада ml даjе компоненту L у правцу B

Lz =ml~, (1.849)

при чему jе ml наjвише jеднако l, па jе Lz увек мање од L. То jе наизглед „чудна“ ствар
у квантноj механици, коjа такође има своj смисао.

Slika 1.91: Магнетни момент.

На слици 1.91 видимо, ако L показуjе „тачно“ у смеру z-осе (магнетне осе) онда
орбита електрона лежи „тачно“ у Oxy равни, па jе неодређеност момента у правцу z-
осе „бесконачна“. Како jе ово немогуће, за електрон у атому, отклањања од z-осе су
стално присутна. Ето зашто jе Lz углавном мање од L.

Након растављања таласне функциjе на факторе (1.835), ради раздваjања вариjабли
и посебних решавањаШредингерове jедначине у сферним координатама, густину веро-
ватноће дефинишемо са

Pr(r, θ, φ) = ψ∗ψdV = Pr(r)Pr(θ)Pr(φ)dV, (1.850)

где jе Pr(ω) вероватноћа исхода ω, а dV jе инфинитезимални елеменат запремине у
сферним координатама

dV = r2 sin θ drdθdφ. (1.851)

Зато што су вариjабле раздвоjене, а функциjе R, Θ и Φ ортонормиране, интеграле
густина вероватноћа можемо посматрати као троструки интеграл, односно као производ
три jедно-димензионална интеграла. Производ тих интеграла jе такође нормиран на
jединицу, а посебни интеграли су:

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

Pr(r) =
´
R∗(r)R(r)r2 dR,

Pr(θ) =
´

Θ∗(θ)Θ(θ) sin θ dθ,
Pr(φ) =

´
Φ∗(φ)Φ(φ)dφ.

(1.852)

Максимална вероватноћа jавља се у врховима jезгра вероватноће. Тамо где су густине
вероватноћа наjвеће.
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Просечна вредност, рецимо r, jеднака jе очекиваноj вредности r. Наjвероватниjа
вредност r за 1s електрон jе r0 = a0, што и треба да буде, али просечна вредност r jе
r̄ = 1,5a0, што jе у реду у квантноj теориjи али не и у раниjем моделу.

Квантна механика jе донела и друге корекциjе претходног гледања на атом. На
пример, имамо само вероватноће налажења електрона помоћу датог система координата.
Електрон се не креће око jезгра атома у било коjем конвенционалном смислу. На
неjасном облаку на слици 1.92 нису приказани електрони у jезгру (Nucleus) атома, већ
густине вероватноће налажења jединог електрона првe орбитe. Што jе облак гушћи на
неком месту слике, вероватниjе jе налажење електрона на том месту.

Slika 1.92: Густина вероватноће електрона.

Текст Књиге jе на чекању, за сада ...
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метода тангенте, 224

Оjлерова формула, 131
Парсевалова jеднакост, 137, 243
Паскалов троугао, 70
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Паули, 25
матрице, 117, 123, 356
друга, 33
прва, 25
трећа, 34

принцип искључења, 247, 273
Перс, 29
Питагорина теорема, 358
Планк, 65

константа, 254
редукована константа, 88, 256

Платон, 39
Прешић, 234
Пуасон, 72

расподела, 72
Расел, 39
Реjли, 228
Рис, 144, 218
Родригезова формула, 367
Сарусово правило, 100
Снелов закон, 299
Соболев простор, 144
Стирлингова формула, 74
Стоун, 144, 198
Шаудер, 236
Шенон, 59

информациjа, 166, 237, 254
Шредингер, 8, 125

jедначина, 256, 307, 373
мачка, 63, 85, 291, 334

Штикелберг, 276
Шварц, 191
Шварцшилд, 294
Тасковић, 232
Теjлор, 165, 224
Тофоли капиjа, 27
Урисонове димензиjе, 333
Ваjерштрас, 14, 197, 198

апроксимациjа, 199
Варадараџан, 57
Веjл, 283
Венови диjаграми, 42
Витгенштаjн, 29
Зорн, 220
адхеренциjа, 194
адхерентна тачка, 194, 329
адхерентна вредност, 200
адитиван оператор, 213

адитивна функциjа, 47
адитивност, 83
адjунгована матрица, 101, 114
адjунговани оператор, 156
аксиома

бесконачности, 52
избора, 188, 197, 211, 220
локалне комутативности, 239
обjективне случаjности, 32

аксиоме, 13
Дедекиндове, 15
метрике, 189
поља, 14
прстена, 12
скупова, 212
векторског простора, 16
вероватноће, 48

акустични ом, 325
алеф-нула, 187
алгебарска база, 211
алгебарски изоморфизам, 212
алгебра, 12, 96, 137
алгебра логике, 22
ампер, 325
амплитуда, 61, 242
анхилациjа, 275
антихермитски оператор, 287
антилинеарност, 83
антиматериjа, 276
антисиметриjа, 45
асоциjативност, 9, 12
атом водоника, 260, 373
атрактор, 230
бацање новчића, 68
база, 79
базни скупови, 199
базни вектори, 79
бесконачна база, 244
бесконачност, 186
биjекциjа, 13, 45, 139
билинеарна функционела, 268
биномна расподела, 69, 71
биномни коефициjенти, 69
бит, 27
боjа светлости, 324
бозони, 38, 275
броj елемената, 43
броjање, 187
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брзина, 359
светлости, 36, 65, 253, 293

централна симетриjа, 85
цилиндричне координате, 360, 368
црна рупа, 293
цурење енергиjе, 247
честица у кутиjи, 257, 326
чисто стање, 32, 166, 169
чуло, 186
дефинициjа матрице, 111
дефинициjа реалности, 47, 279
дегенерисано решење, 178
дегенерисано стање, 308
деjство, 284
делимична уређеност, 220
делимични низ, 200
делта функциjа, 368
делта симбол, 219
деривациjа, 223
десни систем, 90, 358
десни триjедар, 97
детерминанта, 102

израчунавање, 104
Jакобиjан, 358
производа, 113
збира, 113

диференциjал, 357
диференциjална jедначина, 338

Лежандрова, 367
Стокеова, 331

дифракциjа, 61
диjагонална матрица, 21
диjаметар, 193
димензиjа простора, 79, 211
динамичка вариjабла, 7
динар, 172
директан збир, 80
директно комплементаран, 81
дисjункциjа, 22
дисjунктни скупови, 43
дискретан спектар, 8, 141
дисперзиjа, 300
дистрибутивност, 12
дивергенциjа, 92
дивергирање низа, 204
доказ табелирањем, 23
домен, 44
доминантно квантно стање, 230

други закон термодинамике, 29, 281
дуалан, 118

оператор, 141
простор, 138, 219

дуална матрица, 20
дубока jама, 320
двоструки векторски производ, 95
ефекат посматрача, 274
економиjа, 329
експеримент

двоструки отвор, 62, 247, 255
Штерн-Герлах, 355

екстремна тачка, 176
еквиваленциjа, 22, 36
еквивалентне норме, 217
еквивалентни оператори, 153
електрична константа, 92
електрични капацитет, 92
електромагнетно зрачење, 168, 253
електрон, 65
елементи матрице, 111
ентропиjа, 59, 166, 274

чистог стања, 169
мешаног стања, 170
парадокс, 78
спонтани раст, 238

епсилон околина, 194
епсилон симбол, 92
еволуциjа, 8, 57, 138, 238
факториjел, 69
фаза транзициjе, 295
фермион, 125
фермиони, 38, 275
физичка информациjа, 55
физичка реалност, 220
физички повратан процес, 29
формална логика, 22
фотон, 65, 168, 254
фреквенциjа, 253
фундаменталан низ, 235
фундаменталан скуп, 212
функциjа, 45

Лежандрова, 367
функционал, 118
функционална анализа, 21, 96, 118, 137
функционела, 218
генералисана информациjа, 237, 268, 313
генератриса, 337
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главна диjагонала, 102
главни квантни броj, 375
градиjент, 361
гранична тачка, 194
гранична вредност, 122, 199
гранични услови, 312
гравитациjа, 277

вакуума, 333
гравитон, 306
група, 10
групоид, 12
густина вероватноће, 8, 169, 377
хармониjски осцилатор, 258, 312, 332
хиjерархиjа, 284
хиперболне функциjе, 310
хистограм, 73
хомеоморфизам, 13
хомоген оператор, 213
хомогено пресликавање, 231
хомогеност, 83, 119, 206
хомоморфизам, 83
хомотетиjа, 85, 313
хоризонт догађаjа, 294
иденпотенциjа, 83
идентички елеменат, 9
играће карте, 68
имагинарна jединица, 256
импеданциjа, 325
импликациjа, 22
индуцирана метрика, 192
инфимум, 193, 205, 213
информациjа, 58, 167

чистог стања, 169
мешаног стања, 170
перцепциjе, 274, 284

инjекциjа, 13, 45
инклузиjа, 45
инструмент, 239
интеграл, 215
интелигенциjа, 284
интеракциjа, 47, 55
интеракциjе, 37, 275
интерциjални систем, 332
интерференциjа, 61, 63
инвариjантност, 143
инвертибилна матрица, 114
инверзан, 18

броj, 12

функциjа, 45
кjубит, 209
матрица, 114
оператор, 216
посматрач, 218
релациjа, 45

инверзиjа времена, 83
инверзна еволуциjа, 217, 218
инверзна матрица, 115
инволуторна матрица, 34
исказ, 22
искључиви догађаjи, 48
итерациjа, 225

матрица, 227
изолована тачка, 195
изометриjа, 85, 127, 192, 206

геометриjска, 313
изоморфизам, 13, 81, 138, 206, 217
изведени скуп, 195
извод, 223
jединична матрица, 111
jединични елеменат, 9
jединични оператор, 147
jединични вектори, 83
jеднакост

матрица, 21, 111
паралелограма, 129

jезгро оператора, 216
капиjа, 27
карактеристична jедначина, 119
карактеристични полином, 119, 155
кардинални броj, 52, 212
кардиналност, 187
кинетичка енергиjа, 262
кjубит, 30
класична логика, 25
класични систем, 166
кодомен, 44
кофактор, 101, 104
количина неизвесности, 167
колинеаран, 85
комбинациjе, 69
компактан скуп, 264
компактибилност, 239
компактност, 263
комплексна информациjа, 313
комплексни броjеви, 18
комплемент скупа, 39
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комплементан догађаj, 48
комплементарни потпростори, 210
комплетан простор, 201, 206
комплетирање простора, 203
композициjа функциjа, 45, 46
комуникациjа, 36, 279
комутативност, 10, 12

матрица, 112
оператора, 216, 239

комутатор
оператора, 288
производ, 151
тачака, 107, 177
вектора, 90

коначан скуп, 44
конексан простор, 194
конгруенциjа, 206
конгруентни простори, 206, 267
конjуговање, 20
конjункциjа, 22
конкавна функциjа, 190
континуалан спектар, 8
континуум, 188
контрадикциjа, 22, 100
контракциjа, 222
контравариjантан, 243
конвексан скуп, 176
конвексна комбинациjа, 175
конвексна љуска, 176
конвергенциjа, 199
конзервациjа информациjе, 30, 208, 332
конзервациjа угловног момента, 372
конзервирани системи, 30
конзистентан систем, 178
косо-Хермитски оператор, 147
ковариjантан, 243
ковектори, 219
криволиниjски правоугаоник, 358
крута ротациjа, 259
квадратна матрица, 111
квадратни талас, 249
квантна логика, 25
квантна спергнутост, 139
квантна спрегнутост, 82, 139, 290
квантни компjутер, 25, 171, 175
квантни процесор, 37
квантни простор, 211
квантни систем, 57, 242

метрика, 189
квантно стање, 21, 57, 197, 211, 242
кватерниони, 129
ланац, 220
ланчана производња, 173
лимес, 204
линеал, 209
линеаран оператор, 213
линеарна многострукост, 16
линеарна независност, 137
линеарни систем, 171
линеарни системи, 7
линеарни споj, 79
линеарно програмирање, 175, 182
линеарно зависни вектори, 210
линеарност, 83

независност, 79
магнетна константа, 92
магнетни квантни броj, 375
магнетно поље, 91
маjоранта, 231
маса електрона, 65
математичка логика, 22
математичко очекивање, 67, 167, 347, 353
материjални свет, 55
матрица, 111

колона, 20
дуална, 124
густине, 166
Хадамард, 31
истог типа, 111
итерациjа, 228
Паули, 25
придружена, 20, 149
ротациjе, 121

матрична механика, 125
међа, 195, 329
мерење, 8, 57, 63, 138, 282
мешана светлост, 168
мешано стање, 32, 166, 170
мешовити производ вектора, 94
метод тангенте, 223
метода, 9, 22, 39

диjаграма, 43
контрадикциjе, 23
максималне вероватноће, 75
наjмањих квадрата, 75, 77

метрички простор, 138, 189
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метрички тензор, 358
минимални полином, 155
минор, 104
мирис, 186
множења вектора, 88
модел економиjе, 171
модуо, 18
могућ догађаj, 54
могуће решење, 178
момент импулса, 348
моноид, 9
монотон низ, 231
монотони раст низа, 204
монотоно опадаjућа, 231
монотоно растућа, 231
мултиплицитет, 264
мултиверзум, 32, 78, 86, 272
набла оператор, 92, 348, 361
начело информациjе, 59
начело коначности, 39, 44
наjвише преброjива база, 199
недегенерисан, 8
недегенерисано решење, 178
негациjа, 22
негативан елеменат, 213
негативна информациjа, 94
неизвесност, 77
неизвесности, 324
неjеднакост

АГ, 191
Хелдера, 190, 304
Jанга, 189
Минковског, 191
троугла, 128, 189

некомплетан простор, 207
немогућ догађаj, 53
непарна функциjа, 248
непокретна тачка, 222
непреброjивост, 188
непрекидни спектар, 267
несагласан систем, 178
неслободна честица, 322
нетачно, 22
неутрални броjеви, 12
неутрални елеменат, 9
невидљива светлост, 246
независност, 211

вектора, 79

вероватноћа, 53, 239
нигде густ скуп, 196
норма, 206
норма функционеле, 268
норма оператора, 213
норма вектора, 128, 206
нормалан оператор, 7, 146, 209
нормална расподела, 73, 344
нормиран простор, 206
нормирани вектори, 242
новац, 329
нула-матрица, 111
нула-вектор, 213
обjективна непредвидљивост, 55
обjективна случаjност, 186, 272, 279
обрнут ток (не)извесности, 218
обрнут ток времена, 209
обзервабла, 7, 84, 138, 242, 285
ограничен оператор, 213
ограничен скуп, 176, 181, 193
ограничена функционела, 268
околина, 194, 235
ом, 325
оператор, 343

броjа, 342
енергиjе, 261
Хамилтониjан, 262
импулса, 21, 88, 262
паритета, 371
подизања, 350
полинома, 161
положаjа, 21
потпуно непрекидан, 264
пратилац, 161
спуштања, 350

оператор густине, 240
оптика, 61
оптимално решење, 182
орбитни квантни броj, 375
организациjа, 274
организациjа живих бића, 238
ориjентисана дуж, 88
ориjентисана површина, 108
ориjентисане дужи, 17
орт, 191
ортогонална димензиjа, 266
ортогоналност

проjекциjе, 266
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спектра, 146
вектора, 132, 242

ортонормираност
базе, 242
потпун систем, 266
вектора, 133

ортови, 88
основна матрица, 178
основна теорема, 236
основно решење, 178
основно стање, 308, 344
особине матрица, 112
отворена кугла, 194
отворено покривање, 199
параболични талас, 251
парадокс, 39

близанаца, 296, 334
информациjе, 78, 306
комплетирања, 209
мерења термодинамике, 167
случаjности, 272
транспорта, 173

парадоксална декомпозициjа, 52
паралелне реалности, 81, 186, 209, 220, 280,

333
паралелно померање, 246
парна функциjа, 248
партитативни скуп, 212
паскал, 325
перфектан скуп, 195
периодична функциjа, 245
периодично кретање, 253
пермутациjе, 10, 69
пион, 290
побуђено стање, 308
подгрупа, 12
подскуп, 39
подучавање, 329
покривање скупа, 199
поларизациjа светлости, 168
полиноми, 20
полугрупа, 9, 12
полунорма, 206
поље, 13
поредак, 15
постепеност, 213
постулат, 7
постулат проjекциjе, 239

потенциjа тачке, 19
потенциjална енергиjа, 262
потенциjална jама, 319
потенциjални бунар, 322
потенциjални праг, 316
потенциjални степеник, 314
потпростор, 192
потпуна уређеност, 220
потпуна вероватноћа, 51, 240
поузданост, 206
повратан прекидач, 26
правила скраћивања, 14
правило десне руке, 90
правило десног завртња, 90
правило паралелограма, 17
правоугаона матрица, 111
празан скуп, 42, 48
преброjиви скупови, 187
преброjиво бесконачан, 44, 52
прекид симетриjе, 295
прекидач, 25
пресек скупова, 39
придружен, 115

матрица, 124
оператор, 141, 149

пример са рукавицама, 139
принцип, 7

информациjе, 59, 238, 272
jединствености, 273
коначности, 53, 141, 186, 194, 208, 273
максимума, 220
монотоности, 204
наjмањег деjства, 185, 238, 274
неодређености, 126, 261, 300, 305
псеудо-информациjе, 313
случаjности, 57, 186
вероватноће, 58, 186, 238, 272, 279

принцип информациjе, 291
прираштаj путање, 359
проблем екстрема, 270
проблем хоризонта, 294
проблем исхране, 175
проблем мерења, 85
проблем профита, 173
проблем транспорта, 172
продирање кроз праг, 319
производ, 12

матрица, 21
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проjекциjа, 8, 135, 138
проjектор, 83
прост збир, 80
простор C[a, b], 202
простор C1[a, b], 203
простор Lp, 216
простор lp, 201
простор m, 202
простор вероватноћа, 48
прошлост, 55
прстен, 12
псеудо реалност, 220
псеудо-информациjа, 54, 280
псеудо-комуникациjа, 279
псеудо-материjалан, 56
псеудо-реалност, 279
псеудо-реалности, 36
псеудо-вероватноћа, 279
псеудовектор, 91
рационални броjеви, 187
радиjална jедначина, 261
ранг функциjе, 45
ранг матрице, 153
ранг оператора, 86
расипање, 324
расподела вероватноћа, 59, 67, 167
растоjање, 189, 193
разлагање скупа, 50
разлика скупова, 43
размазаност, 324
реалан простор, 243
реалне честице, 36
реални броjеви, 187
реципрочан, 18
ред детерминанте, 100
редови, 20
редукована маса, 258
редуковани полином, 157
рефлексивнсот, 45
регуларан оператор, 150
регуларан систем, 100
регуларна матрица, 115, 154
реjли, 325
релациjа, 44

еквиваленциjе, 45, 81
неодређености, 151, 283, 324, 327
поретка, 45
троугла, 189

релативно компактан скуп, 264
ретракциjа, 235
резолвента, 156, 263, 267
ротациjа, 84, 124
ротационе зависности, 93
ротор, 92
садашњост, 60
сагласан систем, 178
сагласност система, 100
себи-придружен, 125

оператор, 147, 268
сегмент, 175
секуларна jедначина, 155
семихомогено пресликавање, 231
сепарабилан простор, 198
сепарациjа вариjабли, 373
сфера, 194
сферна геометриjа, 247
сферне координате, 130, 357
сферни хармоници, 259, 367

нормализовани, 369
сигуран догађаj, 53
сила, 277
симбол Леви-Чивита, 93
симболичка логика, 22
симетрична функционела, 268
симетрична разлика, 44
симетриjа, 45
симплекс метода, 183
синергиjа честица-таласа, 63
сингуларна матрица, 115
систем неjедначина, 174
скалар, 15
скаларни производ, 88, 127, 138
скалирање, 229
скоро свуда, 215
скуп, 39
скуп друге категориjе, 196
скуп прве категориjе, 196
слаба конвергенциjа, 268
слаба поновљивост, 239
слабо-комплетан простор, 269
сличне матрице, 153
слобода, 237, 274, 284
слободна честица, 8, 256, 322
сложено пресликавање, 46
сопствена вредност, 8, 119

доминантна, 227
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сопствене вредности
Паулиjевих матрица, 124

сопствени вектор, 7, 119
сопствени вектори

кватерниона, 130
Паулиjевих матрица, 124

спектар, 61, 119, 263, 267
спин, 124, 355
споредна диjагонала, 102
средња вредност, 167, 170, 287, 300
стандардна девиjациjа, 67
стандардни програм, 183
стања електрона, 376
стохастички, 85
струjно коло, 25
стварни раст низа, 204
субадитивност, 206
сублинеарна функционела, 221
сукцесивне апроксимациjе, 222
суперпозициjа, 30, 166, 280

принцип, 7
суперпозициjа светлости, 168
супремум, 182, 193, 205, 213
сурjекциjа, 13, 45
свет идеjа, 39, 54
свет истина, 273
светлост, 36

бела, 61
брзина, 294, 299
интензитет, 324
поларизациjа, 168, 291
поништавање, 246
ширење, 64
талас, 253

своjствена величина, 119
своjствена вредност, 149
своjствене величине, 162
своjствени полином, 162
своjство М-max, 232
своjство-М, 231
свуда густ скуп, 195
тачка, 189
тачка нагомилавања, 195
тачка производ, 88
тачкасти спектар, 267
тачно, 22
таласи, 61
таласна дужина, 64, 65, 253

таласна функциjа, 255
колапс, 86
универзална, 86

таласна отпорност, 325
таласни броj, 256
таласни вектор, 256
тамна енергиjа, 333
тамна материjа, 246, 333
таутологиjа, 22, 220
тело, 13
тензорски рачун, 96
теорема

Ролова, 225
симетриjе НПВ, 278
средње вредности, 225

теориjа хаоса, 209
теориjа инфлациjе, 295
теориjа релативности, 277
тестерасти талас, 250
ток информациjе, 94
тополошки простор, 194, 195
тотално ограничен, 265
траг матрице, 164
траг оператора, 155
транслациjа, 16, 85
транспонована матрица, 113
транспоновање, 20, 102
транзитивност, 45
трептаj, 253
тригонометриjски ред, 252
тривиjално решење, 119
троугаона матрица, 162
троугласта бариjера, 329
тунелски ефекат, 318
убрзање, 359
угао расипања, 65
угаона фреквенциjа, 256
угаони момент, 348
улазно-излазна матрица, 172
униjа скупова, 39
унитаран простор, 127
унитарни оператор, 127, 147
универзалан скуп, 48
универзални прекидачи, 26
универзални скуп, 39
унутрашњи производ, 88, 127, 138
унутрашњост, 194
уређен скуп, 193
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условна конвергенциjа, 224
условна вероватноћа, 50
вакуум, 194, 306, 332
вариjациjе, 69
вариjанса, 67
васиона, 194
вектор, 15
векторски производ вектора, 90
векторски простор, 15, 57, 206
велика експлозиjа, 295
вентил, 30
вероватноћа, 8, 48, 166, 242
видљива материjа, 255
вириjална теорема, 347
виртуелна честица, 306
виртуелни фотон, 35
високи праг, 318
водоников атом, 375
волта, 325
време, 60
временска еволуциjа, 8
временски независна jедначина, 256
временски зависна jедначина, 257
закон одржања, 66

информациjе, 78
закон одржања информациjе, 291
закон великих броjева, 78
закони конзервациjе, 30
запремински елеменат, 358
затворен скуп, 176
затворена кугла, 194
затвореност, 9
зависни вектори, 79
збир, 12
звук, 186, 325
живо биће, 59, 238, 284
животност, 284, 313
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